Equacoes racionais e radicais

Enquanto que a resolugdo numérica e geométrica das equagdes numéricas remonta
a milhares de anos, a resolugdo simbolica (= algébrica ou analitica) iniciou a se
desenvolver somente nos ultimos 400 anos, sendo o resultado da contribuicdo de
inimeros matematicos. Dentre eles, destacamos a contribuigo de Leonhard Euler,
pois seu livro Instrugdo Completa de Algebra (de c. 1770 e titulo modernamente
abreviado como Elementos de Algebra) muito simplificou as técnicas de resolugao
das equagdes, além de lhes dar a forma notacional que é essencialmente a que hoje
aprendemos a usar desde a Escola Basica.

Quanto ao tipo de operacdes matemadticas envolvidas nas equa¢des numéricas, essas se dividem em:
— equacoes polinomiais
— equacoes racionais (envolvem somente as quatro operacdes aritméticas)
—equacdes radicais ou irracionais (envolvem as quatro operagoes aritméticas mais radiciagoes)
—equacdes transcendentes (envolvem operac¢des ndo algébricas, como trigonométricas, logaritmicas ou etc.)

Dedicaremos esta li¢do as racionais e radicais, na pr6xima trataremos das importantissimas equac¢des polinomiais.

1). Exemplos tipicos

1_ 1 x-9 _ .2 3 5 : :
3x+ 15 =6+173, 75,2 =% —3x+1-37, etc. Emgeral, sdo as que podem ser reduzidas (embora isso possa

acabar complicando o processo de resolu¢do) a forma: P(x)/Q(x) =0, onde P(x) e Q(x) sdo polindmios.

2). Cuidado maior para se garantir a equivaléncia

Ao transformarmos uma equacdo racional em um outra mais facil de resolver, e a ela equivalente, fica proibido
dividir ou multiplicar por alguma expressdo que se anule no dominio da equac¢ao dada.

Podemos colocar esta proibicdao do seguinte modo. Denotando por A, B,C expressoes algébricas:
e AC = BC naio se simplifica para A= B, se C =0 no dominio da equacao;
e A/C = B/C nao se simplifica para A= B, se C =0 no dominio da equacao.

Exemplo modelo

) . o (2 +3x)(x?+2x) 8x+24
Calcular as raizes reais da equacdo racional = .

x2—4 T 2x-4
— Resolugdo com erro provocado por ndo obedecer as proibi¢ées acima. Observe que a equacao pode ser escrita

X(x+3)x(x+2) _ 8(x+3) 2
(x-2)(x+2) ~ 2(x-2)’

cursinhos para testar se verificam a equacao original. Constata-se que ndo, pois provocam divisao por zero,
logo conclui que a equacao dada nao tem raizes.

Contudo, essa é uma conclusao falsa, pois é evidente que x = —3 é uma raiz da equagao!

— Resolugdo correta. Iniciamos determinando o dominio dessa equacao: sdo os x # -2 e 2, pois que anulam
denominador. Para tais x vale simplificar a equacdo dada para x(x+3)x = w, ou seja: x%(x+3)=4(x+3).
Contudo, a simplificacdo do fator comum (x +3) s6 vale para x # —3. Isso significa que a equacao original
somente é equivalente a equacio simplificada x> =4 para x # -3, -2, 2 (estes x formam o que, desde a licdo
anterior, estamos denotando por conjunto %x).

. Raizes da equacdo simplificada x? = 4 para x # -3, -2, 2 (ou seja, em @« ): nenhuma;

. Raizes da equag@o original para x = —3 (ou seja, em 2\%«; equivale a: em 2, mas fora de Zx): x = 3.
Conclusao: as raizes da equacao dada ou original se resumem a x = —3.

logo se simplifica para x“ = g =4,de modo que x =2 e x = —2. Resta aplicar a regra dos

Exercicio
Determine todas as raizes de cada equagdo racional a seguir.

1 1 x=2 _ 19x _ 3x—4x*>-9
a). 12-4x ~— %2_5x+6 <) x2-3x + x2 T x2-3x
b). -2— - L. =_L d). [=32=8_).(x21) = Gx+22x
S x2-1 x—17 x+1 T\ x2-2x+1 x+2) 7 10x+4

1). Exemplos tipicos

Vx=2x-6, V5x2-8=2x, V2+3x=1+V1+2x, etc.

Ao contrério das equagdes polinomiais e racionais, ndo podemos escrever o formato algébrico geral das
equacoes radicais ou irracionais. Contudo, podemos caracterizé-las verbalmente: sdo equagdes algébricas nas
quais aparece ao menos um termo envolvendo radiciacao.

2). A técnica basica para resolver equacoes radicais

Consiste em procurar colocar no maximo um radical em cada membro da equacao e, depois, eliminar todos os
radicais elevando cada membro da equacdo ao quadrado, ao cubo, etc.



3). Cuidados maiores para garantir a equivaléncia

Podemos resumi-los com um exemplo: x = 4 = x> = 16, mas x*> = 16 % x = 4 (= nao implica), pois —4
também verifica (—4)? = 16. Em termos mais gerais, denotando por A e B expressoes algébricas quaisquer
(note que como tal, elas eventualmente podern assumir tanto valores positivos como negativos), temos:

o VAZ=|A|
e VA=vB < A=B,desde que A,B = 0no dominio da equacio
eVA=B = A=B? contudo A=B? = v/A=B,amenos que valha A, B> 0 no dominio da equaco.

A ndo observancia desses cuidados facilmente leva tanto a obtencao de raizes falsas como a perda de raizes.
Todo o cuidado serd pouco! E recomendado procurar fazer graficos cartesianos das fungdes que representam
cada membro da equacio.

Exemplo modelo 1
Determinar as raizes reais da equagdo radical: v5—x=x—3.
Iniciamos determinando o dominio desta equacdao. O membro v/'5— x tem sentido (no universo dos nimeros
reais) somente para x < 5. Embora x —3 tenha sentido para todos os x <5, o valor desse segundo membro
tem de igualar o de uma raiz quadrada (o valor do primeiro membro), logo temos de ter x —3 = 0. Resumindo,
o dominio desta equacao é o conjunto dos 3 < x <5. Em notagdo de conjuntos: & = [3,5].
Como no dominio da equagao tanto o argumento da raiz quadrada como o segundo membro sdo = 0, segue
que para todos os x € Z:

Vo—x=x-3 <= 5-x=(x-3)? <= 5-x=x*-6x+9 < x*-5x+4=0 < (x—1)(x—4) =0.
Conclusdo: Raizes(com 3<x<5 de v5—x=x-3)= Raizes(com 3<x<5 de (x—1)(x—4) =0) = {4}.

Observacdo 1. Acima, provamos que, para 3 < x < 5, vale v5—x = x —3 quando, e somente quando, vale
5—x = (x—3)?. Por outro lado, para qualquer x € R, vale 5—- x = (x —3)?> quando, e somente quando, vale
(x—1)(x—4) =0. Tomando x =1, vale (x—1)(x—4) =0, logo também vale 5 — x = (x —3); contudo, como esse
x =1 nao verifica 3 < x <5, ndo podemos afirmar que ele torne verdadeira a expressdo v5—-x = x—3. Com
efeito, para x =1, ela fica: Vi=-20 que é falso no universo dos niimeros reais.

Observacdo 2. Ignorando restri¢des de dominio, também se chega a equacao simplificada (x-1)(x—4)=0,a
qualtem x =1 e x =4 como raizes; substituindo-as na equacao original, se constata que x =1 é raiz falsa da
original e que x =4 é raiz verdadeira. Ou seja, a regra dos cursinhos, neste caso, estd levando a uma resposta
final correta. Contudo, essa regra nem sempre funciona, pois pode ocorrer que uma simplificacdo descuidada
provoque perda de raizes. Veremos isso no Exemplo 3, abaixo.

Exemplo modelo 2
Determinar as raizes reais da equagdo radical: 2+ v7+x—+v3—-x=0.
Iniciamos colocando os radicais em membros diferentes: 2++/7 + x = v/3 — x. Dominio da equacao? Por v7 + x
temos de ter x = —7, e por V3 — x precisamos ter x <3, de modo que o dominio da equacao é 2 = [-7,3].
No dominio da equagdo, como os argumentos dos radicais sdo = 0, valem as equivaléncias:

24+V7+x-V3-x=0 = 2+V74+x=V3-Xx <= 4+4V7+x+7+x=3-x < 2V7+x=-4-x.
Como ultima etapa, precisamos elevar ao quadrado ambos os membros da tltima equacdo. Para isso, precisa-
mos ter —4 — x =0, o que vale para x < —4. Ora, tendo em vista o dominio da equacao original, vemos que essa
dltima etapa s6 vale para —7 < x < —4. Ou seja, na notagdo de conjuntos, vamos ter de continuar numa parte
D« =[-7,—4] de 2 =[-7,3]. Temos, entdo:

(para —7<sx<-4) 2V7+x=—-4-x < 4(7+x)=16+8x+x*> < x*+4x—12=0.

Resumindo (observe cuidadosamente o que seré escrito):
paraos ~7<x<-4:2+vV7+x—v/3-x=0 < x*>+4x—-12=0, eaaplicacdo de Bhaskaradd x=-6 e x=2,
sendo que somente o primeiro valor estd no intervalo [-7,—-4], logo a equagao original tem apenas uma raiz,
x =—6, no intervalo [-7,—4] (ou seja: em D).
Resta verificarmos se a original também tem raiz entre os —4 < x <3 (na notacao de conjuntos: em Z\%x).
Para tal, usemos que a equacdo original é equivalente (em todo seu dominio 2) a equagdo 2v7+x=—-4—x.
Ora, como o segundo membro desta é —4 — x <0 paraos —4 < x < 3, segue que ele nunca poderd igualar o
primeiro membro, o qual é = 0 para tais x. Logo, tanto a equacdo 2v/7 + x = —4 — x como a original ndo tém
nenhuma raiz entre os —4 < x <3 (na nota¢do de conjuntos, em 2\Px).
Conclusao final: a equacgdo original tem apenas uma raiz real: x = —6.

Observacdo 1. Tivemos aqui uma novidade. No caso das equacdes racionais tipicamente o conjunto 2\ %«
é finito, o que permite fazer a verificacao por substituicdo direta na equacao original. Contudo, no presente
caso de equacao radical o conjunto 2\%x é um intervalo, o dos —4 < x < 3, 0 que impossibilita decidir por
verificacdo, caso a caso, quais desses infinitos candidatos sdo raizes da original.



Observacdo 2. As duas raizes, x = —6 e x = 2, da equacdo x?>+4x—12 =0 estdo no dominio da equacio
original. Apesar disso, x = 2 é raiz falsa da original. Explicacao? Esta equacao do segundo grau é equivalente a
original apenas paraos —7 < x < —4. Também observe que, neste caso, a regra dos cursinhos também acabaria
obtendo somente a raiz x = —6. O exemplo a seguir mostrard que essa regra nem sempre funciona.

Exemplo modelo 3 7 12

. . _ X
Calcular as raizes reais da equagdo x +4 + i i-1
x— xX—

e Resolugdo errada, pois ignora restricoes de dominio. Multiplicando os dois membros por (x —4) e usando
aidentidade classica (a— b)(a+ b) = a®> — b?, obtemos x? — 16+ Vx2 — 16 = 12. Fazendo u = V' x? — 16, isso
¢ o mesmo que u?>+u—12=0, ouseja: (u+4)(u—3)=0,deonde u=VvVx2-16=-4e u=VvVx2-16=3.
Ora, como o valor de u é uma raiz quadrada, a possibilidade u = —4 ¢ falsa, restando Vv x2 —16 = 3, ou seja:
x?—-16=9,logo x> =25, eentdo x =5 e x = —5 seriam as possiveis raizes da equacio original. Aplicando a
regra dos cursinhos, vemos que x = —5 € raiz falsa. Conclusao: a equacao teria uma tinica raiz: x = 5.
— Por que essa conclusdo estd errada? Por verificacdo direta (exercicio), se vé que x = —41/2 também é raiz.
— Onde a resolugdo errou? Supondo que x # 4, foi afirmado que

X—-DVE+DI(x—D =V (x-42VEx+DT(x-2) = (x—-2(x+4)/(x—4) = vV/(x -2 (x+4) = Vx2 - 16.
Nesta sequéncia de igualdades, precisamos observar que a primeira somente vale para x—4 =0, ou seja x = 4.
De modo que, continuando com a sequéncia, estariamos jogando fora as possibilidades x < 4, como é o caso
da raiz perdida x = —4v/2.

¢ Resolugdo alternativa, correta desde o inicio.

Dominio da equagao? Precisamos ter x #4 e ]’g—fi = 0, logo esse dominio é formado pelos x < —4 e pelos x > 4.
Assim que temos dois casos.

— Primeiro caso: x > 4. Temos (x—4) = /(x—4)? e continuamos como no inicio da resolucio errada, somente
acrescentando que a condi¢do x >4 garante que u = v x% - 16 estd bem definida entre os nimeros reais.

- Segundo caso: x < —4,0 que dd (x—4) = —y/(x—4)? e a sequéncia acima fica modificada como:

X-DVE+Hx—D =V (x-D2VE+ D (x—4) = -/ (x - 42 (x +4)/ (x — 4) = etc. = —Vx2 — 16,

o0 que nos leva a equacdo x?> — 16 — Vx2 — 16 = 12. Fazendo u = v'x?—16 (note que x> —16 >0, para x < —4),
a equacdo fica u> —u—12 =0, ou seja: (u—4)(u+3)=0,deonde u=vVx2-16=4e u=vVx2-16=-3.
Agora, como o valor de u é uma raiz quadrada, a possibilidade u = —3 é falsa, restando v x2 —16 = 4, ou seja:
x> —16=16,logo x? = 32, igualdade satisfeita para x = +1/32 = +4+/2, logo, como estamos trabalhando com o
caso dos x < —4, segue que x = —4v/2.

— Conclusdo final: para x >4, s6 ha umaraiz: x =5, e para x < —4 somente x = —4v/2.

Exercicio
a). Escreva os principais cuidados para garantir equivaléncia no caso da simplificacdo de equagdes racionais.
b). Idem no caso de equagées radicais.

Problema
Por que, no caso de equagoes racionais, o conjunto 2\P« é finito, possivelmente vazio? Essa conclusdo sempre vale no caso
de equacbes radicais? Justifique-se.

Problema

Resolver as seguintes equagoes radicais.

a).Vx—1+vx+4=5 b).3-Vx-1=x o). Vx+Vx-5=1 d).V2x—1-vVx-4=2 e). V5x2-8=2x.

Problema

Relativamente a equacédo v1+3x = V2+ Ax (onde o parametro A =0,2,4,6,8), uma simplificacéo sem cuidados trans-
formou a equagdo em 1+3x =2+ Ax, de onde se tirou a “solu¢do” x =1/(3 — A). Pede-se, a partir de exame cuidadoso de
dominios, apontar os casos em que realmente tal expressdo dd uma raiz da equagao.

Problema
Andlogo para a equagdo V'1+3x=V1+ Ax (onde o pardmetro 1=0,2,4,6,8).
Problema

Andlogo para a equagdo Vv'1+3x =vV2+ Ax (onde o parametro A = —-2,-4,-6,-8).



