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Questao 1 - (valor 10) B

Decidir se o nimero 12 + 63 + \12 — 63 & racional ou irracional. Justifique.

Resp.:

Indicando por x o numero dado e usando a identidade classica (a+b)(a—b)=a’—b> , tomando
o quadrado de x, obtemos: x*> =24+2+/36=24+12 =36 , de modo que x = 6 = racional.

Questao 2 - (valor 10)
Suponhamos que uma fragdo irredutivel % possa ser escrita na forma m + % , para algum

. L . ~_a . ,
numero inteiro positivo m. Mostre que a fracao b tem de ser irredutivel.

Resp.:

Temos ¢ = mb + a e que b e ¢c ndo tém fatores primos comuns. Se a/b nao fosse irredutivel o b
teria um fator comum com a, logo teria um fator primo comum com mb+a, ou seja: b teria um
fator primo comum com c: um absurdo.

Questao 3 - (valor 10)

Responda, justificando:

a).- +/x racional implica x racional?

b).- x irracional implica Jx irracional?

Resp.:

a).- sim, pois o quadrado de rac é rac.

b).- sim, pois caso contrario o raciocinio de (a) daria que x seria racional; um absurdo.

Questao 4 - (valor 10)

Ao lado esta representado o grafico cartesiano de uma funcao

polinomial, y = f(x). Pede-se determinar o resto da divisao do

polinémio f(x) por (x - 1)(x - ¥).

Resp.:

como f(x) é um polindmio e (x—1)(x—1/2) tem grau=2:
f(x)=(x—1)(x—1/2)Q(x)+(ax+b) . Resta achar os va-

lores de a e b; para isso, usando o grafico:
0=1f(1)=a+b,1/8=1(1/2)=al2+b.

Resolvendo este sistema de equacoes, obtemos a=—1/4, b=1/4

Questao 5 - (valor 15)

Achar todos os inteiros positivos n, tais que 7 é divisor de 6" + 8" .

Resp.:
Equivale a acharmos os n inteiros positivos tais que 6" + 8" =0 (mod 7). Ora, em mod 7, temos
6=—-1 e 8=1 ,demodoque 6"+8"=(—1)"+1"=(—1)"+1 , e esta soma da zero, para

n inteiro positivo, quando, e somente quando, n for inteiro positivo impar.



Questao 6 - (valor 15)

(g . ~ 1 - ~
a).- Mostre que o grafico cartesiano da funcdo y = x+— (definida para x>0) ndo tem nenhum
X

ponto com ordenada < 2. (Respostas baseadas em tabelas serdo consideradas inconclusivas.)
b).- Deduza de (a) que, para quaisquer niimeros reais positivos (a, b, ¢, d, e), vale:

l(1 +ab) +l(1 + bc) +l(1 +ac) +l(l +de) +l(1 +de) =10
a b c d e

Resp.:
a).- Equivale a mostrar que x+1/x>2 , para todos os x>0. E isto é o mesmo que mostrar que
a média aritmética de x e 1/x é maior ou igual que 1. Ora, da classica relacao entre média aritmé-
tica e geométrica, segue:
1
X+—
= X'l— < X

X 2

b).- Temos de mostrar que

(l+b) + (1—+c) + (L+a)+(l—+6) + (L+d)>10 , ou a+b+c+d+e+1—+L+l+L+L> 10.
a b c d e a b ¢ d e
Ora, esta ultima desigualdade é imediata de (a), pois (a) nos permite escrever:

(@) +(b+ )+ (c+ 1) H(d+ 1) +(e+L) = 10
a b c d e

Questao 7 - (valor 15)

Seja f uma funcdo de valores reais, definida para todos os racionais positivos e que verifica as
seguintes condi¢des: (1)=7, f(x- f(y))=x-f(f(y)) . Pede-se o valor de f(2012).
Resp.:

f(7x)=f(f(1)x)= f(x£(1))=xf(f(1)) = x £(7) . Tomando x = 1/7: =f(1)=1/7 £(7) ,de
modo que f(7) = 49. Tomando x = 2012/7, obtemos £(2012) = 2012/7f( )=2012/7-49 = 14084 .

Questao 8 - (valor 15)
Abaixo sdo mostrados exemplos de sequéncias de dois, trés e quatro inteiros positivos, respecti-
vamente, cujos reciprocos tém soma igual a um:

1+1 1 1+1+1 1 1+1+1+1 =1

2 2 2 36 2 3 7 42 |

Pede-se mostrar que, para cada n>2 , encontra-se uma sequéncia de n inteiros positivos desse
tipo, ou seja: cujos reciprocos tém soma igual a um e ( para n=>3 ) s&o todos distintos.

Resp.:

observemos o padrao dado: (2,2)—(2,3,2:3)=(2,3,6)—(2,3,7,6:7) = (2,3,7,42) , o qual

pode ser continuado: (2,3,7,42)—(2,3,7,43,42-43) =(2,3,7,43,1806) , etc. Verifiquemos que a
continuacdao funciona: %2 + 1/3+1/7+1/434+1/1806 = 1. Encorajados, provemos que esse padrao
sempre da soma unitaria.

1 1 1
Escrevamos s,= a_+a +:--+— e provemos que s,=1 , paratodosos n>2 , desde que os
1 2

a, , sejam dados por:
a,=2,a,=a,(1+a,)=23=6,a,=a,-(1+a;)=67=42 ,as=a,-(1+a,)=42-43=1806 ,etc.,

n

a,.,=a,(l+a,). A prova é por inducéo, usando que vale para n=2. Temos:
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Sy =—+—+-+ + =5,——+ + =1l——+ + , de modo que basta
31 32 1+311 an+1 an 1+an 311+1 311 1+an a11+1

provar que a soma das duas ultimas parcelas vale 1/a, . Ora, isso é imediato, pois

a +1
1+1=1+ 1 =1'(1+i)=,,7=i'

l+a, a,, l+a, a,(1+a, 1+a, a, a,(1+a, a,




