OLimpriapa REcioNAL DE MATEMATICA DA GRANDE PORTO ALEGRE

Questoes nivel 1

Questao 1 -

Deseja-se fazer 4 fichas, cada uma tendo uma frase no lado da frente e um niimero no lado de trds.
Além disso, em cada ficha, o ntimero nao pode corresponder ao que diz a frase.

As frases sdo: “é maior que 50, “é ntimero primo’, “é miiltiplo de 7", “é niimero par’.

Os quatro ntimeros sdo: 2, 35, 63, 74. Pede-se: escrever todas as maneiras de construirmos essas fichas.
Resp.

Inicialmente, vejamos que nimeros podemos colocar em cada ficha, tomada isoladamente:

ficha “é maior que 50”: 2, 35

ficha “é nimero primo”: 35, 63, 74

ficha” é multiplo de 7”: 2, 74

ficha “é nimero par”: 35, 63

Feito isso, facamos a distribuicdo entre as fichas consideradas como um conjunto e na ordem acima.
Temos 3 maneiras: 2, 35, 74, 63; 2, 63, 74, 35; 35, 74, 2, 63.

Questao 2 -

A figura abaixo é um mapa do rio Pixuleco. Logo depois do ponto A, o Pixuleco se divide em dois
canais: o canal do Barba, que escoa 2/3 da dgua, e o canal do Carogo, que escoa o restante. Adiante, o
canal do Barba se divide em trés outros, o primeiro deles escoa 1/8 da dgua do Barba, o segundo escoa
5/8 e o terceiro, que escoa o restante da dgua, acaba se juntando com o canal do Carogo. Pergunta-se:
que percentual da dgua que o Pixuleco tinha em A chega até B?

2/3
A 1/

B

Resp. Denotando por a a quantidade de d4gua do Pixuleco no ponto A, temos que o percentual desta
4gua que chega em B é:

al3+2/8-2/3a 1 4 1 1 3 1
Aorarealka _ - 2 22" Z50%
a 3 24 3 6 6 2
Questao 3 -
Quem dd o maior resultado: 9992, ou 29%° ? Justifique sua resposta.
Resp.

Um valor que é muito ttil termos na cabega (Informatica, etc.) é 2!° =1024. Ora,
2999 5 220 = 210.210 = 10241024 = 1024? > 999°.

Questao 4 -

Das flores do jardim da casa de Ana, 2/5 sdo tulipas, 1/3 sdo cravos, 1/10 sdo violetas e as demais sdo
120 rosas. Pede-se determinar a quantidade de cada tipo de flor desse jardim.

Resp.

Em 6bvia notacdo, temos: f = t+c+v+r:%f+%f+%f+120=%f+%f+33—0f+120: f}—gf+120.
De modo que f — % =120, ou seja: %f =120, logo f =720.

Resta vermos como esse total de 720 flores é distribuido entre os tipos de flores do jardim:

tulipas: % -720 = 288; cravos: % - 720 = 240; violetas: 1—10 - 720 = 72; e mais as ja sabidas 120 rosas.



Questao 5 -

Qual é o algarismo das unidades do niimero expresso por 22°1° ? Justique sua resposta.

Resp.

Neste Nivel 1, aceitamos a seguinte prova empirica:

21 =2,22 = 4,23 = 8,24 = 16,25 = 32,26 = 64,27 = 128,28 = 256, etc., de onde induzimos que o bloco
(2,4,8,6) de ultimo digitos continua se repetindo infinitamente.

Contudo, uma prova verdadeiramente matematica dessa repeticao é preferivel e simples. Observe-
mos que podemos ver as poténcias de 2 como obtidas por sucessivas multiplicacdes por 2. Com
efeito, 22=2.2,23=2.22 24 =2.23,25=2.24 etc. Além disso, note que é fcil vermos que o tltimo
digito de um produto 2"*! =2.2" é o tiltimo digito do produto de 2 pelo tltimo digito de 2". Assim,
quando chegamos a 2* = 16, seguird que o tltimo digito de 2° serd o tltimo digito de 2-6 = 12, ou
seja: 2; dai, o ultimo digito de 26 serd o ultimo de 2-2 = 4, ou seja: 4; o ultimo digito de 27 serd o
ltimo de 2-4 = 8, ou seja: 8; o tiltimo digito de 28 ser4 o ltimo de 2-8 = 32, ou seja: 2; logo, como
voltamos ao inicio do bloco, o processo continua infinitamente.

Resta descobrir qual o dltimo digito de 22015 Ora, como 2015 = 4-503 + 3, é facil vermos que até
chegarmos a potencia 2015 repetimos 503 vezes o tal bloco (2,4,8,6), e paramos em sua terceira
posicdo, que é ocupada pelo digito 8. Esta é a resposta.

Questao 6 -

Rodrigo teve de fazer a festa de seu aniversdrio em um saldo onde néo cabiam mais de 50 convidados.
Num dado momento, o D] animando a festa observou que 3/4 dos meninos estavam dangando com
4/5 das garotas. Pede-se o niimero de pessoas que estavam dangando naquele momento.

Resp.

Denotemos por ¢, m, g, respectivamente, o nimero de convidados, o de meninos e o de garotas.
Obviamente: ¢ = m+g. Por outro lado, o DJ afirma que %m = ;—lg = %(c—m), de modo que %m+§m =
%c, e entdo: 31m = 16¢. Disso segue que ¢ é miultiplo de 31 (use fatoracdo em nimeros primos dos
dois membros e que 31 é primo). Ora, como ndo podemos ter mais de 50 convidados, segue que
¢ = 31. Logo, 31m = 16¢ implica que m = 16, e isso mostra que g = 31-16 = 15. Conclusao: o

ndmero de pessoas dancando é ?—lm + %g = ?—1 <16+ % -15=12+12=24. D C
Questao 7 -

Na figura ao lado, ABCD representa um quadrado de drea 120 cm?, M M

é 0 ponto médio do segmento AD, e MN é perpendicular a AC. ’

Determine a drea do triangulo sombreado. N

Resp. A B

Denotemos por P o ponto médio do segmento BC. O segmento MP divide o quadrado em dois
retangulos de mesma drea. Denotemos por O o ponto médio de M P e por Q o ponto médio de AB.
Temos, entdo, as seguintes igualdades de areas:

area(CDM) = 2élrea (CDMP) = 5 3 l4rea(ABCD) = ;11 -120=130;
drea(ANM) = }4rea(AQOM) = - jdrea(ABCD) = 15120 = 3;
drea(CMN) = édrea (ACD) — érea (CDM) —drea (ANM) =60-30-2=30-2=%=2275



Questao 8 -

Determinar todos os pares (a, b) de niimeros inteiros positivos verificando: a+ b+ ab=134.

Resp.

Suponhamos a < b.

Primeira resolugdo.

De a+b+ab=124 segue (1+a)(1+b) =135 =3%3.5=3.45=5-27=9-15. De modo que, pela uni-
cidade da fatoragdo em ntimeros primos (Teorema Fundamental da Aritmética), temos as seguintes
possibilidades:

1+a=3,1+b=45,logo a=2,b=44,

1+a=51+b=271ogo a=4,b=26,

1+a=9,1+b=15,logo a=8,b=14.

Segunda resolucéo.

Descubramos a paridade de a, b. Como 134 é par, a partir de a+ b+ ab = 134, é imediato constatar-
mos que nenhum dentre a e b pode ser impar, ou seja: ambos sdo inteiros pares.

Descubramos, a seguir, uma delimitacdo dos valores de a,b. Obviamente, ab < 134 e como
11 < V134 < 12, segue que a < 11 (pois, como estamos supondo a < b, a possibilidade a > 11
daria b>11 e ab > 134).

Resumindo: a, b sdo pares, a < 10 (pois 11 é impar), e a+ b+ ab =134, ouseja: b= li’i;“ .

Temos, entao, as seguintes possibilidades para a: 2, 4, 6, 8 e 10. Para cada uma delas, verifiquemos
se o correspondente b € inteiro. A férmula acima nos d4, respectivamente:
b=132/3=44,b=130/5=26,b=128/7,b=126/9=14,b=124/11.

Conclusao. As solucdes sao: (a, b) = (2,44), (4,26), (8,14).




