OLimpriapa REcioNAL DE MATEMATICA DA GRANDE PORTO ALEGRE

Questoes nivel 3

Questao 1 -

A venda dos celulares da marca Soxama vem dobrando a cada trés anos. Isso corresponde a qual taxa
de crescimento anual? Responda em porcentagem arredondada na casa das unidades.

Resp.

Indiquemos por a a taxa anual de crescimento. Um celular que tinha valor V, depois de 3 anos,
passard a custar: (1+a)3V =2V. Logo, 1 + a= v/2 = 1,26, ou seja: a = 0,26 = 26%.

Questao 2 -

A pizzaria Fiquegordo é frequentada so por garotos, que consomem pizzas em formato de coragdo e
que custam R$ 20. O dono pretende atender também familias, servindo pizzas de mesmo material,
espessura e formato, mas 1,5 vezes maiores que as atuais. Calcule o custo das novas pizzas.

Resp.

Como o material € o mesmo, o custo ¢ é proporcional a massa das pizzas, e como elas tém a mesma
espessura, a massa é proporcional a drea: cox A. Agora, notemos que hé duas interpretacoes para
“1,5 vezes maiores”. Vejamos.

- Se tamanho refere-se a drea: A’ =1,5A, dai ¢'/c=A'/A=1,5 ... o novo custo é ¢’ =1,5 x 20 = 30.
— Se o tamanho refere-se ao didmetro d (= maior distancia entre dois pontos) da pizza: cox A d?,
e como d' =1,5d, segue que c'/c = (d'/d)? = 1,5 = 2,25, e entdo 0 novo custo é ¢’ = 2,25 x 20 = 45.

Questao 3 -
Cada afirmacdo abaixo refere-se a circunferéncia e a drea de um mesmo circulo. Para cada uma,

” o«

decida qual a melhor resposta dentre as seguintes alternativas: “sempre vale’, “pode valer, mas nem
sempre vale’, “nunca vale”. Justifique todas as afirmagées que fizer, mas considere sabido que © e
V2,V/3,V/5 sdo niimeros irracionais.

a). se a circunferéncia é niimero racional, entdo a drea também é racional;

b). se a circunferéncia é ntimero irracional, entdo a drea também é irracional.

Resp.

Simpliquemos a resolucdo observando que a circunferéncia 27 R é racional quando, e s6 quando, a
semicircunferéncia 7R for racional, onde R denota o raio. O problema, entao, consiste em relaci-
onar a racionalidade de 7R com a de 7R

Resp. a): “nunca vale”. Com efeito, se 7R = r = rac, entao 7R? = - r%/n% = r?/7 = rac/irrac = irrac.

Resp. b): “pode valer, mas nem sempre vale”. Com efeito, R=1 dd 7R = 7 = irrac, e TR?> =7 =
irrac.; enquanto que R =1/y/7 d4 nR = /7 = irrac (pois se \/7 = r = rac, entdo teriamos 7 = r> =
rac), mas aR?=n/m=1= rac.

Questao 4 -

Um caminhoneiro anda a 60 km/h em subidas, a 90 km/h em descidas e a 72 km/h nos demais trechos
de sua viagem. Ele gastou 5 horas para ir do ponto A ao ponto B, e 4 horas para voltar de B para A.
Qual o comprimento do trajeto entre esses dois pontos?

Resp.

Ao viajar de A para B, indiquemos por s,d, h o comprimento total do trajeto em subidas, descidas e
na horizontal, respectivamente. Agora, cuide que na viagem de B para A, esses comprimentos ficam
d, s, h, respectivamente. Também note que a questao pede o valor da soma s+ d + h.



Usando que tempo = (distancia viajada)/velocidade, podemos escrever o seguinte:
—quando A— B: 5=tsp+tiesc+ thor = $/60+d/90+ h/72,
—quando B— A: 4 =tgesc+ tsup + thor = $/90+d/60+ h/72.
Simplificando denominadores, temos duas equacdes:

3s+d+32h=450, s+3d+3h=360.
Agora, temos de atinar que sdo duas equagdes, mas trés incégnitas, o que torna problemaético achar-
mos os valores de s,d, h. Contudo, lembremos que somente precisamos determinar o valor da sua
soma: s+ d + h. Vejamos duas maneiras de conseguir isso.
Ideia do aluno Guilherme Kowalczuk:
Somando as equacoes: gs + gd + %h =810, logo s+d+ h=324.
Ideia da aluna Ana Paula Schuch:
Subtraindo a segunda da primeira equacdo, obtemos: s/2 —d/2 =90, ou seja s = d + 180. Substi-
tuindo este valor de s na primeira equacdo, obtemos: %(180 +d)+d+ %h =450, o que se simplifica
para %d + %h =180, ou seja: h = 144 — 2d. Finalmente,

s+d+h=(180+d)+d+ (144 -2d) = 324.

Observagdo: alguns alunos procuraram resolver o problema por tentativas, experimentando suces-
sivos valores de s,d, h. Ora, além de isso ser um procedimento pouco matemadtico, ndo garante que
exista mais de uma soma s+ d + h valida.

Questao 5 -
Seja f uma fungdo real de varidvel real que tem as seguintes propriedades:

f)=7e f(x-f()=x-f(f(), para todos os reais positivos x e y.
Pede-se expressar o valor de f(2015) como um niimero inteiro.
Resp.
Fazendo y =1, obtemos f(7x) = f(x7) = f(x- f(1)) = xf(f(1)) = xf (7). Logo, f(x) = f(7-x/7) =
x!/7-f(7)=x f(7)/7, ou seja: existe uma constante a = f(7)/7 tal que f(x) = ax, paratodos os x.
Ora, de f(1) =7 tiramos 7 = f(1) = a-1 = a, logo f(x) = 7x, para todos os x. Em particular:
f(2015) =7-2015=14105.
Observagdo: alunos que afirmaram f(x) = 7x sem justificativa perderam pontos.

Questao 6 -
a). Expressar 1+ x* + x* como o produto de dois fatores quadrdticos.

b). Expressar como fragdo ordindria irredutivel o valor da soma:
1 2 3 2015

+ + +eeet .
1412414 1422424 1432434 1+20152 + 20154

Resp.

a). Usemos, em sequéncia, as identidades basicas a®+2ab+b?> = (a+b)? e u? - v?> = (u—v)(u+v).
Assim: 1+x2+x*=1+2x2+x*—x2= (1+xz)2—x2 = (1+x2—x)(1+x2+x) = (xz—x+ 1)(x2+x+ 1).
b). Fazendo a=x?>+1 e b=x,vemos que 1+ x?+x* = (a—Db)(a+b), ora:

1 + 1 _ 2a e 1 1 _ 2b
a-b ' a+b ~ (a-b)(a+b) a-b a+b ~ (a-b)(a+b)’

de modo que a segunda delas nos permite escrever cada parcela da soma do problema como

2

X _ x _l.( 11 )_;_( 11 )_1_( 11 )-
1+x2+x* 7 (x2+1-x)(x2+1+x) ~ 2 \x2+1-x  x2+1+x/) " 2 \x2—x+1 x2+x+1/ 2 \l+x(x-1) 1+x(x+1)



Consequentemente, indicando por s o valor da soma a calcular, temos:

_ S | | | 1 _ 1
25—(1+1(1—1) 1+1(1+1))+(1+2(2—1) 1+2(2+1))+(1+3(3—1) 1+3(3+1))+ +(1+2015(2015—1) 1+2015(2015+1)

(1 1 1 1 1 1 1 1

= (1+1(0) - 1+1(2)) + (1+2(1) - 1+2(3)) + (1+3(2) - 1+3(4)) teoet (1+2015(2014) - 1+2015(2016))
_ 1 1 -1 1 _ 2015-2016

= 171(0) _ 1+2015Q2016) —

" 1420152016 — 1+2015-2016

Como a tltima fracao é irredutivel (pois da forma n/n+1), segue que o valor da soma, expresso como

. 14 . «_ _2015-1008 _ 2031120
fragdo irredutivel, € dado por: s = 1550755016 = To62241

Questao 7 -
Desde o ano 2000, o Bomépio Futebol Club anualmente pede uma ajuda financeira extra a seus torce-
dores para pagar os saldrios de primeiro mundo dos jogadores. O club verificou que a probabilidade
de um torcedor contribuir num ano é de 90 % se ele contribuiu no ano anterior, e de 40 % desde que
ele ndo tenha contribuido no ano anterior. Pede-se:
a). sendo c(n) a probabilidade de um torcedor contribuir no n-ésimo ano dessa campanha, rela-
cionar c(n+1) com c(n);
b). supondo que o torcedor Zotdrio tenha contribuido no ano 2000, calcular a probabilidade de ele
contribuir no ano 2015. Responda em porcentagem arredondada na casa das unidades.

Resp.

Notacao: inicio da campanha (ano 2000): n=0; os valores seguintes: n =1,2,3,...,15 correspondem
aos anos 2001,2002,2003,...,2015.

Resp. a). ¢((n+1)=0,9-¢(n)+0,4-(1-¢(n)) =0,4+0,5¢c(n) =0,4 + %c(n).

Resp. b). Como c¢(0) =1, desenrolando a recorréncia acima obtemos, sucessivamente:
c(1)=0,4+3c(0)=0,4+3

c2)=0,4+3c(1)=0,4+3-(0,4+3)=0,4+0,4- 3 + 5

¢3)=0,4+%c(2)=0,4+3-(0,4+0,4- 3+ %) =0,4+0,4-3+0,4- 3 + 35

de modo que uma inducao imediata nos permite escrever:

cm)=0,4(1+3+F++m)+5 .. cU5)=04(1+1+%++5)+ 55

Somando a PG de razao 1/2, obtemos

_1/015
c(15) = Fz +0,4- 52~ = 110,81 - 55) = 0,8+ 2
Resta calcular o valor de ¢(15) arredondado na casa das unidades. Afirmo que c¢(15) = 0,80 = 80%.
Para provar isso, basta mostrar que 0,2/2'% < 0,001, ou seja que 200 < 2'°. Ora, isso é ébvio, pois é

bastante sabido que 2'° = 1024.

uestao 8 -
Q 12 x+4

Considere a fungdo de varidvel real e valores reais definida por f(x) = x — 1 + Pl

a). Determinar o dominio dessa funcéo.

b). Determinar todas as intersecgbes do grdfico cartesiano de y = f(x) com areta y = —4.

Resp. a).

Como estamos lidando com uma fungao real de variavel real, seu dominio fica determinado pelas
exigéncias: x #4 e %i = 0. Ora, todo x >4 verifica x+4>0e x—4>0,logo (x+4)/(x—4)>0. Por
outro lado, entre os x < 4, como todos eles ddo x—4 <0, ainica maneira de termos (x+4)/(x—4) =0
écom x+4 =0, ouseja x = —4. Resumindo:

o dominio 2 dessa funcdo é o conjunto de todos 0s x >4 e mais todos os x < —4.

)



Resp. b).
O problema equivale a achar todas as raizes x € 2 da equagao

12 x+4 x+4 12 5 x+4
—t+y — =4 = x+4+|y —=—— =S (X" -16)+(x—4)\/ —— =12.
x—4 x—4 x—-4 x-4 x—4

— Busca das raizes com x > 4.
Para tais x temos que x —4 =/ (x —4)2, de modo que podemos simplificar a (dltima) equagao:

(22— 16) + (x—4) /22 =12 = (22— 16) + / E=LLHD — 15—y (12 _16)+ VX2 — 16 = 12.

x—4 =

X —

Ora, esta ultima é uma equac¢ido quadrética na incégnita y = V' x% — 16, sendo que y é positiva para
todos os x > 4. Aplicando Bhaskara em y? + y = 12, obtemos como tnica raiz y = 3, pois y = —4
nao é positivo. Assim que V x2-16=3, logo x% =25, eentdo x =5 (descarte x = —5, pois estamos
trabalhando com x > 4). Resumindo, para x > 4, a equacao tem uma Unica raiz: x = 5.

— Busca das raizes com < —4.

Como j4 fizemos no caso anterior, usaremos que Va2 = |al, para todos os nimeros reais a. Dai,
como cada real a < 0 pode ser escrito como a = —|al, segue que para todos os x < —4 temos que
x—4=—/(x—4)2, de modo que podemos simplificar a (iltima) equacdo do seguinte modo:

(2 —16) + (x—4)( /2 =12 = (x2-16) -/ E=ALHD _ 19— (32 _16) - Va2 - 16=12.

X
Ora, esta ultima é uma equacdo quadratica na incégnita y = v x2 — 16, sendo que y =0 para todos
0s x < —4. Aplicando Bhaskara em y? —y = 12, obtemos como tinica raiz y = 4, pois y = -3 é
negativa. Assim que v'x2 - 16 = 4, logo x? =32, e entdo x = —/32 (descarte x = /32, pois estamos
trabalhando com x < —4; ademais, observe que efetivamente —/32 = —4y/2 < —4)). Resumindo,
para x < —4, a equacdo tem uma tinica raiz: x = —4v/2.

Conclusdo final: as Gnicas raizes da equacgao do problema sdao x =5 e x = —41/2. Consequente-
mente, os pontos de intersec¢do dos graficosde y = f(x) ede y = —4 sao:

(5, f3)=(5,-4) e (-4V2 f(-4V2))=(-4V2,-4).



