OLimpriapa REcioNAL DE MATEMATICA DA GRANDE PORTO ALEGRE

Nivel 2 a b

Problema 1 -

A figura ao lado mostra um quadrado (talvez fora de escala) de drea 36.
Sabendo que a drea total das regibes sombreadas vale 27, determine o valor
dasoma a+b+c+d.

Resp.: / }d

Usemos repetidamente que a drea de um tridngulo pode ser expressa como a metade do produto de
sua base pela correspondente altura. Assim, depois de dividirmos a figura sombreada do meio em
dois triangulos cuja base é a diagonal do quadrado, ficamos com:

27=582,6b, 6,8 —3(q+b+c+d) . a+b+c+d=9.

Problema 2 -

Uma revenda vendeu um primeiro carro por 40% a mais do que pagou por ele, e vendeu um segundo
por 60% a mais do que tinha pago por este. Sendo que o lucro total dessa venda foi 54%, pede-se a
razdo entre o prego que ela pagou pelo primeiro e o prego que pagou pelo segundo.

Resp.:

Indiquemos por a,b os precos de compra desses carros, e por a’,b’ os precos de venda deles. Foi
dado que a' +b' =1.4a+1.6b e que a’'+b' =1.54(a+ b), de modo que 1.4a+1.6b =1.54a+ 1.54b.
Entdo: 0.06b =0.14a, de modo que a/b=0.06/0.14 = 3/7, ou aproximadament 42.86%.

Problema 3 -
Determinar todas as maneiras de se retirar uma ou mais fragdes da soma seguinte de modo que as
fracoes que ficarem tenham soma igual a um:

1 1 1 1 1 1 1
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2 3 4 6 8 10 12

1 1 1 1 1 1 1 60+40+30+20+15+12+10
2737176 8 0 12”7 120 '

Entao precisamos descobrir todas as maneiras de tirarmos uma ou mais parcelas do numerador de
modo que a soma resultante seja 120. Ora, é imediato que obrigatoriamente temos de tirar 15 e 12,
pois qualquer uma delas impedird soma 120. Resta descobrir que outras parcelas podemos retirar.
— Iniciamos examinando se é possivel retirar apenas uma tinica parcela de 60 + 40 + 30 +20+ 10 de
modo obtermos uma soma 120. Testando, vemos que € s6 retirando a 40 obtemos os 120.
— Examinemos agora se é possivel retirar apenas mais duas parcelas, além de 15 e 12. Ou seja, exa-
minemos se € possivel retirar apenas duas parcelas de 60 +40+30+20+ 10 de modo obtermos uma
soma 120. Tentando todas as possibilidades é imediato vermos que isso s6 ocorre retirando 30 e 10,
o que da 60+40+20=120.
— Examinemos agora se € possivel retirar apenas mais trés parcelas, além de 15 e 12. Ou seja, exami-
nemos se é possivel retirar apenas trés parcelas de 60+40+30+20+10 de modo obtermos uma soma
120. Ora, ficariam apenas duas dessas parcelas, e é imediato que é impossivel essas duas somarem
120.
— Mais impossivel ainda é retirando 4 ou mais parcelas.
Conclusao final: as solucdes desta problema sdo

1 1 1 1 1
—+-+=+—=1, e =
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Resp.:




Problema 4 -
Determinar o ntimero inteiro que é o resultado do cdlculo de

v/ (2018 +2018) + (2018 — 2018) + (2018 x 2018) + (2018 + 2018)

Resp.:
Usando ideia do aluno Felipe Maccari, simplifiquemos a resolucao escrevendo a =2018. Entao,
V2a+0+axa+a+a=vVa2+2a+1=+/(a+1)2=v20192=2019.

Problema 5 -

José tinha dois fios, um com 2m de comprimento e o outro com 1m. Suponha que ele tenha cortado
esses fios de modo que todos os pedacos tenham o mesmo tamanho. Pede-se provar que, sempre
que José fizer essa operacao,

a). o namero de pedacos do fio grande sempre serd o dobro dos pedacos do fio pequeno;

b). o total de pedacos sempre serd um multiplo de 3.

Resp.:

Resolucdo algébrica. Indiquemos por m,n, p, nesta ordem, o nimero de pedacos em que o fio
grande foi cortado, o niimero de pedacos em que o fio pequeno foi cortado, e o tamanho dos peda-
¢os. Como todos os pedacos tém mesmo tamanho: 2 = mp,1 = np, entdo mp =2 = 2np, de modo
que m=2n eque m+n=2n+n=3n, 0 multiplo de 3.

Resolucdo ndo algébrica. Podemos visualizar o fio grande como feito de dois fios de 1m. Entdo pode-
mos entender a divisdo do fio grande como o trabalho de cortar dois fios pequenos, sempre usando
pedacos de mesmo tamanho. Entdo, sempre cortaremos o fio grande no dobro de pedagos que cor-
tarmos o fio pequeno, o que responde ao item a). Além disso, o nimero total de pedacos serd igual
aos do fio pequeno mais o dobro deles usados para dividir o fio grande, ou seja o total de pedagos é
trés vezes o namero de pedagos em que dividimos o fio pequeno, o que responde b).

Problema 6 -

Sendo n um ntimero inteiro positivo, s(n) indica o valor da soma de todos os quadrados de 1 até n. Por

exemplo: s(1) = 12,5(2) = 12 +22,5(3) = 12 + 22 + 32, 5(4) = 12 + 22 + 3% + 42, etc. Pede-se entdo:

a). determinar o algarismo das unidades de cada uma das dez primeiras dessas somas, ou seja para
as somas: s(1), s(2), s(3), etc., até s(10);

b). determinar o algarismo das unidades da soma s(2018).

Resp.:

a). Meramente calculamos cada uma das somas pedidas e verificamos o algarismo das unidades. O

modo inteligente de fazer isso é ir aproveitando os cdlculos ja feitos, e destes cuidar s6 o algarismo

das unidades. Usando uma notacao rudimentar, mas facil de entender, temos:

s()=12—-1,52)=12+22 - 5,53) =5(2)+32 > 5+9—4,5(4) =s(3) +4> - 4+6 — 0,

s(5) =s4)+5°—>0+5—5,56)=5(5)+6°—>5+6—1,5(7) =s6) +7> > 1+9—0,

s8)=5s(7)+8°—>0+4—4,59) =58 +9° —>4+1—5,510) = 5(9) +10* - 5+0 — 5.

Resumindo, os algarismos pedidos sdo: 1,5,4,0,5,1,0,4,5,5.

b). Iniciamos observando que o algarismo das unidades (o qual é 5) de 1% +22 + 32 +...+10% = s(10)

¢ 0 mesmo algarismo das unidades de 112 +122 + 133 +... + 202, pois as parcelas de mesma posicao

em cada uma dessas somas tém o mesmo algarismo das unidades. Por exemplo, 12 — 1 e 11° — 1,

22 — 4 e 122 — 4, etc. A mesma conclusio vale para 212 + 222 + 233 + ... + 302, bem como para os

demais blocos de 10 parcelas sucessivas. Entao, escrevendo s(2018) como

(12422433 + .. +10%) + (112 + 122 +13%2 +... + 20%) + (212 +... +30%) +... + (912 + 922 +... + 100?) +

(1012 +102% +...+ 110%) +...+ (20112 + 20122 +... + 2020%) — 2020% — 20197,

segue que o algarismo das unidades (ou algarismo unitdrio) de s(2018) é o algarismo unitdrio de

[ (algarismo unitério de % x 5) — (algarismo unitério de 20202%) - (algarismo unitério de 2019%) ],

ou seja: o algarismo unitdrio de s(2018) € o algarismo unitario de 202x5-0—-1=1010—-0—-1 = 1009,

oqual é9. 2



Problema 7 -

Para cada retdangulo, indicaremos por A sua drea em cm? e por P o valor de seu perimetro em cm.

Entdo, pede-se:

D). determinar todos os retdngulos de A=56 e P = 30;

II). descobrir a relagdo mais geral que puder entre A e P capaz de garantir que exista um retdngulo
com drea A e perimetro P.

Resp.:

I). Indicando por a, b oslados desses retangulos, temos: a+b = 30/2, ab = 56. De modo que b = 15—

a eentdo: 56 = a(15—a) = 15a— a?. Ora, Bhaskara mostra que as raizes da equacgao a’-15a+56=0

sdo a="7 e a=8. De modo que os retdngulos procurados tém (a, b) = (7,8) e (a, b) = (8,7). Ou seja,

sdo os retangulos de lados 7 e 8.

II). O sistema de equacdes fica: a+ b = p/2,ab = A. Usando que b = p/2 — a, obtemos a equagao

a’ - ga + A=0. Como queremos raizes reais positivas, Bhaskara exige que (p/ 2)2-4A>0 em

a=31(p/2+\/(p/2)?-4A).

—-Se (p/2)>—4A =0, aférmula acima dd a = p/4,dai b= p/2—a= p/2-pld=pl4. Ouseja, a
solucao sao os quadrados de lados a=b = p/4.
-Se (p/2)> —4A >0 Bhaskara nos d4 duas possibilidades de solucio.
Uma primeira possibilidade seriam os retangulos de lados

a=3(pl2—\/(p/2?-4A), b=pl2-a.
Existem tais retangulos? Na férmula de Bhaskara acima: \/(p/2)2 —4A < \/(p/2)? = p/2,logo a > 0.
Entdo onde s6 falta garantirmos que também b > 0. Ora, isso é verdade pois Bhaskara também
mostraque a< p/4,logo b=p/2—a>p/2—-p/4>0.

A outra possibilidade dada por Bhaskara seriam os retangulos de lados

a=3(pl2+\/(p/2?-4A), b=pl2-a.
Existem tais retdngulos? Neste caso, Bhaskara estd expressando a como soma de parcelas positivas,
logo a > 0. Entao s6 falta garantirmos que o correspondente b > 0. Provaremos isso mostrando que
é impossivel (neste caso) essas formulas produzirem um valor nulo ou negativo para b.
Usando as féormulas acima poderemos encontrar b = 0? (o que seria absurdo para retagulos).
Ora, se a segunda férmula der b =0 teriamos p/2—a =0, ouseja a= p/2=1/2(a+b) = a/2, logo
a=al2, o queimplicaria a =0, um absurdo pois ja garantimos que a > 0.
Usando as férmulas acima poderemos encontrar b < 0? (o que também é absurdo para retagulos).
Ora, se a segunda formula der b <0 teriamos p/2 < a, o que Bhaskara permitiria escrever
pl2<3(pl2+/(pI22—4A) . p<pl2+\/(p/2)2=4A . pl2<\/(pI2)?—4A<\/(p/2)? = pI2,
um 6bvio absurdo.
Resumamos. Nesta segunda possibilidade, é impossivel acabarmos calculando um valor nulo ou
negativo para b, logo, sempre calcularemos um valor b > 0 e assim, nesta possibilidade, sempre
determinaremos um retangulo de lados a, b.
Resumo final:
-se p? =16A (ouseja: ((p/2)?> —4A=0), as tinicas solucdes sio os quadrados de lados a = b = p/4;
—se p2 > 16A (ou seja: ((p/2)2 —4A>0),as férmulas a= %(p/Zi V(pl2)2—4A), b= p/2—a sempre
determinam um retangulo de lados medindo a, b.

Obs.: penalizamos pouco os alunos que chegaram as férmulas para a e b, mas se limitaram a afir-
mar que é necessario termos (p/22 —4A = 0, sem provar que essa condigdo garante a existéncia dos
retangulos.



Problema 8 -

Na figura ao lado, o circulo tangencia o quadrado ABCD nos pontos M e N. Por

sua vez, os pontos S e T estdo posicionados nos lados desse quadrado de modo

que AS=CT e que ST seja tangente ao circulo. Se medir 2 o didmetro do circuloe N
também for 2 a distancia de M a C, pede-se determinar o comprimento de ST. \ T

Resp.: D M C
E imediato que nesse quadrado os lados medem 3. Entdo, podemos dividi-lo em nove quadradi-

nhos de lado unitério, conforme figura abaixo. Entao, OB é diagonal de um quadrado de lado 2, logo
Pythagoras nos da: OB = V22 + 22 = /8, e como o raio é unitario segue que PB =+/8-1.

Ora, a simetria das construcdes mostram que SBT é um tridngulo is6sceles e que PB é perpendicular

a ST. Entao, o angulo PBT mede 45°, e assim PT=PB, logo ST=2 PT=2PB = 2(v/8-1).

A B

PN
O/\T




