OLimpriapa REcioNAL DE MATEMATICA DA GRANDE PORTO ALEGRE

Nivel 3
Problema 1 -
Uma revenda vendeu um primeiro carro por 40% a mais do que pagou por ele, e vendeu um se-
gundo por 60% a mais do que tinha pago por este. Sendo que o lucro total dessa venda foi 54%,
pede-se arazdo entre o preco que ela pagou pelo primeiro e o preco que pagou pelo segundo.
Resp.:
Indiquemos por a,b os precos de compra desses carros, e por a’,b’ os precos de venda deles. Foi
dado que a'+b' =1.4a+1.6b e que a’'+b' =1.54(a+ b), de modo que 1.4a+1.6b =1.54a+ 1.54b.
Entdo: 0.06b = 0.14a, de modo que a/b=0.06/0.14 = 3/7, ou aproximadament 42.86%.

Problema 2 -

Numa maratona disputada por homens e mulheres, estas eram 35% dos competidores, e sabe-se que
havia 252 homens a mais do que mulheres. Determinar o ntimero total de competidores.

Resp.:

Indicando por m, h,c o nimero de mulheres, homens e competidores desta maratona, temos:

m = 0.35¢, logo h =0.65c¢ e dai h—m =0.30c. Ora é dado que h— m = 252, entdo 0.30c = 252, de
modo que ¢ =252/0.30 = 840.

Problema 3 -

José tinha dois fios, um com 2m de comprimento e o outro com 1m. Suponha que ele tenha cortado
esses fios de modo que todos os pedagos tenham o mesmo tamanho. Pede-se provar que, sempre que
José fizer essa operagdo,

a). o ntimero de pedagos do fio grande sempre serd o dobro dos pedagos do fio pequeno;

b). o total de pedagos sempre serd um miiltiplo de 3.

Resp.:

Resolucdo algébrica. Indiquemos por m,n, p, nesta ordem, o niimero de pedacos em que o fio
grande foi cortado, o niimero de pedacos em que o fio pequeno foi cortado, e o tamanho dos peda-
¢os. Como todos os pedacos tém mesmo tamanho: 2 = mp,1 = np, entdo mp =2 = 2np, de modo
que m=2n eque m+n=2n+n=3n, 0 multiplo de 3.

Resolucdo ndo algébrica. Podemos visualizar o fio grande como feito de dois fios de 1m. Entdo pode-
mos entender a divisdo do fio grande como o trabalho de cortar dois fios pequenos, sempre usando
pedacos de mesmo tamanho. Entdo, sempre cortaremos o fio grande no dobro de pedagos que cor-
tarmos o fio pequeno, o que responde ao item a). Além disso, o nimero total de pedacos serd igual
aos do fio pequeno mais o dobro deles usados para dividir o fio grande, ou seja o total de pedagos é
trés vezes o namero de pedagos em que dividimos o fio pequeno, o que responde b).

Problema 4 -

) . . a 1 b
Os niimeros reais a, b, c verificam brc-3 e —— =2. Pede-se calcular o valor de
c

c+a a+b

Resp.:

Temos 3a=b+c, b=2c+2a,logo 9a=3b+3c, 4b=8c+8a, e entdo 9a+4b=8a+3b+1lc. Disso,

segue que a+b=11c. Conclusdo: {3 = il



Problema 5 -

Indiquemos por a,b,c,d,e, A,B,C,D,E o0s primeiros dez ntimeros primos. Pede-se decidir se a raiz
quadrada do produto deles todos é um niimero racional ou irracional. Justifique.

Resp.:

Se essa raiz fosse um niimero racional, escrevendo-o em forma irredutivel como m/n, o produto de
tais primos seria m?/n?, de modo que teriamos a igualdade: n? x abcbde ABCDE = m?. Ora, pelo
Teorema Fundamental da Aritmética, da fatoracdo de qualquer ntimero inteiro segue que a fatora-
¢do de seu quadrado s6 pode ter poténcias pares de nimeros primos; entdo a mesma afirmacao é

valida tanto para m? como para n?.

Como a,b,c,...,E sdo os primeiros nimeros primos, eles ndo podem ser poténcias de outros pri-
mos; entdo no membro da esquerda de n? x abcbde ABCDE = m? obrigatoriamente existe ao me-
nos uma poténcia impar de primo.

(Exemplificando o raciocinio: se n admitir 2 = a entre seus fatores primos, o membro da esquerda da igual-
dade acima teria uma tnica poténcia de 2 e ela seria 22 x2,0u2*x2, ou26x2, etc., ou seja sempre uma
poténcia impar (3,5,7, etc.) de 2; por outro lado, se n nao admitir 2 como fator primo, o membro da esquerda
de tal igualdade teria uma tinica poténcia de 2 e ela novamente seria impar: 2'.)

Feitas essas observacoes, podemos provar que a raiz quadrada deste problema nunca pode dar um
numero racional. Com efeito, se essa raiz fosse racional, na igualdade n® x abchde ABCDE = m? o
membro da esquerda teria ao menos a poténcia impar de algum primo e o membro da direita so-
mente poténcias pares de primos. Uma impossibilidade, pois o Teorema Fundamental da Arimética
diz que, a menos da ordem de fatores, todo niimero inteiro tem uma e somente uma fatoracdao em
primos.

Obsrv:

— a maioria dos alunos fez o erro grave de afirmar que o produto de irracionais é irracional. O produto de
dois irracionais pode ser irracional, ou nao ser, dependendo de quem sdo esses irracionais. Por exemplo:
V2 x 21/2 = 4 éracional, enquanto que v2 x v/3 = v/6 é irracional;

—a unicidade de fatoracdo em primos no Teorema Fundamental da Aritmética ndo tem sido enfatizada nas
escolas, o que é muito lamentavel.

Problema 6 -
Seja a fungdo f que é definida como f(x) = 1- 3, para cada niimero real x = 0. Com ela, foi cons-
truida a sequéncia dos niimeros a(n) definidos por a(1) = f(2) e a(n) = f(a(n— 1)), para cada n =2
inteiro. Entdo, escrevendo a(1), a(2), a(3),... como somas de fragoes, expresse o valor de a(2018) como
uma Unica fragdo ordindria.
Resp.:
Temos: a; =0,ax=1,a3=1-1/2,a,=1-1/2+1/4,a5=1-1/2+1/4—-1/8, sendo ja imediato cons-
tatarmos um padrdo que nos permite escrever:

a18=1-3+% — 5+ ++mm-
Entdo, usando a férmula para soma de PG, obtemos:

1-((=5)%"7) 1422017

aoo1s = = .
BT (—1/2)  3.22016




Problema 7 -

Calcule a drea da flor desenhada no hexdgono regular ao lado, sabendo que os lados
do hexdgono medem um, que a flor foi construida a partir de circulos de raio um e
cujos centros estavam nos vértices do hexdgono.

Resp.:
Indiquemos por H a drea desse hexdgono, P a drea de uma pétala dessa flor e S a drea do setor
sombreado na primeira figura abaixo.

Como o angulo no vértice V é 120°, é facil ver que S é um terco da drea de um circulo de raio um,
de modo que S = /3. Ora, como trés setores iguais ao sombreado cobrem todo o hexdgono, mas
com a repeticdo de trés pétalas (confira na segunda figura acima), segue que H = 3S — 3P, logo
3P =3S— H. Por outro lado, vendo esse hexdgono como composto de seis tridngulos equilédteros de
lado unitério, segue que H =6 x ? = %g

Conclusio, a 4rea da flor vale: 6P = 6S—2H = 21 — 3+/3.

Problema 8 -

Seja T um tridngulo cujos lados medem 14, 10 e 10. Pede-se determinar o comprimento dos lados de
todos os tridngulos isosceles que tém a mesma drea e o mesmo perimetro que T .

Resp.:

E imediato que triangulo dado tem perimetro 34. Para calcular sua drea, Pythagoras d4 que 72 + h? =
102, onde h é sua altura, de modo que h= v/51, e entdo sua drea vale 14h/2 = 7+/51.

Para cada triangulo is6sceles que precisamos determinar, indiquemos por x o comprimento de seus
lados iguais e por 2y o comprimento de sua base (o fator 2 foi tomado para simplificar os célculos
a seguir). Entao, seus perimetros devem verificar: 2x + 2y = 34, e como suas dreas podem ser vistas
como o dobro das dreas de um tridngulo retdngulo de base y e altura y/x?— y? (por Pythagoras),
tais triAngulos isésceles tém de verificar: y/x%—y2 = 7v/51. Entdo, temos o seguinte sistema de

equacoes a resolver:
x+y=17, y/(x+y(x—y) =7V51.

Usando duas vezes a primeira dessas equacoes, reduzimos o sistema a uma tinica equacao, da qual
precisamos determinar todas as raizes positivas: y/17(17 —2y) = 7v/51, ouseja: 2y3—17y>+147 = 0.

Ora o enunciado do problema j4 nos diz que uma raiz é 14/2 = 7, de modo que podemos fatorar a

equacdo como: (y—7) (2y2 —3y—21) = 0. Entdo, Bhaskara imediatamente nos d4 as outras duas
raizes: y=2e y=—1/2, a segunda das quais deve ser descartada por ser negativa.

Conclusdo:
além do tridngulo de lados 14,10, 10, s6 existem o que tem base 2y =4 elados x =17 -y =15.



