4 ° NOTACOES ITERATIVAS e RECURSIVAS

O objetivo maior desta licao

é servir de preparo para o estudo das demonstracoes iterativas e das recursivas, as quais serdao
abordadas nas proximas licdes. Aqui nos limitaremos a apresentar essas duas ideias e trabalhar
com a notacao envolvida. Nas proximas licoes veremos como utiliz4-las para resolver problemas
e fazer demonstragoes.

Embora com muita diferenca de conceito e de uso pratico, as iteracoes e as recursées tém em comum
o uso da repeti¢do. Observe isso no exemplo da caracterizacdo de uma PA (progressdo aritmética),
ay, a1, ay, etc., derazdo r:

—iterativamente: a, = ap + nr, paratodos os n=1
—recursivamente: a, = + a,-1, paratodosos n = 1.

No que segue, examinaremos em detalhe tanto a ideia geral de iteracdo como de recursdo, e também
insistiremos nos cuidados envolvidos na notagdo envolvida.

1). A ideia de iteracéo

consiste em definir uma sequéncia de objetos matemaéticos, O;, O, O3, etc. (os quais podem ser
ndmeros, funcdes, matrizes, etc. ), mediante a avaliacdo de uma férmula do tipo O, = f(n), onde f
é uma funcdo que caracteriza tal sequéncia. Consequentemente, a geracio sucessiva desses objetos
envolve fazer o célculo repetido ou iterado: O, = f(1), O, = f(2), O3 = f(3), etc.

Exemplo modelo

No caso da PA acima, temos f(n) = ag + nr, a qual gera sucessivamente os termos da PA, como segue:
ar=f()=ap+r,ay=f2)=ayg+2r, as = f(3) = ap + 3r, e assim por diante.

Exemplo

Gerar os quatro primeiros elementos da sequéncia dada por a, = n+2", onde n é um niimero inteiro
positivo.

Na notacgdo acima, a, = f(n) = n+2". Iterando a funcao, obtemos: a; = f(1) =1 +2l=1+42=3,
ay=f(2)=2+22=24+4=6,a3=f(3)=3+23=3+8=11,e ay = f(4) =4+2*=4+16=20.

Note que se fosse pedido determinar o elemento asg, bastaria calcularmos f(50), sendo desnecessé-
rio calcular f(1), f(2), f(3),..., f(49). Adiante, veremos a importancia dessa observacao.

Exemplo

Na Licdo 1 negativamos a conjectura que afirmava que os niimeros de Fermat, definidos iterativa-
mente pela formula P(n) =1+2%" (onde n=0,1,2,...), sdo primos. Com efeito, vimos que Euler
mostrou que P(5) ndo é primo, pois é fatoravel: P(5) = 1+232 = 4294967297 = 641 x6700417. Existem
outros contraexemplos dessa conjectura? Sim! Por exemplo, P(6) = 1+25% = 18446744073709551617 =
274177 x 67280421310721.

Exemplo

cos(ngp) —sen(ny)

sen (ng) cos(ney)
0 cos(p) —sen(y)

cA=f= |0 4

01 sen () cos(y)

Fica como exercicio de Trigonometria mostrar que A, = (A;)", para n=1,2,3,....

Mostra-se que A, produz em cada ponto do plano cartesiano uma rotacdo anti-horaria de angulo

ng e centrada na origem do sistema de eixos.

Afuncdo f(n) = , define iterativamente a sequéncia de matrizes:

cos(2p) —sen(2¢p) otc

Ao=f(0)= sen(2p)  cos(2p) |’

y Ap=f(2) =
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2). A ideia de recorréncia ou recurséo
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La récursivité expliquée aux enfants

consiste em definir uma sequéncia de objetos matemaéticos, O;, 02, O3, etc. (0s quais podem ser
numeros, fun¢des, matrizes, etc. ), expressando cada elemento em termos dos que ja foram defini-
dos. Para tornar essa ideia mais precisa, consideremos os casos mais comuns de sua aplicacdo em
problemas olimpicos.

— O tipo basico de recursao

Cada elemento é definido se recorrendo apenas a seu anterior. Em termos mais precisos: usando uma
funcdo f e partindo de um objeto O;, os demais objetos sdo gerados recursivamente calculando-se
0, =f(07), 03 = f(02), O4 = f (03), etc. Ou seja, precisamos conhecer o primeiro elemento da
sequéncia (ele serd denominado semente da recursdo) e a recursdo, na verdade, sé é usada a partir
do segundo termo da sequéncia.

A expressdo geral (ou “férmula”) da recursdo fica O, = f (0,-1), que também pode ser escrita como
O,+1 = f (0Oy), aqual é preferivel usar na prética pois evita erros de indices e simplifica as férmulas.

Note que o célculo sempre inicia com o primeiro objeto depois da semente. Assim se esta for, por
exemplo, o objeto Os, o cdlculo iniciard: Og = f (O5), O7 = f (Og), etc. Também note que a determi-
nacdo recursiva de Osp, por exemplo, em uma sequéncia 0;, Oy, Os, etc., envolve obrigatoriamente
o conhecimento/célculo de O;, Oy, etc., até o O49, exceto se ja conhecermos 0 Oyg.

Exemplo modelo
No caso da PA ay, a1, ay, etc., de razdo r, temos f(a,) = r + a,, a qual gera sucessivamente os termos
daPA, como segue: a; = f(ag) =r+ay, ax=f(a))=r+a1=2r+ay, a3 = f(a)=r+a,=3r+ap, e
assim por diante.

Exemplo

Gerar os quatro primeiros elementos da sequéncia dada pela recursd@o a,+, =4+ %, onde n éum
numero inteiro positivo, e o primeiro termo é 6.

Neste caso, f(x) =4+ x/2, os termos da sequéncia estdo indexados como a,, ay, as, etc., e 0 primeiro
termo (a semente) da recursdo é a; = 6. Temos, entdo:

G=fla)=4+%L=4+3=7 a3=flap)=4+%=4+2=L a=flag)=4+% =4+12=

u>|°"

Exemplo

Calcular o quarto termo da sequéncia gerada recursivamente pela semente uy = —2 e a férmula
Upi1 =3+ (WUp)?, a qual abreviamos como uy41 =3+ u,z1

A partir de ug, precisamos calcular u,, u, us. Isso fica assim:

u=3+u;=3+(-2*=3+4=7, up=3+uf=3+7"=52, uz=3+u5=3+52%=3+2704=2707.
Exemplo

Seja a funcgdo f de varidvel real x, dada pela expressdo f(x) = 1 . Com isso, definimos a sequéncia
de fungoes fi, f2, f5,... por meio da recursdo fp11(x) = f(fa(x)), onde a sementeé fi = f. Pede-se a
expressdo analitica dessas fungoes.

Temos, sucessivamente:

L@ =f(iw)= m =——=21-1-1 para x#1,0;

f:(0) = f(fa(0) = m ﬁ =x, para x # 1,0.

A partir do calculado até agora, por que podemos afirmar que a sequéncia das infinitas fun¢des desta
familia pode ser escrita como: f1, f5, f3, f1, f2, f3, fi, fo, f3,--- 2



Exemplo
Escrever uma recurséo capaz de gerar sequéncia seguindo o padréo 3, 3v3,9,9V3, ...
Tomando a; = 3, podemos usar a1 = a, -3, para n = 1. Confira.

— Recursoes de duas ou mais memorias

O tipo de recursdo que encontramos acima, o de férmula O,4; = f (0y), é dito ser uma recursdo de
uma memoria. Podemos também encontrar recursdes de duas ou mais meméorias, as férmulas das
quais envolvem func¢des de duas ou mais varidveis. Um exemplo de férmula para recursées de duas
memorias é: 0,41 = f (0p,05,-1).

Exemplo

A famosa sequéncia de Fibonacci é dada por uma recursdo de duas memorias: Fp.1 = Fp+ Fy_1, eelaé
gerada pelas sementes F) = F, = 1.

Essa recursao é definida pela funcao soma: f(Fy, F,—1) = F,, + F;,—1, e desenrolando obtemos:
F=FK+F=1+1=2F4,=F3+F=2+1=3,Fs=F4+F3=3+2=5Fs=F;+F,=5+3=8, etc.

— Existem muitas outras variantes dos tipos encontrados acima.

Seria complicado e infrutifero dar uma férmula geral para elas, o realmente importante é sermos
capazes de perceber o envolvimento da ideia de recorréncia. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo

Para n=0, e xy =2, definamos x,+1 = 1;% Pede-se o valor de x3.

A novidade é que a funcio caracterizadora da recursao é do tipo x,+1 = f(n,x,). Por outro lado, se-
melhante ao que ocorreu nos exemplos anteriores, precisaremos conhecer xy, X1, X, para determinar

X3, e os calculos iniciam com x;. Confira:
n=t=tE=s p=tps

Exemplo (importante)

Na Matemdtica Computacional, na Engenharia e outras aplicagoes, tem grande utilidade o que

denominamos polinémios de Chebyshev. Esses formam uma sequéncia Ty, Ty, T», etc., definida recur-

sivamente por Ty41(x) =2xT,(x) — Ty—1(x), para n =1, a qual tem como sementes iniciais: To(x) =1

(polinémio constante) e T (x) = x. Pede-se obter a expressdo algébrica de Ts, Tz, Ty, Ts.

Para o terceiro Chebyshev: T, (x) =2xT1(x) — To(x) =2x-x—1= 2x%—1;

para o quarto: T3(x) =2xTo(x)— T7(x) =2x- (Zx2 -1)—x= 4x3 —3x.

Fica como exercicio verificar que Ty (x) = 8x* - 8x?+1, e que T5(x) = 16x° —20x3 +5x.

=2, x3= 1+x _ 1;2 =1.
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3). Comparacao entre iteracao e recursao

Existem objetos matematicos que podem ser definidos ou trabalhados tanto iterada como recursiva-

mente. Os exemplos mais conhecidos sdo os das PA (j4 visto na introdugao) e os das PG. Outro caso é

o da fatorial de um inteiro n = 1. Temos

—definicdo iterativa: 1!=1, 2!=1-2, 3!=1-2-3, ..., n!=1-2-3--- n, 0 que costumamos resumir como
n!'=1-2-3---n, paratodos os n=1;

—definicao recursiva: a partir de 1! =1, definimos 2!=2-1!, 31=3-2!, etc., (n+1)! = (n+1)-n!, o que
costumamos resumir como: 1!=1 e (n+1)!=(n+1)-n!, paratodosos n=1.

No quadro a seguir, fazemos uma breve comparacao entre iteracao e recursdo. Na Computacao ha

enorme literatura sobre isso, pois 14 essas duas ideias sdo muito confundidas.

iteracdo recursao

avaliacdo com realimentac¢ao dos valores
de uma funcao: 0,4+ = f (0,), para su-
cessivos valores de n

avaliacao repetida de uma funcao:

Ideia e f6 1 1
ela e formuia gera 0, = f(n), para sucessivos valores de n

uso preferencial

na Computacao na Matemdtica
programando com- | programas maiores, loop de parada espe- | programas menores, risco de loop infinito,
putadores cificada, pequeno uso de memoria grande uso de memoria.




4). Equivaléncia entre iteracéo e recursédo

Recorde que acima caracterizamos as PA’s e as fatoriais tanto iterativa como recursivamente. Essa du-
alidade é geral, ou seja: ndo existe problema intrinsecamente iterativo ou intrinsecamente recursivo.
Todo problema iterativo pode ser transformado num recursivo, e vice-versa.

Contudo, essa afirmacao é dificil de ser traduzida na forma de um teorema geral e assim ndo valerd a
pena tentarmos fazer isso aqui. Vamos usé-la apenas como um recurso a eventualmente ser aprovei-
tado. Na Matemadtica, em geral serd preferivel pensar recursivamente, como veremos nas proximas
licoes. O contrério ocorre em Informética, pois programas recursivos apesar de pequenos tendem a
ser lentos e usar enorme quantidade de meméria do computador.

5). Exercicios e problemas
Exercicio 1

Seja a sequéncia de niimeros (a;), definida recursivamente por a,.; = tendo como semente

an
T+2a,’
ap = 1/2. A partir dela, definimos b, =1+ ai Pede-se

a). Mostrar que os b, formam uma PA e determine sua razdo.

b). Determinar formula iterativa tanto para os a, como para os by,.

Exercicio 2
Achar formula iterativa para a sequéncia dada recursivamente como xp+1 =3Xp—1, para n=0 e
xo = 1. Aplique a férmula para calcular xo0.

Exercicio 3 (importante)

Definamos a sequéncia (uy), pela recursao uy.p = % “Up+1— % Uy, a partir das sementes ug=1,u; = 2.
Pede-se férmula iterativa para os uy.

Sugestdo: inicie determinando formula iterativa para os termos da sequéncia vy, = Up41 — Up.

Exercicio 4

Considere a familia de sequéncias definidas pela iteracdo x, = n+sen(an), onde a é um pardmetro
real. Mostrar que, dependendo do valor atribuido para o pardmetro, pode resultar tanto uma sequéncia
crescente como ndo crescente (por exemplo oscilante).

Exercicio 5

Na Ligdo 2, ja encontramos as famosas sequéncias de Syracuse-Collatz. Cada uma delas é definida
recursivamente a partir de uma semente inteira N = 1, e os demais termos sdo sucessivamente gerados
pela seguinte regra: se o tiltimo termo conhecido for par, entdo o préximo é sua metade; caso contrdrio, o
novo termo valerd um somado com o triplo do ultimo. Depois de expressar os termos de tais sequéncias
por meio de formula recursiva, refaga o resto do exercicio formulado naquela ligdo.

Exercicio 6

Esta é uma folha de papel A4. Se a dobrarmos ao meio, e ao longo do lado maior, obtemos duas folhas
de tamanho A5; se dobrarmos ao meio, e ao longo de seu lado maior, uma folha A5, obtemos duas
folhas A6. Todas essas folhas de papel tém a mesma forma, mas o tamanho vai diminuindo. Segundo a
norma alemd DIN podemos continuar assim até A10. Também podemos recorrer no sentido inverso,
indo de A4 para A3, desta para A2, etc. até chegar a folha de tamanho mdximo, a AO.

a). Sabendo que as dimensoes da A4 sdo 21,212 cm, deduza as dimensoes das folhas A3, A2,
Al e A0. Constate que a drea da A0 vale aproximadamente 1 metro quadrado. (A rigor, vale
84 x 84v/2~9978 cm?.)

b). Denotemos por A, a folha An, e definamos como seu comprimento o valor em cm de seu lado
maior, e como sua largura o valor em cm de seu lado menor. Pede-se deduzir uma recurséo
expressando o comprimento e largura de A, em termos do comprimento e largura de A,_,. Use
esta recursdo para reobter as dimensoes calculadas no item anterior.



