. INDUCAO MATEMATICA

O objetivo desta licao

é estudar e exemplificar um dos tipos basicos de demonstracao matematica, a indugdo matemd-
tica ou demonstragdo iterativa. Trata-se de um tipo de demonstracao que se aplica tao somente
ao caso de sequéncias infinitas de afirmacdes. Foi concebido principalmente por Blaise Pascal,
14 por c. 1660 quando estudou as relacdes entre os coeficientes binomiais, e mais difundido a
partir dos trabalhos de Giusepe Peano c. 1880.

1). A ideia do método da inducéao matematica

Objetivo e notacao

dada uma sequéncia infinita de afirma¢6es matematicas, objetiva-se demonstrar a veracidade de
cada uma delas. Usando uma notagao geral, podemos denotar uma tal sequéncia com vdrios tipos de
indexacdo, por exemplo:

.szfo, .52¢1, .52¢2, ,.an, ..., 0u

.52{1, ,$2¢2, ,szfg, ,.an, ..., 0u

oo, A3, Ay, ..., oy, ..., OUELC.

a indexacdo variard conforme o contexto do problema a resolver e sempre devemos ter o cuidado de
observar quem é o primeiro valor do indice da sequéncia.

Alguns exemplos de tais sequéncias
(1+n"=1+nr,para n=0,1,2,3, etc.
O ntimero 3 divide n® - n, para n=1,2,3, ...

nn+1)2n+1)
6

cos(ngp) —sen(ny)
sen(ng)  cos(ng) |’

2). Inducéo matematica versus inducao empirica
Inducao matematica
demonstra a veracidade de todos os infinitos casos da sequéncia de afirmacdes envolvida no
problema. E um método de demonstracdo absolutamente valido em Matematica.
Inducao empirica
uma vez tendo verificado a veracidade de uma quantidade finita de casos da sequéncia, conclui
afirmando que a veracidade vale em todos os casos. E um método de demonstracdo inaceitdvel em
Matematica, sendo caracteristico das denominadas ciéncias empiricas, como Fisica, Quimica, etc.

3). A estratégia do método da indugédo matematica
Blaise Pascal concebeu a seguinte estratégia para conseguir demonstrar a veracidade de todos os
infinitos casos de uma sequéncia de afirmacoes matematicas:

124224+32+...4p%2= , para n =1 inteiro.

Sendo A, = entdo A, = (A;)", paratodosos n =1 inteiros.

demonstrar que (a veracidade de cada caso) é consequéncia da (veracidade do caso anterior ou
de casos anteriores).

Costuma-se usar como analogia o processo da derrubada de uma fileira de dominds. Se eles estiverem
arrumados convenientemente, a queda do primeiro provoca a do segundo, e a deste a queda do
terceiro e assim por diante. Entre outras coisas, esta analogia serve para enfatizar que além de os
dominds estarem convenientemente dispostos, é preciso iniciar o processo com a derrubada do
primeiro domind, dai em diante eles caem sozinhos, pela acao de seus anteriores. Consequentemente,
vemos que foda demonstracdo por inducdo matemdtica terd duas etapas:
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* etapa da inicializacdo
* etapa indutiva ou da engrenagem
Passaremos a mostrar os detalhes a seguir.



4). Inducéo matematica simples
Nesta versao de inducao, demonstramos que a veracidade de um caso qualquer da sequéncia de
afirmacdes € suficiente para implicar a veracidade do préximo caso.
Supondo que a sequéncia de afirmacdes a demonstrar esteja indexada como <f1, oo, ofs, ..., oy, ...,
o esquema da sua demonstracgdo por induc¢do simples tem como duas etapas:

* inicializacédo: provo a veracidade de <)
» engrenagem: provo que a veracidade de «f,, implica na de ], eisso paracada n = 1.

Note que a inicializacdo seria com <« se a sequéncia iniciasse com esta afir-
macao, seria com </, se elainiciasse com «f», e assim por diante para outras
possibilidades de primeira afirmac¢do. Analogamente, a etapa da engrenagem
dessas variantes precisa cobrir todos os n =0, n = 2, etc., respectivamente.

Exemplo modelo de inducio simples
O niimero 3 divide n® —n, para n=1,2,3,....
e inicializacdo: é imediato que 3 divide 3% -3 =27-3=24.
* engrenagem: supondo 3 divida nd—n, provo que também dividira (n+ 13— (n+1),eisso para
cada n=1.0ra, (n+1)3—(n+1) = 3+3n?+3n+1)—-(n+1) = n®+3n’+2n= (n®-n)+3n+3n =
(n3 = n) +3(n® + n), e podemos concluir pois ai temos duas parcelas ambas divisiveis por 3.

Exemplo
Sendo ay =2 e an+1 =/-1+2a, , demonstrar que a, =1 (para todosos n=0).
Neste exemplo, as afirmacdes sdo: <7, = (a, = 1), e o indice n varia entre os inteiros = 0.
* inicializacédo: é imediato que ay=2=1.
* engrenagem: supondo valha a, = 1, provo que também valerd a,.; =1, e isso para cada n = 0.
Ora, sendo a, =1, entdo 2a, =2 edai —1+2a, =>1,logo a,;1 =v-1+2a,=>v1=1.
Note que essa demonstracao vale para qualquer semente inicial ay = A, desde que A = 1.
Exemplo

Sendo A, = cos(nyp) —sen(ny)

sen (ngy) cos(ng)
Se definirmos A = A;, o problema pede provar que A" = A, paratodos os n= 1.

, provar que A, = (A1)", para todos os n =1 inteiros.

e Inicializacdo: é imediata pois (ADl=A; = A

* engrenagem: para n =1, valendo que A" = A, temos A"l = A- A" = A- A, e entdo:

cos(p) —sen(g) cos(ngy) —sen(ny)

sen (¢) cos(p) | |sen(ng) cos(ng)

cos(p) cos(ng) —sen (p)sen(ngw) —cos(p)sen(ng)—sen(p)cos(ny)
cos(¢p) sen (ng) + sen (¢p) cos(¢) cos(¢p) cos(ng) —sen (¢p) sen (ny)

_ cos((n+1)gp) -—sen((n+1)¢)| _ A

T lsen((n+1)¢)  cos((n+lg)| ~ "V

onde na ultima passagem, fazendo a = ¢ e b = ng, usamos as leis trigonométricas:

cos(a+ b) =cosacosb—sen asen b, e sen(a+ b) =cosasen b+ cosbsen a.

An+1 —

5). Inducéao matematica composta e outras variantes da inducéo simples
— Indugao composta:
demonstramos que a veracidade de cada caso da sequéncia de afirmacdes é consequéncia da veraci-
dade de todos os casos que lhe antecedem.
Assim, nos casos em que temos uma sequéncia de afirmacdes indexada como <}, oo, ofs, ..., oy, ...,
sua demonstracdo por indu¢do composta tem como duas etapas:
* inicializacédo: provo a veracidade de <)
* engrenagem: provo que a veracidade de <f, 9, os,...,9/, implica na de <], e isso para
cada n=1.



Exemplo modelo de inducio composta
Todo nuimero inteiro, maior ou igual a 2, pode ser fatorado usando somente niimeros primos.

* inicializacdo: é imediata, pois 2 é primo (aqui, temos uma fatoracgdo trivial: um sé fator).

e engrenagem: supondo 2,3,4,...,,n possam ser fatorados usando somente primos, provo que o
mesmo tem de acontecer com n+ 1. Ora, se n+ 1 for primo nada resta provar, e se ele ndo for
primo, pela definicao de ntimero primo, ele pode ser escrito como n+1 = a- b, onde nenhum
desses dois fatores é igual a unidade enema n+1;logo 1<a,b<n+1,ouseja:2<a,b < n.
Isso implica, pela nossa suposic¢do inicial, que tanto a como b podem ser fatorados usando
somente primos, logo seu produto, ou seja n+ 1, também pode ser escrito como o produto de
primos.

— Outras variantes da inducao simples
Intimeras variantes podem ser encontradas na resolu¢do de problemas. Todas elas se caracterizam por
ter uma etapa inicial (que pode envolver demonstrar dois ou mais casos) e uma etapa de engrenagem
baseada na suposi¢ao da veracidade de um ou mais casos anteriores ao caso a ser demonstrado.
Vejamos uma possibilidade aplicada a uma sequéncia indexada como «f;, b, of3, ..., 4y, ...:

e inicializacdo: provo a veracidade de </ e de <,

* engrenagem: provo que a veracidade de «7,,_; e de «f,; implicana de </,4], e isso para cada

n=2 (noteque ndoé n=1).

Em todas essas variantes, € facil sermos iludidos pela indexagdo. Por isso é recomendado muito
cuidado e desenrolar mentalmente a engrenagem para ficarmos seguros que realmente todos os
casos ficaram demonstrados. Por exemplo, na versdo acima temos:
o, oo — o3, o, A3 — Ay, A3, Ay — o5, etc.

Exemplo

N

Sendo Fy, F», F3, etc. a sequéncia de Fibonacci e sendo ¢ = 1+2 , mostrar que F;, < gb"‘l (sen=1).

Recordemos que os nimeros F;, de Fibonacci sdo definidos pela recursao F, 4, = F;, + F;_; a partir
das sementes F; = F, = 1. Como a recursao tem duas memorias, teremos de usar um raciocinio de
inducdo do tipo acima, ou seja: Fy, F» — F3, F», F3 — F,, F3, Fy — F5, etc.

As sementes verificam a desigualdade afirmada no enunciado, pois Fj =1<¢° e F; =1< ¢! = 1.62.
Passemos a descobrir a engrenagem envolvida.

O primeiro passo seria: F3 = Fo+F) < ¢p+1 < ¢p* 2 Ora, um célculo direto mostra que 1+¢ =
ouseja ¢+1 = ¢?. Consequentemente, a pergunta acima tem como resposta: F3 = Fo + F} < p+1 = ¢p?,
o que d4 efetivamente F3 < ¢ (note que F, < ¢ forca F3 < ¢p?, apesar da igualdade ¢ +1 = ¢?).
Passemos ao segundo passo da engrenagem: F, = F3 + F» < ¢ + ¢ < 32 Sim, é s6 observar que
P*+d=dp+1) = pdp? = ¢3. Agora, esta claro como funciona o processo de engrenagem nesta
inducdo e entdo podemos passar a redacao formal da demonstracao.

3+V5 _ 42
T_('b’

e inicializacdo: provo a veracidade de <)
* engrenagem:

4 PROBLEMAS DE REVISAO 4

Problema

Mostre que o valor da soma (2 + V2) + (2= V2)" sempre é um numero inteiro, qualquer que seja
n=1 inteiro.

Sugestdo: calculando os primeiros valores da soma, ficara facil conjecturar que (2+v/2)" = a, +b,-v/2
para constantes adequadas. A seguir, prove essa conjectura via inducdo matematica simples.

Problema

Generalizar, e provar por indugdo, o padréo associado as desigualdades:

1+a)1+b)<2(1+ab), 1+a)1+b)(1+c)<4(1+abc), 1+a)1+b)(1+c)(1+d)<8(1+abcd),
onde0<a,b,c,...<1.

Problema

Um grupo de amigos pretende transmitir via celular a mensagem “José passou no vestibular’”. Cada
amigo tem probabilidade de 10% de enviar adiante o contrdrio da msg que recebeu (passou —
ndo passou, ndo passou — passou). Supondo que quem inicia as transmissoes mande mensagem
correta, qual a probabilidade p(n) de ser enviada msg correta no n-ésimo envio? Qual o valor dessa
probabilidade a longo prazo (ou seja: para n muito grande)?



