1).

OLimpriapa REGioNAL DE MATEMATICA DA GRANDE PORTO ALEGRE

identidades algébricas

Sao intimeras as aplica¢des das identidades algébricas, em particular sdo a base das principais téc-
nicas de fatoracao.

Identidades algébricas notaveis do segundo grau
Sdo ditas notaveis por serem as identidades mais usadas. E muito importante memoriza-las e estar
sempre atento para a possibilidade de usa-las, mesmo que as aparéncias escondam isso.

Para desenvolver:

e (a+b)? =a®>+2ab+b?

e (a—b)? =a?-2ab+ b?

Para fatorar:

o (a>-b*)=(a+b)(a-Db)

e (a® + b?) ndo tem fatoracido com ntimeros reais.

Demonstracao

Basta, essencialmente, usar a distributividade.

Primeira: (a+b)> = (a+b)(a+b) =ala+Db)+b(a+b) =a®+ab+ba+b*=a’+2ab+b*.

Segunda: é caso particular da primeira, (a - b)? = (a + (—b))2 =a’+2a(-b)+ (-b)? =a®-2ab+ b®.

Terceira: iniciando com o produto, (a+ b)(a—b) = a(a—b) + b(a—b) = a®> — ab+ ab - b* = a®> - b*.

Exemplos

ex’—1=(x+1D(x-1)

e x* +1 ndo é fatoravel com nlmeros reais

o (a+b)*+(a—Db)* =2(a* + b?)

e (a+b)?—-(a—b)*>=4ab

o (x+1)2— (X +2x+1)(x+2) = (x+ D~ (x+D?(x+2) = (x+1D?-(1- (x+2)) = (x+1)?-(-x-1) = —(x+1)3

o 2x+1)(2x—1)—4x?=(4x*-1)—4x*> = -1

Exercicio

Usando as identidades notdveis e calculando inteligentemente, mostre que
(a+b+c)*—(a—b+c)=4bla+c), (a+b+c)—(a-b-c)?=4ab+c)

Dica: facax=a+bey=a-b.

Exercicio

De duas maneiras, calcule de cabeca o valor de 212 . Dica: use (20+1)? e 212 —202.

2).- Identidades algébricas para desenvolver em grau trés ou maior

e(a+bP=a®+3a*b+3ab*+ b3 e(a-bP=a®-3a*b+3ab*-b3
e(a+b)*=a*+4a®b+6a’b® +4ab® + b* e(a-b)*=a*-4a*b+6a’b?® - 4ab® + b*
etc., etc.

Também podemos pensar recursivamente, por exemplo:
s (a+b)*=(a+Db)(a+b)*= etc.
e (a-b)*=(a-b)(a-Db)* = etc.

Demonstracao

Usaremos a versdo recursiva e partiremos das identidades notéveis de segundo grau.

Primeira: (a+ b)® = (a+ b)(a+b)* = (a+ b)(a® +2ab+ b?) = (a® +2a°b + ab?) + (ba® + 2ab® + b°) =
=a’+3a’b+3ab®+b°.

Segunda: (a— b)3 = (a—b)(a—-b)? = (a—b)(a® —2ab+ b?) = (a® - 2a’b + ab®) — (ba® - 2ab® + b®) =
= a3 -3a’b+3ab? - b®. Andlogo par demais graus.



3).- Identidades algébricas para fatorar em grau trés ou maior

e a®+13=(a+b)(a®-ab+b? e a —b3 (a-Db)(@®+ab+b%

e a*+b*=(a+h) (impossivel) a*—b*=(a-b)(a®+ a*b+ ab®+ b3

e a®+D° = (a+b)(a*-a’b+a®b?—ab®+bY e a —b5 (a—Db)(a*+a®b+a?b?+ab’+Db*)

(Fatora s6 em casos de grau impar.) (Fatora em todos os graus.)
Demonstracao

Basta multiplicar os termos da direita e simplificar. Fica como exercicio simples.

Exemplo
Sabendo que x +y =8 e que xy = 13, podemos determinar o valor de x> + y>?
Partindo de (x + )% = x3 +3x?y + 3xy? + y%, obtemos:

B+ =(x+y)°-3xy(x+y)=82-3x13x8=512-312=200.
Exemplo (muito importante)
Achar todos os niimeros primos da forma n® -1, com n inteiro positivo.
Como r®—1=m-Dn%+n+) en’+n+1=2, para nd—1 ser primo somos obrigados a ter
(n-1)=1, ouseja: n=2. Logo, ou 23 -1 é um primo da forma n® -1, ou nio ha nenhum outro
deste tipo. Como 23 —1 =7 é primo, segue que h4 exatamente um primo de tal forma: o niimero 7.

4).- Exemplos de aplica¢des dessas identidades

v Calcular o quadrado de um niimero

As vezes, conseguimos escrever o nimero dado como a soma, ou a diferenca, de dois outros cujo

quadrado é mais facil de calcular.
Exemplo
Seja calcular 50032 .

Em vez do célculo direto do quadrado, o que serd demorado e pode gerar erros, exploremos que

5000 = 5000 + 3, e que ambas estas parcelas tém um quadrado muito f4cil de calcular. Com efeito,
50032 = (5000 + 3)? = 50002 + 6 x 5000 + 32 = 25000000 + 30000 +9 = 25030009.

Exercicio
Calcule de cabeca o valor de 312 de dois modos: usando (30 +1)? e usando 312 —302.

v Calcular o valor da diferenca de dois quadrados
Usando a?—b? = (a+b)(a—b) , transformamos o trabalho de calcular dois quadrados e sua diferenca
no trabalho de calcular uma soma, uma diferenca e um produto, o que certamente é mais rapido.
Exemplo
Seja calcular 87% — 132 .

Usando a identidade acima, temos: 87 —13% = (87 + 13) - (87 — 13) = 100 - 74 = 7400.

Essa técnica pode ser usada em expressdoes numéricas aparentemente dissociadas de diferencas de

quadrados. Para termos sucesso, evidentemente, teremos de fazer algumas transformacdes algébri-
cas até produzirmos a diferenca de quadrados. O problema a seguir ilustra esta observacao.
Problema

Calcular 6*+542+9* . Inicie observando que temos uma expresséo da forma a?+ab+b? , onde a = 6>
e b=9?, a seguir use que a’+ ab+ b* = a® + 2ab + b — ab, e continue da.
Resp.: 1172 —54% = etc.



v Calcular o valor de uma expressao a partir do valor de outra
Para se conseguir ver como a expressdo de valor conhecido pode ser encaixada como uma compo-
nente da expressdo a calcular deve-se procurar, entre as identidades ja listadas, uma que envolva

essas duas expressoes. Entendamos isso por meio de um exemplo.
Exemplo

Sabendo que x + % = a, expressar em termos de a o valor de x>+ é .
Solugdo. Observe que (x+1)* = x2+2+ 4 =x*+%+2,demodo que x*+ 5 = (x+ ¥ 2=a?-2.
Problema

Sabendo que x + % = a, expressar em termos de a o valor de x® + %

v Simplificar um denominador envolvendo raizes quadradas
Os casos mais comuns sdo os das fracdes que tém denominador da forma y/a—vb ou va+ vb. Em
tais casos, usamos a identidade notavel x*> - y? = (x+y)(x—y),com x=va e y=Vb.

Exemplo

1 V5+v2 f V5-v2 _Vh-v2 _ 1 _
Rl 703 Rl ik (VS Bl e vy =i AV
Problema

Achar o menor ntimero inteiro n verificando: ﬁi 7+ \/Qi &t \/gi ot \/mi/m =100.
Resp.: n=10200.

v Fatorar uma expressao algébrica
Pela importancia desta aplicacdo, dedicaremos a préxima licao inteiramente a ela.

5).- Identidades notaveis para fracoes

1 1 _ bta
*atb=ab
ol 1 _b-a

a b~ ab

1., 1 _ 2n+l
*n + n+l = n(n+l)
ol 1 _ 1

n n+l nn+l)

1 1 _1 1 _ _n-1 4 -
* i1t wmiD = hoteque também vale n+1 S = noD) » Mas é pouco Ltil.
Demonstracao

oo 01,1 _ b b+a .1_1_b _a _b-a,
Prlmelra'a+b b+ab “ab ° Segunda'a b~ ab ab~ ab

Terceira, quarta e quinta sdo casos particulares dessas.

Exemplo

=4+ ﬁ , para todos os niimeros reais x # 2.

Iniciar pelo membro da esquerda é mais dificil do que pela direita. Entendido isso, temos:

_ 4(x=2) + 7 7 AX=2)+7 _ 4x-8+7 _ 4x—1,
x—2 T x—2~ x—-2 x-2 x-2

7
4+ 5=

Entre outras coisas, este exemplo chama a atencdo para o fato que as identidades acima também

valem para nimeros ndo inteiros; elas valem até mesmo para nimeros irracionais.



