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Questoes nivel 3

Questéo 1 -

Antes das eleigbes, o preco P de uma mercadoria foi baixado em a%, e depois das eleicoes foi aumentado em
b% o que féz seu prego voltar ao valor original P. Pede-se formula dando o valor de b em termos de a.

Resp.

b 100
(1-—=)(1+-—)=1 . (100-a)(100+b)=10000 . 100b—ab=100a . b= ‘.
100 100 100—a
Questao 2 -

A soma dos comprimentos das 12 arestas de uma caixa de faces retangulares vale 140, e a distdncia entre os
dois vértices mais afastados da caixa vale 21. Qual a drea da superficie da caixa?
Resp.
Indicando por a, b, c os comprimentos das arestas da caixa, temos 4(a+ b+ c¢) = 140,logo a+ b+ c=60. A
diagonal maior da caixa vale 21 = Va2 + b2 + ¢2, de modo que a® + b* + ¢ = 441. A 4rea o« da superficie da
caixa é dada por </ = 2(ab + bc + ac). Temos, entdo:

1225=35*=(a+b+c)*=a*+2ab+c)+ (b+c)* = a® + b* + ¢* + 2bc+2ac+2ab =441+ <,
logo 1225 =441+ of e dai of =1225-441 =784.

Questao 3 -
Foi construido um modelo em escala reduzida de 1:50 de um navio. Em laboratério, verificou-se que a drea
molhada do modelo mede 35 cm?. Pede-se:

a). adrea molhada do navio em metros quadrados

b). relacionar a “razdo R/r das resisténcias oferecidas pela dgua ao movimento do navio e modelo” com a
“razdo Vlv das respectivas velocidades de movimento”. Para isso, usar que a Fisica ensina que a resisténcia
oferecida pela dgua é diretamente proporcional a drea da sec¢do transversal do objeto em movimento e
diretamente proporcional ao quadrado de sua velocidade.

Resp.

a). Indicaremos por maitsculas as varidveis do navio e por minudsculas as do modelo. Foi dado que L/¢ =50/1,
e como Ao I2 e ax ¢2, da semelhanca entre as figuras navio e modelo segue que A/a = IL2/¢% = (L/¢)* =
2500. Logo A =2500a = 2500 x 35 = 87500 cm? = 87,5 m?.

b). Da Fisica: Rox A, L? e r  a,¢?, de modo que

R AV? V2 V2
= =2500— =2,500 ()
rooav v
Questao 4 -
a). Provar que para cada niimero racional pode-se achar dois outros racionais a mesma distancia dele.
b). Provar que nenhum niimero irracional é equidistante de dois racionais.
¢). Um numero real é dito ser torto se ele ndo estiver equidistante de nenhum par de niimeros racionais.
Pede-se provar que o conjunto dos niimeros tortos é igual ao conjunto dos niimeros irracionais.
Resp.
a). Sendo r um ntimero racional, como a soma de racionais é um racional, r —1 e r + 1 também sdo racionais
e estdo a mesma distancia de r.
b). Dizer que um niimero real x estd a mesma distancia de dois outros reais, equivale a dizer que x é a média



aritmética desses dois reais. Também é imediato que a média de dois nimeros racionais € um nimero
racional. Com essas duas observacoes, resolve-se o problema.

Com efeito, sendo i um ntimero irracional, se existissem dois racionais a mesma distancia dele, teriamos que
i seria a média desses racionais e, entdo, também seria racional, o que é uma contradicdo. Logo, é impossivel
existirem dois racionais equidistantes de um irracional.

¢). Por (b), todo irracional é torto. Reciprocamente, todo tordo tem de ser irracional, pois caso contrario
teria de ser racional e entdo, por (a), ele seria equidistante de dois racionais, o que seria um absurdo frente a
definicdo de torto.

Questéo 5 -

Seja a funcdo f : Z — Z dada por f(n) = n+3 para os n impares, e por f(n) = n/2 para os n pares.

Pede-se provar que existe exatamente um k impar tal que f(f (f(k))) = 27. Feito isso, achar a soma dos digitos
da representacdo decimal de tal k.

Resp.

Vamos usar que par+par = par, par+impar = impar e impar+impar = par.

Temos 27 = 24+3 e 27 = 54/2, mas como 24 € par, segue que: | f(f(f (k) =27] = [f(f(k) =54] = [f(k) =51
ou f (k) = 108; mas, como estamos procurando um k impar, a primeira posibilidade fica descartada, logo
f(k)=108] = [ k=105 ou k = 216; mas, como estamos procurando k impar, a segunda possibilidade fica
descartada, logo k = 105] .

Resumindo: [k impar e f(f(f(k))) =27] = [k=105]. Ou seja, ou f(f(f(k))) =27 é verificada por k = 105,
ou nenhum outro impar tem essa propriedade. Ora, calculando diretamente, vemos que, efetivamente,
FUf(fk)) =27, pois f(f(f(105))) = f(f(108)) = f(54) = 27. Logo, f(f(f(k))) =27 é verificada por um, e
somente um, k impar, o k = 105. Conclusao: [k impare f(f(f (k) = 27] <~ k=105.

Soma dos digitos = 1+ 0 +5 = 6.

Questao 6 -
Para p(x) um polinémio de grau n, considere a afirmagdo: “se os coeficientes de p(x) sdo ntimeros inteiros,
entdo o valor de p(x) é ntimero inteiro para cada x inteiro”. Pede-se:

a). escrever a reciproca dessa afirmagéo;

b). para cada valor de n = 1, demonstrar se tal reciproca é verdadeira, ou falsa.

Resp.

a). “Se o valor de um polindmio p(x) for um nimero inteiro, para cada x inteiro, entao os coeficientes deste
polinémio sdao nimeros inteiros.”

b). Para grau n = 1 a reciproca é verdadeira. Com efeito, de p(x) = a+ bx segue p(0) = a, logo a é inteiro, e de
p(1) = a+ bsegue b = p(1) — a = inteiro - inteiro = inteiro.

Para n = 2 a reciproca é falsa. Contraexemplo: p(x) = x(x+1)/2 = x/2 + x?/2 sempre tem valor inteiro, se x
for inteiro. Para n = 3 a reciproca também é falsa. Contraexemplo: p(x) = x" + x(x+1)/2.

Questao 7 —

Expresse o valor de (1 + u)®

como um niumero inteiro, se

4
V) -1+ vB) -1+ VB)-(1+ ¥5)

Resp. (pelo aluno Guilherme Kowalczuk)
Para facilitar a notacéo, definamos y = V/5. Usando sucessivamente a identidade (1 + a)(1 - a) = (1 - a?),
vemos que u pode ser escrita como




L= 4 _ 41-y) _ 4(1-y) =...=4(1_y)
A+yHA+yHA+y2A+y)  A+yHA+yHA+yHA-y>)  A+y3HA+yHd-yH 1-y16°

De modo que

41-y) 4Q-y)
u= = =
(1-y'%) (1-5)

y-1 . l+u=y .. (1+w=y8%=5%016_55_3125

Questao 8 -
José decidiu estimar o tempo que estd gastando em videogames e descobriu que
* sejogar num certo dia, hd probabilidade de 60% de ndo jogar no dia seguinte;
* se ndo jogar num dado dia, a probabilidade de ele jogar no dia seguinte é de 90%.
Procurando enfrentar esse vicio, iniciou o semestre letivo sem jogar no primeiro dia.
Pede-se a probabilidade j(n) de ele jogar no n-ésimo dia do semestre, bem como seu valor a longo prazo
(o valor limite de j(n), ao n crescer indefinidamente).
Resp.
Em vez de se procurar expressar j(n) diretamente em termos de n, relacionemos j(n) com j(n+1):
jin+1)=0,4j(n)+0,91—-j(n) .. jn+1)=0,9-0,5j(n).
Desenrolando essa recursdo, iremos obter j(n) em termos de n:
j(1) =0 (poisJosé nao jogou no primeiro dia)
j(2)=0,9-0,5j(1)=0,9-0,5x0=0,9
j(3)=0,9-0,5j(2)=0,9-0,5x0,9=0,9[1-0,5]
j4)=0,9-0,5j(3)=0,9-0,5%0,9[1-0,5] =0,9[1-0,5+0,5?]
j(5)=0,9-0,5j(4)=0,9-0,5%x0,9[1-0,5+0,5°] =0,9[1-0,5+0,5* - 0,5%]
sendo imediato de se concluir que, para todos os n = 3, temos:

1— (—O, 5)n—2+1

: — _ _ 2 — 3. — n-2 =
J=0,9[1+(=0,5) + (0,5 +(=0,5° ++(=0,5)"] 20,9 — —

=2[1-(-0,5"""].

Como 0< 0,5 < 1, segue que (—0,5)"! — 0 (a0 n — +00), de modo que j(n) —9/15=0,6 (a0 n — +o0).
Ou seja, alongo prazo haverd 60% de chance de José jogar num dado dia.



