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A Mecanica Quantica é a teoria que descreve as leigfisjoe regem as particulas
de massa muito pequena. O seu entendimento foi sem dlvidsigrandes feitos
cientificos do século XX.

Meu objetivo ao escrever este texto foi permitir que os esites dos nossos cur-
sos de Matematica possam entender e apreciar a belezaeatasa Foi planejado
para ser uma primeira leitura sobre este topico. O textedorito por e para pes-
soas que sao principiantes neste topico. Tentei aquseptar as idéias fundamentais
desta teoria partindo do principio que o leitor € um egsttelgue raciocina de forma
matematicamente rigorosa. A fundamentacdo mateméiitgleta destas requer, no
entanto, o estudo de tbpicos mais avancados e que e&td@ @ escopo do presente
texto.

Sobre os pré-requisitos para entender o livro posso afgoeao primeiro capitulo
exige apenas aquele conhecimento basico que constitiesiel@oberto nos primeiros
trés anos de um Bacharelado em Matematica. Aqui e ali mpanios algum topico
mais avancado, mas, certamente, ndo & algo que o sewntestuento possa preju-
dicar o entendimento da sequiéncia logica da narratigatd2o aqui o fato inequivoco
gue a Analise Funcional & uma das ferramentas fundarsggea o entendimento da
Mecanica Quantica, mas de fato, nesta primeira partesaasa realmente nenhum
resultado sofisticado desta teoria. Um estudante que entdoain os tbpicos usuais
deAlgebra Linear em Espacos Vetoriais (dimens?o finitay v ter dificuldade em
extrapolar os resultados basicos ja conhecidos pargesge dimensao infinita.

Existem alguns livros excelentes que foram publicadosnteogente sobre este
assunto. Minha intencao foi produzir um texto em poregglie descreva a Mecanica
Quantica de forma que seja matematicamente inteligdyalp mesmo tempo, que nao
se prenda a detalhes de formalizagdo excessiva. Numeipgiteitura, este excesso
a que me refiro, pode comprometer o entendimento das id@id@amentais. Tentei
manter a redacao dentro de um equilibrio entre estesdtismos.

Os resultados considerados no texto, ou sao rigorosahemienstrados, ou, entao
sao descritos através do apelo ao bom senso e a intuigfematica. No Gltimo
caso sempre menciono referencias para consulta que péovab leitor interessado
aprofundar o material exibido. Exemplos sao apresentadagla momento em que
introduzimos um novo conceito. Exemplo aqui significa exenmpatematico e nao
oriundo da Fisica.

A Mecanica Quantica é daquelas teorias em que se praxigareender certa quan-
tidade razoavel de resultados para que o "todo"facad@nfissim, minha sugestao &
gue o leitor tente entender a cada passo o que vai sendo expast sem se prender
demais a aspectos que, eventualmente, nao ficaram de trdo Muitas vezes, um
pouco mais adiante no texto, aquilo que nao foi de todo ceematido se esclarece
guando olhado de um panorama mais amplo. Esta teoria éddnagpectos surpreen-
dentes e que conflitam com a percep¢ao do mundo sensieska molta. Mas, apbs
certo tempo para amadurecimento dos conceitos em nossa,mpentebemos que



a estrutura € bastante natural e simplésclaro, que existem aspectos técnicos da
teoria que requerem a analise de questdes matematis@nteacomplexas e sofisti-
cadas. Mas, é possivel obter um quadro razoavelmentéstants da teoria se nos
permitirmos deixar "alguma sujeira matematica debaixdegete”. Fiz isto no texto
algumas poucas vezes, mas, asseguro, que de forma benidngete; foi em nome
da didatica do entendimento. Tentei dar no livro uma vigidbal (embora modesta
dentro da amplidao do assunto) dos aspectos basicosria teo

Certa intuicdo do que acontece no fendmeno fisico queda momento estamos
matematicamente analisando & sem dUvida muito impertakdqui este ponto é ap-
resentado de forma breve e na maioria das vezes pictoricanfase foi dada na
apresentacao de um formalismo matematico que desceef@ma compreensivel a
Fisica da Mecanica Quantica. Nao é exigido nenhunreqéisito de Fisica para en-
tender o material que vamos cobrir. Apresentamos no tegtmalpostulados cujo
objetivo & apenas estabelecer o que o modelo mateméatieoi@aecorporar para de-
screver a realidade observada nos fendmenos fisicogerSdrasicamente de baliza-
mento para a seqiiéncia logica dos resultados apressntalés nao sao, necessaria-
mente, um conjunto minimo de postulados. Eventualmentejeles pode aparecer
mais tarde no texto como conseqiiéncia de um teorema decanais geral (que
reguer mais teoria).

Nao irei discutir no texto os aspectos mais diretamengeltig a interpretacao fisica
dos fendmenos discutidos. Existem na teoria varios jpx@le até mesmo conflitos
de interpretacao entre os eminentes fisicos que trabvattesta area. Por exemplo, a
passagem gradual e continua da Mecanica Quantica (afgias particulas com massa
de dimensdes atdmicas) para as Leis da Mecanica Gigsdidsica das particulas com
massa de dimensdes macroscopicas) &€ um fendmeno aisagmer melhor entendido.

Apbs um breve introdugao de alguns pré-requisitos matieos apresentamos no
texto dois grandes capitulos. O primeiro tem a intengddat ao leitor uma visao
global do assunto. No segundo apresentamos varios ®pio® abordam questdes
um pouco mais especificds claro que apenas num livro nao vamos poder abordar os
incontaveis topicos importantes nesta teoria. Varigdeg da segunda parte podem
ser lidas sem a leitura das outras. Eu entendo que o cagipdde ser dividido em
varios blocos mais ou menos independentes

I. as se¢bes 2.1 a 2.4 & um bloco,

II. as se¢des 2.5 a 2.7 & outro,

[ll. as se¢des 2.9 a 2.15 mais um,

IV. as secOes 2.16 e 2.17 mais outro.

As outras duas sec¢des sao totalmente independentes.

Na secao 0, onde apresentamos alguns pré-requisitbaites explicar de forma
breve e resumida o pouco que se vai precisar. Para o cagitagoexigéncias de
pré-requisitos sdo maiores. Estes vao depender da sspeécifica em consideracao.
Uma secao que tem importancia fundamental (a 2.1) é arqtee do Teorema da
decomposicao espectral (o qual & enunciado sem deragasjt Este resultado &
ilustrado com alguns exemplos. Mais uma vez, se bem comglickeen que afirma
este teorema, o leitor pode prosseguir e entender certestaspcruciais da teoria
sem o conhecimento da prova do mencionado resultado.



Acredito que o entendimento dos principios basicos daaviiea Quantica por
parte de um matematico genérico (que trabalha em quatmea) vai enriquecer seu
trabalho cientifico. Existem distintos aspectos da tepraintersectam diversas areas
da Matemética: Analise Funcional, Equacdes Difer@sdParciais, Geometria, Sis-
temas Dinamicos, Processos Estocasticos, Teoria daﬂaf;ra”ioAlgebra, etc... Prob-
lemas matematicos nestas areas de pesquisa podem sanslgezes considerados
numa formulacado mais ampla de tal forma que contemple psctss associados a
guantizacao ou a nao comutatividade.

Desejo agradecer a varios colegas com quem tive o prazésaeidquestoes rel-
ativas ao presente texto: Ph. Thieullen, A. Baraviera, &®rM. Terra Cunha, M.
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L. Ciolleti, R. Exel, Agradec¢o sobremaneira aos estudagte assistiram a diversas
edi¢Bes do curso de Mecéanica Quantica que ministrensb Mat. da UFRGS: Car-
los Scarinci, Gilles Castro, Vilarbo Junior, Alvaro Krugeamos, Douglas dos San-
tos, Eduardo Fischer, Fagner Rodrigues, Mirian Telicheu&3tavio Menezes, Patri-
cia Klaser, Rangel Baldasso, Thomas Bartlett, Felipe Geaydader Brasil, Josué
Knorst, Luisa Borsato, Newton Loebens, Lucas Hataishst&o Pessil e William
Braucks. Eles participaram da elaboracdo de diversasgpdo presente texto. As
eventuais incorre¢des, naturalmente, devem ser addbldo autor. Os leitores que
desejarem fazer comentarios, apontar erros tipograficaematicos, conceituais, ou,
propor exercicios interessantes podem escrever parasga.lopes@gmail.com Eles
poderao ser de grande utilidade para alguma eventual ioggoedo texto.

Alguns textos que fortemente recomendo e que, de algumafanffuenciaram o
presente livro sdo:

1. S. Gustafson and I. Sigal, Mathematical concepts of Qumari¥lechanics,
Springer Verlag

2. K. Hannabuss, An introduction to Quantum Theory, OxfarekB.

3. M. Schechter, Operator Methods in Quantum MechanicseDov

4. L. Ballentine, Quantum Mechanics, World Scientific Press

O autor informa que o presente manuscrito ficara sempremiigpl para acesso
livre.



Conteudo

0.1 Alguns pré-requisitos . . . . . . .. ... 1
1 Uma Visao Panoramica da Mecanica Quantica 31
1.1 Estados e a equagao de Schrodinger . . . .. ... ... ... 31
1.2 O Comutador na Mecanica Quantica . . . . . ... ... ... 61
1.3 Observaveis, valor esperado e o operador momento . . . . . . 68
1.4 Transformada de Fourier . . . . . . . .. .. ... ... ..., 88
1.5 O Momento via Transformada de Fourier . . ... ... ... 94
1.6 Exemplos . . .. .. .. 102
1.7 Principio da Incerteza e o Pacote de Onda Gaussiano . . . . . 119
1.8 Operador densidade . . . . . . ... ... ... ... 130
1.9 Operadores Trace Class . . . . . . . ... ... ... ..... 144
1.10 Mecanica Estatistica Quantica . . .. .. ... ... ... .. 148
1.11 Uma generalizagao da Teoria de Hamilton-Jacobi . . . . . . . 153
1.12 Fluxo de Probabilidades e Transporte . . . . ... .. .. .. 168
1.13 O Teorema de Ehrenfest e a dispersao classica e quantica . . 170
1.14 Distribuicoes e Transformada de Fourier . . . . . . .. .. .. 175
2 Topicos Selecionados de Mecanica Quantica 184
2.1 Teoria Espectral . . . .. .. .. ... ... . L. 184
2.2 Valores atingidos por observaveis . . . . . . ... ... ... 214
2.3 Principio do Mini-max . . . . .. .. .. Lo 216
2.4 Integral de uma curva tomando valores em operadores . . . . 222
2.5 Produto Tensorial e Canais Quanticos . . . .. .. ... ... 231
2.6 (C*-algebras eestados KMS . . ... ... ... ... ..... 266
2.7 Lattices de spins quanticos e teleporte . . . . . .. ... ... 288
2.8 Formalismo Termodindmico e Mecanica Estatistica . . . . . . 319
2.9 A Integral de Caminho de Feynman . . . . ... ... . ... 337
2.10 Sobre a amplitude de Feynman . . . . ... .. ... ... .. 344
2.11 Um paralelo com o Movimento Browniano . . . . . . . .. .. 355

1



2 CONTEUDO Cap. O

2.12 Integral de caminho na Mecénica Estatistica Quantica . . . . 357
2.13 Calculo das Variagoes em espacos de fungdes . . . . . . . .. 359
2.14 Comportamento assintotico da Integral de Feymann . . . . . 370
2.15 Segunda variacao e campos de Jacobi. . . . . ... ... L. 382
2.16 Quantizagao de Weyl, estados coerentes e microsuporte . . . 388
2.17 Medidas de Wigner . . . . . . . . . ... Lo 399
2.18 Calculo das Variagoes e a equagao de Schrodinger . . . . . . . 403
2.19 Espalhamento . . . . . .. ... oo 413
2.20 Exponencial de Operadores nao limitados . . . . . ... ... 419

Bibliografia 424



0.1 Alguns pré-requisitos

Vamos inicialmente considerar algumas propriedades béasicas dos espagos
vetoriais de dimensao infinita (sobre o corpo dos nidmeros complexos) com
produto interno. O caso em que o espaco vetorial tem dimensao finita é
tratado com bastante detalhe na segao 21 de [282].

Referimos o leitor a [381] ou [342] para um aprofundamento dos diversos
resultados e conceitos que vez por outra serao usados nesta segao.

Um elemento genérico em C é expresso como z = a + bi, onde, i 2 = —1
ea,beR.
Seu=a+biev=c+ di entao

uv = (a+bi)(c+di)=ac+adi+bci+bdi*= (ac—bd) + (ad + be) .
Todo numero complexo a + bi se escreve como
a+ bi=ae’ =a (cos(8) + isin(B)),

onde « > 0e 0 < f < 27 s@o reais. Se chama o = |z| de norma (ou,
amplitude) de a 4+ bi e B de fase de a + bi. Acima = arc tang 3 e =
Va2 + b2

Note que, dado S € [0,27), entdo e P 4 ¢ B+m)i = 0,

Z = (a — bi) denota o complexo conjugado de z = a + bi.

Note que se Z = z, entdo a — bi =a + bi, logo, b = 0. Assim, z € R.

Ainda, vale que Z = z e 2%z = a® + b? = |2|°.

Observe que 21 + 29 = 2] + 23 € 21 22 = 21 22

Vamos considerar aqui prioritariamnte espagos vetoriais £ sobre o corpo
dos escalares complexos (ver se¢ao 21 em [282] para defini¢ao exata). Assim,
se v1,1v2 € E, e ay,as € C, entao estd bem definido aq v1 + as vy € E.

Se E é um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos C, entdao um
produto interno <, > sobre E é uma funcao de £ x ' — C, tal que, para
qualquer u,v,v" € E, e A em C, vale o seguinte:

) <uv>=<vu>; 2)<utd,o>=<uv> 4+ <u,v>;3)
<Au,v>= X\ <u,v>;4) <u,u>> 0,seu#0.

Para mais detalhes recomendamos o leitor a secao 21 em [282] ou secao
60 em [194].

Fizemos a escolha < Au,v > = A < u,v > enao < u,A\v >= A <
u, v >, 0 que seria tambem possivel assumir como definicao.
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Note que segue do que foi dito acima que < u,Av > = A < u,v > .
Ainda, < u,v+v >=<u,v > + <u,v >.

Ainda, para todo v € E vale que < v,v > é real e ndo negativo. Além
disso, < v,v >= 0, se e s6 se, v = 0.

Dado um produto interno <, > sobre um espago vetorial £ podemos
definir a norma associada através de

lv| = /< v,v>.

Uma norma | | sobre E possui as propriedades: a) 0] = 0, b) [v| > 0,
c)lv] >0sewv #0,d) |u+v| < |ul+ |v|, para qualquer u, v, e finalmente,
e) |\v| = |A| |v], para qualquer escalar A € C e qualquer v € F.

A propriedade |u+v| < |u|+|v| é denominada de desigualdade triangular.

Assim, dado um espaco vetorial F com produto interno existe uma
maneira natural de se obter uma norma em FE.

Uma propriedade importante é a desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver
prova em [282] ou [283]) que diz que dados vy, vy € E, entao

| < v1,V9 > ‘ < |U1HU2|7

Dada uma sequéncia de vetores v, € H, diremos que a sequéncia vy,
converge ao vetor w € H, se para qualquer € > 0, existe um N > 0, tal que
para todo n > N, vale |w — v,| < €. Este fato sera denotado por

lim v, = w.
n—o0

A expressao v, converge a w quando n — oo também é bastante usada.

Dada uma sequéncia de vetores v, € H, diremos que a sequéncia v, é
de Cauchy se para qualquer € > 0, existe um N > 0, tal que para todo
m,n > N, vale |v, — v,| < €.

E facil ver que toda sequéncia convergente é de Cauchy (isto segue da de-
sigualdade triangular). Para espagos vetoriais de dimensao finita a reciproca
é verdadeira. Para espacos de dimensao infinita nem sempre vale a reciproca.

Um espago normado ¢ dito completo quando toda sequéncia de Cauchy
converge.

Dizemos que a série Y o &y, onde z, estd num espago normado com
norma | |, converge a x se limy_, oo Zi:o z, = x. Denotamos Y~ , = .
Se o espago normado é completo vale a seguinte propriedade fundamental:
se > o7 lan] < 00, entéo existe = tal que Y o0 x, = .
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Definicao 0.1. Um espago vetorial H sobre o corpo dos complexos com
produto interno <, >, e a correspondente norma

lv| = /< v, v >,

para cada vetor em H, serd chamado de espago de Hilbert se ele for completo
para tal norma [249] [372] [94] [439].

O exemplo mais simples de espaco de Hilbert é o conjunto dos nimeros
complexos C com o produto interno < u, v >= u v, onde Z denota o complexo
conjugado de z. Mais exatamente, se u = a + bi e v = ¢ + di, entao,
u? = (a+ bi) (c — di). Neste caso, |z| = /22 + y2, se z =z + y .

E=C"=CxCx ... xC éum espago vetorial sobre o corpo dos com-
—_——

n vezes

plexos C.

Dados u = (u1,ug,...,un) € 2 = (21, 22, ..., 2, ) em C", o produto interno
de u e z é, por definicao,
<U, 2> = U2l tU222 + ... +UpZn.

Note que para A\, u,v € C, vale

<uUAV>= A< u,v>

<Au,v>= A< u,v>.

O espago vetorial complexo E acima é de Hilbert e tem dimensao finita.
Os espacos vetoriais de Hilbert que vamos prioritariamente considerar no
texto tem dimensao infinita.

Algumas vezes usamos também a notagdo < z|y > em vez da expressao
<x,y>.
Note que < u,v > = <ulv > = <vju> = <v,u >.

As vezes se diz que < u|v > é o "braket”do vetor u com o vetor v.

Definigao 0.2. Dizemos que um conjunto ¢,, n € N é um conjunto enu-
meravel ortonormal completo em H se,

1) |Yn] =1, Vn €N,

2) < Yp,y >= 0, Vm # n,
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3) para qualquer 1 existe uma escolha «,, € C, n € N, tal que
k
= lim « .
v IHOOHZ_O n¥n

Acima queremos dizer que se vy = ZZ:O an Yn € H, entao esta sequéncia
v converge ao vetor 1 quando k — 0o, na norma do espago de Hilbert.

Alguns textos requerem que na Defini¢ao 0.1 se exija que o espago de
Hilbert possua um conjunto enumeravel completo denso (chamado de espago
de Hilbert separavel). Todos os espagos que vamos considerar aqui, entre
eles o espago das fungoes de quadrado integréavel em R™ (ver definigdo a
seguir) satisfazem tal propriedade.

O limite acima sera descrito pela expressao formal

)= Z an Pp.
n=0

E facil ver que neste caso vale ¢ = Yon < Ul > 1y, ou seja, temos
que oy, =< Pyl >. Além disto,

W= S lanl? = \/D <l > P2

Em muitas situagoes (e problemas) o interesse maior é identificar se existe
um particular conjunto ortonormal enumeravel completo que seja til (em
alguns casos nao vai existir, mesmo que o espago de Hilbert seja separavel).

A partir de agora denominamos conjunto ortonormal completo um con-
junto conjunto ortonormal enumeravel completo (a palavra enumeravel fica
assim implicita).

E importante nao confundir o conceito de conjunto ortonormal completo
com o conceito de base de um espago vetorial (que considera apenas somas
finita).

Se f: R — C é da forma f(z) = fi(x) + i fo(x), onde fi, fo : R = R,
entdo [ f(z)dx = [ fi(z)dz + i [ fo(z)d.

Os exemplos de espagos de Hilbert que consideraremos usualmente (to-
dos separdveis) sao
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1) H = LA(R")(dz) é o conjunto dos ¢ : R" — C tais que,

/// \¢|2(:c)d:c:/|¢(:c1,x2,..,xn)\2dx1 dzsy ... dz, < oo,

onde dx = dxy dxs ... dx, é a medida de Lebesgue usual. Uma funcao ¢ do
tipo acima é chamada de funcao de quadrado integrével

Para ¢ : R" — C,e v : R" — C, tais que, [|¢|*( da:<oo [ 1) (z)dx <
o0, definimos o produto interno < ¢,¢ >= [¢(x ( ) dxz. Neste caso,

|0l = 1/ [ lo(x)|? dz = \/< ¢, ¢ > define uma norma que o torna um espago
de Hilbert. Note que uma funcao v neste espaco esta definida a menos de

um conjunto de medida de Lebesgue zero [149]. Dizer que duas fungoes ¢,
1) estao e préoximas significa que

\//|¢ D)2 dz < e

Referimos o leitor a [34] para maiores detalhes sobre o assunto. Obser-
vamos que nao necessitaremos no texto de um entendimento maior sobre a
medida de Lebesgue em R™; apenas saber que a classe das fungoes integraveis
a Lebesgue é maior do que aquelas integraveis no sentido usual de Riemann e
ainda que a norma |¢| = /< ¢, » > torna as fungoes de quadrado integrével
(considerando a integral de Lebesgue) um espago normado completo.

Este espago vetorial tem dimensao infinita. Para maiores detalhes sobre
o espago L2 referimos o leitor a [34].

2) Seja A um retangulo finito em R™, ou seja,

A= [Cl,dl] X [CQ,dQ] X ... X [Cn,dn].

Entao consideraremos o espago vetorial complexo H = LZ(A)(dx), onde
dxéamedidadeLebesgueemAepara¢'A—>(Ce¢'A—>(C
tais que, fA\¢| x)dr < oo, fAW)| x)dr < oo, nés definimos < ¢, 1) >=

[, ¢(2) ¥(z) dz. Neste caso |¢| = /[, |¢(z)[2 dx.

Este espaco também ¢é de Hilbert e tem dimensao infinita.

3) Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n e uma forma vol-
ume dzx (ver [285] ou [270] para defini¢ao e propriedades). Denote também
por dx sua extensao a uma medida de Lebesgue em M. Entao consid-
eraremos H = LZ(M)(dz). Para ¢ : M — C, ey : M — C, tais
que, fM|qb\ z)dr < oo, [y, [¥]*(x)dz < oo, nés definimos < ¢,1) >=

Jor ¢(2) )dm
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Neste caso |¢| = 1/ [, [¢(z)|? dx.

Um caso particularmente interessante é o toro de dimensao n que pode
ser descrito por [0,27)" C R™ onde os pontos da fronteira sao identificados
da forma usual. Neste caso, se toma dr como a medida usual de Lebesgue
em [0,27)" C R" (algumas vezes dividida por (27)" para ser normalizada).
Por exemplo, o circulo S! sers identificado com [0,2 7).

Note que para A € C, and, ¢,¢ € LZ(R")(dx), vale

<A >= A< 9,9 >

<OANY > = A< b, > .

Observagao 0.1. Se para vi,vs fixos, vale que para todo v
< V1,0 > = < V2,V >,
ou, de forma equivalente se vale que
<wvy —uv,v> =0,

entao vy = vs.
De fato, tome v = v; — vg, € entao, se v; — vo # 0, temos contradigao
(porque < v,v >= 0, se e s6 se, v = 0).

%

Uma funcao L : Hi1 — Hs é linear se para qualquer a1, a9 € C e v1,v9 €
Hi, vale
L(Oél V1 + Qo ’Ug) =1 L(’Ul) + Osz(’Ug).

Dados dois espagos de Hilbert complexos Hi e Ho, uma funcao linear
L :Hy — Hs, é denominado de Operador Linear.

Dados dois operadores lineares L : H1 — Ha, € Ly : Ho — Hg, fica bem
definida a composta L = Ly o L1, onde L : H1 — Hgz. Note que L também é
linear. As vezes se escreve Lo Ly para representar Lo o L.

Note que nem sempre Lyo Ly = Lo Lo, mesmo quando Hi = Hy = Hs.

O operador indentidade I : H — H é aquele que para cada x € H temos
que I(z) = x.
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Note que para qualquer operador linear A : H — H vale que Al = A =
TA.

Dado L : H — H, e n > 0, temos que L" : H — H denota a com-
posicao de L consigo mesmo n vezes. Note que L™ o L™ = L™*™, De forma
consistente com esta propriedade denotamos L° = I.

Dado o operador linear L : H; — Ha, dizemos que o operador linear
G :Ho — Hy, 6 oinverso de L se GoL = I = Lo(G. De forma um
pouco mais precisa: G o L = I; onde I} é o operador identidade em Hq, e
L oG = I, onde Iy é o operador identidade em Hs.

O operador inverso de L é denotado por L~!. Se L tem inverso dizemos
que ele é inversivel. A composta de operadores inversiveis é inversivel. Mais
exatamente, neste caso (AB)~1 = B71 A~

Dado o operador linear L : Hi — Hs o nicleo de L é o conjunto dos
v € H; tais que L(v) = 0. O operador L é injetivo se e sé se o nucleo de L
é s o vetor 0.

A imagem de L : Hy — Hs é o conjunto dos vetores da forma L(v) € Ha
quando v varia em todo dominio H;. Dizemos que L é sobrejetivo se a
imagem de L é todo Ha.

L tem inversa se e s6 se L é injetivo e sobrejetivo.

Vamos considerar abaixo dois espagos de Hilbert H; e Ho, com os re-
spectivos produtos internos <, >; e <, >9, e as respectivas normas | |; e
| 2.

Note que segue da ultima observacao acima que se dois operadores
lineares Ly : Hi1 — Ha, e Lo : Hi — Ha, forem tais que, para todo
v1 € Hi,v9 € Ho vale

< Ll(vl),vg > =< LQ(’Ul),’Ug >,

entao L1 = Lo.

De fato, para cada vy fixo, aplique o resultado acima para todos os vy
possiveis. Segue que L;(vy) = La(vy).

Dado o operador linear L : H — H, onde H é um espaco de Hilbert
sobre os escalares complexos, se pode mostrar que se para todo v € H vale
< L(v),v >=0, entao L = 0 (ver secao 2.2 em [94])

Defini¢ao 0.3. O operador linear L : H; — Hz ¢ dito limitado (ou, con-
tinuo) se
L
L@l
v£0 [v]1
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Denominamos de B(H1,Hs2) o espago vetorial dos Operadores Linea-
res limitados de H; em 2. Ainda, B(H) denota os Operadores Lineares
limitados de ‘H em H.

Denotamos por L(H1,H2) o espago vetorial complexo de todos os oper-
adores lineares de H; para Hs.

Em dimensao infinita, nem sempre um operador linear é uma funcao
continua (usando as normas correspondentes).

Definigao 0.4. Seja L : H1 — Ha. O valor sup, L0z ¢ genotado por

v[1
|L| e é chamado de norma do operador L em B(H1, Hs).

Um fato importante é que B(H1,Hsz) munido desta norma de operado-
res é um espago completo [378]. Assim, dada uma sequéncia de operadores
L, € B(H1,Hs) tal que Y o7 |Ly| < oo, entdo o somatério > o7 (L, = L
para um tnico L € B(H1,Hs).

Note que para todo L € B(H) vale que |L"| < |L|™.

Segue disto que todo operador limitado é continuo, isto é, se x, — x
quando n — oo, entao, L(zy,) — L(z) quando n — oo.

A composta de operadores limitados é um operador limitado.

No espago vetorial B(H1,Hs2) o sentido de convergencia de elementos
A, € B(H1,H2) = A € B(H1,Hz) pode ter varios sentidos.

a) Dizemos que lim,_,,, A, = A no sentido da convergencia na norma
se limy, oo |[An — A| =0.

b) Dizemos que lim, _,~ A, = A no sentido forte se para qualquer = €
H1, temos que limy, oo | (A —A) ()] =0.

¢) Dizemos que lim,_,~, A, = A no sentido fraco se para qualquer = €
Hi, temos que lim, oo | <z, (4, —A)(x) > | =0.

Finalmente, H* denota o conjunto dos operadores lineares limitados L :
H — C. Para cada L € H* existe um unico u € H, tal que para todo v € H,
vale L(v) =< v,u > (ver Theorem 4.12 in [382] ou [389]).

Definicao 0.5. Dado L € B(H1, Hz) existe um unico operador L* € B(Ha, H1)
tal que para qualquer u € Ho, v € H; vale

< L(v),u >y = <v,L"(u) > .

O operador L* existe pelo paragrafo anterior e é denominado de adjunto de
L.

Segue da definicao que se A, B € B(H1, Hz), entao (A+ B)* = A* + B*.
Note ainda que se A, B € B(H1,H1), entao (AB)* = B* A*.
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Seja (a+bi) matriz um por um, que age em C. Entao, (a+bi)* = (a—bi).
Ainda, ((a +bi)A)* = (a — bi) A*.

Pode-se mostrar que a igualdade |L| = |L*| vale para operadores limita-
dos (ver segao 2.6). Portanto, a fungdo L — L* é uma isometria.

Além disso vale, |L7 — L3| = |L; — Lo|. Portanto a fungdo L — L*
é continua quando restrita ao operadores limitados (e usando a norma de
operadores).

Pode-se mostrar que |LL*| = |L|? (ver secio 2.6).

Dado um subespaco linear fechado M de H denominamos de M=, o
conjunto dos vetores v de H, tal que, para todo u em M vale que < u,v >= 0.

Todo v € H pode ser escrito de maneira tnica como v = u; + ug, onde
u; € M e ug € M+. Podemos definir Pys(v) = uy. Isto define um operador
limitado com norma 1 que é denominado a projecao ortogonal de v sobre
M. Note que P]ﬁ = Py o Py = Pyy. Ainda, vale que Py, = Pyy.

Um operador P que satisfaz P? = P é chamado de operador projecao.

Definigao 0.6. Um operador P em B(H) que satisfaz P> = Po P = P* e
P = P* é denominado genericamente de operador de projecao ortogonal.

Pode se mostrar que dado tal P existe M subespago linear fechado tal
que P = Pyy.

Mais detalhes sobre operadores projecao podem ser encontrados na secao
2.3 em [94].

Exemplo 0.1. Dado A € R, considere o operador Py : L?(R)(dz) —
L*(R)(dzx), tal que para 1 € L*(R)(dz), temos que Py\(¢) = [ ) ¥
onde, I(_ ) ¢ o indicador do intervalo (—oc, A).

E facil ver que Py é um operador de projecao ortogonal.

o

Definigao 0.7. Um operador L em B(H) é dito autoadjunto se L = L*.

Também ¢é usual a nomenclatura operador Hermitiano (estamos con-
siderando no texto espagos vetoriais sobre o corpo dos complexos).

A importancia do estudo dos operadores autoadjuntos em Mecéanica
Quaéntica é descrito de forma bastante detalhada e pedagogica em [86].

A soma de operadores autoadjuntos é autoadjunto. A composicao de
operadores autoadjuntos nao é autoadjunto. Isto é valido somente
se os operadores comutam. Se L é autoadjunto e [ é real, entao, S L é
autoadjunto.
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Defini¢ao 0.8. Um operador U em B(H) é dito unitdrio se ele satisfaz
UroU=1=UoU"

Sendo assim U é inversivel e U~! = U*. Note que se U é unitério, entdo,
para todo v € H, vale que |v| = |U(v)|.
De fato,
v = <v,u> = <I(v),v> =

<(U*oU)(w),v> = <UW),U@) > = |U)]

A composicao de operadores unitdrios é unitario. Se U é unitarioe 8 € C
tem norma 1, entao, S U é unitario.
Um operador unitario preserva o produto interno:

< U(Ul),U(UQ) >=< Ul,U* U(UQ) >=< 11,02 > .

Definicao 0.9. Dado um operador L : H — H, dizemos que A € C ¢
autovalor se existe v # 0, v € H, tal que, L(v) = Av. Neste caso dizemos
que v é autovetor associada ao autovalor .

A multiplicidade de um autovalor é a dimensao do espaco vetorial dos
autovetores associados a este autovalor.

Exemplo 0.2. Suponha que H = C?.
A matriz
L
V2L 1
é unitaria.

Seus autovalores e autovetores sao

V2

7(1 — 1), com autovetor (—1,1)

2
g(l + i), com autovetor (1,1)

%

Num certo sentido, como veremos mais tarde, os operadores lineares
auto-adjuntos correspondem aos numeros reais e os unitarios aos nimeros
complexos de norma 1.

Um operador autoadjunto limitado L : H — H num espago de Hilbert
de dimensao infinita pode nao possuir autovalores.
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Definigao 0.10. Chamamos de espectro de L : H — H, o conjunto
o(L) = {\ € C tais que (L — A1) néo tem inversa em B(H)}.

Um autovalor \ estd sempre no espectro (o nicleo de (L — A ) nao é so
o vetor 0).

Observacao 0.2. O interesse nos autovalores de um operador se deve ao
fato que na Mecanica Quantica os observaveis sao descritos por operadores
auto-adjuntos L, e os valores que podem ser observados através de medigoes
de um observavel serao os elementos do espectro de L, do qual os autovalores
fazem parte (ver Segao 1.3). Como veremos em breve, neste caso, estes
autovalores serao nimeros reais.

%

Algumas vezes A estd no espectro porque (L — AI) ndo tem inversa;
algumas vezes \ estd no espectro porque (L—\ I) tem inversa mas (L—\ 1)1
nao é um operador limitado (mais detalhes na section 1 do chapter X em
94]).

Dizemos que o autovalor é isolado se existe um intervalo aberto que o
contem que nao possui outros elementos do espectro. Se H tem dimensao
finita o espectro sao apenas os autovalores e todos sao isolados (um autovalor
pode nao ter multiplicidade um ¢ claro).

Definicao 0.11. O conjunto dos autovalores de L que sao isolados do es-
pectro e de multiplicidade finita é denominado de espectro pontual de L e
denotado por o,(L).

No caso em que H = L4(R")(dz) o autovetor é chamado de autofungio.

Seja o espago de Hilbert complexo H = L([0,27])(dz) e L o operador

tal que para uma 1 : [0, 27] — C temos L(¢)) = ¢, onde ¢(z) = %. Mais
precisamente, se ¥(x) = a(x)+1b(x), temos que L(¢)(z) = % +1 %.
Este operador L nao estd definido para todo ¢ em LA([0,27])(dz), mas
apenas para as fungoes 1 que sdo duas vezes diferencidveis (e a segunda
derivada estd em L2([0,27])(dz)). O conjunto de tais fungdes define um
conjunto denso em LZ([0, 27])(dz). E usual na teoria, como veremos, que os
operadores mais importantes estao definidos num dominio denso no espago

de Hilbert.
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Para um n € Z fixo tome ), () = !"% = cos(nz)+isin(nz). E ficil ver
que L(v,) = —n?,. Assim, cada v, é uma autofuncio para L. Observe
que o8 ¥, n € Z, definem os elementos em que se expressa a Série de Fourier
na sua forma complexa (ver [63] ou [413]).

O autovalor —n? tem multiplicidade (complexa) igual a 2.

Outro exemplo: seja o espago de Hilbert real H = L2([0,2n])(dx) e
L o operador tal que para uma ¢ : [0,27] — R temos L(¢)) = ¢, onde

o(z) = — %. Observe que para cada n € N fixo temos que L(cos(nz)) =
n?cos(nz). Ainda, L(sin(nz)) = n?sin(nz). Note, neste caso, que uma
funcio qualquer ¢ em £3([0,27])(dz) pode ser expressa em Série de Fourier
na sua forma real (em fungao de seno e coseno) conforme [63] ou [413].

O autovalor n?, n > 1, tem multiplicidade (real) igual a 2.

Se pode escrever qualquer ¢ : [0,27) — C que esteja no espago L? na

forma,
n=N
o= E ape'"® = lim g ane' ™.
N—oo
neL n=—N
onde «, € C.

E claro que op(L) C o(L) pois, se XA € op(L), entdo (L — A1) ndo tem
inversa.

Definigao 0.12. Os elementos do espectro que nao fazem parte do espectro
pontual constituem o que se denomina espectro continuo.

Definicao 0.13. O complemento do espectro é chamado de resolvente e
denotado por p(L).

Para todo A no resolvente temos que (L — AI)~t € B(H).

Referimos o leitor a secao 4 em [27] ou cap. 2 em [94] para mais detalhes
sobre os tépicos acima. Estes conceitos serdao considerados mais tarde para
operadores L nao limitados (ver também section 1 no chapter X em [94]).

Se L é autoadjunto entdao os autovalores A de L sao reais. De fato, note
que se L(v) = v, deduzimos que

< Lv),v> = <Av,v> = Av]?,



Alguns pré-requisitos 13

O Teorema Espectral no caso de dimensao finita (ver [282]) afirma o
seguinte: se L : C" — C" é autoadjunto, entao existem n vetores vy, va, ..., v, €
C", e valores reais A1, Aa, ..., Ay, tais que L(v;) = A\jv;, j=1,2,...,n.

Ainda, v1, v, ..., v, geram C". Além disso, < v;,vr > = 0, para j # k.

Existem versoes deste teorema para operadores autoadjuntos em espagos
de Hilbert de dimensao infinita (ver [378]). Na secao 2.1 este resultado
desempenha um papel fundamental.

Se U é unitario entao os autovalores A de U s@o nimeros complexos de
norma igual a 1. De fato, note que se U(v) = A\v, para v # 0, entao
|2

v|* =<v,o>=<U"oU(),v>=<U),Uw) >=

<Av, v > = A X2 = AP |

Uma versao do Teorema Espectral é valido para operadores unitarios
(ver [282] para o caso de dimensao finita).

Note que para um operador auto-adjunto os autovetores associados a
autovalores distintos s@o ortogonais. De fato, suponha que L(v1) = Ajvy e
L(v9) = Agvg, ent@o como os autovalores sao reais

()\1—)\2) < V1,V > = <)\1’U1,U2> — <U1,)\2U2> =

< L(’Ul),vg > — < Ul,L(Ug) > =< L(Ul),’vg > = < L(Ul),vg >=0.

Assim, se A\{ # A9, entdo, < wi,vo > = 0. Os operadores unitarios e
auto-adjuntos desempenham um papel importantissimo na Mecénica Quantica.
Vamos precisar em breve de um conceito um pouco mais geral do que o de
auto-adjunto.

Defini¢ao 0.14. Dizemos que um operador A em L(Hi,Hz2) é compacto
se ele leva conjuntos limitados contidos em H; em conjuntos cujo fecho é
compacto em Ho. O conjunto dos operadores compactos € denotado por

C(Hy, Hs).

Este conceito nao deve ser confundido com o conceito de base de um
espaco vetorial (que é sempre relativo a somas finitas).

O teorema fundamental para os operadores autoadjuntos compactos, ou
seja, L € C(H) (ver Theorem 5.1 na section 2.5 em [94], [215] cap II1.3 ou
Theorem 4.22 in [105]) ou [342] [343] [249], [439] [378] afirma que existe um
conjunto enumeravel de autovetores ,, n € N, associadas a autovalores
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An € R, dois a dois ortogonais, tais que para qualquer ¥ em H existem
an € C, n € N, tais que

n
V= Jim o
j=0
O complemento do Kernel do operador compacto L € C(H) é constituido
por um numero finito de autofuncoes ortogonais 1);, ou entao o conjunto dos
infinitos autovalores A;, j € N, se acumula em 0.

Acima utilizamos no limite, é claro, a convergéncia na norma do espaco
de Hilbert.

Pode se assumir que < 9,1, > = 1 para todo n. Neste caso, dizemos
que os ¥, n € N, formam um conjunto ortonormal enumeravel com-
pleto de autovetores de L. No caso em que H é o espaco vetorial complexo
L4(R™)(dz) diremos que 0s ¥y, n € N formam um conjunto ortonormal
enumeravel completo de autofungoes (ou autovetores) de L.

Os operadores autoadjuntos e unitarios agindo em C¢ possuem ambos
um conjunto ortonormal (finito) completo de autovetores (Teorema da de-
composicao espectral conforme [282])

Infelizmente, os operadores naturais na Mecanica Quantica sao difer-
encidveis (ver a préxima secao 1.1) e nao sao compactos. Mas em muitos
casos o inverso G (a direita) deste operador é compacto (ver [215]). Assim,
se pode obter para cada autovalor 5, # 0 do operador compacto G obtido
acima que seu inverso 3,1 = \,, n € N, é autovalor do operador diferencidvel
em andlise. A autofuncao ¥, n € N, (associada a [3,) do operador compacto
serd também autofuncgdo (associada a A\, = 3, 1) do operador diferencisvel.
Referimos o leitor ao Theorem 6.12 na secao 2.6 em [94], ou ao cap IV de
[215], ou [424], ou [105] para maiores detalhes sobre estas consideragoes.

Observagao 0.3. Nem sempre os operadores autoadjuntos que iremos con-
siderar possuem um conjunto orthonormal completo enumeravel. O espec-
tro, em geral, nao precisa ser constituido sé de autovalores e pode ser um
conjunto nao enumeravel. Em alguns casos o operador pode até nao possuir
autovalor algum. Um resultado importante que iremos utilizar mais tarde
se chama o Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos nao-limitados
(ver Teorema 4.11 na section 10.4 em [94]).
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Voltando ao caso que menciondvamos antes, em que existe um conjunto
ortonormal enumeravel completo de autovetores de L, podemos considerar
também a expressao

¢=n13202 < by > ;.
j=0

Disto vai seguir que (se L é uma funcao continua)

n

L) = L(lim >~ a;95) = lm L(3 a;9;)
=0 =0

n

Tzh—)HoloZ aj Ajj, onde o = <, >
=0

Desta forma a acao de L num vetor qualquer tem uma forma muito
simples de ser calculada.

Usaremos, para simplificar a notagao, expressoes do tipo

LO ) =D aj Ay,
j=0 Jj=0

para descrever a passagem dos limites acima.
Note o seguinte fato extremamente importante: dado v , ele pode ser
. o0 . . ~
escrito como Zj:o aj 1, onde a; € C. Os 1), j € N, associados aos \; sao
dois a dois ortogonais, assim, se pode mostrar que

) 0o
<L), ¢ >=<LO_ ajP),> o5 > =
j=0 J=0
0o o o L)
Jj=0 Jj=0 j=0 j7=0

Ou seja, se L é autoadjunto, entao < L(v),1) > € R para qualquer

.

Podemos mostrar isto de outra forma: se L é autoadjunto
<L) > =<, L{Y) > = < L(¥), ¢ >.

Note que no exemplo mencionado antes em que H = L2([0,27])(dx) e L o

operador tal que L(¢)(z) = d2dligx)

, as autofuncgoes ¥, n € Z, associadas ao
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autovalores n?, sdo tais que qualquer ¢ € £2(]0,27])(dx) pode ser expressa

em Série de Fourier

¢=2 an \¢| N%O_Z“W

neEZ n

a, € C (ver [63]). Note que < ¢, ¢, >= 0 para n # m. Este exemplo
ilustra o caso em que existe um conjunto ortonormal completo para um certo
operador L.

Lembre que fixado um subespaco fechado F' do Espaco de Hilbert H,
a projecao ortogonal Pr de H sobre F foi definida da seguinte forma:
seja o subespaco vetorial Ft = {v € H tais que < v, f >= 0, para todo
f € F}. Entdo, H é soma direta de F' e F-. Assim todo vetor u € H pode
ser escrito de maneira tinica como u = v + f, onde, v € F+ e f € F. Por
defini¢do, Pr(u) = f € F.

Note também que |Pr(u)| = |f] < |u|. Assim, se F' # 0, entdao Pr é
sempre limitado e tem norma igual a 1.

Note que P2 = Pp.

Os operadores projecgao ortogonal desempenham um papel muito impor-
tante na teoria.

Sejauy =v1+ f1 eus =vo+ fo, v; € Fte fie F,i=1,2, como acima.
Ora, < PF(Ul),UQ > =< fl,vg-i-fz > = fl,fg > =<1 +f1,f2 > =
u1, Pp(ug) >, sendo assim concluimos que Pr é autoadjunto.

Fixado um elemento v de norma 1 no espaco de Hilbert H, entao Py
denota a projecao no espacgo vetorial unidimensional ) gerado por
.

Fizemos a escolha < Au,v > =\ <u,v> enao <u,Av>= X\ <
u,v >, e assim Py(¢) =< ¢l > v =19 < @ >.

De fato na decomposicdo de ¢ = u + v, onde v € Y+ (o subespaco
ortogonal ao gerado por 1) tome u =< ¢[1p > 1) e assim vai decorrer que
v € Y*. De fato, v = ¢— < ¢|1) > 9 e desta forma

<v, Y, >=<¢d— <Pl >Y, Y >=< ¢, > - << Pl >Y, Y >=
<O > =< P >< P, >=< > — <Pl >=0

Uma notagao muito 1til é a seguinte: denotamos vetores v no espago de
Hilbert H por < v|. Assim, segundo esta convengao, um operador linear A
aplicado a < v| resultard (agindo a esquerda) no novo vetor < A(v)| =<
v| A.
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A projecao Py, sobre o vetor 1) pode ser expressa na notagao de Dirac
como

Py = ><

agindo em vetores < ¢| a esquerda
De fato,

<Ol Py = <ol > <9l =<9l > <9l =< | ([ > <¢]).
Por exemplo, neste formalismo se pode escrever de maneira natural
<Py(9), 0> =<<glp> 0> =

=< ¢, >< Y0 > =< ¢ [ ><P| [0 >=<p|0 > < p, 00 >

Se denomina < | de "bra”e 1) > de "ket”. Note que o "bra-ket” <
¥|p > é um escalar em C e o "ket-bra”|i) >< 1| é um operador.

Esta notacao, conhecida como de Dirac, é muito apropriada nos calculos
envolvendo operadores e vetores.

Suponhamos que o operador autoadjunto A é tal que existem v,,, n € N,
que formam um conjunto ortonormal completo enumeravel. Denote por A,
os autovalores associados. Entao, se pode escrever de maneira sintética

A= " APy = Aalthy >< thnl.
n n

Neste formalismo obtemos

<A(P)| =<PlA=D " M\ <9|Py, =

DA <l [Wn ><tal = Y An <Pt >< .
Ainda,
V=) <vlty > < 1l

Desta forma temos uma maneira alternativa de descrever a agao o oper-
ador identidade agindo (a esquerda) no vetor v =< v| através da expresao

Dt >< | = 1.

Destacamos aqui o fato acima ocorre quando existe um conjunto ortonor-
mal enumeravel completo de autofuncgoes de L
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Definigao 0.15. Dado um operador linear A em B(H), onde H é um espacgo
de Hilbert (sobre os complexos como sempre), entao estd bem definido

o0

eA:Z%A".

n=0
Chama-se e de exponencial do operador A.

Isto segue do fato que |A™| < |A|", para todo n, que B(H) é completo e,
ainda que, toda série absolutamente convergente em B(#H) é convergente.
Note que

=1 =1

E 1A E Z 1AM = Al
n!‘A‘S n!‘A| - ¢

n=0 n=0

Observe que € = I (o operador identidade).
Se AB = BA, entdo eA*8 = et eB (ver [94],[121]). Se AB # BA, pode
acontecer que nao seja verdadeira a relacao eAtB = et eB.
Note que A(—A) = (—A) A, e assim
6AefA — 6AfA — 60 -] = efAeA

)

e portanto para qualquer A temos que e é inversivel e (e4)™1 = e~4.

Seja A em B(H). Sabe-se [378] [94] que se considerarmos a norma de
operadores para considerar o limite na definicao de derivada, entao
det A
dt
Assim, para v fixo em H temos que
det4(v)
dt

Sendo assim, em dimensao finita, isto é quando o operador linear A é
descrito pela acdo de uma matriz, a solu¢ao da equagao diferencial linear

= At =et4 A Vit e R.

=Ae(v)Vt eR.

2'(t) = Axz(t), com a condigdo inicial x(0) = v,

é x(t) = et 4(v).

Outro fato relevante na teoria é que se L é autoadjunto, e, se estiver bem

definido e’ = 3"°° /L (i L)", teremos que este tiltimo operador é unitario.
De fato note que (iL)* = —i L*, e assim,
= 1 =1

Zn_ (—iL")" Zm(—iL)”:e%L.

n=0 n=0
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Como ¢ L comuta com —i L, temos que [121]

(eiL)* eiL — (e—iL) eiL — e—iL—i—iL — 60 =] = eiL(eiL)*'

Logo, €' é unitério se L é autoadjunto. Da mesma forma, dado ¢ real

temos que e'*% é unitario se L é autoadjunto. Desta forma para qualquer
vetor w temos que | e (w) | = |w| para qualquer > 0.

Observe que em dimensao finita, isto é quando o operador linear L é
descrito pela acao de uma matriz, a solugao da equagao diferencial linear

/ . . ~ . . .
' =i Lz, com a condigao inicial x(0) = v,

é x(t) = et (v).

Assim, se a condigao inicial v satisfaz |v| = 1, temos que para todo ¢t > 0
vale | e!?4(v) | = 1. Este fato descreve em termos simplificados a ideia bésica
por tras da equagao de Schrodinger que apresentaremos em breve.

Observe que usamos na demonstragao acima o fato que a fungao A — A*
é continua.

Uma espécie de reciproca do resultado acima e que relaciona operadores

autoadjuntos e unitarios é o Teorema de Stone que pode ser encontrado em
[51].

Observacao 0.4. Para A : H — H autoadjunto nao limitado podemos
definir o seguinte operador limitado:
1
Ay = 5AZ[(A +id) " 4+ (A —ixD)7Y, A > 0.
Ent&o, tomando Ay — A, quando A — oo, e usando o fato que Ay é limitado,
podemos definir e?4* — ¢’4 via limite (para maiores detalhes ver secao 2.20
proposigao 2.52). E possivel obter uma extensao limitada e H —H.

¢

A solucao de 2’ = i A(z), quando A nao é limitado, também pode ser
obtida via a expressao z(t) = e!*“4(zg), onde o exponencial foi definido (via
limite em \) da forma acima.

Se A é da forma A = Y A, Py,, onde ¢,,n € N, define um con-
junto ortonormal completo, entdo é facil ver que A% = Y A2 Py . Mais
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geralmente, A¥ = > AF P, . Dada um fungdo f em série de potencias
f(z) = Y, ax 2¥, com raio de convergéncia R, se o operador A é limitado
e tem norma menor que R, entdo estd bem definido f(A4) = >, arA*. Isto
segue da propriedade |A*| < |A|*, para todo k, e do fato que num espaco
normado completo, no caso B(H), toda série absolutamente convergente é
convergente [222] [121].

Segue também que f(A) =) f(\,) Py, , contanto que todos |\, | < R.

Assim, o célculo da exponencial de uma matriz fica mais facil:

et = Z eihn Py,,.

n

Serd necessario considerar em breve operadores lineares A : H — H
definidos num subespaco denso do espaco de Hilbert . Denotaremos por
D(A) C H o correspondente dominio de defini¢do. Se nada for dito ao
contrario D(A) = {v tais que A(v) € H}. Neste caso, usaremos indistinta-
mente a notagdo A:H — H, ou, A: D(A) - H.

Definigao 0.16. A : D(A) — H operador no espaco de Hilbert # ¢é limitado
se existe C' > 0 tal que A(v) < C|v|,Vv € D(A), onde D(A) é um dominio
denso em H.

O seguinte resultado sera de grande utilidade (demonstragao na proposicao
2.50 secao 2.20).

Lema 0.1. : Seja A : H — H, operador linear no espago de Hilbert H
definido em D(A). Se existe C > 0 tal que para qualquer ¢ em D(A)
(denso em H) vale |A(¢)| < C|¢|, entdo, a agdo de A pode ser extendida
a H, também denotada por A, que torna A : H — H um operador limitado
definido em todo ‘H com norma menor ou igual a C.

Este lema segue do fato que dados espagos métricos completos M, N, se
S C M édensoem M, e f: S — N é uniformemente continua, entao f se
estende a uma fungao continua em M (ver [283] para mais detalhes).

Apresentamos uma prova de tal resultado na ultima secao do livro.

Defini¢ao 0.17. Seja A : D(A) C H — H, operador linear no espacgo
de Hilbert H definido em D(A), o adjunto de A é o operador A* tal que
(A%, ¢) = (¢, Ap), para toda ¢ € D(A), e, para toda ¢ € D(A*) = {¢ €
H| (¢, Ap) < cyll@||, para toda ¢ € D(A)}. Assumimos que D(A*) é denso
em H.

Dado A o operador A* definido em D(A*) fica definido de maneira tnica.
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Definicao 0.18. Seja A: D(A) — H e D(A) = D(A*). A é autoadjunto se
A= A* em D(A).

Defini¢ao 0.19. A é simétrico, se (A, @) = (¥, Ap) , Vi), ¢ € D(A).

Note que A autoadjunto = A simétrico, e, A autoadjunto < A simétrico
e D(A) = D(A¥)

Para mais detalhes sobre os topicos relacionados com tais defini¢oes veja
sections 1 e 2 do chapter X em [94].

Vamos apresentar a seguir alguns exemplos de operadores que serao con-
siderados nas proximas secoes.

1) A identidade: I : H — H, isto é I(¢) = 1, para todo 1. Neste caso,
o dominio D(I) = H, e I é autoadjunto e limitado.

2) Multiplicagao por coordenada:

Y = xj(x) = xj0(xr, 22, 23, .., Tn),

j€{1,2,3,....,n}, onde A: D(A) C L2(R")(dz) — L*(R")(dx). Usaremos a
notagao X; : L2(R")(dx) — L2(R™)(dz), j € {1,2,3,...,n}.

De outra forma: fixado j, dado 9, se dizemos que X;(1)) = ¢, entdo é
porque para todo = = (x1,x2, ..., ;) vale que

@($1,$2, 7~Tn) =Ty ¢($1,$2, )xn)

Neste caso, D(X;) = {1 | tais que z; ¥(x1, z2, 23, ..., z,) seja uma fungao
em L2(R")(dx)}.
Por exemplo, para n = 3, temos que dado v, tal que,

(21,22, x3) = (21, T2, x3) = sin(z) + zg + 23) e~ @I+,
entao, Xs(1)) = ¢, onde

. _ 2 2 2\6
¢(x1, 9, x3) = T sin(x1 + x2 + x3) € 4 (e tayta3)”

Note que como z; é sempre um nimero real, para qualquer j € {1,2,3,...,n}

< ij7¢ >= /ij(l’hxmx& 7'1‘") (]5(3,’1,.%‘2,3,’3, 7xn) dr =< ¢7Xj¢ >

Logo & ¢ autoadjunto. Claramente X; nao é limitado. O espectro de X
nao é enumeravel. De fato, todo valor real \ estd no espectro, pois, dado
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¢, a fungao (X; — AI)(¢), necessariamente se anula em z; = A. Assim,
(X; — A1) ndo pode ser sobrejetiva.

Mesmo no caso n = 1, o operador ¢(x) — x¢(x) = X(¢)(x) nao possui
nenhuma autofuncao.

3) Multiplicagao por coordenada: ¢ — ;9 () = xj9(x1, 22, 23, ...,
Ty),j € {1,2,3,...,n}, onde A : £L2([0,2m)")(dz) — L£2([0,27)")(dx). Us-
aremos também a notagio X; : L£2([0,27)")(dz) — L2([0,27)")(dz), j €
{1,2,3,...,n}. Neste caso, é usual considerar

D(A) = {¢ € £2([0,2m)")(dx)

tais que ¢ tem uma extensao continua a [0, 27" }.
O espago (0,27)"™ quando se identificam de forma periédica os pontos da

fronteira é chamado de toro de dimensao n e denotado por T".
Como z; é sempre um nimero real, para qualquer j € {1,2,3,...,n}

< X, p >= / TiV(T1, T2, T3y ooy T ) P(T1, T2, T3, ooy Tpn) dT =< Y, X > .

[0,2m)m

Logo X; ¢ autoadjunto. Claramente X; neste caso ¢ limitado.

4) Multiplicagdo por uma funcao V : R® — R continua, ou seja, ¢ —
V.

O operador serd denotado por V, onde V : D(V) C L2(R")(dz) —
L2(R™)(dz).

De outra forma: dado 1, se dizemos que V(¢)) = ¢, entdo é porque para
todo x = (x1, 2, ..., x,) vale que

(11,22, ey Tp) =V (1,22, ey xp) V(21,2 vy ).
Neste caso, D(V) = {¢ | tais que
V(leu L2, T3y uny Jjn) w(xlu T2, T3y uny Jjn)

seja uma funcio em L£2(R")(dz)}.
Por exemplo, para n = 3, se V(x1,z2,73) = 22 + 73, entdo

V( Sin(xl —+ 29 + .1‘3) 6_4 (2422 +23)8 ) _

(21 + 23) sin(zy + 22 + 23) e (@3+a3+23)0

Note que serdo necessarias varias restrigoes a V' para que D(V) seja
denso. Vamos sempre assumir implicitamente que isto ocorre.
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Note que como V(x) é sempre um nimero real

<V, >= /V(a:l, s Tp) V(X1 ooy ) D(T1y vy ) dx =< D,V > .

Logo, V é autoadjunto. Claramente V ¢ limitado se V' é limitada. Se V nao é
constante, entao o espectro de V nao é enumeravel. De fato, todo valor real A
na imagem de V' estd no espectro, pois, dado ¢, a funcao v = (V — A\I)(¢),
necessariamente se anula em x tal que V(z) = A Isto, é ¥(z) = 0 se
V(z) = A. Assim, (V — A1) na@o pode ser sobrejetiva para tal \.

E facil ver que se A é um numero real que estd a um distancia positiva
da imagem de V', entdo (V — A\I)(¢) é injetivo e sobrejetivo.

Mesmo no caso n = 1, o operador ¢(x) — V(¢)(z) ndo possui em geral
nenhuma autofuncao.

Suponha que V; denote o operador multiplicacao pela funcao Vi e Vs
denote o operador multiplicagdo pela fungao V5. A composta Vo V; é dada
pela multiplicacao pela fungao Vo V1. Assim, A} X5 denota a mutiplicagao
por x1 2. O operador multiplicagdo por 1 x3 + 23 pode ser descrito pelo
operador X X3 + X22.

No mundo classico os observaveis sao descritos por fungdes V : R” — R e
os valores que podem ser observados estao na imagem de V. No mundo quan-
tico os observaveis sao descritos por operadores autoadjuntos e os valores
observados sao os elementos do espectro (ver segoes 1.1 e 2.2). O exemplo
particular acima (onde consideramos o operador V associado a V') mostra
que neste caso esta analogia se encaixa perfeitamente.

5) Multiplica¢ao por V : [0,27]" — R continua e periédica em [0, 27]",
ou seja, ¥ — V1. O operador sera denotado por V, onde
V: L£2([0,27]")(dz) — £2([0,27]))(dx).

Neste caso, D(V) = £L2([0, 27]")(dx).
Claramente V ¢ limitado e autoadjunto.
Note que para todo ¥ # 0 vale

ol [cvevis
ol Vo <ew>
n Vv g oeey Ly 2 )ty tN 2d
f[o,zn] Ve, o) Py, .. 20) [P do < sup {|V(z)|}.

f[o,%]n (21, e )| d ze[0,2n]n
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Vai haver uma dramética diferenca entre a anéalise dos autovalores dos op-
eradores autoadjuntos agindo em £2([0,27)")(dx) e agindo em L£*(R")(dx)
(ver [378])

O valor real A ~ 6.626069...10734 é denominado de constante de Planck
e desempenha um fundamental na teoria.
5) o operador momento: fixado j € {1,2,3,...,n}, considere ¢ — —ih%ﬁ.

Note que ¥(x) = a(x)+ib(x) toma valores em C, e, assim, %; = é%aj +1 %’j

também.
Neste caso, como veremos, o espectro é nao enumeravel.

Definicao 0.20. O j-ésimo operador momento serd denotado por P;, j €
{1,2,3,...,n}, onde P; : D(P;) C L2(R™)(dx) — L*(R"™)(dz),

0
; = —ith— .
Py(w) = ~ihg (1)
De outra forma: fixado j, dado 1, se dizemos que P;(¢)) = ¢, entdo é
porque para todo z = (x1, 2, ..., T, ) vale que

(1,22, ...y Tp) = —ih=— (1, 22,.., Tp).

8.%]'
Por exemplo, para n = 3 temos que

— (2 2 2 . 8 (2 2 2
772(.%% e~ (@1 +a3+a3) ) = —ih —(l‘% e~ (@13 +a3) )=
T2

) (22t a2 42 (2222
—ih 2xge (z1+a5+a3) _ng e (I1+x2+13)]‘

Dizemos que v é diferencidvel com suporte compacto se é diferenciavel
de classe C, e, ainda quando existe uma bola compacta B(R) de raio R tal
que 9 seja nula fora desta bola.

Neste caso, D(P;) = {1 | tais que 1 é de classe C' com suporte compacto

(assim, —ih% é uma funcio em £2(R")(dx) )}. Pode se mostrar que D(P;)
é denso em L2(R")(dz).

Note que esta nao € a unica escolha de dominio que se vai fixar. Cada
escolha de possivel dominio vai definir um operador P; agindo no espaco de
Hilbert H = £2(R")(dz).

Vamos mostrar que P; é simétrico no caso n = 1. Assim, j = 1. Como
1 tem suporte compacto, existe R tal que, ¢(x) =0, se |z| > R.
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Resulta da integragao em [—R, R| e de

Ol(z1)p(x1)] _ OY(z1) O0¢(r1)
que, para todo ¢,9 € D(P;) vale
() —
<P, >= /—R —ih . ¢(x1)dx =

R -
:/ Q/J(xl)—ihm dx =<1, P1o > .
—R 8%‘1

Logo, P ¢ simétrico. Da mesma forma se mostra que P; é autoadjunto (nao
vamos entrar aqui em questoes técnicas, mas é preciso escolher o dominio
denso de forma apropriada). O operador P; nao ¢ limitado. O espectro de
P;, como veremos, nao ¢ enumeravel.

O exemplo 1.11 na section 1 do chapter X em [94] da mais detalhes do
que afirmamos acima.

Definigao 0.21. O operador

¢ chamado de operador momento. Neste caso, D(P) = N7_; D(P;).

6) O operador j-momento ao quadrado: fixado j € {1,2,3,...,n}, con-

sidere Pj o P; = 7732. Neste caso, ¥ — — h? g;f, = 77]2@&.
J

Definigao 0.22. O j-ésimo operador momento ao quadrado serda denotado
por 77]2, Jj€4{1,2,3,....,n}, onde 77]2 : D(PJZ) C L2(R™)(dx) — L2(R™)(dx),

2. 32
P == g )

D(PJ2 ) = {1 é de classe C? e existe uma bola compacta B(R) de raio R tal
que v é nula fora desta bola}.

De outra forma: fixado 7, dado v, se dizemos que 77]2(@&) = ¢, entao é
porque para todo z = (x1,x2, ..., x,) vale que

82
82.%]' w(l‘l, LYy eey x‘n)

(11, T2,y Tp) = — h?
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77]2, j €{1,2,3,...,n}, é autoadjunto pois é a composta de operadores
autoadjuntos que comutam. O operador 77]27 j€{1,2,3,...,n}, ndo é limi-
tado.

7)
O operador A tal que f — A(f) = 6’3—;f+ . —1—%)“, quando f : R™ —
R é duas vezes diferenciavel é denominado de Laplaciano.

Definicao 0.23. O operador momento ao quadrado em R™: denote P? o

operador
2 _ 2
Pi= > P
je{1,2,3,....,n}

P? . ;D(PF) C L*(R")(dx) — L*(R"™)(dx). Este operador é autoadjunto
por ser a soma de operadores autoadjuntos. Note que

P2y = —h? Ay,
onde A é o operador Laplaciano.

O espectro de P? ndo é enumeravel. Uma questdo de notacio: observe
que P? nao é P oP. O dominio do operador Laplaciano agindo no espaco
de Hilbert £2(R")(dx) é o conjunto das funcoes que possuem a segunda
derivada em £2(R")(dx).

8) O operador momento ao quadrado em [0,27)" = T": denote P?
o operador } icro5 P37, assim P? : N;D(P?) C L3([0,2m)")(dx) —
L£2(]0,27)")(dz), onde,

D(PJ?) = {¢ tem derivada parcial de ordem dois em relacdo a j e é
continua em (0, 27)™, e, ainda, 1 tem uma extensao duas vezes diferencidvel
a [0,2m]"}.

Este operador é autoadjunto por ser a soma de operadores autoadjuntos.
O espectro de P? é enumeravel.

No caso n = 1 as funcoes do tipo ¢,(x) = €% n € Z, sdo tais que
P2¢, = h2n%¢,. Os ¢ (z) = e"'% n € Z, (os elementos da Série de Fourier)
formam um conjunto ortonormal completo de autofuncdes de P2.

9) O operador momento ao quadrado em uma variedade diferencidvel
Riemanniana compacta M: denote P? o operador —h? A\, onde o Laplaciano
¢ derivado a partir da estrutura Riemanniana (see [178]).
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S P2 =P2:D(P?) C LA(M)(dx) — L2(M)(dx),
je{1,2,3,...,n}

onde, dz é a extensao a medida de Lebesgue de alguma foma volume em M,
e, D(P?) = {¢ é de classe CZ em M, : M — C }.

O caso anterior é um caso particular deste.

O espectro de P? é enumeravel. No caso de superficies compactas de
curvatura negativa existem questoes interessantes que relacionam os auto-
valores de —h? A com o espectro de comprimentos das geodésicas periédicas
via fungoes Zeta. A andlise do limite semiclassico é um topico muito estu-
dado neste caso (ver [53] [200]).

O fluxo geodésico descreve o sistema classico associado (ver [291]).

10)

Definicao 0.24. Um operador integral K : £L2(R")(dx) — L2(R")(dy) é
aquele que pode se expresso por

K — /K(a:, J(z)dz,

onde K(x,y) é uma fungao continua.
Mais precisamente, dizemos que K(¢) = ¢, quando ¢(y) = K(¥)(y) =

| K(z,y)i(x)dz.

Observe que tal K descreve uma transformacao linear.

Se K for uma funcao limitada entao K é operador limitado. Neste caso,
D(K) = L2(R™)(dz). Referimos o leitor a [27] para resultados gerais sobre
operadores integrais.

K(x,y) é chamado de nicleo (ou, kernel) integral do operador K.

Se K é tal que K(x,y) = K(y,x), e toma valores reais, entdao, I é
autoadjunto.

De fato, isto segue de

< Kb, >= / / K (1) () 35 dar dy =

/ / () K 2) o) dudy =< ,K6 > |

Da expressao acima segue que bastaria a igualdade K(z,y) = K(y,z)
para IC ser autoadjunto.
Finalmente:
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Teorema 0.2. Supondo K limitada, se [ [ |K(x,y)|*dzdy < oo, entdo o
operador IKC é compacto.

Assim, pelo Teorema da decomposicao espectral vai possuir um conjunto
ortonormal completo enumeravel de autovetores (segao X.2 [439]).

Proposicao 0.3. Se K1 e Ko sdo operadores integrais (com nicleos Ky e
Ky respectivamente), entdo o nicleo integral de K =K1Ky é

K(z,y) = - Ki(x,2)Ks(z,y)dz. (0.1)

De fato, dado 1 note que

&@wmzfmm@mwwww:

/mmavkmwwwmwaﬂ/mm@mwwmww@

Observe que a acao de um operador integral é uma extensao natural da
idéia de descrever uma transformacao linear pela acdo de uma matriz. De
fato, se em vez de x,y € R considerassemos i, j € {1,2,..,d}, entdao K(z,y)
corresponde a matriz A;j, i,j € {1,2,..,d}. A matriz A agindo num vetor
(v1, V2, .., vq) resulta num vetor (uqy,us, .., uq).

Assim ¢(y) = K(¢)(y) = | K(z,y)¥(z)dz, corresponde a u; = Z?Zl A; ;.

Nesta associacao seria natural pensar que o trago da matriz A, ou seja,
2?21 A;; corresponde a [ K(z,z)dx. O trago do operador K resulta num
conceito extremamente importante na teoria como veremos. Como veremos
na secao 1.9 esta analogia de fato nao é apenas uma mera formalidade para
certas classes de operadores integrais (ver [27]).

Defini¢ao 0.25. Um operador autoadjunto A é positivo (denotamos tal
fato por A > 0), se (¢, Ap) >0, Vi € D(A). Um operador autoadjunto A
é estritamente positivo se (¢, AY) >0, Vi € D(A), # 0.

Um operador autoadjunto positivo tem apenas autovalores nao-negati-
vos. De fato, 0 < <, A(Y) >=< P, \p >= A <, ) > .
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Exemplo 0.3. Suponha que H = C2.

A matriz
1 1 .
it s —wl
2 %z 1- L
2 V2

é autoadjunta é positiva. Seus autovalores sdo positivos e somam 1.

¢

Vamos mostrar que, por exemplo, PJZ, Jj€{1,2,3,...,n}, é positivo. A
prova sera feita para o caso n = 1. Assim abaixo z1 = x.

Note que por integracao por partes (para 8%1 [81(/;:(]:9011) P(x1)])

< Pl o) >= /R _ (@) 1/J(a:1)dx:/R (@) 0d(z) \ o

R 0%z R 0z, 0z

Note que como 1) tem suporte compacto, se g—i = 0, para todo x1, entao,

¥ =0.
Segue do demonstrado acima que P? é também estritamente positivo.
De maneira mais geral, se A é autoadjunto, entdo A? é sempre positivo.
De fato

< AW >=< AY), A" (¢) >=< A(¥),A(¢) > = 0.

Assim, o resultado mencionado anteriormente segue de tomar A = P; e
usar o raciocinio acima.

Segue da mesma forma que todo operador projecao Pr € positivo porque
Pp = P2

Note que a composta de operadores positivos pode nao ser positivo.

Na algebra dos operadores A : ‘H — H, os operadores autoadjuntos
desempenham o papel dos nimeros reais (dentro da algebra dos complexos
C). Os da forma A? desempenham o papel dos niimeros reais nao negativos.
Os unitarios desempenham o papel dos niimeros complexos de norma 1. Se
A ¢ autoadjunto e positivo, existe B tal que B? = A [382] [439]. Ou seja,
que A possui “raiz quadrada”. E f4cil deduzir este fato se A é da forma
A=3" A\, Py, . Basta tomar B=73_ /A, Py,.

Denotamos por V¢ = V1, a expressao

Ob(x) Dilw) o)

Vo) = (el o, o,

).
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Dependendo do contexto algumas vezes iremos denotar

Op(x) | Op(x) Op(x)
R el i v

Vi (a) = ( )

Uma notacao melhor para a ultima expressao acima, e que é utilizada
em alguns textos, ¢ V - ¢



Capitulo 1

Uma Visao Panoramica da
Mecanica Quantica

1.1 Estados e a equacao de Schrodinger

Para o leitor apreciar a diferenga do setting Classico e Quantico saiba que:

1) M =massa do Sol = 1,99 10%Y K g e D= distancia Terra-Sol: 149.597.891
km

Razdo M/D = 10%2g/m.

2) m = massa do niicleo do Hidrogénio = 1,671072"Kg e d =raio da
primeira érbita do elétron = 0,5310719m

Razdo m/d = 10~ 14g/m.

E este quociente de escalas de unidade de medida que vai determinar a
natureza do problema. No segundo caso nao teremos mais uma descri¢cao
deterministica mas sim estatistica. As ”forgas” (o que existe na verdade seria
"em termos”menos o gradiente do potencial) que agem ao nivel quantico
sao de intensidade bem distinta das que agem ao nivel cldssica (interacao
gravitacional do Sistema Terra-Lua, por exemplo).

Se o sistema fisico a ser analisado for governado pelo Hamiltoniano,

_ pi+ps+p3
2m

2
Hp) = 2y v

+V(z),

x,p € R3, mas para uma massa m muito pequena, entdo ndo valem mais
as leis da Mecanica Classica, e sim as leis da Mecanica Quantica. Vamos
elaborar um pouco sobre esta afirmagao.
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pi+p3+ps 4 i &t
=L2-53 é o termo de energia cinética e V (x) o termo

No setting classico =2
de energia potencial. Assim o Hamiltoniano H(x,p) é a soma destas duas
energias. Desta forma H descreve a energia total.

A particula é descrita na Mecanica Cléssica de forma deterministica pela

trajetoria (x(t),p(t)) que satisfaz a equagao de Hamilton

com condicao inicial (z(to),p(to)) = (zo,po) (ver [12], [291], [454] ou [2]).

Suponha que a for¢a F'(x) satisfaca a equacao —mg—g(f)
x. Neste caso dizemos que a forga deriva do potencial V.

Note que a expressao da equacao diferencial acima apenas afirma que
p(t) = ma'(t) e que p'(t) = F(z(t)). Ou seja, afirma que mx” (t) = F(z(t)),
expressao esta que descreve a conhecida Lei de Newton.

Dizemos que x descreve a posicao da particula e que p descreve o mo-
mento da particula. Note que o momento, neste caso, é a massa vezes a
velocidade da particula.

Em resumo, na Mecanica Classica se a particula no tempo ty esta em
(9,p0) € R, ela entdo estard, de forma deterministica, no tempo t em
(z(t),p(t)) € R®, seguindo o caminho (z(t), p(t)) que satisfaz a equagdo de
Hamilton (uma equacio diferencial ordindria de primeira ordem em RS)

_oV(x)
8l‘j ’

a(t) , J€{1,2,3},

= F(z) para todo

x;(t) =p;(t) e pj/(t) = J€{1,2,3}

No caso em que H(z,p) : R? - Re H(x,p) = %-FV(QJ), onde V: R —
R, entao a equacao de Hamilton é

dV(x)

20 =p(t) o p'(t) = ="

Por exemplo, no caso unidimensional quando H(x,p) = %2 + %2 temos
que (z(t),p(t)) = R(cost,—sint), R > 0, descreve distintas solugoes da
equagao de Hamilton.

Na Mecanica Cléssica os valores da energia varrem um continuo de pos-
sibilidades, ou seja, os valores de H(x,p) = % + V(x). Uma propriedade
importante é a conservagao de energia total: se (z(t),p(t)) satisfaz a equacao
de Hamilton para um dado Hamiltoniano H, entao, H(x(t), p(t)) é constante
(isto é, nao depende de t).

Na Mecanica Hamiltoniana as varidveis = e p estao em igualdade de
condigoes (coisa que ndo acontece com z e v = 2’ na Mecanica Lagrangiana).
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Esta desvinculacao de z e p estd, de certa forma, dentro do espirito dos
fundamentos da Mecéanica Quéantica.

Na Mecéanica Quéantica sé vamos considerar, inicialmente, a posicao x
da particula. Esta vai ser descrita via a probabilidade de encontra-la numa
certa regiao do espago num certo determinado tempo.

A descrigao no sentido quantico de uma densidade associada ao momento
p seré analisada mais tarde.

Considere H = L(R?)(dz) (onde dz é a integragdo usual em R3) que é
o conjunto das funcdes 1 : R® — C, tais que

/|w(m)\2 dz :/\Q/)(xl,mg,xg)\Q dxy dze dxs < oo.

1 vai descrever o estado de uma particula quantica que pode ser obser-
vada de forma aleatéria ao longo do espaco R3.
Neste espacgo consideramos o produto interno definido por

00) = | | ola)ita)da

(ver [94] [382] [372]).
Uma funcdo ¢ : R3 — C em £2 (R3)(dx) tal que

|¢‘2—v<¢¢>—\/ W )2dr =1

serd chamado de estado (ou, fungao de onda). Ele é uma entidade matematica
que vai descrever a aleatoriedade de uma entidade fisica que é a particula
quantica. A distribuigao da posigao espacial z = (x1,z2,r3) da particula
quantica vai ser descrita pela densidade [¢(x1, 22, 23)|%.

Mais precisamente, a probabilidade de encontrar a particula na posicao
x = (z1, 22, x3) em (a1, b1) X (az,b2) x (as,bs) é dada por

/ ()P
(a1 ,b1)>< (aQ,bQ)X (a3,b3)

Vamos supor agora que o estado quantico evolui ao longo do tempo ¢ > 0
quando sujeito a alguma forma de intervengao deterministica proveniente de
um potencial fisico V : R? — R.

Considere uma familia 1/; : R? — C, indexada pelo tempo ¢, em £2(R3)(dx)
tal que

/ [ (21, 22, 3)|*day dao dag :/ Y (2)Pda = 1,
R3 R3
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para todo t.
Gostarfamos que a probabilidade de encontrar a posigao x = (z1, z2, x3)
da particula em (aj,b1) x (ag,bs) X (as, bs), no tempo t, fosse expressa por

P(X; € (a1,b01) x (a2,b2) x (a3, b3)) =/ [e(2) P da.

(a1 ,b1 ) X (a2 ,b2) X (a3 ,b3)

A familia ¢4(x), t > 0, vai descrever a evolucao temporal da particula,
ou seja, para cada tempo t, vamos obter a densidade que descreve a posicao
espacial da particula.

Isto de fato é possivel, mas a questao é como determinar tal ;. Note
que desejamos encontrar i, que descreve o fendomeno fisico observado
na natureza ao longo do tempo deterministico t.

Definicao 1.1. Um elemento genérico em 1 em H = L&(R3)(dz), tal que
[ |¥(x)|*dz = 1, serd denominado de estado, ou, fungao de onda. Assim,
Y, t >0, é o estado no tempo t.

Destacamos o fato fundamental de que, embora o objetivo seja descre-
ver a probabilidade (da posi¢do espacial) da particula no tempo ¢ estar
em (a1,b1) x (az,b2) ¥ (a3,b3), Via [() b1y (0 b) % (a3.05) |4 (x)|?dz, todo o
procedimento que serd descrito abaixo envolve a 1); e ndo a |¢%|2. Vamos
dizer de qualquer forma, de maneira vaga, que 1(t) descreve a probabilidade
da posicdo = da particula no tempo t. Observe que 1(t) e ¥(t) e, a €
R, irdo descrever a mesma probabilidade (quando tomarmos o médulo e
elevarmos ao quadrado).

Ou seja, existe uma ambiguidade no estado 1) ~ 1 e com @ real.

No texto V' é sempre uma funcao real.

Suponha que a particula em analise esta sob a influéncia de um potencial
V(x). Como determinar ¢, t > 0?7 A equagao fundamental da ;(x) =
¥ (t,z) na Mecanica Quantica é dada pela equagao de Schrédinger:

2
m‘?)—f(t, ) = T AL(t2) + V(@) o). (1.1)

2m

Ou seja, 1¢(x) é tal que para todo x € R? e todo t > 0 vale

L OY h?
h—(t,z) = ——
¢ at( 7$)

_2m

O*Y(t, x) N O*Y(t, x) N O*Y(t, x)
83:% 83:% 83:%

(

)+ V(z)Y(t,x).



Secdo 1.1 Estados e a equacdo de Schrodinger 35

O aparecimento do niimero complexo i na equacao acima poderia parecer
neste momento meio misterioso, mas em um instante vai se mostrar bastante
natural.

Acima fi ~ 6.626069... 1073* é uma constante conhecida com a constante
de Planck. Nao é uma constante matematica. Esta constante é obtida para
uma certa escolha de unidades de medida (Joule e segundos).

Por exemplo, se uma particula de massa muito pequena estivesse sujeita
a agdo de um potencial V da forma V (z1,2z2,73) = 23 + 23, entdo a corre-
spondente equagao de Schrodinger seria tal que para todo = = (x1,x2,x3) €
todo t > 0, temos que

2 2 2
ey Pilta) | Fulta) | O(ta)

h2
‘ ot 2m 83:% 83:% 83:%

2m

(t, ) = ( )+ (21 + 23)p(t, x).

Qualquer ¥(t, z) que resolva a equacao acima vai descrever uma possivel
evolucao temporal desta particula. Varios exemplos interessantes sao calcu-
lados explicitamente em [184], [122] e [51].

Um estudo detalhado desta equacao aparece no capitulo IV secao 3 em
[359], [48] e [326].

A condigao inicial seria dada por uma certa densidade inicialmente fixada
Yy, € LZA(R3)(dz) que tem sua norma neste espago de Hilbert igual a 1, ou
seja, tal que |1y, | = 1. A densidade |1, (x)|? descreve a estatistica da posigao
espacial x da particula no tempo incial ¢3. Para simplificar vamos supor que
to = 0. A evolugao de 9y, ao longo do tempo t > 0, ficara determinada de
forma 1nica a partir desta g inicial.

Um ponto importante a destacar é que quando consideramos a densidade
acima, nao estamos falando de um feixe de particulas, mas a descricao de
uma Unica particula cujo comportamento a principio ignoramos, mas que
serd descrita por esta fungao.

No caso em que z é unidimensional a equagao de Schrodinger seria dada
por

o R 9%(t,a)
thar 6o) =~ —5m

Assim, fixada uma condi¢do inicial ¢ : R = C em LZ(R)(dz), entdo a
probabilidade de encontrar a particula no tempo t no intervalo [a,b] seria

V() Yl z). (1.2)

dada por f; |4 ()| dz, onde () satisfaz a equacdo acima. Na figura 1 o
valor da area achuriada descreve esta probabilidade.

Nao vamos falar neste texto de questoes que envolvem conjuntamente a
Teoria da Relatividade. Isto é necessirio apenas quando se trabalha com
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particulas que tem altissima velocidade. Por exemplo, o entendimento do
comportamento dos eletrons emitidos pelos filamentos incandescentes dentro
de um tubo catédico nao requer uma descricao nos moldes da Mecanica
Quéantica Relativistica. A teoria a ser descrita aqui basta, em principio,
para a sua comprensao.

P x)

b

F=C T S

Figura 1.1:

Note que, aparentemente, nada se afirma sobre o momento p na equacao
acima (este apareceu na equacao classica de Hamilton). O momento inicial
também serd descrito por uma outra funcao densidade, via um elemento em
L%(R3)(dp), onde dp é a medida de Lebesgue em R3. Na verdade, uma vez
fixada a distribuicao da posicao x, dada pela condicao inicial v, esta nova
distribuicdo espacial do momento p € R3 ficard determinada de maneira
Unica a partir de v, como veremos em breve.

Na Mecanica Quantica vamos associar ao Hamiltoniano inicialmente con-
siderado H(z,p) = % + V(z), um operador H agindo em certas fungoes
Y em L2(R3)(dx), de tal forma que H(¢)) = ¢, onde ¢ é dado para todo
x = (x1,x9,x3) por

h2
6 () =~ Datb(a) + V(@)(x) =
B2 0%U(x O?*Y(x *Y(x
B B DD,y
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A associagao de H(x,p) com o Operador Hamiltoniano

2 2
H= - A+V= i +V
2m 2m

é chamado de quantizacao do sistema cldssico definido pelo Hamiltoniano
H.

Uma discussao interessante sobre as diferencas e similaridades da Mecéanica
Classica e da Quantica é descrita em [277].

Note que, em primeiro lugar, uma ¢ em £%(R3)(dz) ndo necessariamente
é duas vezes diferencidvel. No entanto, o conjunto das funcoes de classe C?
é denso em LZ(R3)(dz), e, para uma 1 geral a agdo do operador H vai
ser descrito por uma procedimento limite (na norma do espago de Hilbert
LZ(R3)(dr)) a partir da expressao acima (que formalmente sé faz sentido
para uma funcgao duas vezes diferenciavel). Este processo envolve muitas
tecnicalidades e no momento sé vamos ressaltar que vale esta propriedade.

Observe também que na ausencia de potencial o operador H ¢é basica-
mente menos o operador Laplaciano. Neste caso vamos denotar tal H por
Hy. O sistema classico associado considera particulas livres que andam em
linha reta, ou seja, seguindo geodésicas para a métrica Euclidiana. Vamos
voltar a analisar este caso no cendrio quantico mais tarde.

De forma sintetica a equacao de Schrodinger afirma que para a desejada
1y vale a expressao

H(¢) = ihey, (13)
ou seja, para todo t > 0 e todo z, a ¥ (t,x) satisfaz
dp 0 1 1, R
L=y = THEW) = (5 AV @), (14)

onde ¥(0) = 1o € LA(R?)(dx), ¢ : R® — C, foi fixada como condigao
inicial.

Referimos o leitor a [359] (ou, [99]) para resultados gerais envolvendo
a equagao de Schrodinger. Notas historicas sobre o desenvolvimento da
Mecanica Quantica aparecem em [116].

Vamos agora considerar um exemplo: seja V = % m X?, entdo neste caso,

2
Neste caso estamos quantizando o Hamiltoniano cldssico H(z,p) = 57— +
%me que descreve o oscilador harmonico.
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Lembre que para qualquer constante «

%emt = % (cos(at) + i sin(at) ) = a( —sin(at) + ¢ cos(at) ) =
ai(cos(at) +i sin(at) ) = iae *".
Ora,
D(t,x) = (L2 )Te~ 5 i3t = (L2 )ie "5 (cos(—=t) + i sin(—=t))
mh mh
( ml _ma? ) il
é tal que Lop(t,x) = (Z)ae zn (—ig)e ‘2t
Note que
d d(t,z) m.1 _ma2 ;1 m  m?az?
el ey AL b i o

Vamos agora calcular % H (), que resulta em

1( r? d?
ih 2m d?zx

11 A
U(t,z)) + o omat Pt a) = (—p)Te T (ig)e '3
Observamos entao que vale a equagao % H (t,z) = dil/)(t, z).

o+

m x

Assim, concluimos que neste caso ¥ (t,x) = (TT—h)ie* 2he é solucao
da equacao de Schrodinger para V = 5 X 2. Tal evolucdo temporal v, t > 0,

- 1 _ma?
corresponde a condigao inicial ¢(0,7) = (Z5)%e T

A densidade da distribuicao de probabilidade da posi¢do = da particula
2

|2 = (%)%e*% (que por acaso nao

-1
7z§t

no tempo ¢t > 0 é dada por |¢(t,x)
depende de t).

Retornando ao caso geral, afirmamos que a solugao que descreve a posicao
espacial da particula serd entao descrita por uma curva 1 (t) = 1, parametrizada
por ¢t > 0 no espago de Hilbert £Z(R?)(dz). Na verdade a evolugao ao longo
do tempo deveria estar sempre na esfera unitdria de £4(R*)(dz), ou seja,
B(1) = {¢ € LA(R3)(dz), tal que [¢)| = 1}. Isto de fato ocorre pela prépria
estrutura da equagao de Schrodinger como vamos ver a seguir.

A equagado acima, se nao fosse pelo termo Z.ih, lembraria a equacao da
difusao.

A solucao 1y = 9(t) que satisfaz ¢/ = %h H(%)), e a condicao inicial g
no tempo t = 0, pode ser descrita, em principio, de forma simples [378] para
t > 0 através de

e = () = e T H(g). (L.5)
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Note que
e () = 711 M (o). (1.6)
A funcao de onda no tempo ¢ > 0, obtida através da acao do exponencial
do Hamiltoniano H, denominada v, é determinada pela condicao inicial .
A expressdo [1;(z)]? vai descrever no tempo ¢ a probabilidade de encontrar

a particula em uma certa regido A atraves do valor [, [¢y(x)|* dz.
O valor médio da posicao da particula no tempo ¢ seria

/ x|y (x)|*de.

Note que como H ¢ auto-adjunto entao o operador de evolugao temporal
et %H, t >0, ¢ tal que para cada t fixo ele é unitario. Desta forma, como
(1o, 10) = 1 e H é autoadjunto, entao (e_Tthwo, e_Tthw()) = 1. Assim, para
todo ¢t > 0 temos que |¢4|?> descreve a densidade de uma probabilidade em
R3.

Apds o explicado acima, acreditamos que ficou mais claro agora o papel
do i na equagao de Schrodinger H(v) = —ih%—lf. De forma explicita: se H
fosse limitado, entao para todo z e t > 0 temos que

—ti =1 —Ht\"
) = e F M) = 3 I el

Observe que a lei (1.5) que determina v;,t > 0 (e assim [1;]?) é de-
terministica e descreve a evolucao temporal associada a densidade e nao a
evolucao temporal de uma particula individualizada, que por sua vez poderia
ser randomica. (uma discussao interessante do assunto aparece em [160]).

FEm geral o operador H que devemos considerar aqui nao é limitado, e, é
necesséario expressar o que dissemos acima de outra forma (ver se¢ao 2.20),
mas, entendemos que, neste momento, nossa liberdade poética é justificavel
por razoes didaticas.

Considere um sistema com massa muito pequena que se encontra no
regime quantico. Suponha que o potencial cldssico associado fosse

V(l‘l,l‘g,l‘g) = l‘% + 7%%

Seu Hamiltoniano quantizado associado seria o operador autoadjunto H =
2
Tt X+ T = 5-PoP+ X oX) + TXp0 Xyo Xy,

Fixada uma condicao inicial ¥y, a sua evolucao temporal ¢ > 0, é dada
por

i 2
P =ce = (;)_m+X12+7X23)w0.
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Se o potencial fosse V(x1,x9,x3) = x1 x3 terfamos de enfrentar o prob-
lema de escolher entre o Hamiltoniano % + X1 X5 e % + X3 X;. Lembre
que em geral os operadores podem nao comutar. Questoes como estas sao
o objeto da proxima secao. No presente caso nao haveria problema pois
é facil ver que A3 X7 = X} X3. Na proxima secao vamos abordar questoes
relacionadas a este assunto.

Observamos que se 1; satisfaz a equacao de Schrodinger, entao 1) satisfaz
a equagao de Schrodinger com tempo invertido

H(Y) = —ma.

E importante separar aquelas propriedades bésicas que provém do fenémeno
fisico (observadas, direta ou indiretamente, na natureza através de experi-
mentos) daquelas que podem ser deduzidas matematicamente destas. Assim,
vamos enunciar ao longo do texto nove postulados (que devem ser entendi-
dos como as propriedades que devemos assumir da ”Fisica”do problema)
que irao aparecer na medida da sua conveniéncia.

Destacamos aqui o fato que nao existe consenso entre os fisicos sobre
um conjunto minimo e consistente de postulados para a Mecanica Quantica.
Alguns destes Postulados nao sao sujeitos a comprovagao através de exper-
imentos. Eles apenas estabelecem as fundagoes de uma teoria cujas con-
sequencias tem sido comprovadas em sua maior parte através de diversos
experimentos realizados ao longo de varias décadas. O sentido da palavra
Postulado no presente texto é apenas aquele de enunciar uma afirmacao que
nao é derivavel matematicamente, mas que é necessario assumir para que o
modelo matematico a ser estabelecido descreva o fenémeno fisico observado
(através de experiéncias). A fomulagdo matemadtica precisa capturar estas
peculiaridades.

O autor gostaria de esclarecer que os postulados apresentados aqui po-
dem nem mesmo ser um conjunto minimal de postulados. Por exemplo,
como veremos na segunda parte do texto, alguns postulados da primeira
parte poderao ser deduzidos de um postulado mais fundamental (enunciado
por exemplo via o Teorema Espectral).

Nosso objetivo é tao somente permitir o entendimento da formulacao
matematica dos fenémenos descritos pela Mécanica Quantica. Uma certa
intuicao do que acontece no fenémeno fisico é sem davida muito 1til e im-
portante. Mas, este nao é o foco principal do presente texto.
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POSTULADO 1. Suponha que uma certa particula (que € regida
pelas Leis da Mecanica Qudntica) é descrita no tempo t = 0 pela densi-

dade |vo(z)|?, onde 1 = |abg| = \/Jag 1o(2) |2 de.

Entao existe uma familia 1 indexada por t > 0, com || = 1, de-
nominada estado (ou funcdo de onda) no tempo t, vy : R® — C, tal que
probabilidade de encontrar a particula num conjunto C C R3 no tempo t é
dada por

2 = .’,1;'2.',1;'.
LWWde—Aww,nd

Se a particula esta sob a ac¢ao de um potencial V (independente de t),
entdo Y(t,z) satisfaz a equagdo de Schrédinger correspondente (1.1) com
a condicao tnicial 1.

Note que (t, z) e (t, z) €°®) descrevem a mesma probabilidade (quando
para um t fixo tomamos o médulo ao quadrado [¢)(z)|?). Se para um dado
t vale que () = ae'® dizemos que c é a fase associada e a a amplitude da
onda. Como veremos em breve a fase desempenha um papel fundamental
na interferencia entre distintos estados.

Podemos considerar em um certo tipo de problema que, inicialmente, no
tempo 0, a particula estava colocada num certo ponto xy € R3. Desta forma
a condigao inicial na equagao de Schrodinger seria g = d,,, ou seja, a delta
Dirac em x (uma idealizagdo matemética que definimos precisamente na
segdo 1.14). A condigdo inicial ndo seria mais um elemento em L%(R?)(dx)
mas sim uma distribuicao, ou, também chamada de fungdo generalizada
(na sec@o 1.14 vamos elaborar sobre este conceito). A 6, representa um
”densidade” que nao possui dispersao.

Desta forma a evolugao temporal seria dada por 1, t > 0, que satisfaz
no sentido de distribuicao

Y1) = S HE), $(0) = by

Neste caso, a densidade probabilistica do momento p no tempo 0, fi-
caria sem sentido como veremos. Este fato esta associado ao Principio da
Incerteza.

Na verdade na Mecanica Quantica uma ”particula”localizada no ponto
xg € descrita, mais precisamente, pelo que se vai chamar de pacote de ondas
(vamos preferir, em geral, considerar um caso particular, que é o assim
chamado pacote Gaussiano centrado em ), este sim, um elemento em
LZ(R3)(dx), e que serd apresentado na segdo 1.7. A esta ”particula” vamos
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poder associar o conceito de posicdo "média”e momento. O conceito de
velocidade vai aparecer mais tarde (mas de uma forma um pouco distinta
do esperado).

O leitor pode encarar a questao da interpretagao do sentido da densidade
do estado da seguinte forma: se colocarmos a particula no ponto xg, vérias
vezes seguidas sob a acao do mesmo sistema descrito por H, ela podera
evoluir ao longo do tempo de distintas maneiras. Assim, num tempo fix-
ado ¢t nao poderemos dizer de forma deterministica onde ela estd. Mas se
colocarmos, digamos, mil vezes a particula na mesma posicao xg, e a seguir
observarmos a sua posi¢ao no tempo ¢, o nimero de vezes n; que ela esta
em (aj,b1) X (ag,b2) X (as,bs) serd tal que aproximadamente

ny

1000 /(al,bl)x(az,bQ)X(a&bB)

|wt(m)\2dx.

Na Mecanica Quantica, de forma completamente diferente da Meca-
nica Cléssica, nao vai se determinar o comportamento individual de uma
particula, mas sim, a estatistica do conjunto de solugoes.

Em experiéncias em laboratorio se consegue liberar através de um apar-
elho uma particula por vez. A maneira como o aparelho estd preparado
determina o estado (digamos ). Se liberamos vérias vezes a particula sob a
acao do mesmo aparelho, a estatistica da sua colisao com um objeto fixado
(uma placa sensivel), serd descrita pela densidade |¢(z)]?.

A necessidade da descrigao probabilistica da posicao da particula segue
da nossa ignorancia ”deterministica”’ (para tentar prever o seu comporta-
mento). No entanto, a teoria afirma que nao existe ignorancia ”estatistica”.

A estrutura conceitual da Mecanica Quantica é intrinsicamente aleatoria
(esta afirmacao é motivo de disputa como discutiremos mais tarde). Atémos
radioativos, mesmo que preparados da mesma forma em laboratério, decaem
aleatoriamente no tempo precisamente de acordo com as previsoes proba-
bilisticas da Mecéanica Quantica ([26]).

Um dos primeiros experimentos em laboratério onde foram obtidos re-
sultados que estao em concordancia com a Teoria da Mecanica Quantica foi
o experimento de Stern—Gerlach. Uma sintética exposicao do assunto pode
ser encontrada na secao 5.13 de [20].

Seria natural pensar que, numa certa determinada vez em que colocamos
a particula em uma posicdo xg, a sua evolucao temporal seria descrita por
um caminho continuo em R3. Algo semelhante a uma trajetéria amostral
de um movimento Browniano. Afirmamos que do ponto de vista da Fisica
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esta concepgao nao esta correta. Fixado um tempo ¢, se faz uma medicao
da particula neste instante, e, ela tem uma certa estatistica. Isto é tudo.

Na medida em que o sistema descrito por H(z,p) é considerado com
uma massa maior e maior, e se as distancias forem muito grandes (e ainda
uma certa proporgao entre elas) nos afastamos mais e mais da Mecéanica
Quantica (ver [319], [394] e [9]). Observa-se no fenémeno fisico que diminui
mais e mais a votatilidade da particula. Este tépico esta descrito aqui nas
secoes que consideram o chamado limite semiclassico que, num certo sentido,
significa assumir que a massa e as distancias envolvidas estao ficando maiores
e maiores (chegando ao nivel dos objetos macroscépicos). Observamos aqui
que na verdade esta questao envolve uma andalise mais complexa do que supor
apenas isto. Este tépico serd abordado na secao 2.14. Nestas consideragoes
estamos supondo sempre que estd mantida a forma do Hamiltoniano, ou
seja, o potencial V nao muda.

No trabalho [245] o autor destaca e explica porque quando se toma na
”Mecéanica Quantica”o limite em % indo a zero (questao rodeada de polémica
cientifica) nao se determina o mundo da ”Mecanica Classica”. Referimos o
leitor para [315], [202], [112], [150], [281], [167], [205] e [448] para consid-
eragoes e resultados matematicamente interessantes sobre o assim chamado
limite semicldssico da Mecanica Quantica. No texto vamos tocar neste tépico
em alguns momentos (por exemplo, antes da definigao 1.28).

Um pouco antes da defini¢ao 1.4 mostramos um exemplo onde ao tomar
o limite da massa m — oo obtemos um resultado que faz sentido do ponto
de vista classico. Note que neste caso este limite semicldssico ira considerar
apenas estados estaciondrios (conceito a ser introduzido em breve).

Para um certo tempo fixado ¢, a probabilidade espacial 1; vai descrever
no limite semicldssico um comportamento coletivo de solugoes [28]. Estamos
sendo um pouco ambiguo aqui porque na equagao de Hamilton se necessita
fixar uma posicao e um momento inicial, mas isto pode ser corretamente
equacionado de outra forma (via pacote de ondas Gaussiano). Observamos
que s6 quando a massa cresce e fica a nivel macroscopico, que volta a ter
sentido o conceito de velocidade (como a conhecemos na Mecanica Classica).

Quando a condi¢o inicial 1g ndo é d,,, mas sim uma funcio em £2(R3)(dz),
entao estaremos analisando um caso em que a prépria posicao inicial da
particula nao é deterministica. Ou seja, ela tem uma certa distribuicao de
posicdo inicial descrita pela densidade |+q(x)|?, onde

1= o] = /M o ()2 d.



44 Uma Visdao Panoramica da Mecanica Quéantica Cap. 1

O formalismo acima se estende de forma natural a £Z(R")(dz). Este
elemento ¢ : R™ — C é o que chamamos uma fungao de onda em R”, ou,
um estado em R™. Dizemos que estd normalizada se 1 tem norma neste
espaco de Hilbert igual a 1.

Um dos objetivos das préximas secoes é esclarecer o que corresponde
na Mecéanica Quantica a posi¢do = = (x1,x9,3,..,Z,) (que usualmente se
considera na Mecéanica Classica). O operador X;, j € {1,2,3,...,n}, vai
desempenhar o papel da coordenada x; da posicao x da particula cléssica.

Vamos analisar também em breve o que corresponde na Mecanica Quantica
ao momento p = (p1,p2,p3,..,pn) da Mecanica Cldssica. O operador Pj,
Jj€1{1,2,3,...,n}, onde P;(¢)) = —ih%ﬁ_ vai desempenhar o papel da coor-
denada p; do momento cldssico p.

Definigdo 1.2. E usual chamar U (t) = et #H de propagador, ou, operador
de evolugao, associado ao gerador infinitesimal — ¢ % H.

E facil ver que U (t) satisfaz a propriedade de semigrupo (ver secdo 4.3
in [27]): dados s,t > 0, temos que

Ut)U(s) =U(t + s).

Dados dois estados ¢ e ¢ (com norma igual a 1) é natural na Mecanica
Quantica entender que < ¢, > é um numero complexo mas seu médulo
| < ¢, > | descreve num certo sentido o quanto um é similar ao outro.
Se eles sao ortogonais | < ¢, > | = 0, mas, se por acaso eles sao iguais
| < ¢,p>] =1 Se| < ¢, > | é préximo de 1 dizemos que os estados
¢ e p sao coerentes. Ainda, se | < ¢, > | é proximo de 0 dizemos que
eles nao sao coerentes (ou, que sao descoerentes). Um fenémeno bastante
investigado é o estudo de diversos processos que levam a que dois estados
¢, ¢ que eram inicialmente coerentes se tornam descoerentes. Por exemplo,
em certos casos ¢ e  sao coerentes mas, eventualmente, a evolugao dinamica
de ¢, segundo o Hamiltoniano H, faz com que e~ ** ; H(gp) e ¢ se tornem mais
e mais descorentes a medida que ¢ — oco. Referimos o leitor a [104] onde
um certo caso € tratado e relacionado com o Teorema FErgodico Quantico de
Von Neumann (ver [435] e [301]).

Destacamos aqui o fato que a equacao de Schrodinger (que é uma equacgao
diferencial parcial de segunda ordem linear) conduz de maneira natural a
um estudo de autovalores e autovetores de H. De fato, suponha que 9 (¢, =)
que é uma solucao de
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Y 1, 0) = H (1),

seja escrita, via separagao de varidveis, como ¥ (t, z) = c(t) ¥ (x).
Obtemos assim, substituindo a expressao na equagao de Schrodinger, e,
a seguir, derivando em ¢

ihe!(t)p(x) = c(t) H(y)(x).

Logo existe uma constante A tal que

ihe'(t)  H(y)(z)
A= = .
c(t) ¥(x)
Desta forma obtemos que c¢(t) = e%i)‘t, para to t > 0, e, ainda que

H(y) = A\, para todo x.

Assim, tal (t,z) = e *ip(z), onde 1 é autovetor de H associado
ao autovalor A, descreve uma classe ”especial’de solugoes da equacao de
Schrodinger com condigao inicial . _

Se 1y nao é autofuncao de H, de qualquer forma, ¢ = e_Tilewo descreve
a evolucao temporal do estado inicial ¥y ao longo do tempo ¢t > 0.

Um estudo matematicamente rigoroso da equagao H(vy) = —% A+
V(¢) = A\ é apresentado ao final de [280] (ver também capitulo IV segao
3 de [359] ou [99]).

O conjunto dos autovalores A de H, e mais geralmente o espectro deste
operador, desempenha um papel muito importante na Teoria (ver se¢do 11
em [280] para um estudo detalhado do espectro deste operador). Referimos
o leitor a segdo 9.4 em [63] para o célculo de autovalores e autofungoes em
diferentes exemplos.

Vamos mostrar mais tarde na se¢ao 2.1 que (sob certas hipéteses) o
conjunto dos valores do espectro do operador autoadjunto H estd contido
na imagem do Hamiltoniano cldssico H(q,p) associado. Em particular os
pontos de espectro pontual e continuo de H sdo sempre reais (ver segao
2.1).

Note que o operador Hamiltoniano P2y = —h? %Q/) (o caso em que V =
0 e m = 1), agindo em L£([0,27])(dz), é tal que para cada n natural, vale
que (x) = €'"* ¢é autofuncdo em LZ([0,27])(dz) associada ao autovalor
h%n2. A funcio cos(nz) também é autofuncio associada ao autovallor h? n?.
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Definigao 1.3. Um estado inicial ¢ é dito estaciondrio para H se U (t)(y)) =
Yy, € tal que para todo t > 0, e, para todo x, vale

[Y(@)]* = | ()]

Ou seja, se 1)y determina a mesma densidade que ¢ para todo ¢t > 0.

Por exemplo, se V = 5 X 2 sabemos que

Yt x) = (—)ie e a
mh

satisfaz a equagdo de Schrodinger. Note que neste caso

m 1 m a2

$(0,2) = (Zo)ie

define um estado inicial estacionérioé

x

Note que [1(0,z)? = (T’F”—h)%e_g determina uma distribuicao de prob-
h

abilidade Gaussiana fixa que tem média zero e variancia 5. Observe que

se a massa m for grande entao a variancia sera pequena.

Voltando ao caso geral quando H(y,) = A, ¢n, n € N, note que para n
fixo, independente de ¢, temos que ¥; = e Ant ©n determina a mesma dis-
tribuigao de probabilidade que ¢,. Ou seja, como caso particular, as fungoes
931 (7)|? = |tp7.2(z)]? definem a mesma densidade de probabilidade. Con-
cluimos assim que para n fixo, se H(y,) = A\, ¢, entao ¢, define um estado
inicial estaciondrio para a evolucao temporal da equagao de Schrédinger.

Sendo assim, dado H, para encontrar estados estacionarios, devemos
entdo buscar ¢ : R™ — C e A € R tais que H(¢)) = Ay

Suponha que H seja da forma
H=> M\P,,,
n

onde os ¢, (de norma 1) formam um conjunto completo enumeravel (note
que nem sempre isto ocorre) e os A, sdo reais. Por convengao sempre index-
amos os autovalores em ordem crescente

)\0§)\1§)\2§...§>\n<...

Estes autovalores vao corresponder a niveis de energia do Hamiltoniano
quantico. Ou seja, no presente caso, a medigao da energia de um estado sé
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podera dar como resultado um destes autovalores do operador Hamiltoniano
H. Isto serd mais bem explicado na segao 1.3. No caso do operador H ter
espectro continuo a situacado é mais complexa e uma medicao vai resultar
num elemento do espectro de H (detalhes na segao 2.1).

Sendo assim, obtemos a forma geral da funcao de onda

—i

[ee]
Uit ) =Y anem Mo, (x),
n=0

onde ¢, é o autovetor associado a A, e a,, € C. A condigao inicial g =
>0 ) O n, determina os valores a,,, n € N. Observe que estamos assu-
mindo neste momento que V é tal que qualquer elemento no espago de
Hilbert possa ser expresso como uma soma »_ &, @n,.
Uma expressao mais geral como a descrita acima nao ¢ estaciondria.
Note que ¢(t,z) =Y o0 o e Ant ©n(x) estd normalizada. Isto porque

para todo ¢ temos 1] = /D> _.7|om|?.

Desta forma para qualquer t vale que

/ () P = 1.

Se o Hamiltoniano H definido acima esta agindo no toro de dimensao
n, ou, em uma variedade diferencidvel compacta M, entao, de fato, pode-se
mostrar que (sob conidigbes razodveis sobre V') existe um conjunto orthonor-
mal completo de autofuncoes.

Note que estamos sendo um pouco imprecisos aqui. O estado dado por
S e M, poderia ser um elemento em £2(R3)(dz) que néo tem norma
1. E usual falar do estado definido por um genérico ¢ como aquela obtido
a partir de ﬁgf), ou seja, apoOs ser normalizado. Isto serd feito no texto em
varias situacoes sem ser mencionado.

Um dos resultados importantes que mostraremos mais tarde (segao 2.1)
é o seguinte:

Teorema 1.1. Seja V (z) uma funcio continua em R satisfazendo V (z) >
0, e V (z) — oo com |z| — oco. Entao
1. H= —% A +V é auto-adjunto

o0

0> COm A\, — 00, quando

2. o (H) consiste de autovalores isolados {\,, }
n — 00.

Ou seja, H € da forma

H=) M\P,,
n
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onde 0s @, formam um conjunto ortonormal completo enumerdvel.

Este teorema permite exibir uma grande classe de exemplos em que o
espectro é constituido apenas por autovalores e estes sdo em quantidade
enumeravel. Isto acontece por exemplo para o oscilador harmonico (que
serd descrito com detalhes na Segao 1.6).

Os autovalores A\,, n € N. descrevem os possiveis valores de energia
deste Hamiltoniano que podem ser obtidos via medigao (ver segao 1.3). A
palavra ”Quanta”tem o sentido de quantidades discretas. Neste caso os A,
n € N, seriam os possiveis niveis de energia )\, que poderiam resultar
de uma medigao (conforme secao 1.3). Medigoes sao feitas através de
aparelhos em laboratérios. Por exemplo, se pode medir a energia de uma
particula quéantica.

Mais geralmente, como ja mencionado antes na Observagao que vem logo
apos a Definicao 0.10, na Mecanica Quantica os observaveis sao descritos por
operadores auto-adjuntos L, e os valores que podem ser observados através
de medigbes de um observével serdo os elementos do espectro de L (de acordo
com a Secao 1.3).

Na observacao que faremos ao comecgo da secao 2.5 vamos nos referir ao
problema da medigdo de um estado (que estaria no dominio microscépico)
via um aparato de laboratério (que estaria no dominio microscépico). Para
a adequada formalizacao é necessario considerar estados compostos e o pro-
duto tensorial do estado com o aparato que faz medigoes (veja consideragoes
mais precisas em [393] e na segao 2.5).

O Hamiltoniano H(x,p) = % + %2, que corresponde a V(z) = %2, se
enquadra nas hipdteses do tltimo Teorema acima. Conforme veremos na
secao 1.6 os autovalores do correspondente operador quantizado H = % +

XTQ sao A\, = (n + %) h\/—%, n=0,1,2,...,n,..., ¢ assim apenas estes valores

podem surgir de medicao da energia de um estado. Note que Ap41 — Ap =
1

h \/_m .

Observamos que a medida que a massa m cresce o espacamento entre os
niveis de energia diminui. Neste sentido o limite semiclassico seria consid-
erar m — oo e desta forma o espacamento tenderia a zero. Isto faz muito
sentido em fungao do fato que na Mecanica Classica (em principio o limite
da Mecénica Quantica quando a massa é muito grande) existe um continuo
de possiveis niveis de energia.
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Definicao 1.4. Caso exista o menor autovalor, a autofuncao associada a
este autovalor é denominada de ”ground state” (ou, estado fundamental).

As outras autofungoes - estados - sdo consideradas mais excitadas.

No cenario classico os valores da energia varrem um continuo de possi-
bilidades, ou seja, os valores de H(x,p) = % +V(x). Note que estes valores
estao sempre acima do minimo de V. No caso do Teorema acima os valores
de energia seriam os possiveis autovalores A, (contido nos valores da imagem
de H como veremos).

Dado um potencial V' : R — R de classe C*™ e o correspondente H
suponha que A seja um autovalor e ¢ : R — R a associada autofungao. Isto
¢é para todo x

2 xr
o L) 4y a)oe) = Apla).
Assim, ,
h dop(x
D BAD _ (y(a) - 0 gl).
hod’e(z)

Se existir um ponto x onde 5=~ = 0, entao a menos que p(z) =0
teremos que A esta na imagem de V. Desta forma, neste caso, os valores da
energia estdo dentro da imagem de V. Assim, valores de V' e autovalores
do operador de Schrodinger estao relacionados. Este fato sera descrito de

forma mais elaborada e com muitos detalhes na secao 2.2.

Dado um potencial V : [a,b] — R periédico, ou seja (V(a) = V (b)), e de
classe C'°°, entao existe um conjunto ortonormal completo de autofuncoes
periédicas ¢, : [a,b] — R, n € N para o operador H. Uma maneira de
se obter isto é a seguinte: o operador H tem inverso compacto G e assim
se pode utilizar aqui o Teorema Espectral para o operador compacto G a
fim de indiretamente obter o conjunto orthonormal enumeravel completo
©n,n € N (e correspondentes autovalores \,, para o operador Hamiltoniano
H (ver secao 8.3 e Theorem 2.105 pagina 204 em [129] ou [105]).

O espectro de H quando V' periddico é analisado por exemplo na segao
1.4.1 em [279].

Neste caso os autovalores de H podem assumir valores que nao estao
entre o maximo e o minimo de V.

O conjunto enumeravel dos autovalores 3, do operador compacto G se
acumula em zero quando n — oco. Desta forma existe um ntmero infinito
de autovalores A, = ,BL,L para H e eles convergem a infinito. Este problem
é tratado via funcao de Green no Corolario 2 pagina 116 do Cap. IV em
[215]. Observamos que em [215] as condigdes de fronteira para as autofungoes
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¢n : la,b] — R sao gerais (por exemplo da forma ¢, (a) = 0 = ¢, (b)) mas
nao exatamente periédicas da forma ¢, (a) = ¢, (b)). De qualquer forma os
mesmos principios gerais podem ser aplicados no caso periédico. Em [314]
na expressao (1.3.2) da segao 1.3 as condigoes periddicas de fronteira sao
contempladas como caso particular.

O mesmo ocorre para o operador Hamiltoniano H correspondente a V' :
M — R quando M é variedade Riemanniana compacta (sem bordo).

Estas questoes unidimensionais estao relacionadas ao Problema de Sturm
Liouvile (num intervalo [a, b]) e s@o descritas com muitos detalhes em [215]
e também por J. Bellissard na se¢ao 1.5 pagina 555 de [449]. Por exemplo,
as autofungoes tomam valores reais (ver 2.5 na péagina 102 de [215]) e os
autovalores formam um conjunto enumerdvel (ver 2.6 pagina 103 e Cor. 4
pagina 117 em [215]). Referimos também o leitor a [105] para outros detalhes
sobre estas consideragoes.

A autofungao ¢( associada menor autovalor Ag do operador H (ver secao
11.5 em [280]) satisfaz é claro a equagao

h2
H(po) = —5— D(wo) +V(po) = Aovo.
m
Assim, ¢y = e M0 tpy descreve a evolucdo desta condicdo inicial que é
estacionaria.
2
Denote por ¢} a solucdo para cada m distinto de H(p') = [—4- A +

VI](eg) = rogy'

No caso unidimensional a autofuncao associada ao menor autovalor é
Unica e estritamente positiva. No item 3) da segdo 1.6 onde apresentamos
varios exemplos o caso especifico de potencial V periédico e as autofuncgoes
de H sera analisado com mais detalhe. O leitor interessado em mais detalhes
pode encontré-los na proposition 2.9 chapter 8 in [424] ou em [280].

Em [405] o autor (que é um matematico expert no assunto de limite
semicldssico) explica que no caso de um eletron a equagao

2 92
i e%—f(t,x) = % + V(@) vt 2)
é aquela obtida reescalando todos os parametros fisicos da equagao de Schrodinger
(massa, carga do eletron, constante de Plank, etc.). Este € é uma con-
stante ”dimensionless”, ou seja, uma constante matemédtica sem atributos de
grandezas como metros, segundos, etc... Assim, o comportamento cldssico

”deveria”emergir quando € vai a zero assumindo a premissa basica que a
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Mecanica Cléssica descreve sistemas que possuem escalas de energia-tempo
muito maiores que h.

Mais precisamente, para t fixo, a distribui¢ao de probabilidade de |¢;(x)
- onde 1), satisfaz a equacgao de Schorodinger acima com e variavel - deveria
descrever, de alguma forma, quando € — 0, um sistema mecanico clédssico.

Mas uma analise completa e geral da questao, segundo o autor, ainda
nao esta totalmente contemplada em termos matemadticos (ver [151] para
maiores detalhes).

| 2

Observacao 1.1. No caso de V periddico a andlise do limite semiclassico
quando m — oo afirma que a probabilidade descrita pela densidade

|61 (2)da

vai se concentrar nos minimos do potencial V. Esta afirmacao estd matem-
aticamente fundamentada em vérios casos e referimos o leitor a [204] [398]
[399], [161], [243], [244], [164] e [210] para a prova destes resultados. Observe
que do ponto de vista fisico faz sentido que o limite do estado quantico de
minima energia, quando m — 0o, va determinar solugbes no menor nivel de
energia para o Hamiltoniano cldssico. Observamos que embora em [210] (e
em outras das referencias acima mencionadas) os autores falem em i — 0,
ou € — 0, o resultado também pode ser 14 enunciado alternativamente como
m — 0.

o

Ao fim do exemplo 1 na segdo 1.6 vamos discutir com mais detalhes
algumas questoes basicas sobre limites semi-classicos. Outro ponto de vista
sobre o limite semicléssico - associado a equagao de Hamilton-Jacobi - vai
aparecer na secao 1.11.

Questoes interessantes que relacionam a possivel descoberta de um certo
Hamiltoniano especial (tal que seus autovalores satisfagam certas propriedades
determinadas) e a Hipdtese de Riemman aparecem em [49], [89] and [42]

Note que para obter a densidade da posicao do estado 1y, t fixo, nos
basta [¢¢|2. O papel e a necessidade de se tratar o estado 1, t fixo, como
uma funcdo que toma valores complexos, no entanto, esta associado ao seu
carater de onda e sua sucetibilidade a interferéncia. Vamos elaborar sobre
isto.

Antes de tudo, devemos observar que a entidade a ser analisada (de di-
mensao comparavel ao do dtomo) nao é apenas relativa a pura e simples
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existencia de uma minuscula particula, mas ao mesmo tempo, esta pos-
sui propriedades inerentes a uma onda, que devem ser levadas em conta.
Esta dualidade particula-onda estd associada ao fendmeno da interferencia
entre possiveis probabilidades (fenémeno sem correspondencia no mundo
cléssico). Os nimeros complexos aparecem de forma natural para modelar
este fenémeno.

Fazendo um paralelo muito informal, o sentido de interferencia entre
ondas seria aquele observado quando se joga duas pedras ao mesmo tempo
num lago. Cada um forma um frente de onda circular na superficie do lago,
e depois de um tempo as duas frentes de onda colidem, e ao se encontrar,
formam um novo padrao que ja nao é mais circular; as ondas se interferem.

H:Z)\HPH.

Se por acaso o estado inicial fosse ¢y = as¢p2 + a7y, entao,

Suponha que

—i A7t

Yy =e M2ty +age Mg, (1.7)

vai definir a distribui¢do de probabilidade em z, via |¢;(z)]?, que vai variar
dependendo de t. Assim, ndo seria um estado estacionério.

Suponha ainda que t esta fixo, e, que seja possivel construir um aparato
de tal forma que a particula sob a acdo do Hamiltoniano H selecione no

J)\Qt

tempo ¢ um estado fixo (com norma 1), digamos, e 2. Entao, a den-

sidade na varidvel x observada seria dada por

lpa ()],

Suponha que t estd fixo, e, que agora construimos um novo aparato,
similar ao anterior, mas de tal forma que a particula sob a acao do Hamil-
i . —i
toniano H selecione o estado (com norma 1) e 7%

na variavel x observada seria dada por

7. Entao, a densidade

o7 ().

Um fato surprendente na Mecanica Quantica é que as distintas possibili-
dades de probabilidade se interferem entre si! Esta interferéncia poderia
se dar de muitas formas distintas, mas a que realmente ocorre
na Natureza é aquela que é a mais natural em termos da estru-
tura subjacente de espago vetorial. Mais exatamente, suponha que
contruissemos um terceiro aparato que se utiliza dos outros dois anteriores,
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que nao privilegia em excesso nenhum dos dois, mas que permite a selegao
de particulas sob as duas situacgoes.

Pode ocorrer uma combinacgdo do dois estados. Obteriamos assim um
estado mixto. Suponha que ag, a7y € C sao tais que a funcao resultante tenha
norma em £2(R3) igual a 1, ou seja, que

lage® 22 gy +aze Mgy | = 1.

Ao se fazer uma medicao deste novo estado, a densidade em x observada
no tempo ¢ no fendémeno fisico em consideracao, é dada por

—1 —1

| [age® 22 pa(x)] + [aze® Mior(z)] P (%)
O carater da soma

i ot i A7t

[agen 2T pa(x)] + [azen “ror()] (%),

¢é exatamente como aquela obtida através da soma de duas funcées de ondas,

—i Aot —i A7t

[agen 2pa(x)] e [aren Thpr(x)]  (xxx),

que se superpoem. Note como podem ser distintos os possiveis valores da
norma da soma ao variarmos apenas t. Se num certo tempo ¢ e num certo
ponto x as parcelas estivessem positivamente alinhadas, por exemplo,

[aze™ 2! py(x)] = 0570,

[a7 e AT or(z)] = 0.4e7 03

a soma das parcelas seria maxima. Desta forma a probabilidade de encontrar
a particula perto deste ponto x no tempo t seria grande. Dizemos entao que
as particula se interferem de forma construtiva.

Se, por outro lado, no tempo t e num certo ponto z as parcelas nao
estivessem alinhadas, por exemplo, uma igual a 0.5e7 93 e a outra igual a
0.4e(=03+m)i "entio a soma seria bem menor. Dizemos entéo que as particula
se interferem de forma destrutiva.

O fenomeno que apresentamos acima (inteferencia construtiva e destru-
tiva) descreve o que se entende por dualidade particula-onda (a ser objeto
de futura discussao, ver (1.36) no fim da secao 1.11).

Uma expressao do tipo (*) e que é oriunda de (**) determina muitas

vezes um distribuicdo com muitas pequenas oscilagoes (grande variagao da



54  Uma Visdo Panoramica da Mecanica Quantica Cap. 1

derivada). Isto ocorre mesmo que |pa(x)|? e |p7(7)|? ndo possuam muitas
oscilagoes. Uma descrigao geométrica do que estamos dizendo: imagine que
na figura 1.3 temos que (a) descreve o grafico de |as pa(z)|? e (b) descreve
o grafico de |ay o7()|?. Entdo poderia eventualmente ocorrer em uma dada
situacao que (d) descreve ”aproximadamente”o grafico de (*).

Observe que sob as condigoes acima quando se fizer uma medicao da
energia vamos obter ou Ay ou A7. Quando se faz uma medicao existe um co-
lapso da indeterminagao (oriunda da prévia aleatoriedade entre os possiveis
eventos Ay ou A7) e se obtém apenas uma das duas possibilidades. Ao se
fazer uma nova medicdo nas mesmas condicoes do aparato experimental se

poderia obter de novo a mesma energia ou entao a outra.

Em resumo: as distintas probabilidades individuais (em sepa-
rado) se interferem quando consideramos o coletivo delas. Esta
interferéncia se da de uma forma andloga a interferencia de on-
das num meio liquido. Note que a probabilidade é uma fungao
matematica e nao é um objeto de natureza fisica como, por ex-
emplo, uma onda eletromagnética. A introdugao da estrutura
complexa na questao em analise é que permite neste momento
expressar esta interferéncia de forma matematicamente simples e
elegante.

Para ilustrar o problema em consideragao no mundo real, apresentare-
mos o seguinte experimento: de um lado, temos uma fonte emissora S de
particulas (elétrons, por exemplo). Cada particula deve passar por um an-
teparo, que possui duas fendas, e atingir um detector D no outro lado (figura
1.2). Faremos a medigao da posigao da particula quantica ao colidir
com o detector sempre no mesmo tempo ¢ apds cada particula ser emi-
tida no tempo t = 0. Desta forma repetindo o experimento vérias vezes
podemos obter uma distribuicao de probabilidade da posicao destas colisoes
(sempre no mesmo tempo ¢ apds ser emitida a particula). Referimos o leitor
para a segao 1.1 em [242] para uma formulagdo mais precisa em termos do
fenémeno fisico em consideracao.

Se fecharmos a fenda 2, podemos calcular a distribuicao de probabilidade
Py (x) de o detector ser acionado por um elétron que passou pela fenda 1
conforme figura 1.3 (a) e colidiu no ponto € D no tempo ¢t. A varidvel z
descreve a posicao na placa detectora. Se vy descreve o estado da particula
(sob tais condicoes) no tempo ¢ entdo |1 (z)? = Py(z).

Num outro experimento podemos fechar a fenda 1 conforme figura 1.3
(b)) e calcular a distribuigao de probabilidade P (x) de o detector ser acionado
por um elétron que passou pela fenda 2.
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Pareceria natural que a média destas duas distribuigoes nos forneceria
a probabilidade de o detector ser acionado por um elétron que passou pela
fenda 1 ou pela fenda 2 (ver figura 1.3 (c¢)) e colidiu no ponto & em D. De
outra forma: do ponto de vista classico a probabilidade de que uma particula
atinja o detector no tempo t é

P@) = 5 (@) + Po(a)

onde P e P, sao respectivamente as probabilidades de a particula atingir o
detector passando pela fenda 1 ou 2, respectivamente.

Figura 1.2: S ¢ a fonte de elétrons e D é um detector para as particulas emitidas.

A distribuicdo de probabilidade (pensando classicamente) deveria ser
uma curva gerada pela superposicao das probabilidades via fenda 1 e 2
(ver figura 1.3). Mas nao ¢ isto que acontece no experimento. Os dados das
medicoes fisicas nos mostra que nao resulta uma densidade de probabilidade
da forma 1.3 (c) mas sim 1.3 d).

A distribuicdo que descreve as particulas que colidem no ponto x do de-
tector no tempo t terd, na verdade, o aspecto aproximado de uma sendide
com amplitude decrescente a medida que nos aproximamos dos extremos
do anteparo (figura 1.3 (d)). Desta forma, obtemos os padrdes de inter-
feréncia entre possiveis caminhos alternativos. Observa-se uma difracao na
distrbuicao probabilistica dos dados o que revela o carater ondulatério de
particulas como elétrons (para mais detalhes sobre os dados experimentais
ver [445]). Para uma interessante discussao sobre o fenémeno da tripla fenda
recomendamos o leitor a [403].

Observe que este fendomeno depende de quao microscépicas sao as particulas
emitidas. No exemplo acima sao eletrons, mas se as particulas em consid-
eracao fossem atomos ou moléculas, entao o fendmeno da interferencia neste
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experimento (descrito pela figura 1.3 (d)) nao ocorreria (ver Segao 2.5.3 em
[393]).

As distribui¢oes de probabilidade (objetos matematicos) individu-
alizadas (ou seja, Py e P,) se interferem quando colocadas em conjunto. Este
experimento ilustra em termos fisicos o que descrevemos antes: o carater os-
cilatério da distribuicao da dupla fenda estd em consonancia com expressoes
do tipo (*) (**) e (***). Em termos mateméticos a estrutura de espago
vetorial (soma de nimeros complexos) captura a esséncia de como corre a
interferéncia.

WS, SRS, T . R

[
2
) IS
o <
(5
- S
@ (©) (D

Figura 1.3: (a) Pi(z). (b) P2(z). (c) Pi(x)+P2(z) (previsdo cldssica). (d) A distribuigéo
que é realmente observada no caso da dupla fenda.

Na Mecanica Quantica, os modelos nao sao observados sem que causemos
nele algum tipo de interferéncia. Ainda, o fato de observar simultanemente
dois eventos pode resultar em algo bem mais complexo que examinar cada
caso em separado.

Note o fato curioso que a possibilidade da observagao por duas fendas
altera, instantaneamente, o comportamento estatistico da particula a ser
emitida.

Na distribuicao estatistica do local em que colide a particula, se percebe
de maneira inequivoca, uma influencia compativel com o comportamente de
onda; neste caso o sistema se encontra num estado de superposicao quantica
(algo ao estilo da expressao (1.7)).

Podemos nos questionar sobre a real diferenca do sentido de aleato-
riedade no sentido cléassico e quantico. O leitor poderia considerar que o
langamento de uma moeda (cara ou coroa) também é de certa forma impre-



Secdo 1.1 Estados e a equacado de Schrodinger 57

visivel, e estd associado as probabilidades p; = 1/2 e po = 1/2. Na verdade
existe um diferenca fundamental. Se registrassemos no momento exato em
que a moeda foi langada a posicao do dedo, a distancia ao chao, etc, com os
principios da Mecéanica Classica o resultado cara e coroa estaria determinado.
O carater imprevisivel estd associado a ignorancia prévia dos dados anteri-
ormente mencionados. Por outro lado, o canhao utilizado no experimento
da dupla fenda ¢é ativado sempre da mesma forma; nao hé imprevisibildade
na fonte que emite as particulas. Distintas aleatoriedades aparecem sob o
efeito de diferentes aparatos de medicao.

Uma discussao sobre o interferometro de Ramsey e o fenémeno de inter-
ferencia aparece na secao 6.2 em [13]. Num sistema quéntico a entidade a
ser analisada é ao mesmo tempo particula e onda.

Em [405] o autor (que é um matematico expert no assunto de limite
semicldssico) explica que no caso de um eletron a equagao

2 92
L S L UL S e
ot 2m 0z

é aquela obtida reescalando os parametros fisicos da equagao de Schrodinger
(massa, carga do eletron, constante de Plank, etc.). Este ¢ é uma con-
stante ”dimensionless”, ou seja, uma constante matemaética sem atributos de
grandezas como metros, segundos, etc... Assim, o comportamento cldssico
”deveria” emergir quando € vai a zero assumindo a premissa basica que a
Mecanica Cléssica descreve sistemas que possuem escalas de energia-tempo
muito maiores que h.

Mais precisamente, para t fixo, a distribuicio de probabilidade de |14 (z)|?
- onde 1 satisfaz a equagao de Schorodinger acima com e varidvel - deveria
descrever, de alguma forma, quando € — 0, um sistema mecanico classico.

Mas uma andlise completa da questao, segundo o autor, ainda nao esta
totalmente contemplada em termos matematicos (ver [151] para maiores
detalhes).

A terminologia estados coerentes estd associada a descricao do fato que
estados quanticos se interferem. A medida que se considera massas maiores
num determinado sistema acontece o fendomeno denominado decoerencia
que significa que as interferencias comecam a ficar mais fracas. Outros
fendmenos também podem produzir decoerencia e isto é muito importante
na Teoria da Informacao Quantica. Na dissertagao [221] é apresentada um
discussao interessante sobre este topico.
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Uma questao natural é considerar fixado um Hamiltoniano

Hap) = 2L v

D= om )

mas de massa m varidvel. Quando a massa é pequena o carater ondulatério
do estado se faz presente, no entanto, quando consideramos uma massa
maior e maior, nos aproximamos da Mecanica Classica, onde nao se percebe
a manifestacao de tal fenomeno. A decoerencia é (aproximadamente) total.
Como se interpreta a passagem de uma teoria a outra? Mais tarde quando
tratarmos do limite semicldssico vamos abordar tal questao. Na verdade, vai
ser o método da fase estaciondaria [324] que vai dar a justificativa matematica
a tal fato. Quando a massa fica grande as oscilagoes ficam muito intensas
e se cancelam conforme secao 2.14. Mas entao vamos necessitar assumir
certas hipdteses sobre em que sentido estamos fazendo isto.

Na Mecanica Cléassica a adigdo de uma constante Vj ao potencial nao
altera as equacgoes de Hamilton, e, assim o mesmo acontece com a evolugao
temporal do sistema.

Na Mecanica Quantica por sua vez a adicdo de uma constante ao po-
tencial classico, e sua consequente quantizacdo, leva ao aparecimento (mul-
tiplicativo) de uma fase da forma en Yot na funcao de onda ;. Ou seja,
iy, t > 0, muda. Naturalmente, isto nao causa alteragao nas probabilidades
de encontrar a particula em um dada regiao.

Note também que a adicao de uma constante V) ao potencial classico,
e sua consequente quantizagao, nao altera o conjunto das autofuncoes do
operador Hamiltoniano associado, mas, os correspondentes autovalores sao
transladados por Vj.

Observamos antes que ¥(z) = a(z)e'“®) e ¢(z) = a(x)e'*®), onde a(z) >
0 e b(x), c(r) sdo nlimeros reais, descrevem a mesma distribuigdo de proba-
bilidade da particula porque para todo z vale |¢(2)|? = a(x)? = |¢(z)|%.

Segundo alguns autores o ¢(z) (que descreve uma fase na onda 1) tem
relevancia do ponto de medicao probabilistica e isto estd relacionado com o
que se chama de Berry phase. Nao vamos elaborar sobre isto (ver [55].

A teoria descrita nesta sec@ao pode ser extendida em sua maior parte a
Hamiltonianos que possuem um potencial que depende do tempo, ou seja,
da forma H(z,p,t) = % + V(z,t). Para simplificar o desenvolvimento da
teoria vamos considerar no texto apenas Hamiltonianos auténomos.

Exposicoes matematicamente rigorosas e bem mais sofisticadas do que
a descrita no presente texto podem ser encontradas em [359], [408] [20]
[254] [452], [116], [450], [192], [25] ou [353]. Sobre os Fundamentos da Teoria
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referimos o leitor a [70], [422] e [423]. Referimos o leitor a [337] para questoes
relativas a Teoria de Campos em Mecanica Quantica.

Em [116] o autor descreve com detalhes e de forma rigorosa alguns mod-
elos importantes do ponto de vista da Fisica como os relacionados com o
atomo de Hidrogenio, Potenciais Coulomb, atomos de Hélio, etc... Estes
tépicos sao também tratados com rigor em [25], [248] e [179].

Otimas exposicoes sobre Bosons, Fermions e espacgos de Fock aparecem
no capitulo IV section 4.5 em [359], Section 16 in [196] section 4 in [72], em
[17], [370] [145], Vol. 2 de [62], [352], [351] e [20].

Questoes que envolvem as desigualdades de Bell e hidden variables per-
mitem mostrar que nao se pode tratar as questoes da Mecanica Quantica
com o formalismo classico da Teoria dos Processso Estocasticos. Uma bela
exposigao a0 mesmo tempo curta e simples de tais tépicos aparece em [20]
na se¢ao 5.2.2 (ver também [25]).

Para questoes relativas a Mecanica Quantica relativistica referimos o
leitor a Section 17 in [196].

Para uma descricao sumadria de diferentes formalizacoes da Mecanica
Quantica referimos o leitor a [104], [423] and [241].

Um ponto de vista elegante é descrever a Mecanica Quantica via Mecéanica
Estocastica (ver [357], [355], [333], [173], [326], [332], [180], [181], [434] e
[327].

No interessante artigo ”Gap Labelling Theorems for Schrodinger oper-
ators”de J. Bellissard no capitulo 12 de [449], ao lado de diversas consid-
eracoes histéricas, o autor discute na secdo 1.3 pagina 548 a questao de
considerar operadores limitados ou nao no setting de C*-Algebras. Neste
trabalho também é discutida a questao: é natural considerar os problemas
de Mecanica Quantica no setting de Geometria ndao Comutativa (ver segao
2.2) 7 Referencias importantes no topico sao [92], [90], [259] and [91]. No
trabalho [176] é apresentada uma breve introdugao a integragao nao comu-
tativa, probabilidades quasi-invariantes e sua relacao com estados KMS de
C*-Algebras.

Um topico mais avancado é por exemplo a relacao da Mecanica Quantica
com spectral triplets (uma boa exposicao pode ser encontrada por exemplo
em [259] e [431]).

A titulo de ilustracdo, informamos que no site

http://www.instructioneducation.info/inhaltquant.html

¢é possivel encontrar uma sintética exposicao da Mecanica Quantica acom-
panhada de alguns programas de computador que permitem ao leitor perce-
ber através de figuras e simulacoes algumas da propriedades basicas que
serao descritas de forma teorica aqui.
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Na segao 11.1 de [73] o leitor pode encontrar uma apresentagao bastante
completa da descrigao quantica do Electron Spin.

Em [148] sao apresentados varios exemplos interessantes que podem ser
ilustrados e, eventualmente, melhor entendidos via simulagao em computa-
dor usando o software Mathematica.

Nota histérica: a formulacao da Mecanica Quantica descrita acima estd
em consonancia com a assim chamada interpretacao de Copenhagen, um
ponto vista inicialmente introduzido por Niels Bohr and Werner Heisen-
berg. Posteriormente a estes, J. Von Neumann em seu celebrado livro [436]
estruturou esta concepcao de forma matematicamente rigorosa. Isto foi feito
através da utilizacao de espacos de Hilbert sobre o corpo dos escalares com-
plexos, a agao de operadores lineares sobre estes, e estados (ou fungoes de
onda) que descrevem as observagoes do mundo real, e que possuem natureza
eminentemente aleatéria. Esta interpretacdo é a mais em voga. Alguns
cientistas de prestigio, como por exemplo A. Einstein, de certa forma con-
testam esta natureza aleatodria e acreditam na existencia de outros principios
(que seriam de natureza deterministica e nao aleatéria) que explicariam as
observacoes e medicoes obtidas em laboratorio. Segundo estes, existe a ne-
cessidade da introducao de varidveis ocultas que seriam as ferramentas apro-
priadas para descrever tal formalismo. As tais varidveis ocultas nao podem
ser medidas e fazem parte de um arcabougo teérico. J. Von Neumann no
texto acima mencionado cometeu um erro matemético em uma prova (nada
que invalide a teoria acima descrita) relacionada a questdo de ser possivel
ou nao a consideragao da validade das varidveis ocultas na teoria (que es-
tariam em desacordo com sua concepgao). Posteriormente, as desigualdades
de Bell confirmaram de forma inequivoca que a prova de J. von Neumann
(sobre o mencionado t6pico) nao estava correta. Uma interessante discussao
da Metafisica envolvida na questao aparece em [119]. Versoes alternativas
aparecem em [127], [333] e [332]. Ressaltamos aqui que este sofisticado de-
bate nao interfere em nada o que segue nas préximas segoes.

Uma descricao alternativa da interpretacao de Copenhagen seria via a
Mecanica de Bohm (ver [420] e também [69]). Mencionamos [101] onde o
author descreve o ponto de vista da dualidade onda-particula de Louis de
Broglie; isto se relaciona com a assim chamada onda-piloto e a Mecanica de
Bohm. Vamos elaborar brevemente sobre este tépico ao fim da Secao 1.11.

Um modelo quéntico para black-holes aparece em [96].



Secdo 1.2 O Comutador na Mecanica Quéantica 61

1.2 O Comutador na Mecanica Quantica

Os observaveis cldssicos sao fungoes e os observaveis quanticos serao oper-
adores autoadjuntos. O produto de fungdes (que é comutativo) serd sub-
stituido no cendrio quantico pela composi¢ao de operadores.

Vamos analisar algumas propriedades basicas da composicao de alguns
dos operadores que desempenham um papel fundamental na teoria.

Definigao 1.5. O comutador de dois operadores A e B é definido como

[A,B] = AB — BA.

Assim, se A e B comutam o seu comutador é o operador zero. Note que
para qualquer operador A vale [A, A] = 0.

Uma motivacao para estudar tal questao é saber, por exemplo, se X7 Py =
Pa A1

Vamos mostrar no Teorema 1.7 que se dois operadores comutam entao
eles sdo simultaniamente diagonalizéveis (usando um mesmo conunto ort-
normal completo).

Lema 1.2. Dados os operadores A, B, e C, entdo:
1) [A,B]=-[B,A]
2)[A,BC)=BI[A,C]+[A,B]C.

3) 14, [B,C|]+ B, [C,A]]+]C, [A,B]] =0.

Demonstragao. Vamos demonstrar apenas 3).

Ora,
[A, [B,C]] =[A,BC]—[A,CB] = B[A,C]+[A,B]C — C[A,B]—[A,C]B =

B[A,C] —[A,C)B + [A, B|C — C|A, B] = [B,[A,C]] + [[4, B],C] =
- [B? [Cv AH - [Cv [A>BH'

Lema 1.3. Para quaisquer j, k € {1,2..,n}

D[ Xy, Xj] = [Pr, Pj] =0
e, ainda, para qualquer j € {1,2..,n}

7

2)h

[Pj, X;] =1 (que representa o operador identidade).
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Finalmente, para j # k € {1,2..,n}

1

3)h

Demonstragao. 1) Para uma dada v temos

(X, Xj] () = [Xp X — X X](¥) =
Tp x5 (71, X2, T3, vy Tp) — Tj Tp (W1, X2, T3, -0, ) = 0.
Para uma dada 1 de classe C? temos
[Pk, Pjl() = [PuPj — PiPrl(¥) =

h2 82¢ h2 82 ¢

8xk8xj 8%89% B 07

porque as derivadas parciais mistas comutam.

2) Para uma dada v temos
[Pj, X](¥) = [PiX; — X;Ps](¥) =
_’Lh{a;z](x] 1/1(37173727373, AR l’n)) - xja_l'jw(xl’wQ’wB’ ARS) l’n)} =

. 0 0
—ih{[z; —awi(whwzws, ey ) + Y(T1, T2, T3, ey Tn)] — xj—amw(a:l,m,xg, e n) } =
J J

—ihp(z1, T2, T3, ...y Tp)

3) Suponha k # j. Para uma dada 1) temos

[Pj, Xl () = [Pj Xy — X Pl () =

L, 0
—zh{T (zkY(z1, 22,23, ..., Tn)) — Tk 5=— Y(T1, T2, T3, ..., Tn) } =

T Ox;

. 0
—ih{xy 52— (21,22, %3, .., Tn) — Tk 75— P(21, 2,73, .., Tn) } = 0.

8a:] 8]3]'
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O lema acima requer algum cuidado com os dominios dos operadores
envolvidos, mas nao vamos aqui entrar em detalhes técnicos.

Suponha que dois operadores autoadjuntos A e B comutem e
que o estado tenha sido preparado em ¢ € L4(R")(dz). Entdo os
dois observaveis A e B podem ser medidos para ”certos estados” ¢
simultaneamente com infinita precisao. Nao é possivel preparar o
estado ¥ num laboratério de tal forma que se possa medir X; e o
momento P, simultaneamente com infinita precisao. Isto porque
[X2,P2] # 0. O sentido matematicamente exato do que estamos
afirmando sera explicado de forma mais apropriada na segao 1.7
(ver consideragoes apds a Proposicao 1.9).

Se dois operadores autoadjuntos A e B satisfazem [A, B] = 0 entao é
porque as medigoes correspondentes tem independencia - medi¢oes de um
nao alteram a estatistica das medigoes do outro - (ver consideragoes inter-
essantes na segao 5.12 de [20]).

Assim, nao surprende que [X}, Xp] = 0. O fato que [Xa, Pa] # 0 faz sen-
tido. De fato, classicamente po(t) = maxo’ (t) se p(t) = (p1(t), p2(t), p3(t)),
e portanto a componente 2 da velocidade z/(t) = (z1'(t), z2(t),23'(t)), ou
seja xh, depende da posicao .

Lema 1.4. Para qualquer j € {1,2..,n}, e, qualquer 1)

U ) = 0 0= ),

m Ox;
Demonstragao. Note que para todo j temos que A(x;v)(z) = z;A¢(x) +
2V j4(x), onde V) = 5.

Ora,
2
H(r; ) (2) = — 5 Aagt) (@) + 73 V (@) () =
2
o [ (@) + 2V + 25V (&) ()

Desta forma, para um dado 1 temos

H, 25)(6) () = (HA) ) (9)(@) — (2 H)(9) ) =
2
[~ o A() + 29 0(@)] + 5 V() 9()]-
h? h?
2 [ 5= AW + V@) $()] =~ Vii(a),

Portanto, :[H, Xj] = —2v,; = Lp,
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De forma similar se pode mostrar que:
Lema 1.5. Para qualquer j € {1,2..,n}, e, qualquer ¢

l

v
h “oa; ¥

[vaj](¢) = 8xj

Faremos agora um breve paralelo com o mundo da Mecanica Classica.
Considere o Hamiltoniano H (z,p), a equacdo de Hamilton e suponha que
(z(t),p(t)) descreva uma solucao cléssica.

Vamos mostrar que o comutador [A, B] dos operadores A e B correspon-
de na Mecanica Cléssica ao colchete de Poisson [291].

Definicao 1.6. Se f,g: R>" — R, definimos o seu colchete de Poisson
n
af 0Og af Og
{fat =2 <—— ~ 3 )
j=1
Onde7 f($7p) - f(djla ey Ty P1 °'7pn)7 g($7p) - g(xlu ey Ty P1 7pn)

Pode se mostrar ([291] Ex 5 se¢do 3.2) que para cada k,j € {1,2..,n}

Va‘le {pkvp]} = {-/L‘k,w]} - 07 {p‘”[};‘k} = 5]{]
~ Isto corresponde, na Mecanica Quantica, a [Xy, Xj] = [Py, Pj] = 0,
7[P;, Xj] = Id, e, ainda, para j # k, £[P;, Xy] = 0.

Se H(z,p) : R x R™ — R é o Hamiltoniano no sistema cldssico, entao a
dinamica classica pode ser descrita pelas equagoes de Hamilton

p={H,zr}, pr={H,pp}, ke{l,2..,n}.

De fato, por exemplo, para cada k € {1,2..,n}

Y <0_H% _ 0_H%> _oH
Ipi

apj 83:]- 83:]- 8])]'

A expressao P& = ) = {H,x;} é semelhante a que foi obtida acima

1 7
—P, = —[H, X].



Secdo 1.2 O Comutador na Mecanica Quantica 65

Ainda, pj, = {H,pr} = —%, corresponde a afirmacao: para qualquer v
i oV
—[H,P = ——1.
HH, (W) = —5

Desta forma se percebe que a quantizagao do colchete de Poisson corre-
sponde ao comutador de operadores.

Note que os operadores % e V nao comutam.

Desta forma, nao se pode afirmar que e% TV = e% ev.

Observe ainda que o operador % + X5 Py nao é autodjunto.

Referimos o leitor a [206] para algumas consideragoes interessantes rela-
cionadas com os tépicos descritos acima.

Uma questao interessante na Mecéanica Classica é sobre a existencia de
integrais primeiras f : R" xR"™ — R para o fluxo de Hamilton associado a um
Hamiltoniano H(z,p), onde H : R™ x R™ — R (ver [12] or [291]). O préprio
Hamiltoniano (z,p) — H(z,p) é uma integral primeira, por ser constante ao
longo das trajetérias (z(t), p(t)) € R® xR"™ do campo Hamiltoniano. Pode-se
mostrar que se f : R" x R” — R é uma integral primeira, entao {H, f} = 0.
Ainda, se fi e fa s@o integrais primeiras entao {fi, fo} também resulta ser
uma integral primeira (ver [12]). As versoes quanticas de tais propriedades
(ralacionadas ao comutador) irao ser abordadas na segao 1.3.

Ao final da se¢do 2.16 vamos abordar a relagao entre {.,.} e [.,.] no
limite semi-classico h — 0.

Uma apresentagao extensa e excelente sobre questoes envolvendo a analise
de problemas nao-comutativos aparece em [233]. O comutador desempenha
papel fundamental em C*-Algebras onde o papel das fungdes de onda (funcoes
em L?) sdo desempendas por operadores agindo em certas *-algebras (ver
por exemplo [62]).

Exemplo 1.1. CCR e Bosons - Considere um operador linear a : H — H
(ndo autoadjunto) agindo no espaco de Hilbert H e denote por at :H—>Ho
seu dual. Assuma que o operador a' a (que é autoadjunto e positivo) pode ser
expresso como ala = 3% ¢, [on)(pn], onde os |p,) definem uma familia
orthogonal completa. Assim, ¢, > 0 e vamos supor que o0s ¢, sao todos dis-
tintos e ordenados de forma crescente. Por razoes de conveniencia de notagao
vamos denotar cada |p,), n = 0,1,2,3,.. por |n), n = 0,1,2,3,... Assim,
vamos denotar por |0) o vetor associado ao menor dos ¢,, n =0,1,2,3,.., e
que vai corresponder a ¢y > 0. Ou seja, al a (]0)) = co|0). O vetor |0) ndo é
nulo, ou seja nao é o 0.
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Vamos assumir a propriedade
[a,a'] =1 (1.8)

e determinar que propriedades sobre seu espectro podemos disto derivar.

A expressao (1.8) esta ligada ao estudo de Bosons e as assim chamadas
relagoes CCR (que serao discutidas novamente na Segao 1.6).

Vamos mostrar que os valores ¢, sao numeros naturais. O operador
a’ a em varios contextos é chamado de number operator (ou, operador de
contagem) e denotado por N (ver [259]). Desta forma N|n) = ¢, [n) = n |n)
para todon =0,1,2, ..

Segue de (1.10) que

[aTa,a) =a'aa—aa’a=(a"a —aa’)a=—a (1.9)

[afa,a']=d"aa’ —alaad’ =al (aa’ — aal) =al. (1.10)

Sendo assim, para n > 0,
(a'a)a(jn)) = (a(ala) = a) (jn)) = a((a'a) = 1)(In)) =
a(cn|n) —[n)) = (cn — Da(In)).

Disto concluimos que a (|n)) é autovetor de N com autovalor ¢, —1. Note
um ponto sutil no raciocinio acima: ele nao pode funcionar para n = 0, a
menos que |[0) = 0 (afinal, ¢y é o minimo valor dos possiveis autovalores).
Ou seja, descobrimos que ¢g = 0.

Assim, para n > 0, cada a (|n)) deve ser colinear com algum dos vérios
|m), onde m # n. Segue da expressao acima que ¢; = 1, pois o unico
autovalor menor que ¢ é ¢g = 0. A partir disto obtemos que ¢y = 2, e por
indugdo ¢, =n, n=0,1,2,....

Disto segue que a (|n)) (que nao esta normalizado) é colinear com |(n —
1)).

Mais precisamente, pode-se mostrar que

a(ln)) = vn |(n—1)) (1)

e esta propriedade pode ser entendida como a destruicao de uma particula
(na etapa n).
Ainda,
af(ln)) = Vn+1 |(n+1)) (2)
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e esta propriedade pode ser entendida como a criagao de uma particula (na
etapa n).

Segue do acima que (af)™(]0)) é colinear com |n).

Tambem temos a partir de (1) e (2) acima que

ata(ln>)=n|n>.

O vetor |0) se chama de vacuum state.

Note que a|0) = 0 (veja (1) para entendimento da questao). O elemento
|0) no espaco de Hilbert (ndo confunda com o vetor nulo) do ponto de
vista da Fisica nao significa o vazio e pode conter ondas eletromagneticas,
etc.. Mas o operador Niumero N é o observével contagem de particulas, e
nao relativo a observar ondas eletromagnéticas. A descrigdo acima é a da
Matematica do estudo de Bosons.

Estas propriedadees estdo associadas aos Bosons (ver expressao (1.16)
para exemplo explicito).

Como foi mencionado na observacao que foi feita logo apds a Definigao
0.10 na Secgao 0, os observaveis sao descritos por operadores auto-adjuntos,
e assim um exemplo seria N. Os valores de um observavel (que podem ser
obtidos por medicao) sdo os autovalores do operador (mais detalhes na Segao
1.3). Sendo assim, medicoes de N véo resultar em nimeros naturais. Fica
entao transparente o sentido de chamar N de operador contagem.

Referimos o leitor para [41], [192], [390], [17], [340], [391], [20] and [254]
para um estudo mais detalhado de Bosons, Fermions e relacées CCR e CAR.
Bosons e Fermions fazem parte fundamental do entendimento das particulas
elementares que formam o universo.

%

Exemplo 1.2. CAR e Fermions - Considere um operador linear a : H — H
(ndo autoadjunto) agindo no espaco de Hilbert H e denote por a' : H — H
o seu dual. Assuma que o operador a'a (que é autoadjunto e positivo)
pode ser expresso como ala = 3" ¢, |¢n){¢n|, onde os |p,) definem uma
familia orthogonal completa. Por razoes de conveniencia de notagao vamos
denotar cada |p,), n =0,1,2,3,.. por [n), n =0,1,2,3, ...

O operador N = af a é denominado de Number Operator.

Vamos agora assumir a propriedade CAR

{a,a'} =aa’ +a'a = 1, (1.11)

{a,a} =aa+aa=0. (1.12)
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Vamos mostrar que os autovalores de a' a s6 podem ser 0 ou 1.

Se a(v) = 0 temos que a' a(v) = 0. Assuma que este nio é o caso. Note
que se al a(v) = Av, v # 0, entdo a(al a)(v) = Aa(v) = (aal)(a(v)).

Logo A é autovalor de (aal).

Se at a(v) = Mv, entao

v=a'al)+aa (v) = v +ad (v),

o que implica que 1 — X é autovalor de aa' (v) (ou seja, de af a também).
Assim, A nao pode ser maior que um pois a' @ é ndo negativo. Logo, os
autovalores de a' a estdo no intervalo [0, 1].

Suponha aa'(v) = Av, onde A # 0. Segue de (1.12) que

a(aa’)(v) 4+ a(aa’)(v) = 0.

Logo, Aa(v) = a(\) = 0, e assim a(v) = 0. Portanto a'a(v) = 0.
A partir de (1.11), temos que

aa'(v) +0=ad' (v) +a'a(v) = v,

0 que implica que A = 1.

Desta forma s6 0 e 1 podem ser autovalores. Se 0 é autovalor entao 1
tambem é.

No caso dos modelos fisicos para Fermions os autovalores s6 podem ser
Oel.

Um operador N explicito aparece no Exemplo 2.17 (ver expressao (2.64)).

%

1.3 Observaveis, valor esperado e o operador momento

No caso de uma certa particula ser descrita de forma probabilistica por uma
densidade [¢()|?, ou seja, a probabilidade de encontra-la numa regido A é

dada por
IR
A

observamos que as regioes onde |1)(z)|? é grande sido aquelas que temos mais
chance de encontra-la. Mesmo assim, é claro que se for muito muito pequeno
o volume de uma regido B em que os valores |1)(z)|? sdo grandes, a integral
I |¢(z)|? do poders ter valor pequeno, ou seja serd pequena probabilidade
de encontrar a particula em B.
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Na analise que de qualquer fendmeno de natureza aleatéria é natural
tentar descobrir o comportamento médio associado. Por exemplo, suponha
que a posicao espacial de uma particula sob a acao da equagao de Schrédinger
seja descrita por (a1, 2, 23) no tempo t via ¢; € L2(R3)(dz).

Podemos estar interessados em saber o comportamento médio da sua
coordenada xo no tempo t. A expressao

/952||¢t(1‘17 Ty, 23)||* dy dry dus,

descreve de forma analitica esta informacao.
Este valor serd denominado posteriormente de valor esperado no tempo
t da varidvel cldssica x5 para a densidade ||¢;(z1, v, x3)||?>. Observe que

/$2||¢t(3317$27$3)||2 drydzadry =< X1, ¢ > .
Se, por exemplo, o valor de |[1);(x1, 2, 23)||* é muito grande perto do
ponto (4.3, 7.1, 2) € R? em comparacdo com os outros pontos de R?, ou seja
a densidade estd muito concentrada em (4.3, 7.1, 2), entao a integral acima
vai ficar perto do valor 7.1.

Definigao 1.7. Um operador autoadjunto A agindo no espago de Hilbert
H sera chamando de observavel. Vamos denotar de valor médio (ou valor
esperado) da particula descrita por 1) € ‘H sob o observéavel A a expressao

E(A)y =< A>y=<, Ay >.

No caso geral, o observavel A pode ter o espectro constituido por parte
continua e pontual (autovalores).

Como A é autoadjunto, este valor < ¢, Ay > serd sempre um numero
real como ja vimos na se¢ao anterior.

Note que o o valor esperado de um A geral estd sempre atrelado a uma
distribuicao espacial oriunda do estado v fixado.

Por exemplo, se H = L2(R3)(dz), e, A = X», entdo, para uma dada
fixada 1y

<Ay >y, =< Uy, Xop(¢y) >= /56‘2”1/%(931,»”5‘2,55‘3)”2 dxi dxg dxs .

Uma pergunta natural é: quais sao as propriedades da funcao de variavel
t, dada por < X3 >y,, que se pode obter a partir do fato que 1); satisfaz a
equagao de Shrodinger?
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Na Mecanica Cléssica os observéveis sao fungoes f(x,p). Por exem-
plo, podemos estar interessados na evolucao da coordenada xy do sistema
mecanico governado por um certo Hamiltoniano cldssico H(x,p). Neste
caso, f(x,p) = zo. Podemos estar eventualmente interessados na evolugao
da coordenada p3 deste sistema cldssico; assim, seria natural considerar
f(z,p) = p®. Se considerarmos o observéavel cléssico f(x,p) = p? + p3 + p3,
entao estariamos observando o médulo ao quadrado do vetor momento. E
assim, por diante. Mais exatamente, se

(@(t), (1)) = (21(t), 22(t), 23(t), p1(1), p2(t), p3(t))

satisfaz a equacdo de Hamilton com condicdo inicial (zg, po) € RS, entdo, por
exemplo, se f(x,p) = x2, teremos que xo(t), descreve ao longo do tempo a
evolugao dindmica da segunda coordenada da particula. Ainda, se f(x,p) =
pI+p3+p3, entao pi(t)+p3(t)+p3(t), descreve ao longo do tempo a evolugio
dindmica do médulo ao quadrado do momento da particula.

Na Mecéanica Quantica vamos trabalhar com a densidade da probabili-
dade da posigao espacial  (ou do momento) da particula. Nao serd possivel
dizer de forma deterministica que no tempo t a particula estard num deter-
minado ponto. Se a particula no tempo ¢t tem distribuicao caracterizada por
iy entao seu valor médio de momento Ps sera descrito por

< P3 >y, =< Yy, Py () >=

0
/ Yi(x1, 22, 23) [—ih 8—33;3¢t($1’ xg,x3)| dry dro das .

O valor acima serda um nudmero real. Destacamos aqui o fato que foi
(de certa forma) inevitdvel, como vimos, o uso dos nimeros complexos na
formulacao da equagao de Schrodinger. Mas quando vamos calcular o valor
esperado de um observavel obtemos sempre nimeros reais que é o que se
esperaria. Ou seja, ao calcular médias voltamos ao ”"nosso bom mundo real”.
Num certo sentido, mais préximo, ao "nosso conhecido mundo cléssico”.

A introducao dos niimeros complexos na teoria se deve principalmente a
necessidade de se produzir uma apropriada e elegante descricao do fenémeno
da interferencia (como foi descrito na segao 1.1). Na verdade, existem for-
mulagoes que dispensam a estrutura complexa e os mesmos resultados sao
obtidos mas por outros principios (ver segoes 1.11 e 2.18).

. A . . . 2
O oscilador harménico corresponde ao Hamiltoniano H(z,p) = £ +
2,..2

mw*x
2
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O correspondente operador H serd

n? 2 mw? z?

% S e —
Bx) = —g s 0lw) + 6(x)
Os autovalores sao os nimeros da forma A, = (n + %) hw,n=0,1,2,..
Vamos mostrar em breve que o ground state (associado ao autovalor

Ay = % hw) do oscilador harmoénico serd da forma ¢y = Ae%, onde o =
n%—}zu. Escolhemos a constante A de tal forma que |¢g| =1

O valor esperado do Hamiltoniano H em ¢g é a energia total do estado
bo.

Assim, ¢g sob a acao de tal Hamiltoniano tem energia total

2m dx? 2
K2 mw3a 1
= —hw.
2mao 8 2

Se nosso objetivo fosse observar o momento ao quadrado de ¢g = A 6_712,
entdo os possiveis resultados (ver Postulado 2 a seguir) poderiam atingir
qualquer nimero nao negativo (o espectro de P? é a reta real ndo negativa).
O valor médio das observagoes seria

2
<P? >4= uy
o

Como vimos antes, o espectro do operador Xj, j € {1,2,.,n} contém
toda a reta real. X; nao possui autovalores.

Assim o operador autoadjunto X; nao possui um conjunto ortonormal
completo enumeravel de autofuncgoes.

Em qualquer caso, mesmo que o espectro nao seja apenas pontual, o

espectro do operador H vai desempenhar um papel muito importante na
Mecanica Quéantica.

No caso unidimensional, se o observavel for X', entao estaremos anali-
sando a posicao espacial do estado.

A dlgebra dos observaveis deve ser encarada como uma versao nao co-
mutativa da dlgebra das fungoes. A fungdo real  — z3 vai corresponder a



72 Uma Visdo Panoramica da Mecéanica Quantica Cap. 1

X2, as fungdes reais aos operadores autoadjuntos, o Hamiltoniano cléssico
H a H, etc...

Uma questao fundamental na teoria é o que se pode obter de uma
medicao fisica de um sistema quantico. O préximo postulado trata disto.

POSTULADO 2. Os observdveis em Mecanica Quantica sao descritos
por operadores autoadjuntos A. Uma medicao do observdvel A sobre um
estado ¥ vai dar como resultado um autovalor, ou mais geralmente, um
elemento do espectro de A.

Suponha que medi¢ao seja descrita por A = Y A\, P,,, onde o0s ¢y
formam um conjunto ortonormal enumerdvel completo, e, os autovalores
correspondentes sao denotados A\, € R. Neste caso o espectro € constiuido
pelo conjunto dos autovalores. Assuma que o estado v seja descrito por
Vv = Bryk, B € C. Preparando o aparelho que fard a observagdo da
mesma forma e em se fazendo vdrias medigdes a frequencia do aparecimento
um determinado autovalor \j, é descrita pela probabilidade |By|?.

A palavra medi¢do acima tem um sentido de algo que é medido por uma
aparato fisico. Nao é uma terminologia matematica.

Por exemplo se A for o Hamiltoniano H, entao este observavel, ao ser
medido sobre uma particula que esta no estado 1, vai resultar em algum au-
tovalor de H, o que vai corresponder a um certo nivel de energia. Existem
diversos aparelhos que em laboratdrios de pesquisa conseguem medir a ener-
gia de um certo estado. Se repetirmos a medi¢ao, sob as mesmas condigoes,
podera ocorrer um outro resultado (que sera talvez um outro autovalor de
H). No exemplo do oscilador harménico apenas os valores A\, = (n+ %) hw,
n=0,1,2,..., podem resultar de uma medigao de energia. Neste caso apenas
um conjunto enumeravel de autovalores A, poderiam resultar da medigao.
Fixado o estado 1 e o observavel A entdo a correncia de cada A, tem uma
certa probabilidade (ver observagao 1 abaixo).

Se repetirmos varias vezes estas medigoes o valor médio delas sera

E(H)y =<1, H(y) >

(vamos elaborar sobre isto em seguida na observagao 1).

Como dissemos antes vamos mostrar na secao 2 que os conjunto dos
valores do espectro do operador autoadjunto H esta contido na imagem do
Hamiltoniano classico H(q,p) associado. Assim, o postulado acima nao é
assim tao surprendente.

Note que o observavel posicao X (caso unidimensional por exemplo) nao
possui autovalores. Uma versao mais ampla do postulado acima afirma que
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apenas valores do espectro podem ser obtidos como fruto de uma medicao
(mais tarde, na se¢ao 2.1 e 2.2, vamos elaborar um pouco mais sobre este
ponto). Neste caso, como qualquer nimero real estd no espectro, temos
que uma medicao quantica da posicao pode eventualmente atingir qualquer
numero real. Note que no experimento da fenda dupla (que mencionamos
anteriormente) os valores atingidos na placa detectora (medigao de posicao
x) podem estar em qualquer lugar (qualquer ponto da reta real associada
ao detector).

Quando a particula num tempo ¢ colide no ponto x com a placa detectora
conforme descrito no exemplo da figura 1.2, em funcao do seu impacto, se
pode "medir’a sua energia (autovalor do Hamiltoniano H). Os possiveis
valores assim obtidos (sob certas hipéteses) estariam apenas entre um certo
conjunto enumeravel de possibildades (os autovalores do observavel H).

Ao passar um foton por um cristal, este ao sair, determina um estado
que é uma combinacao de dois estados cada um com um spin. Isto nao
caracteriza a agdo de um operador autoadjunto. Apods esta passagem, se
pode medir a sua colisdo com uma placa e al teremos uma medigao (que
serd descrito por operador autoadjunto).

A acdo de um operador unitdrio sobre um estado resulta como output
um outro estado. Sendo assim nao descreve uma medigao.

A questao da medigao e a interferencia na medicao é assunto polémico e
sujeito a diversas interpretacoes (por exemplo [186] aborda o assunto).

O estado deve ser encarado como uma potencialidade. Por exemplo,
suponha que o estado 1 = B1(1,0) + $2(0,1) € C?, 81,52 € C com [¢] = 1,
vai ser medido por um observavel que correponde a um operador auto-
adjunto A - uma matriz dois por dois - que tem (0,1) e (1,0) como autove-
tores associados respectivamente aos autovalores 2.1 e 3.5. Prévio a medicao
nada se sabe do estado. Quando se faz uma medigéo no laboratoério os val-
ores obtidos sé poderao ser 2.1 e 3.5. Ao se fazer varias vezes a medigao os
distintos valores 2.1 e 3.5 irao aparecer. A frequencia - probabilidade - de
aparecimento da medicdo 2.1 é |B1|? e da medigao 3.5 é |Ba|?.

Dado um operador autoadjunto A vamos descrever de outra forma o valor
< A >, para uma certa 1) em L£?(R™)(dz). Suponha que para o operador
autoadjunto A, definido num espaco de Hilbert H, vale o seguinte: existem
autovetores ,, n € N, de multiplicidade finita, com autovalores A, € R, que
definem um conjunto ortonormal enumeravel completo. Em geral sempre se
ordena os autovalores em ordem crescente

MN<AM <A< <Ay < .o
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Ora, 1) pode ser escrito como ¢ = Y7 1 ay, @p.
Assim,

< Q/J,AW) >=< Z 79 SOTUA(Z Qg Sok) >=
n=0 k=0

0o L) 00 )
<Zan (‘0”’2 g Ak Qk >:Z )\nana_nzz )\n|an|2'
n=0 k=0 n=0 n=0

Se [¢| = 1, enta@o vale

[ee] [ee] o0 [ee]
1=< Z OénSOn,Z ap P >= Z oy, Oy = Z \an|2.
n=0 k=0 n=0 n=0

Observagao 1.2. a expressao acima deve ser entendida da seguinte forma.
Fixado 1, cada valor |a,|?, n € N, descreve a probabilidade de que a
particula descrita pelo estado 1) (com densidade de probabilidade |(x)|?),
sob a acao do observavel A, e apés uma medicao, resulte no valor real \,,.
Esta afirmacao complementa o postulado acima e serd explicitado no Pos-
tulado 5. Mais detalhes e consideragoes sobre este ponto aparecem apos
o Postulado 6 na secao 2.1. Podemos considerar entdo que é inerente
ao problema a existencia de uma medida de probabilidade P com pesos
|on|?, n € N. Desta forma podemos descrever o valor esperado do auto-
valor através da expressao Y oo An|an|?. Este sentido de valor esperado
descrito agora é, em principio, conceitualmente diferente do anteriormente
introduzido < ¢, A()) >. Resulta ao fim serem os mesmos valores.

o

Note que como >0 |an|? < o0, os valores |a,,|? tendem a zero quando
n — 00. Assim, os niveis correspondentes aos autovalores maiores tem a
tendencia de terem menor probabilidade.

Estamos afirmando (no presente caso) que os inicos possiveis resultados
da observacao A seriam os autovalores A,. Esta afirmacdo requer um ex-
plicacao mais cuidadosa do seu sentido preciso, e, serd objeto do Postulado
4, e, das consideragoes subsequentes ao Postulado 6 (se¢ao 2.1).

Observe que quando é feita uma medigao existe um colapso
da indeterminacao (oriunda esta da prévia aleatoriedade descrita
pelo estado) e a medigao resulta num dos possiveis autovalores
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do operador observavel em consideragao. O aparato que faz a
medicao no laboratério pode ser descrito de forma matematica
via um certo operador autoadjunto L. O colapso do estado é um
postulado que nao é governado pela equacgao de Schrodinger.

O sentido mais concreto do colapso do estado na autofuncao associada
ao autovalor que foi medido pode ser melhor entendido quando se analisa
teleporte em sistemas compostos (ver por exemplo se¢ao 2.7).

Existem questoes conceituais sutis sobre medigoes e interferencia de
medigdes (ver por exemplo [187] e [393]) que nao iremos abordar aqui.

Uma questao interessante é perguntar o que se pode dizer do ”sistema
quantico” (que ao ser observado colapsa num autovalor digamos) ”antes”de
uma medigdo. Referimos o leitor a [40] para a descri¢do de certos experi-
mentos feitos em laboratério que tentam entender o mencionado problema.

E importante destacar a diferenga entre modelar matematicamente a re-
alidade e a realidade fisica em si mesma. Se L é um observéavel (um operador
autoadjunto) e ¥ um estado, nao existe uma interpretagao fisica direta para
L(v). Por exemplo, nao existe sentido fisico para —A). Observe entretanto
que < v, L(v)) > nos dé o valor esperado; ainda, que os autovalores de L
determinam os possiveis eventos obtidos via medicao. Embora um certo
operador autoadjunto L (observével) fixado permita entender o que se pode
prever no mundo real, ndao é qualquer expressao matemadtica inerente ao
modelo que possui uma corresponente interpretacao fisica.

No entanto, faz sentido do ponto de vista da realidade fisica aplicar um
operador unitario a um estado 1 e o resultado é um outro estado ¢.

Existem outros operadores cujo input é um estado ¥ e cujo output é
outro estado ¢ e que tem relevancia fisica. Por exemplo, certas experincias
em laboratério sao descritas por um operador projecao P, onde estd fixado
um estado . Um operador projegdo nao é unitario (nao é inversivel).

Como dissemos antes a palavra ”quanta’tem o sentido de quantidade
discreta. Na Mecanica Classica uma fungao (observavel) pode assumir um
continuo de possiveis valores. Na Mecanica Quantica, por sua vez, um
observavel A (que satisfaz a hipétese acima, ou seja, seu espectro é con-
stituido apenas por um conjunto enumerével de autovalores), medido para
uma particula no estado 1, s6 podera apresentar um certo conjunto enu-
meravel de resultados (seus autovalores A;,).

Observagao 1.3. de forma heuristica, podemos dizer que a medida que a
massa m do sistema em consideragao cresce temos que o espacamento en-
tre os autovalores (a energia) do Hamiltoniano diminui, de tal forma que
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quando a massa fica ”grande”’temos a ilusao de que todos os valores reais
s80 possiveis para a energia (num continuo de possibilidades do observavel
classico). A formalizacao matemadtica rigorosa de tal afirmagao (no entendi-
mento do autor) ndo estd ainda no momento disponivel. No entanto, na
secao de exemplos (no caso do oscilador harmonico) vamos mostrar que esta
afirmacao faz todo sentido.

%

Num &atomo existem possiveis niveis de energia para os eletrons em
torno do nicleo. Estes seriam descritos pelos autovalores de um certo
H = —% A 4+ V. Se uma particula tem um certo nivel de energia de-
terminada, digamos A9, entao, sua densidade de posigcao espacial serd dada
pela correspondente densidade |po()|?.

Inicialmente se pode pensar que o eletron estaria no estado de nivel de
energia mais baixo, ou seja, com energia Ay, e, descrito pela densidade de
posicao |po(z)|?. Este é denominado de ground state.

Se fornecermos energia ao sistema ele podera saltar a um nivel de energia
mais alto, digamos A;, e assim seria descrito pela densidade de posicao
o1 () 2.

Estamos assim colocando o estado num numa certa particular escolha.
Existem outras maneiras de se preparar o sistema num laboratério para se
obter um determinado estado .

Considere fixado em operador Hamiltoniano H que sera encarado como
um observavel. Uma dada particula quantica (um estado) pode exibir um
comportamento misto: ter um pouco de energia A; e um pouco de energia
A3, mas suponha que apenas estes. Assim, a 1 que descreve tal particula
teria a forma ¥ = aj 1 + a3 @3, onde @ e @3 designam as autofugoes de
H associadas respectivamente a A e A3. Desta maneira, |a;]? + |as]? = 1.
Apos fixar o ¥, que foi preparado para estar nesta forma, é que iremos fazer
a medigao via o observavel A = H. Quando medimos vérias vezes (estamos
com um observavel A fixo) a sua energia, digamos 1000 vezes, e, calcularmos
0 numero aiggy de vezes que ”observamos”o valor de energia i, obtemos o

valor aproximado
@1000

1000
Um descrigao interessante sobre a diferenca entre medicoes repetidas e
medigbes sucessivas aparece na pagina 53 na segao 4.3a em [171].

~ |a1\2.

O desenvolvimento a seguir vai ilustrar o papel dos observaveis na Mecanica
Quantica.
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Seja (Yi(z), xae(w)) = [2|¢e(x)||*dx, entdo, usando a equagdo de
Schrodinger e o Lemma 1.4 temos que

d d d
£<¢t7$2¢t> = <£¢t,$2¢t> + (1/&71‘2%%9
= <%H¢t,$2¢t> (¢t>fb‘2 ! H%)
— 3H<xm>> ~ {2y )

= (¢, = [H Xovr))

B Oy
= E<¢t’_’ha_g;2> (1.13)

De forma semelhante se mostra que para qualquer j € {1,2,3,...,n} vale

d 0
%@/}tﬂﬁjlﬁﬁ (1/1t,—zha—1/)]t>

Segue disto que

d e
mo < Xy >y, =< _maTj >y =< Pj >y, -

Recuperamos assim, via valor esperado, uma expressao semelhante &
correspondente cldssica, ou seja, para qualquer j € {1,2,3,...,n},

mal(t) = m SCaj(t) = py(t)

Da mesma forma, se pode mostrar que para qualquer j € {1,2,3,...,n}
vale

d d oV
a(Pﬁwt = a(l/}mpj(l/’t» = <_£j>¢t

Assim recuperamos, via valor médio, também a expressdo cldssica em
: / 1 oV
termos de colchete de Poisson p; = {H,p;} = ~ou;
Reunindo as duas expressoes, para todo t, temos que para qualquer j €

{1,2,3,...,n} vale

d oV
m— < X oy =< 73 Zapes € gﬂ,t
J

p” (Pidye = (=
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Desta forma recuperamos (num certo sentido) as Leis de New-
ton (e a equagao de Hamilton) ao tomarmos os valores médios dos
observaveis envolvidos.

Assim, o que representaria a versdo quantica da velocidade cléssica seria
o operador % P.

Vamos generalizar as expressoes acima para um operador autodjunto A
qualquer.

Lema 1.6. Seja A autoadjunto, e, 1 satisfazendo a equag¢do de Schrodin-
ger, entao, para todo t

d i
@WMA%O = (¢, ﬁ[H, Aly)).
Ou, de forma equivalente,

d i
%(A%/Jt = <E[H7 A]>7/1t'

Este resultado € conhecido como Teorema de Ehrenfest.

Demonstragao.

d d d
awtw‘l(lﬁt» = <£¢tuA(¢t)>+<¢t7A(£¢t)>

= (o H), AW} + W, Al H)))
= G HAG) — G AGH ()
= (oo 7 H, AJ(00))
U

Vamos elaborar mais sobre o resultado acima na secao 1.13.

Fazendo aqui um paralelo com a Mecanica Classica do resultado acima
lembramos que se pode mostrar ([291] Ex 6 secao 3.2) que dado F(x,p),
F : R™ — R, e sua evolucio ao longo de uma solucio da equacio de
Hamilton (z(t),p(t)), entao vale que

d

5 Fla(t).p(t) = {F, H}(x(1), p(1)),

onde {, } denota o colchete de Poisson.
Uma integral primeira para equagao de Hamilton (para um Hamiltoni-
ano H) é uma funcao F que é constante ao longo da evolugdo temporal



Secdo 1.3 Observaveis, valor esperado e o operador momento 79

(z(t),p(t)), ou seja, tal que %F(m(t),p(t)) = 0; uma condigao suficiente
para isto é que {F,H} = 0.

De forma anéaloga, se desejamos obter um observével A tal que o valor es-
perado ao longo da evolucao temporal descrita pela equagao de Schrodinger
(associada ao Hamiltonian H) seja constante, entao segue do Lema acima
que basta obter A tal que [H, A] = 0. Note que como [H,H] = 0 entao o
valor esperado de H nao muda ao longo da evolucao temporal do estado
pela dindmica de Schrodinger.

Como dissemos antes, o sentido fisico de um determinado observével
A estd associado a uma medicdo obtida via algum aparelho. Dada uma
particula que se encontra num estado v, podemos medir a energia, o mo-
mento, e outras grandezas pertinentes.

Definicao 1.8. A energia média de uma particula no estado 1 sob a agao

de H é
2

Ey(H) =< v, Hp >=< o, [ +V)() >

Se v é autofuncao normalizada de H associada ao autovalor A, entao,
Ey(H) = A

O operador observavel I corresponde a nao observar (ndo medir nada).

Note primeiro que estes observaveis quanticos A envolvem conceitos que
em geral possuem andlogos classicos. Quando a massa m é muito pequena
devemos proceder de maneira diferente (da cldssica), e assim, surge o cendrio
quantico. Em segundo lugar note que para calcular uma probabilidade as-
sociada ao observavel A se faz necessdrio um estado ¢ (que por sua vez
envolve a posigao x da particula). Dito isto, podemos prosseguir.

Observéveis no Setting Cldssico: suponha que uma densidade f(x),
onde temos que f : R® — R, descreve a probabilidade da posicao x, mais
exatamente, a probabilidade de encontrar  no conjunto C'seria |, o flx)dr >
0.

A média da posi¢ao z seria T = [z f(z)dz.

Um observavel classico, dependente da posicao x, seria uma funcao
continua g(z), onde g : R™ — R.

Definigao 1.9. O valor esperado, ou média, do observavel classico g seria

E¢(g9) =75 = /9(33) f(z)d.
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Vamos supor que o observavel classico g esta fixo, e, consideramos varias
possiveis densidades f. Uma possibilidade de densidade f seria, por exem-
plo, um [+|? oriundo do mundo quantico.

POSTULADO 3. Para cada observdvel clissico g(x), g : R® — R
(nao necessariamente continuo), corresponde um operador autoadjunto A
com dominio denso em L2(R")(dx), tal que, para todo 1) em D(A) vale

g =< v, A > .

Se B ¢ autoadjunto e D(A) C D(B) e, para todo 1p € D(A)

EWJP =< Q/)a Bw >,

entao B = A.

Dado o observavel classico g, o associado A serd denotado por Q9. Assim,
para qualquer tal ¢» € D(A) vale

[o@ @iz = [ @@

Por exemplo, dado g(z) = 22, temos que QIQ = X2, Serd importante
considerar tal expressao para funcgoes que nao sao analiticas nem mesmo
continuas, como por exemplo g(x) = [(_ (), onde ¢ é um niimero real.
A associac@o para o caso de obervaveis da forma g(z) serd abordada num
exemplo na secao 2.1 apods a apresentacao do Teorema Espectral.

Observaveis classicos da forma g(x,p) também podem ser quantizados.
A associacao ao operador quantizado (’)IIJ/V g a um dado observavel classico
da forma g(z,p) serd feita via a quantizagao de Weyl na segao 2.16.

Vamos ilustrar num exemplo simples (ver [315] and [147]) o procedimento
de quantizacdo de observaveis classicos da forma g(z,p), onde x € [0,27]
(ou, o circulo unitario S'). A cada fungdo g(x,p) vamos associar um oper-
ador L agindo em £2.

Dada uma fungao perédica u : [0,27] — C em £2%(dx,[0,1]), podemos
escreve-la em termos de série de Fourier (ver por exemplo [63])

oo

u(w) = Y a(k)e

n=—oo

onde (k) sao coeficientes de Fourier de u.
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A série de Fourier da derivada de u pode ser obtida através dos coefi-
cientes de Fourier u(k), k € Z, via

Wlo) _ S (Cikyatkye it

dz N
Disto segue que
d*u(x = . ik
dQ(ac) =— _Z E2i(k)e k.

Identificamos z em S! com [0,27) via z = e7'® = cos(—z) + isin(—x),
onde z € [0,27).

Assim, temos que

n=—oo

Seja g : S' x R — C dada, entdo para h > 0, e u : S' — C em L?(S!,C)
denotamos

Opi(9) (u)(z) =) g(z hk)a(k) 2.

keZ

Assim, para cada funcao u obtemos uma nova funcao na variavel z dada
por z = > ez 9(z, hk)i(k) 2~
Isto define um operador Opy(g), denominado a quantizagao do observavel
cléssico g(z,p):
Opn(g) : L*(S',C) — L*(S', Q).

Quando g é constante e igual a 1, entao, Opp(g) é a identidade.
Se g(z,p) = V(z), V : S' = R, entdo, Opp(g) é a multiplicaciao por V,
ou seja o operador V.

Se g(z,p) = p, entdao Opy(g) (u) = ih‘fl—:,
i a u
Se g(z,p) = 55—, entao Ophgg) (u) = — ﬁ#%.

Sendo assim, se g(z,p) = #— 4 V(z), entao

1 ,d%u
2m  d?u

Opi(g) (u)(2) = (2) + V(z)u(z),
que é o operador de Schrodinger.
O desenvolvimento acima mostra que é natural a associacao de g ao

operador L = Opp(g).
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Existem observaveis que sao naturais na teoria mas que nao sao obtidos
via a associa¢do com uma g(x,p).

POSTULADO 4. Fizado o estado v, suponha que medi¢ao seja de-
scrita por A = Y Ay P, onde o0s @, formam um conjunto ortonormal
enumerdvel completo, e, os autovalores correspondentes sao denotados \,.
Se o resultado obtido for um determinado Ay que tem multiplicidade 1, entdo
o estado 1, imediatamente apds a medigdo, passa a ser ¢ (colapsa)

Consideracgoes interessantes sobre este ”colapso” aparecem na segao 5.12
de [20].

No caso em que o espaco de Hilbert tem dimensao finita o fenémeno
descrito acima é descrito com detalhes em [13]. Uma interessante discussao
sobre a distincao entre ” agir novamente no mesmo sistema e realizar o mesmo
experimento” pode ser encontrada na se¢ao 6.1.2 do mencionado texto.

Alguns dos operadores A = > A, P,,, que aparecem nos problemas
reais fisicos sao tais que eventuamente um autovalor pode nao ter multi-
plicidade 1. Neste caso o postulado correspondente é mais complexo e nao
vamos elaborar sobre o assunto.

Note que antes de se fazer uma observacao o estado tem o potencial de,
ao ser subsequentemente medido, produzir como resposta qualquer um dos
autovalores do operador. Temos assim, prévio a observacao, uma grande
indeterminacao. O estado estd em ”estado latente”. Apds a observagao,
ao se produzir um determinado autovalor, a nossa ignorancia do resultado
desapareceu. Este postulado ficard bastante natural quando analisarmos o
conceito de dispersao do estado e sua relagao com autovalores na secao 1.7.

O estado da particula 1) 6 um elemento de £2(R")(dx). Ele é uma "poten-
cialidade” de possiveis eventos. E somente ao ser observado que ele produz
uma "resultado”. E, este, depende de qual observavel A estd "medindo” .

Fixado um estado v, sob a observagao de A, sera natural para
o seu entendimento estatistico, expressar i através do conjunto
ortonormal completo dos autovetores de A. Se observarmos o
mesmo 1 através de um outro observavel B, sera natural, para
o seu entendimento estatistico, expressar i através do conjunto
ortonormal completo dos autovetores de B.

Se A e B comutam, entao como ja dissemos certos estados v
(os autovetores comuns) podem ser preparados de forma que se
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possa medir simultaneamente A e B com infinita precisao. O Teo-
rema 1.7 ira ajudar a entender melhor tal afirmacao. Em geral
dados dois observaveis A e B eles nao comutam (ver consideragoes
interessantes na secao 5.12 de [20]).

O postulado acima possui uma versao mais geral que contempla qualquer
operador autoadjunto mas nao vamos aqui tratar deste assunto (ver [154]).

O colapso de v, passando instantaneamente a ser ¢, ao se obter a
medicao A\, tem aplicacoes interessantes em teleporte na Teoria da Informacao
Quantica. Isto é brevemente descrito no apéndice da segao 2.7.

Fixada uma condigao inicial g, a expressao acima (i, A(1);)) pode
também ser escrita como

(e, A(thr)) = (€75 B (o), Ale™ # H(yg))) = (o, e # T Ae™t 7 H(ysg)).

Se denotarmos A A
Aty =i Ae ! nH

teremos que
<A >y =< A(t) >y, -

Note que A(t) é autoadjunto porque e’ #H ¢ unitdrio e A é autoadjunto.

E usual denominar o ponto de vista de considerar a evolucao temporal
da condicdo inicial via o estado 1; em £2(R")(dz), e, depois estimar o valor
esperado de A de ponto de vista de Schrédinger (lado esquerdo). Ou
seja, Yy — en = iy (que evolui é o estado), assim o gerador infinites-
imal é ¢ — ;H<. Depois, dado o operador autoadjunto A calculamos no
tempo t o valor < AentHy, entHyp >.

Por outro lado, é usual denominar o ponto de vista de considerar a
evolugao temporal A(t) (um operador para cada t) do observavel A de ponto
de vista de Heisenberg (lado direito). De forma mais precisa, considere
a evolugao do observével A(t), para uma dada condigao inicial A(0) = A,

sujeita a equagao
—1h %A(t) = [H, A(t)].

O gerador infinitesimal do semigrupo A(t),t > 0, ponto de vista de
Heisenberg ¢é o operador

A—>%z‘[H,A].
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A solucao A(t) da tltima equagao pode ser expressao do forma explicita
através de

A(t) = el gt i H,
De fato, note que

d d i i d i i i d i
el A(t) — % etﬁHAeftﬁH:E(etﬁH)AeftﬁH_i_etﬁHA%(eftﬁH):

EH et%HAeft%H—ﬁet%HA HetrH =

i

“HetiHAe tnH — ﬁet%HA e tnll H,

h

tiH

onde se usa igualdade e~ iHH=H et H que segue do fato que e~
é uma funcao analitica em H.

Assim, %A(t) = L[H, A(t)).

O ponto de vista de Heisenberg da mais énfase aos operadores (e sua
evolugao temporal) e o de Schrodinger aos estados no espaco de Hilbert (e
sua evolugao temporal).

Referimos o leitor para o capitulo I'V se¢ao 3.4 de [359] para mais detalhes

sobre a evolugao temporal sob o ponto de vista de Heisenberg.

Suponha agora que A = > A\, P,, e B = > By Py, sao dois op-
eradores autoadjuntos que nao comutam. Qual o sentido de observar A e
depois B?

Dado o estado v, pelo Postulado 4, a medicao por A resulta em um certo
©no- A medicio sob B feita apds esta medicdo vai ter probabilidade |c,, |?
de resultar em S, se @ny =D, Cm®m.

No caso em que o espaco de Hilbert tem dimensao finita o fendémeno
descrito acima é descrito com detalhes em na secao 6.1.3 [13].

Dado um certo estado ¢ = a(0,1) + b(1,0) € C?, a,b € C podemos
modifica-lo via o uso de aparelhos em laboratério. Desta forma podemos
preparar em laboratério um estado de um certa forma desejada. Isto é
descrito de forma matematica via a agao de um operador unitario U e assim
se pode obter um novo estado U(). Nao estamos fazendo com isto uma
medicao. Uma medigao seria descrito pela agao de um operador autoadjunto
A= Z?:l AjPp;. Ao medir por A o sistema no estado ¢ se obtém como
resultado um autovalor de A, digamos Ao . O estado ¥ entdo colapsa no
autovetor associado ¢o. O uso de portas légicas descritas por operadores
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unitarios como acima é util em Informacao Quéantica. Uma breve descri¢cao
deste topico aparecera no apéndice ao fim da secao 2.7.

Da mesma forma, dado o estado ¢ € £?(dx), podemos aplicar a ele um
operador unitario U e assim obter U(1)). Pode-se assim preparar o sistema
quantico de acordo com conveniénica e obter um U(v) que eventualmente é
util para alguma acao subsequente.

Na Algebra Comutativa (usando o produto usual) das funcoes (observéveis
cldssicos) que tomam valores complexos isto nao ocorre, ou seja, vale sempre

que f(z)g(z) = g(x) [ (2).

A? nao representa observar A, e depois, ao que foi obtido, observar A de
novo.

Se a particula estivesse no estado ¢, entdao, E(A%)y, =< ¢, A%(¢) >=
J ¥(x) A%(p)(z)dx. Podemos considerar também fungdes arbitrarias envol-

vendo o operador observavel A. Isto serd de grande importancia na segao
2.1e2.3.

O proximo postulado é uma espécie de generalizacao do anterior.

Um exemplo pictérico, mas interessante é o seguinte: fixado um Hamil-
toniano H considere um estado ¢ = Zj Ajpj, onde os ¢; sao autovetores
com os distintos niveis de energia de H e \; os correspondentes autovalores.
Considere agora um operador projecao que vai representar um aparato (uma
espécie de filtro) que deixard passar apenas os que tem energia A, Adpi1,
.., A\, (associados respectivamente aos autovetores @, Ppi1, ..., k). Vamos
descrever o que de fato ocorre no cenario quantico através do seguinte pos-
tulado que sintetiza muitas das nossas consideracoes anteriores:

POSTULADO 5. Suponha que ¢ seja da forma i = Z?i1 Aj ;.
Suponha que se possa aplicar mo estado inicial ¥, um ”filtro”descrito por
um “aparato” que deira passar apenas Zf:n Ajpj, ou seja a parte que cor-
responde aos estados que tem autovalor Ap, Api1, .y Ak

Se a medigcao resultar em um certo \j, j =n,n+1,..,k, o estado passa
a ser ;. A probabilidade da ocorrencia de \; € igual a

|c;?
lenl? + lene1? + o+ ek ]?
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Uma discussao interessantes sobre certos aspectos relacionados com o
Postulado acima aparecem em 5.1.2 em [20].

Um foton ao passar por certos tipos de cristal se transforma em uma
combinagao linear de duas autofungdes (aqui apareceu a proje¢ao) em que
cada uma delas corresponde a um tipo de spin. Esta nao é uma medicao.
Um outro anteparo subsequente vai poder depois fazer uma medi¢ao em que
as duas possibilidades poderao resultar como output.

O que ocorre em termos de medigao quando dois operadores autoadjuntos
A e B comutam? Uma discussao interessante sobre o assunto aparece em
5.1.2 em [20]. O préximo resultado vai auxiliar neste entendimento.

Teorema 1.7. Suponhamos que os operadores limitados autoadjuntos A e
B comutem. Entao existe um conjunto enumerdvel ortonormal completo de
autovetores on, n € N, comum aos dois operadores.

Ou seja, € possivel escrever A e B da forma

A= Z cnPy,
n

B=) dnP,,.
n

Ou seja, € possivel usar um sistema comum de projetores.

Demonstragao. Denote por |a,, > e |, >, n € N, respectivamente, os dois
conjuntos enumeraveis ortonormais completos associados a A e B. Seus
respectivos autovalores sao denotados por a,, e b,, n € N em ordem crescente.

A idéia da prova é mostrar que para todo autovalor a, de A, o con-
junto dos autovetores associados a a,, (um subespago vetorial N,,) é também
o conjunto dos autovetores associados autovalores de B. Para obter isto
mostramos que este subespaco de autovetores para o autovalor de A dado
fica invariante pela acdo de B. Assim, restringindo B a este subespaco
(que é autodajunto como operador agindo neste subespago) podemos usar
o Teorema espectral e encontrar autovetores para B.

Lembre que para um operador A autoadjunto dados dois autovalores dis-
tintos o espaco dos correspondentes autovetores sao subespagos ortogonais
(mais detalhes podem ser obtidos em [282]).

Ora, para n fixo, denote por N = N,, o nucleo de (A — a,, ). Note que
este espaco pode nao ser unidimensional.
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Note que como A B = B A, temos que, para cada n, o operador B deixa
N,, invariante. De fato, seja v € N,,,

A(B(v)) — an B(v) = B(A(v)) — an, B(v) = B[A(v) —a,v] = B(0) = 0.

Assim, B(v) estd em N,,.

Note que A = Al quando restrito a INV,,. Para qualquer escolha de con-
junto ortonormal completo de vetores v; em N, temos que a correspondente
matriz que descreve A é a "matriz” diagonal Al.

Observe agora que a restricao de B a N,, define também um operador
autoadjunto. Via o Teorema espectral aplicado a B|y, podemos entao en-
contrar um conjunto ortonormal completo de autovetores v; para Bl|p,.
Assim, A e B restritos a V,, s2o simultaneamente diagonalizaveis. Note que
os espagos N, e Ny sdo para n # k. ortogonais

O resultado segue de aplicar o raciocinio acima para cada N,, n € N.

O

Assim, se os operadores comutam eles podem ser simultaneamente dig-
onalizados. Os seus autovetores sao comuns. Este resultado sera de grande
importancia nas consideracoes que serao feitas apds a Proposicao 1.9.

Mais detalhes envolvendo resultados relacionados ao assunto podem ser
encontrados na secao 8.8 de [261]

Suponha que A e B comutem e estejam sob as hipdteses do resultado
acima. Fixado um estado ¥ podemos tomar um conjunto ortonormal com-
pleto de autofungoes comum ¢,,n € N e realizar a medi¢ao de v = ) cn
primeiro via A e depois via B. Para um determindo n fixado a probabilidade
do resultado ¢, (obtido via a medigdo A) é a mesma do resultado d,, (obtido
via medigao B).

A sequencia de medigoes primeiro A e depois B vai resultar na mesma
estatistica que se fosse feito primeiro B e depois A. Para mais detalhes
sobre o assunto referimos o leitor a secao 6.1.3 em [13] onde a nocao de
testes compativeis e incompativeis é apresentada.

POSTULADO 6. Uma funcdo de um observdvel quantico ¢ um ob-
servdvel quantico. Assim, se A € o operador observdvel associado ao cldssico
g :R3 = R (ndo necessariamente continuo), sequndo o Postulado 3, entdo,
A"™ € o correspondente a
gt=gXxXgx..xg.

—_—

n
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Desta forma, tomando como exemplo um observavel classico da forma
g(x), e seu operador associado A, entdo para qualquer tal ) € D(A) vale

/9(56)2 [(z)]* de = /1/)(3:) A2(¢p)(z) de.

Denotamos por (Y o operador autoadjunto associado ao observavel cldssico
g (uma funcao real).
Assim, se considerarmos uma funcao analitica f(\), vale

/f ) [¢(z)]* do = /w QN (@) () da.

O observavel B vai agir sobre um certo estado . Suponha que escol-
hamos um certo 1 especifico. Num experimento real, é preciso prepara-lo
para se obter tal 1. Questoes interessantes envolvendo este tépico podem
ser obtidas em [28]. Uma estratégia natural seria encontrar um potencial
V' que tivesse como ground state tal . Assim, ao observarmos via o cor-
respondente H = —5—~ /A +V um ¢ qualquer, pelo Postulado 4 obterfamos
com alta probablhdade o almejado . Apds isto, entao aplicamos o operador
observavel B ao resultado obtido (aplicar antes H).

1.4 Transformada de Fourier

Serd necessario para a apropriada descricao do momento na Mecanica Quéantica
o entendimento de algumas propriedades béasicas da Transformada de Fourier.
A transformada de Fourier F vai agir em funcoes ¢ em £2(R")(dz).
v:R" 5 C -Ls ¢:R"—C.

Usaremos a notacio F(¢) = ).

Uma excelente referencia para os assuntos apresentados brevemente aqui
é section 6 no chapter X em [94], ou section 3 do chapter 3 de[424] (ver
também [378], [379] ou [413]). O tépico é descrito de maneira mais elementar
(mas suficiente boa para o que precisamos aqui) em [63].

Vamos assumir que @ age numa varidvel denotada por z € R"”, e, @@ age
numa variavel denotada por p € R”

Definigao 1.10. Dado ¢ : R® — C, uma fungao na variavel x, denotamos
para cada p € R"”

U(p) = (27h)

w\:
l.
>
&
—
8
S~—
Q
8
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Fica definida assim a funcao 12 : R™ — C, na variavel p, que se denomina
a Transformada de Fourier de ¢ (mais detalhes na section 6 no chapter X
em [94], ou em [379] [63] [249]).

A transformada de Fourier F agindo em L£2(R")(dx) preserva a norma
do espago de Hilbert. Ou seja, se [ |¢(z)]?dz = 1, entdao também vale que
[ |(x)]*dz = 1. Note a existéncia de % na expressdo acima.

Teorema 1.8. Teorema de Plancherel [379] [94] [382] [63]: F € um opera-
dor linear unitdrio em L*(dz), i.e., preserva a norma em L*(dzx).

Se 1) é uma fungao real par, ou seja, se para todo x real vale ¥(x) =
1(—x), entdo, sua transformada de Fourier é uma fungao real. Isto segue de
fazer a mudanga de coordenadas y — —x abaixo

ip,y)

b(p) = (2mh) % / e (y) dy = (p).

Um fato importante é o seguinte ([63] [379]): se Re (a?) > 0.

_ =2 F a2 n _a2p?
e 2.2 T (—)26 2 h2
K2
Sabe-se que para z( e a fixos, temos que
1 ——=)?
2

é tal que [ ¢(x)dz = 1.

Tal ¢ é denominada de distribui¢ao (ou densidade) Gaussiana de média
o € variancia a.

Ainda, vale que

/qb(a:) xdx = g

/(b(a:) (z — x0)* dx = /(b(a:) (z — [/ o(z) zdx))? dz = a®.

Para x = 0 vale independente de a que existe um valor fixo para a
integral da ¢ acima em

¢(z) de = 0.682...

Esta fungao ¢ é conhecida com a densidade Gaussiana de média zero e
variancia a > 0. Quanto mais pequeno for a, mais concentrada em torno do
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zero esta a densidade. Quanto maior for o a entdo mais ”esparramada”vai
ficar a densidade .

Ainda, quando n = 1, e fixado a, segue da expressdao acima que a
transformada de Fourier da densidade Gaussiana de média zero e variancia
(a > 0) é densidade Gaussiana de média zero e variancia % Assim, a
Transformada de Fourier leva Gaussianas concentradas em torno de zero
em Gaussianas esparramadas, e, vice versa. Esta é a primeira manifestagao
matematica do Principio da Incerteza que serd considerado em breve. Desta-
camos que, mais geralmente, vale que fungoes muito concentradas ”concen-
tradas em torno de zero” (pouca dispersao) sao levadas pela transformada
de Fourier em fungoes "muito esparramadas em torno do zero” (grande dis-
persao), e, vice versa. Isto serd cuidadosamente analisado em breve.

Estaremos interessados, entre outras, na funcao de onda

1 = (z—=q)?
(& 4a2 s

U(z) =

a Vv2m

que é tal que [ |¢(z)>dz = 1. Assim, [¢(z)]? é a densidade Gaussiana de
média x( e variancia (ou, dispersao) a > 0. Propriedades similares ao caso
anterior também ocorrem.

A delta de Dirac no ponto xy pode ser entendida como o ”limite” de uma
distribuicao Gaussiana com média x( e variancia a, quando a — 0.

Se A é uma matriz simétrica positiva definida n x n

e @A @) T (1) (detA)s e PAP)

Sen=3e¢eb>0

—\/b/12|z]
™ e F —
Var—or— Py

||
Ainda, para a > 0 fixo, temos que F(I(_,q)(7))(p) = c%ﬁ/h), onde ¢
é constante (ver Example 3 section 7.2 [63]).
Ver [216] para uma versdao da Transformada de Fourier em variedades
Riemannianas.

Definicao 1.11. A adjunta de F, que denotaremos por F* = F~!, é dada

por
i{z,p)

Fib o i) = @) E [ o)
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Denominamos de transformada de Fourier inversa tal funcao F*. Ou seja,
1 é a transformada de Fourier inversa de 1.
Assim,

—i(s,x) «

F(s) = (2h) % / ™5 f(2)da.
Note o chapéu invertido na expressao acima.

Isto significa que F(f) = f. De forma similar se pode mostrar que
F*(1)) = 1. De outra forma, para qualquer ¢ em L£2(R™)(dz) vale que
(FroF)(¥) =¢ = (FoF") ().

A diferenca entre F e F* esta no sinal que multiplica ¢ no termo emhp)
da integral.

Se pode considerar mais geralmente a transformada de Fourier de uma
funcao generalizada (também chamada de distribui¢ao) conforme serd de-
scrito na secao 1.14.

Note que para p fixo, a funcdo ¢(z) = e # s <PT> ¢ solucio de Hy(¢) =

2 A AN(p) = o = ‘p‘ -~ ¢. A fungao ¢ nao é autofungao de Hy pois nao esta

2m
em L?(R™)(dz) ([ \gf) )|?dz nao é finito). No entanto, uma combinacéo

(integrada) de distintas gf)( ) = e~ % P> em principio, poderia. Queremos
dizer com isto que ¢(z) = [g(p)e” B <p > dp, para algum certa g, pode
ser um elemento em [?(]R”)(d:z:). Em resumo, a transformada de Fourier
inversa pode ser pensada como um procedimento para combinar de forma
ponderada distintas ”quase autofuncoes”de Hy.

Note também que se tomarmos como g a delta Dirac em po, entao,
F* 8y (p)) = (27h) % €7 <Po¥>_ De outra forma, no sentido de distribuicoes
(mais detalhes na segao 1.14) temos que

F((2mh)™% ef <0 = 5, (p).

Algumas propriedades da transformada de Fourier sao:

1) —ihGe(p) = p; (p)

Demonstragao. Vamos mostrar o resultado para n = 1. Suponha que 1
tenha suporte compacto e seja diferenciavel. Entao, via integracao por
partes, dado h e p, vale

(@) cos((px)/h)| % = /w'(w) cos((px)/h)dz —p/ﬁ/d)(x) sin( (pz)/h) dx
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Uma férmula similar vale para 1 (z)sin( (px)/h). Como e* = cos(z) +
isin(z), quando z é real, entao a férmula desejada segue do descrito acima.

No caso n = 1, para i(z) vale —ih 171\’(])) =p @Z(p)

No caso n dimensional temos a expressao equivalente: para todo j

P;(4) (p) = —iﬁ% (p) = p;j ¥(p)

O

2) Aplicando duas vezes o resultado acima, temos, no caso n = 1, que
para ¥(x) € C§°(R) vale

—1*Y"(p) = p* Y (p)

3) F(t(x)e**) = d(p — hai).
Demonstragao. Vamos demonstrar no caso n = 1.

O resultado segue de

—ipx

no(x) e®dr =

o) = (2 E [
(2mh)~3 / =L 0 da.

O

As seguintes expressoes seguem de mudanca de varidvel e integragao por
partes [63].

5) xp(p) = ihVay(p)

6) F(¢(x —a)) =T <TP>4j(p).

Outra expressao equivalente a esta é F((x) e #P0%) = )(py — p).

Como a transformada de Fourier leva densidades Gaussianas em densi-
dades Gaussianas, aplicando a expressao acima obtemos para a, pg fixados
que ,

f(e% e*ipox) _ ce*(?;:%zo)Q
V2ma

A transformada de Fourier de uma Gaussiana com variancia a® é uma
Gaussiana com variancia a~2. Note que se a? é pequeno entdo a~2 é grande.
Isto esta relacionado de certa forma com o Principio da Incerteza que sera

descrito posteriormente.

2
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A relevancia deste resultado vai também aparecer quando analisarmos o
pacote de ondas Gaussiano [88] [395].

A partir de 6) e do conhecimento de F(/(_g4q)(z))(p) (calculado no Ex-
ample 3 section 7.2 in [63]) se pode calcular facilmente F (I q)(7))(p) para
qualquer intervalo real (c,d).

Definigao 1.12. A funcio em x dada por (f * g)(z) = [gn f(y)g(x — y)dy
¢ denominada de convolugao de f e g.

) o0 = 2nh) 2 Px

Demonstragao. Note que de 3) segue que para um fixo z, a transformada

na varidvel ¢ satisfaz ¢(x — &) = F(o(p) e%p). Disto segue

—1

F(oy)(x) = 2nh) / (6(p) ¥(p))e "+ dp =

[t [ [ b ae) ap -

() [/ e p(p) = dp]) de =

8) ¢ = (27h)% (- ¥)

A demonstracao deste fato é similar ao caso anterior.
9) Para qualquer ¢, € L2(R™)(dx) vale

(6, 9) = (6,0).

Demonstragdo. Isto segue do fato que F é uma isometria em £2(R")(dx) e
da identidade da polarizagao [378]

1
<P ¢>= ([ +ol — 16—y’ —ilo+ivf +il —iyf).
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Propriedades analogas as descritas acima para a tranformada de Fourier
valem para a Transformada inversa de Fourier. Por exemplo

10) F*(¢4)(x) = (2mh) ™" [F* () * F*(9)].

Para concluir observamos que a Transformada de Fourier é uma ferra-
menta de fundamental utilidade e importancia na analise de estados sobre
R™ mas, que, infelizmente, nao se dispoe de analogos simples que possam
fazer seu papel em uma variedade diferencidvel compacta qualquer.

1.5 O Momento via Transformada de Fourier

Afirmamos antes (no comego da segao 1.3) que

< Pj >y, =< U, Pj () >=

9
/% X1, X2, X3y ey T )[(% —1i hapy (w1, 02,23, ..., )| do1 dz2 ds3 ... Ay
j

descreve a média do operador momento P; ao longo do tempo.
Uma outra expressao similar pode ser obtida (usando a propriedade 1)
da ultima segdo) da seguinte maneira: para um estado v

/\

(6, Py) = (B, P5@) = (B ;) = / ;|0 (p) 2dp,

ou, unidimensional: (b, Py) = (¢, P(¢)) = w,pw fp|w )|2dp.

De forma consistente com isto, se soubermos qual é exatamente a onda
que descreve a posicao espacial via ¢ : R — C, podemos, tomar sua Trans-
formada de Fourier 1//1\ : R — C, e assim, obter a densidade do vetor momento
p que seria dada por [ (p)|?.

Sendo assim, dado o estado z — (x) se pode determinar determinar
o "estado”na variavel p que descreve a probabilidade do momento P. Ele
seria p — @Z(p) (ver préximo postulado). Assim, por exemplo < P? >,=
S p*[4(p)|? dp.

Neste sentido, no caso n-dimensional se sabemos qual é exatamente a
distribuigdo da posicao vy, podemos, tomar sua Transformada de Fourier
1//1\t, e assim, obter a distribuicao da j-ésima componente do vetor momento
p no tempo t, ou seja, de P;(p) no tempo t.

O momento da particula é uma grandeza que pode ser medida através
de experimentos fisicos (Compton scattering).
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POSTULADO 7. A probabilidade de que o momento p da particula
no tempo t esteja no conjunto C' é dada por

/ 1 (t,p) 2 dp,
C

onde Y(t,x) = Y(x) denota o estado que descreve a probabilidade (via
|v4(2)]?) de posicdo de x no tempo t.

Lembre que ¢(p) = (27h)~ 2 [e = r> x)dx.

Afirmamos que se uma particula quantica tem sua posicdo x descrita
pela probabilidade associada a onda ¢ : R — C, entao, sua transformada
de Fourier 1/3 : R — C descreve a probabilidade do seu momento. Ou seja, a
informacao do momento p estd contida na informacao da posicao espacial x.
Referimos o leitor a [408] para mais detalhes sobre o uso da Transformada
de Fourier em Mecanica Quantica.

Dado o operador Hamiltoniano H e uma condigao incial ¢y se obtem via
equacio de Schrodinger a evolucdo 1y = e~ t! #H Yp.

Considere agora ¥ a Transformada de Fourier de 1. Esta define via
l4bo(p)|? a densidade do momento p no instante ¢ = 0.

Observe o seguinte fato fundamental: vamos considerar

—i{p,z)

D) = (2nh) "% / =4 (@) da

para uma fungao P tal que i |Y|?dxr = 1. Nao vamos considerar a

integral (27h)”"2 [e~ e r)|?dx

Se supusermos que a particula quantica estd posicionada no ponto xzg
e que nao tem dispersao, entdao, devemos considerar que sua ”densidade”é
a delta Dirac em xg. Como é explicado com detalhes na ultima segdo, no
sentido de distribuicoes, a transformada de Fourier da delta Dirac em
é a funcéo p — e~ 5. Esta funcdo nao estd em L2(dp). Desta forma, o
momento nao tem uma densidade bem definida. Mas, heuristicamente, se
pode pensar que o momento associado ao ”estado” delta de Dirac em xg é
descrito por p — e i5pTo,

Note que |e™* WP 0|2 = 1 e isto "poderia” ser entendido como a descricio
estatistica mais ”esparramada” possivel do momento p. Esta manifestagao
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radical do momento esta associada - via transformada de Fourier no sentido
de distribuicao - a mais concentrada das possiveis descri¢oes da posicao (a
delta Dirac em xy). Esta é uma versao extrema do principio da incerteza
(ver secao 1.8).

Na sec¢ao 1.13 mostramos tambem que no sentido de distribuicao a trans-
formada de Fourier de x — e 15P0% ¢ o delta Dirac em po. Assim, para o
7estado”dado por z — e~ 15POT Ghtemos que o momento associado é descrito
pela delta Dirac em pg.

Nos trabalhos [216] e [217] o autor apresenta uma versao da Transfor-
mada de Fourier em variedades Riemannianas.

Suponha que [z|f(z)*dz = 0 = pr\f(p)P dp, ou seja, a média da
posicao e do momento da particula descrita pelo estado f é zero. A seguinte
relagao entre uma funcao f : R — R e sua transformada de Fourier f é uma
manifestagdo do assim chamado Principio da Incerteza de Heisenberg que
serd abordado na secao 1.7:

[t@Pds [fo)Pdr= 7 ([ 1f@)Pasy.

Vamos ver agora que via a Transformada de Fourier podemos quantizar
distintas fungoes classicas ¢g(p), g : R" — R.

Por exemplo, qual operador A vai corresponder em Mecanica Quan-

tica a g(p) = g(p1,p2,p3) = ”pH + 3p3p3? Isto serd ttil se quisermos

considerar, por exemplo, a versao quantlca de um Hamiltoniano da forma,
H(zx,p) = ”p” + 3ps p3 + V(x).

Em outras palavras, dado g(p) = g(p1,p2,-..,Pn), gostariamos de obter
de uma forma bem estruturada e coerente g(Py,Pa, ..., Pp).

De uma forma ingénua poderfamos associar a g(pi,p2,p3) = 3p3ps 0
operador 37322733. Mas cabe a pergunta: porque nao: 3 PyPsPs.

Bem, neste caso isto nao se torna um problema porque Py e P3 comutam
(lembre que [Pg,P3] = 0).

Problemas poderiam ocorrer se desejassemos quantizar g(z,p) = 23p3 =
T3p3rs, isto porque, X3 e P3 nao comutam. Mais tarde iremos tratar deste
assunto quando analisarmos a quantizagdo de Weyl na secao 2.16. Fica
transparente aqui uma diferenga fundamental entre o cenario classico e
quantico. O produto de fungdes é comutativo mas o produto (composta)
de operadores nao.

Via transformada de Fourier vamos poder introduzir uma quantizagao
que descreve de forma apropriada o fenémeno observado na Natureza. Dado
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_>

Figura 1.4: Um estado v tal que é quase |¢(z)|* = cos(az). No tom mais escuro as
regides de maior probabilidade de encontrar a particula na posigao x (Wikipedia).

g(p) = g(p1,p2, ..., Pn) em L2(R™)(dp) (satisfazendo certas condicdes técnicas)
e ¥ desejamos definir g(P) = g(P1,Pa, ..., Pn)(¥). Note que para isto basta
dizer quem ¢é a funcao

F (9(P1, Py, ..., Pa) (1) ) = g(P),

pois,
FA(F(9(P1,Payces Pr) (@) ) = g(P1,Pa, ..., Pu) ().
Definimos . R
9(P)(¥) (p) = 9(p) ¥(p).
Note que este procedimento é consistente com o fato que dado g(p) =
9(p1,p2,p3) = p2, temos que Po(1)) satisfaz

Pa(¥)(p) = patb(p)-
Ainda, a partir do descrito acima, se g(p) = g(p1,p2,p3) = p3, entdo
P3(v) = p3 ¥ (p). ~
LOgO, Pg(d})(wlyw27w3) = ‘F*(p%w(p17p27p3))(x17x27x3)'
Em resumo, para determinar g(P) devemos descrever sua agao sobre
cada 1. Ora, dado 1, se soubermos quem é g(P)(¢), obtemos g(P)(¢)) =

—

F*(P(1)). Vamos nos valer da expressao gm) (p) = g(p) J(p)
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Nosso objetivo final sera encontrar uma expressao integral para
o operador e ix (= 2ﬁ72n A,

Antes disso vamos considerar agora um caso particular importante. E
facil ver que dado qualquer polindémio quadratico g(p) nas varidveis p1, p2, .., Pn,
o operador g(P) é obtido mediante a substituigao de p; por P;, na expressao
analitica de g. Da mesma forma, por limite, uma série de poténcias em
p3,p3, pg, ..., p2 pode ser aplicado a P e o resultado ¢ obtido apenas substi-
tuindo os p?, p3,p2, ..., p2, respectivamente por, por P, P35, P3, ..., P2.

Note entao que

P2(¢) = —h2 AW) = (P2 + ... + p2) 9.

Finalmente, observamos que se g(p) for uma fungao que toma apenas valores
reais, entao g(P) é autoadjunto.
De fato,

< g(P)W), ¢ >=< g(P)(1)),$ >=
< gp) (), d >=g(p) < b, >=g(p) < ¥, ¢ > .

De forma andloga, temos

<,9(P)(¢) >=g(p) <¢,¢ >=g(p) <¢,¢ >.

O fato nao trivial (relacionado ao Teorema Espectral como descrito na
Segao 2.1) é que se pode considerar acima fungoes g nao analiticas. No caso
de p unidimensional, por exemplo, g(p) = I(43)(p), onde (a,b) é um intervalo
(lembre que sabemos calcular g via [63]).

Assim, L(a ) (P)(6)(2) = F* (L) () B(p)).

Desta forma, via transformada de Fourier, podemos quantizar qualquer
Hamiltoniano da forma H(z,p) = g(p) + V(z), V : R* — R, onde g pode
ser bastante geral (nem precisa ser diferencidvel).

Desejamos descrever a evolucao temporal da equagao de Schrodinger via
uma expressao integral no caso do potencial nulo. Mais exatamente, vamos
mostrar que dada uma condicao inicial ¢ entao para qualquer ¢t > 0

-t (7 72

be(w) = (= CFmD g) (2) = (2T )2 / e " g () dy.

m

Primeiro no que foi descrito acima considere g(p) = e 2 , onde

a parte real de a é maior que zero.
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Neste caso, como P? = —h% A, temos

ah? (pP+..4p2) ~

gP)W) () = e~ T 4 (p).

Ainda, como P2 = —h? A, obtemos e (v)), e assim podemos aplicar
F* dos dois lados da expressao acima para obter

_le—y|?

(€50 0) () = @rar) "2 [ 5 ().

Acima usamos o fato que F*(¢1 ¢o)(x) = (27h) "2 [F*(¢o) * F*(¢1)]
e que temos conhecimento da transformada de Fourier (e sua inversa) da
densidade Gaussiana.

h2
Assim a associacdo 1h — (e® 22 1)) pode ser obtida via integracio.
hQ
Destacamos aqui o fato que e® =% 1) s6 faria sentido para 1 que fosse difer-

encidvel. No entanto, a expressao integral que envolve o kernel acima pode
ser aplicado em funcdes mais gerais e que estdao em L£2(R")c.

No caso em que Re a = 0 se pode fazer uma estimativa similar tomando
um procedimento limite via a propriedade obtida para Re a > 0.

Considerando acima a = n% se obtem que

-t 2 . h imlz—y|?
Gelw) = (1 CFD) ) (2) = (2T 2 / o R () dy.

m

Observe que acima usamos o fato que v/i = (1 + 1) ?

Como [ |¢¢|?dx < co decorre da férmula acima que para qualquer par-
alelepipedo K = [ay, b1] X [a2,b2] X ... X [an,by], aj,b;, j =1,2,...,n, finitos
fixados em R", temos que

lim/ [ (x)|?dx = 0.
Isto esta de acordo com nossa intuicao: a particula quantica tem, a longo
prazo, probabilidade nula de ser encontrada numa parte finita do R".
Se considerarmos o kernel

274 ht
Kt(l‘,y) = (

m

im |e—y|?

)*"/26 2 hit

t > 0, podemos definir o operador integral associado

Ku() () = / Ky (2, 9)b(y) dy.



100 Uma Visdao Panoramica da Mecéanica Quéntica Cap. 1

_—

Figura 1.5: A transformada de Fourier @(p) de um estado v tal que aproximadamente
vale |¢(z)]? = cos(ax). A regido mais escura descreve a drea de maior probabilidade de
encontrar o momento p do estado ¢ (Wikipedia)

O kernel acima, embora tome valores complexos, lembra o kernel da
equacao do calor.

Dado Hamiltoniano cldssico H(x,p) = e, sua quantizacao Hy =

ud
5 2m?’
—Qh—mA, e uma condicao inicial vy, a equacao de evolucao satisfaz, para
todo t > 0,

Yi(x) = €t%H0(¢o) = Kit(¢o)-

Assim, obtivemos uma expressao via Operador Integral (usando K;) que
permite descrever a evolucao temporal do Sistema Quantico quando nao
existe forca externa (V' = 0, ou, constante).

Operadores integrais sao sempre mais faceis de lidar do que operadores
que envolvem a derivada, ou seja, os operadores diferenciais. O kernel K; é
uma espécie de versao quantica da distribuicao Gaussiana.

Suponhamos que a posicao inicial da particula seja em xzq, ou seja, g =
Op-

A evolucao entao seria dada por

) im|z—zq|2
27Tlht)7n/2€7 loagl”

o) = et T Ho () (2) = (

m

Neste caso, para cada t fixo, |[¢y(x)|?> é constante, e, ndo define assim



Secdo 1.5 O Momento via Transformada de Fourier 101

um elemento em L£?(R")(dp). Isto é esperado em funcdao do Principio da
Incerteza como veremos em breve na secao 1.7.

Se a posicao estiver muito localizada o momento fica, estatisticamente
falando, muito indefinido.

Existem expressoes parecidas (mas nao iguais) as descritas acima para
a equagao do calor (ver [63]). Mais tarde na segao 2.11 vamos fazer um
paralelo da Mecanica Quantica com o Movimento Browniano e difusoes.
i <z ,pg>
Note que formalmente, para pg fixo, a funcao z — e = é aut-
ofuncao para o operador Hy = —;—mA. Esta funcao se chama de onda

plana associada a pp. O problema é que ndo estd em L£2(R")(dz). Como

. _ 1<z ,pg> .
a transformada de Fourier de z — ¢ n, onde pg esta fixo, no sentido

de distribuigoes, ¢ a delta Dirac em pp, podemos pensar que esta funcao
(distribuigao) e~ 7" descreve um estado na varidvel z em que nao ha
dispersao do momento p. A formalizagdo da afirmacdo acima requer o uso
da Teoria das Distribuigoes; isto sera analisado de forma mais precisa em

uma futura secao.

Note que V é um operador integral (no sentido degenerado de tal forma
que seu kernel integral é K(z,y) = V(x)dy(dx)). Como, infelizmente, V e
P2 ndo comutam, nio se obtem diretamente um resultado desta natureza
para o exponencial de H. Lembre que, conforme secao 0, a composicao de
operadores integrais é um operador integral.

Como veremos na segao 2.9, muitas vezes, também o operador e
pode ser expresso via operador integral.

Suponha que et%H, para todo t fixo, tenha kernel integral K(t,z,y),
t> 0,2,y € R". O K¢(z,y) é denominado de nucleo propagador (que leva
x no tempo t = 0 a y no tempo t). Sob estas condigdes temos:

t=H

1
ih

Definigao 1.13. Dado Hamiltoniano classico H(z,p) = % + V(z), e, sua
quantizacao H, a equacao de evolucao satisfaz, para todo ¢t > 0,

be(x) = € T (1) = Ky (1bo).

Fazendo uma analogia da acao do propagador ef #H com a Teoria dos
Processos Estocésticos (conforme [252], [332] e [253]) podemos dizer que
Ki(z,y) é tal que |K;(x,y)|? faz o papel da probabilidade de passagem da
particula que esta na posicao x no tempo 0 até a posi¢ao y no tempo t (ver
segao 2.11).
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Vamos mostrar mais tarde, via integrais de caminhos, que, no caso do

2
oscilador harmoénico, H(x,p) = -+ mw; 2 o propagador que leva o ponto

2 (no tempo t = 0) ao ponto y no tempo ¢ é dado por

1/2 .

mw i mw 24,2 _

K = - 2h sin(wt) I:(CU +y )COS(Wt) 2xy] .
(@) <27Tihsin(wt)> ¢

1.6 Exemplos

Referimos o leitor a [36] para uma série de exemplos e simulagdes computa-
cionais envolvendo os tépicos aqui analisados.

1) Considere o Hamiltoniano H (z,p) = £ © muw?e? 46 oscilador harménico.

— 2m 2
A equagao para ¥(z) na equagao de Schrodinger para os autovalores da

quantizacao H de tal H se torna

K2 d? mw? 2

—%Wﬂ)(@ + 5 Y(x) = AP(x).
Estamos considerando aqui o operador H = —% % + V definido no

espago de Hilbert H = £L2(R)(dz), que é o fecho do conjunto D(H) = {¢ :
(—00,00) — C de classe C% } C L2(R)(dz).

Via separacao de varidveis obtemos que a solucao da equacao de auto-
valor determina \, = (n + %) hw, n € N, e ainda que (ver exemplo 4 se¢ao
3.6 em [63]) a autofunc@o correspondente é

muw., 1 muw  mwa?
pu(@) = (F)3 Haly/ @) e ™30,

onde H,, é o n-ésimo polinomio de Hermite.
O ground state g, estado de energia minima Fy = % hw, é descrito por

muw .1 muw 2

) = 4e  2h
do(e) = (23
Assim, [¢)p|? vai determinar uma densidade Gaussiana com variancia a =
h
2mw”

Esta colecao de ¢,, n € N, determina um conjunto ortonormal completo

para o operador
H= P—Q + 1mw2 x?
C2m 2 ‘
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Note que para o caso do Hamiltoniano cléssico H(z,p) = % + %2“32
todos os valores reais nao negativos podem ser atingidos como possiveis
niveis de energia. No caso quantico somente os valores da forma A, =
(n+ %) w h, n € N, podem ser atingidos como possiveis valores de energia.
Note também que para qualquer n e para qualquer intervalo (a, b), temos
que

b
/ lon ()2 dz > 0.
a

Assim, existe probabilidade positiva de encontrar a particula no estado
wn em qualquer parte da reta real. A projecao em x de cada nivel de energia
de tal H é sempre um intervalo limitado. Desta forma o comportamento da
particula quantica no nivel de energia \,, é bastante distinto da sua andloga
classica. Este fenomeno é denominado de tunelamento.

V(x) A

e

Regido classica

Figura 1.6: Na Mecanica Cldssica num certo nivel de energia fixo E os valores possiveis
de = estao somente na regido classica exibida pela figura. Na Mecanica Quéantica existe
probabilidade positiva de encontrar a particula fora da regiao cléssica (tunelamento)

Nas figuras 1.9, 1.10 e 1.11 mostramos do lado esquerdo a autofuncao e
do lado direito a autofuncao ao quadrado, no caso correspondente a n = 0,
n =1,en = 2. Ou seja, o grafico das primeiras trés autofungoes do oscilador
harmonico quantico.

Note que no oscilador harménico o ground state é da forma |¢g|? =

2
— X
Ae o ,onde a = n%—f’u Assim, quando a massa tende a infinito temos que a
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variancia (que é da ordem de /1/m) vai a zero e assim a distribuigao prob-
abilistica da particula (via funcao de onda) converge a delta Dirac centrada
em 0. Esta é uma descricao bem sucedida da passagem do mundo quéntico
ao cléssico.

. . p? mw?2 32 c o~ A
Dado o Hamiltoniano H = 2- + ™% o operador de criagao a (cre-

ation) e o operador de destruicao a' (annihilation) (ver see Section 11 in
[192]) sao dados, respectivamente, por

. jmuw A—I-'/ 1 . /mw - /1 i (1.14)
“= 2h v Qmwhp_ 2h o 2mw h dx '
e

g w1 s mw o f 1 d

@ on "N omwn ? on 2mw h dx’ (1.15)

A partir do fato que [p,Z] = —ih 1 se obtém que

[a,a'] = 1. (1.16)

Uma relagdo semelhante foi discutida no exemplo ao fim da Segao 1.2.
Esta propriedade esta ligada as assim chamadas CCR (Canonical Com-

mutation Relations) e & Boson Systems (ver [20] e Section 5.3 in [393]).
Pode-se obter também as expressoes

1
N 1t 11
4 2mwh(a+a) (1.17)
e
h— i) et 1.1
b=ty 5 (@—al) (1.18)

Além disto temos que
4. 1
H=hw(a"a +3 1).

O number operator é dado por (compare com (2.70))

~

N =a'a,

e a terminologia é justificada por (1.20).
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Além disso, se pode expressar

H:hw(NJrll).

2
E usual denotar por |n), n=0,1,2, ..., a n-ésima autofuncao de H.
Assim 5
H|0) = 7w\o> e a|0) = 0. (1.19)

A funcao Gaussiana |0) desempenha o papel do vacuum quando se con-
sidera o estudo de Bosons neste setting relacionado ao oscilador harmonico
(ver [41], [20] ou [388]). O vacuum para caso de Fermions é considerado no
Exemplo 2.18 que trata de spin quanticos.

Note que

a'(jn)) =vn+1 |(n+1))

e esta propriedade pode ser entendida como a criagao de uma particula (na
etapa n). Relagoes semelhantes apareceram ao Exemplo 1.1 ao fim da Segao
1.2
Ainda,
i) = va |(n — 1))

e esta propriedade pode ser entendida como a destruicao de uma particula
(na etapa n).
Assim, (a")"(|0)) é colinear com |n). Além disso,

ala(|n)) = n|n). (1.20)

De forma figurada, podemos pensar que a' age como se fossemos subindo
os degraus de uma escada e @ como se estivessemos descendo.
Podemos resumir as propriedades que obtivemos acima através de

1
H(|n)) = hw(n+3) |n)
Para mais detalhes sobre os operadores de criacao e destruicao, rela-
cionados ao oscilador harménico quéantico, referimos o leitor a [388] e [20].
Estas propriedades sao associadas aos Bosons.

2

Tomando agora w tal que w* = % no Hamiltoniano H(x,p) = % +

2,2 2 5
mw~-x 3 3 _ P T
M obtemos o Hamiltoniano H(z,p) = - + 5.
S . $2
Neste caso a massa nao interfere no potencial V'(z) = “%-. Isto nos parece

mais razoavel do ponto de vista do fenomeno fisico.
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Neste caso os autovalores sdo A\, = (n + %) h \/—lm Note que Apy1 — Ay =
h

1

=.

Observamos que a medida que a massa m cresce o espacamento entre os
niveis de energia diminui. Neste sentido o limite semiclassico seria considerar
m — 0o e desta forma o espagcamento tenderia a zero.

O que queremos dizer com isto é o seguinte: fixe (zg,po) e para cada
. . . _ p x2 .
massa m considere o correspondente Hamiltoniano H(z,p) = 5 + 5-; con-
sidere ainda n € N e o nivel de energia cldssico que passa por (xg,pg) com
energia Ey = H(zg,po) = A = (n+ 3) hﬁ. O espagamento entre estes
niveis de energia tende a zero com m — oo e assim no cendrio cldssico se
tem a ilusao de que os niveis de energia variam num continuo.

O tempo de ocupacgao assintética da particula classica num nivel de en-
ergia E (préxima a um ponto de minimo quadratico do potencial V, que
supomos aqui ser o ponto 0 na reta real) é definido da seguinte forma (para
mais detalhes referimos a se¢ao 3.7 em [291]): vamos supor que (z,p) estd
em R? para simplicar a descricao. Fixada uma condicdo inicial (zq, pg), con-
sidere (x(t),p(t)) a correspondente trajetéria do campo de vetores Hamil-
toniano definido pela equagao de Hamilton para H(x,p). Pelo teorema de
conservagao de energia existe F tal que H(x(t),p(t)) = E para todo t.

f(x)

— _J X

Regido Classica

Figura 1.7: densidade f(z) do tempo de ocupagdo assintético.

Fixada uma trajetéria periddica (x(t),p(t)) de periodo Tg > 0, seja
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~v a érbita do campo Hamiltoniano, ou seja, v é o conjunto dos pontos
percorridos pela trajetéria (z(t), p(t)).

Fixado o nivel de energia E existe uma probabilidade pg con suporte
em {(z,p)|,| H(z,p) = E} tal que é invariante pelo fluxo Hamiltoniano ¢,
t € R, restrito a {(z,p) | H(xz,p) = E} (ver segao 5 [292]). Isto é, dado um
conjunto A C {(x,p) | H(z,p) = E} vale que pg (¢:(A)) = pr(A) para todo
t.

Vamos projetar esta medida pp na reta {(z,0) |z € R} e obter uma
probabilidade natural pg. Vamos descrever abaixo como se obter isto.

Fixado o nivel de energia F existe um intervalo [ag, bg] que é a projecao
de v = vg na coordenada x, ou seja,

g, be] = {z(t) [t € R, (2(1),p(t)) € vE}-

Fixado um intervalo [a, b] contido em ag,br e um tempo T, considere
G[T,a,b] = {tecR, T >t >0, tais que z(t) € [a,b] (z(t),p(t)) € V£}.

O conjunto G[T, a,b] é uma uniao de intervalos disjuntos cuja soma total
de comprimentos serd denotada por (T, a,b).

Definigao 1.14. Se v é uma érbita peridédica de periodo Ty > 0 do campo
Hamiltoniano H, obtida a partir de uma condicao inicial (xg,pp), dizemos
que

o((a b)) = lim L2

<1
T—00 T -

é o tempo de ocupagao assintético do intervalo [a, b].

Assim, o tempo de ocupagao 6([a,b]) do intervalo [a,b] é sempre um
nimero real entre 0 e 1. Ele fornece o tempo médio que a projecao da
trajetéria (z(t),p(t)) permanece em [a,b]. Em principio este valor deveria
depender de (zg, pp), mas no caso do presente exemplo, tal nao acontece (ver
segao 3.7 em [291]).

Pode-se mostrar que 6 define uma probabilidade pg na varidvel x sobre
o intervalo [ag,bg]. Usando coordenadas acao-angulo (ver [291]) se pode
obter uma densidade f = fg, tal que, para todo intervalo [a,b] C [ag,bg]
vale

b
pe(la,b)) = o(fa,b) = [ fla)da,

Pode-se mostrar que a proje¢ao da medida pg sobre areta {(z,0) |z € R}
¢ a probabilidade p1p (mais detalhes na secao 3.7 em [291]).
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Observe que é natural que o tempo médio de estadia nas regides extremas
da regiao classica (perto de onde a velocidade é zero) é mais alto.

Limites classicos

Figura 1.8: A linha pontilhada descreve o tempo de ocupagdo assintética da particula
no nivel de energia E segundo a Mecanica Cléssica. A linha cheia descreve a densidade
|1/J|2 associada a um estado ¥ que se encontra neste mesmo nivel de energia F = Fag =
(20 + 1/2) wh. Note que existe uma probabilidade positiva de se encontrar a particula
fora da regiao clédssica. Isto descreve o fendmeno do tunelamento. Ver tambem figuras 1,
2 e 3 em [144].

Denominamos f : [ag,bp] — R a densidade do tempo de ocupagao
assintotica do nivel de energia E.

Fica assim definida no conjunto [ag,br| uma medida p = pg que é a
projecao na variavel x de uma medida invariante p = pg pelo fluxo Hamil-
toniano no nivel de energia. No caso de um Hamiltoniano H (z,p) qualquer
existem condicoes razoavelmente gerais para a existencia de medidas pg in-
variantes pelo fluxo Hamiltoniano em cada nivel de energia (ver Proposicao
5.5 cap. 5 em [292])

Vamos agora retornar ao cendario quantico.

Denotamos por ag a constante (%)1/ 2 ¢ esta pode ser encarada como
uma unidade de medicao normalizada. Vamos fazer uma mudanca de escala
e denotar s = x/ay.

No caso do nivel de energia F,, = A\, = (n + 1/2)wh a densidade do
tempo de ocupacao asintética em s estd confinada a regido cléssica [—(2n +
DY2 (2n+1)V2].
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De fato, se

P mw?a?

os extremos ocorrem para p = 0. Assim, segue a afirmagao acima.
Ainda, se pode calcular a densidade classica (ver [291]) associada ao nivel

1
m™on+1-—a22

Referimos o leitor ao exercicio 1 da se¢ao 3.7 [291] para a idefa da prova
desta afirmacao.

Associado ao autovalor A, existe uma autofungao ¢, (z) para o operador
Hamiltoniano (que foi descrita acima).

f(x) = falz) =

A partir do que discutimos acima fica determinado uma medida ug,
(classica) com densidade f,, com suporte na regido classica [—(2n41)'/2 , (2n+
1)'/2]. Esta medida néo é igual a medida (quéntica) com densidade |, (z)|?
(que corresponde a probabilidade da posigao da particula quantica que tem
nivel de energia E,). As duas ficam ”parecidas’se A, (ou seja a energia)
fica grande. Isto é descrito pela figura 1.8.

De forma semelhante se pode projetar a probabildiade pg, agora na
varidvel p (e nao x) obtendo uma densidade g,(p) e uma medida vg, com
esta densidade (e que tem suporte na projegao do nivel de energia F,, na reta
{(0,p),p € R}). Resultados semelhante sdo verdadeiros para a transformada
de Fourier 4, (p) de ¢, (), se A, (ou seja a energia) fica grande.

Agora voltamos ao estudo da projecao na variavel x. Seria natural, para
um certa massa m fixada, comparar a probabilidade da funcdo de onda
estaciondria associada a um nivel de energia E, = A\, = (n + %)wh do
oscilador harmonico quantico e a correspondente densidade do tempo de
ocupacao assintético (cldssico) neste nivel de energia. A figura 1.8 ilustra
tal comparacdo. A curva pontilhada descreve a densidade do tempo de
ocupacao e a curva cheia o grafico da densidade do estado no mesmo nivel
de energia Eyy = (20 + 1/2) w k.

Fixado o nivel de energia F, existe uma probabilidade positiva de se
encontrar a particula fora da regiao classica. Isto descreve o fenomeno do
assim chamado tunelamento.

Referimos o leitor a secao 4.2.2 do capitulo 4 de

http://www.instructioneducation.info/inhaltquant.html
para uma descricao com muitas ilustragoes e figuras do que consideramos
acima.
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Um comentéario final a respeito do descrito acima em termos de limite
semi-classico: quando A — 0 (caso A) e quando consideramos o limite -
quando n — oo - de estados associados a energias A\, (caso B).

Dado um Hamltoniano cldssico H(x, p) é natural pensar que uma medida
obtida por alguma forma de limite semicldssico do Hamiltoniano quantizado
deveria capturar propriedades da equacao de Hamilton do Hamiltoniano H.
Seria natural entao esperar invariancia pela acao do fluxo. As medidas obti-
das através de funcao de onda estacionérias (estado) - e que estao definidas
na variavel x - estao associadas a um nivel de energia tinico. Assim, se esper-
aria obter no limite semiclassico - de alguma forma - a projecao na variavel
x de uma medida invariante num nivel de energia fixo.

A) Primeiro vamos supor que o sistema Hamiltoniano classico H(x,p)
seja integravel. Para simplificar vamos pensar que x é unidimensional e que
os niveis de energia sejam curvas no espaco de fase (x, p). Por exemplo como
acima quando consideramos o caso do oscilador harmoénico. Cabe observar
neste caso que é da natureza da Mecanica Quantica que para um certo
Hamiltoniano fixado as medidas naturais (estacionarias) aparecem associ-
adas a niveis de energia. Ou seja, na variavel z mas nao correspondem
exatamente a uma probabilidade no espaco total z € R™ (nao levando em
conta tunelamento). Este ponto importante deve ser levado em conta na
hora em que a gente se pergunta: o que pode esperar no limite semiclassico?
Nao se esperaria obter uma probabilidade no espaco total mas algo que tem
que ver apenas com a variavel x associado a "um”nivel de energia. Mais
especificamente, o ground state, por exemplo, deveria convergir no limite a
"uma certa medida de probabilidade” associada ao nivel de energia classico
mais baixo (ver [210] e [211]). As outras autofuncoes no setting quantico
(com energia acima desta) deveriam determinar ”cada uma delas” (no lim-
ite & — 0) uma medida pp na variavel & que corresponderia a projegao na
varidvel z de uma medida invariante pp para o fluxo Hamiltoniano classico
"num certo nivel de energia fixo E”(elas ficam com suporte mais e mais
préximos um dos outros quando h — 0 pois o espacamento entre niveis
deveria ir a zero). Ou seja, cada medida limite deveria respeitar os limite
classicos, como descrito acima, e ainda ser igual a projecao da medida invari-
ante pelo fluxo Hamiltoniano (a medida de Liouville com suporte no nivel
de energia conforme [18] e [292]) na variavel x (a medida descrita acima pelo
tempo de ocupagao assintotico). Os resultados na Teoria de Aubry-Mather
(ver [133] [180], [15], [298], [176]), em termos de limite semicldssico, estao
alinhados com tal ponto de vista ao fixar uma posi¢do homoldgica.

B) Outra situacao bem distinta é quando o sistema Hamiltoniano classico
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descrito pela equacao de Hamilton para o Hamiltoniano H(x,p) néo é in-
tegravel. Pelo resultado da conservacao de energia total se sabe que as tra-
jetérias (z(t),y(t)) estao dentro de superficies do tipo {(z,p) | H(z,p) = E},
onde F é uma constante. Como exemplo considere uma variedade Riemanni-
ana compacta M e o seu operador Laplaciano associado. Considere o Hamil-
toniano H(x,p) = @ (do fibrado cotangente T*(M ) em R) e seu quantizado
H= %. Neste caso o fluxo Hamiltoniano deixa invariante o fibrado unitério
{(z,p)| Ip| = 1} (ver [75] ou Appendix 21 em [19]). Suponha agora que a
variedade Riemanniana tenha curvatura constante negativa (ver [75] para
defini¢oes). Existe neste caso uma medida natural g denonominada de me-
dida de Liouville (com suporte em {(z,p)||p| = 1}) que é invariante para o
fluxo Hamitoniano restrito ao nivel de energia E (ver [19] ou [292]). Neste
caso o fluxo Hamiltoniano (restrito ao fibrado unitario) é um fluxo de Anosov
e a medida de Liouville é ergédica (ver [18] e Chapter 3 e Appendix 21-22-
23-24-25 em [19]). Para um A fixado denote H = £ = D21 Aj [y >< ),
ou seja, H possui um conjunto ortonomal completo 9,7 € N. A teoria da
Quantum Ergodicity (ver [417] e [16]) tenta analisar no caso nao integrével
(como acabamos de descrever) o que acontece com a medida de probabil-
idade ;> : M — R, (no espago x € M) quando j — oco. Existe uma
similaridade deste procedimento com o descrito anteriormente nesta secao
para o Hamiltoniano integravel descrito pelo oscilador harmonico, mas agora
a situacao ¢ bem mais complexa.

O teorema da ergodicidade quéantica de Shnirelman, de Verdiere e Zelditch
(ver [113] e [444]) afirma que uma variedade Riemanniana compacta - cujo
fibrado unitario é ergédico para o fluxo geodésico - é tal que a densidade de
probabilidade |wj\2 : M — R converge fracamente, quando j — oo, para a
projecao da medida de Liouville projetada em M. Isto ocorre quando a
sequencia de j é escolhida num subconjunto dos nimeros naturais K C N
de densidade 1 sobre o conjunto dos naturais.

2) O segundo exemplo considera uma particula que pode se mover livre-
mente no intervalo [0, al, a > 0.

Sendo assim, como nao existem forgas externas podemos supor que V é
constante igual a zero.

A equagao para ¥ (x) que é autofungao de H se torna

2
~ L) = Aa).

2m dz?

Como a particula quantica deve estar confinada ao intervalo [0, a] é "nat-
ural” (pelo menos para quem nao esta familiarizado com o cendrio quantico)
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considerar apenas v tais que 1(0) = 0 = ¥ (a). Na verdade estamos pen-
sando que no sistema classico associado a particula colide com os extremos
e € jogada de volta para dentro do intervalo.

E importante destacar que estamos considerando aqui o operador %
definido no espago de Hilbert H que é o fecho em L£2([0,a])(dz) de {3 :
(0,a) — C de classe C? tal que ¥(0) = 0 = 1(a)}.

A funcao v constante igual a zero nao nos interessa.

Uma vez encontrada a ¢ entdo, a solugao ao longo do tempo seria iy (z) =
e P(x).

A solugao geral da equagao diferencial de segunda ordem acima é

Acosh(\/Qm\)\\%) + Bsinh(\/Qm\)\\%), seA\<0

A+ Bz, se A =0,

Acos(v2m/\%) + Bsin( Qm)\%), se A >0,

onde A, B sao constantes reais.

A condigao ¥(0) = 0 forga A a ser nulo. Se A < 0, entdo B tem que se
anular, porque f(a) = 0.

Se A > 0, obtemos ¢ = B sin(v2mA§f). As condiges de fronteira fazem
com que A deve ser necessariamente da forma v2mA3 = nm, para algum n
natural.

Desta maneira obtemos que os autovalores sao da forma

2322
Ap = "2:;7;; neN

As autofungoes ,,, n € N, correspondentes, ja normalizadas, sao
() sin(v2mA, %) sin(v2mA, %)  sin(v2mA,§)
PnlT) = - 1 = = .
| sin(v2mAnz(.)) |2 /% va/2

Note que esta colecao define um conjunto ortonormal completo no espaco
de Hilbert H em consideracgao.

Os A\, correspondem aos possiveis niveis de energia do sistema

Desta forma se o estado se encontra no nivel de energia A3, a probabili-
dade de encontré-la na posicao = entre [c,d]| C [0,a] é dada por

d d : /2 )\n£ 2
/ |(p3($)|2 dx :/ |Sln( rn;2 h)| da
c c a
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Na figura 1.12 mostramos o grafico das trés primeiras autofunc¢oes ao
quadrado no caso de presente exemplo.
O valor esperado de X sera

B = [ alpala) do.

A solugao geral da equacao de Schrodinger sera

o o
, . 1
P(x) = Zaneﬂ%)‘"gon(x) = Zaneﬂ%)‘” sin( QmAn%) ,
n=0 n=0 a/2
onde ay,, n € N, sao nimeros complexos.
Por exemplo,
() = (T+3) e ™ sin(v/2mha=) + (2 — 3i)e i sin(v/2mAs =
h h

é uma solucgdo. Este estado vai permitir observar a particula em niveis de
energia Ay e As.

No caso geral, seja V : [0,a] — R continuo e considere o espago de
Hilbert £2([0,a],dz) em que assumimos que ¥(0) = 0 = 1(a).
O estudo dos autovalores e autofuncées associados a equacao

__h &)
2m d?z

H(p) = + V(z)p(x) = Ap(x)

faz parte do assim chamado problema de Sturm-Liouville. Referimos o leitor
a [215] ou [279] para o estudo do espectro do operador Hamiltoniano H neste
caso.

3) O terceiro exemplo considera uma particula que pode se mover livre-
mente no circulo S!, ou seja, em [0,27), onde identificamos 0 e 27.

Este problema é conceitualmente distinto do anterior. Aqui a particula
(que digamos se encontra um pouco a esquerda de 27) poderia ”passar” via
o ponto 2, de forma continua para os pontos um pouco maiores que 0
(estamos no circulo). O caso anterior descreve uma particula que ao chegar
ao extremo direito a, ”colide’e volta de forma continua para dentro do
intervalo [0, a], e, em pontos préximos a a.

Nao vamos assumir que ¢(0) = 0 = 1(27) mas apenas que 1(0) = ¥ (27).

Sendo assim, como nao existem forcas externas podemos supor que V é
constante igual a zero.
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A equagao para ¥ (z) a autofuncao se torna

Como a particula quantica deve estar confinada em S' é "natural” considerar
apenas os ¢ tais que ¥(0) = ¥(27).

Estamos considerando aqui o operador % definido no espago de Hilbert
H que é o fecho em L£2([0,27])(dz) de {¢ : [0,27] — C de classe C? tal que
$(0) = v(2m)}.

Da mesma maneira como procedemos no exemplo anterior obtemos que
os autovalores, neste caso, sao da forma

_ cos(v2mA, %)
| cos(v2mAnt () ]2
Note que esta colegao define um conjunto ortonormal completo no espaco

de Hilbert H em consideracao.
Desta forma a solugao geral da equacao de Schrodinger sera

Ye(2) = Y ane T (2) + Y Bue T g (2),
n=0

n=0

onde o, B, n € N, sdo nimeros complexos.

Conforme mencionamos (de acordo com a pagina 206 e Theorem 2.105 de
[129] por exemplo) antes dado um potencial V em S!, ou seja, V : [0,1] — R
periddico (isto é: V(0) = V (1)), e de classe C*°, entao existe um conjunto
ortonormal completo de autofungoes periddicas diferencidveis ¢y, : [0,1] —
R, n € N para H. As ¢, sdo ortogonais em relagao ao produto interno em
L%(dz), ou seja [ ¢n prdr = 0, quando n # k. Uma prova deste resultado
aparece em [433].

Nao vamos assumir no espaco de Hilbert £2(dx) que 1(0) = 0 = (1)

mas apenas que ¥ (0) = (1).
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O caso descrito acima ¢é apenas um caso particular deste caso em que V'
é periddica mas qualquer.

Embora V' seja um fungao limitada e os autovalores de H atingem valores
ilimitados.

Note ainda que ¢, satisfaz a equacao diferencial ordinaria de segunda
ordem

h d?pn(x)
2m Pz

onde V é de classe C*°. Assim, qualquer autofungao é de classe C'°.

Observe que s6 existe uma autofuncao ¢, que é estritamente positiva. De
fato se existissem duas autofuncoes positivas @, e ¢, entao [ ¢n o dz # 0,
o que seria contradicgao.

Caberia ainda a possibilidade de haver mais de uma autofuncao associado
ao menor autovalor. Vamos elucidar tal questao.

+ V(l‘)gpn(l‘) = )‘n@n(x)a

Seja A\p o menor autovalor. Vamor mostrar na secao 2.3 que qualquer
autofuncao ground state g minimiza

Ry )
= [ @ V@) d. (121)
entre os diversos 1 de norma 1.

Ainda, se um certo 1 mimiza tal expressao entao serd uma autofuncao
(e assim de classe C'™)

O espaco natural para tratar tal problema é o das funcées 1) de quadrado
integrdvel tais que [ \i—fd(ac) |?dr < oo. Este espaco é conhecido como o
espaco de Sobolev Hy; (mais detalhes em [424]).

Observe que qualquer autofuncao ¢, nao pode em um dado ponto y
satisfazer simultaneamente ¢, (y) = 0 e ¢, (y) = 0. Isto iria contrariar
o teorema de existencia e unicidade pois a fungao constante igual a zero
satisfaz a equacao diferencial de segunda ordem e as duas condicoes.

Se houver alguma autofuncao ¢y que assume valores negativos e positivos
entdo |@g| também sera minimizante da integral acima (1.21) e assim a
autofuncao |¢g| atinge o valor 0 em algum ponto y. Como |¢g| é diferencidvel
(como afirmamos antes qualquer autofungao é de classe C*°) entao |¢po| (y) =
0. Isto como vimos no desenvolvimento acima isto nao é possivel.

Assim a autofuncéo que é estritamente positiva corresponde ao ground
state.

Suponha que existam duas autofuncoes reais distintas fi e fo associadas
ao menor autovalor A\g. Como [(fE(z) — f3(z))dz = 0, entdo existe ponto
zo tal que fZ(xo) — f3(z0) = 0. Disto segue que f = f; — fo é autofungao
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associado ao autovalor \g e além disso f(xp) = 0. Como isto nao é possivel
concluimos que a multiplicidade do menor autovalor é 1.

O estudo do limite semiclédssico do ground state em superficies aparece
por exemplo em [210].
A equacao

b ete)
2m d?z

H(p) = + V(z)p(r) = Ap(x).

e sua relagdo com a formula de Feymnan-Kac aparece em [326] [397] e
no capitulo 15 em em [253].

=0

Figura 1.9: Seja 9o o ground state do oscilador harménico. A esquerda seu grafico e a
direita o grafico de |to|?

4) Seja A(z) = (ai(z)), i,k = 1,2...n, = (x1,29,..,2T,), matriz
simétrica real positiva definida indexada por x € B C R", que determina
desta forma uma métrica Riemanniana no aberto B do plano R™, isto é,
|vl. =< v,A(z)v >, onde v € R™ é um vetor tangente com ponto base
x € B, e, <,> é o produto interno canonico (ver secao 2 em [291]).

Isot é < u,v >,= vA(x)v € R, u,v € R", onde u é visto como vetor
linha e v como vetor coluna.

As solugoes da equagao de Euler Lagrange para o Lagrangeano L(z,v) =
2 y|2 sdo geodésicas da métrica Riemianna. Neste caso o o potencial V ¢
nulo.

No caso de um Lagrangeano L geral a equacao de Euler-Lagrange é dado
pelo sistema de e.d.o. de segunda ordem

Oz, L (x(t),2'(t)) — —
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1=1,2...n
O correspondente operador Laplaciano é

(o 0 F(x)
\/W kgjl 7 \/ det A('T) akl( ) al‘k )

Referencias gerais sobre tépicos em Geometria Riemanniana podem ser
encontrados em [75]. O texto [265] cobre na secao II. 3 alguns aspectos
gerais da quantizacao em variedades Riemannianas.

Se pode considerar mais geralmente uma métrica Riemanniana numa
variedade diferenciavel M que define em cada ponto x € M para cada vetor
tangente v a M no ponto x um valor |v|? (ver [75]). A solugdes da equagdo
de Euler-Lagrange sao as geodésicas da variedade Riemanniana (ver segao
2 em [291]). Existe uma maneira geral de definir o operador Laplaciano A
a partir da métrica Riemanniana (ver [424]).

Dada uma funcao V : M — R diferenciavel se pode considerar o operador
Hamiltoniano H

AF(JL‘l,J}Q, ..,J}n)

h2
foH(f)= 5 Af+V .

Assim, para ¥ : R x M — C obtemos a correspondente equagao de
Schrodinger

L =) = HEO).
th
No caso da métrica hlperbohca (ver segao 5 chapter 8 in [424], section
2 em [291] ou [75]) temos que B = {(x,y)|y > 0} é o semi-plano superior
contido em R?, e, para (z,y) € R?

O? F(x,y) N O*F(z,y)

- AF(]},y) = - y2 ( 2 82y

descreve o operador de Schrodinger quando nao existe energia potencial (ou
seja, V = 0).

No caso de se considerar apenas a energia cinética estaremos buscado
autovalores A do operador de Schrodinger (que sdo expressos usualmente
como A = —s (s — 1), onde s é da forma s =1/2 +ip, p € R).

Sendo assim uma autofuncao deve satisfazer

_ 2(82¢($,y) 621/)('1‘72/)
4 0%x 0%y

) = —s(s—=1)¢(x,y).
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Figura 1.10: Seja 11 a segunda autofungio do oscilador harménico. A esquerda seu
gréfico e a direita o grafico de |11 |?

O s-Helgason kernel é definido como

(— )"
(x —t)2 +9y2 7
onde ¢t é um parametro real.
Fixada qualquer distribuigao f na reta real (ver se¢ao 1.14, mas poderia
ser também um funcgao integrével f: R — R), entao

Y S 14
/f(t) (m) dt = ¢(z,y)

determina uma autofuncao de

0? 0*
2 _ [E—
Y (821} + agy )>

associada ao autovalor real s (s — 1) [201], [53] ou [296].

No caso de se considerar um superficie compacta obtida como quociente
de B pela agao de um grupo hiperbdlico existirao restricoes sobre a dis-
tribuicao f para que a autofuncao seja automorfa [53] [296].

Referimos o leitor para [255] para resultados gerais sobre o espectro do
operador de Schrodinger em variedades Riemannianas.

5) No caso do sistema estar sob a agdo de uma campo eletromagnético
externo devemos considerar uma fungao A(z) (o termo correspondente a
parte elétrica) e V' (z) (o termo correspondente a parte magnética).
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O correspondente Hamiltoniano quantizado sera

1 hd e

Tomidr c

onde e é a carga da particula.

A evolugao temporal da funcao de onda v; sera descrita pela equacao de
Schrodinger deste potencial. Referimos o leitor para a Section 18 em [196]
ou a se¢ao 3.1 em [15] para um discussao sobre o operador Hamiltoniano
associado a este problema.

O Hamiltoniano do oscilador harmonico unidimensional com termo magnético
emassam=1¢

%[(—ih% + b 2)? + w2,

onde b= —¢.

Obtemos assim o operador

— 1 2 d? - d . d 2.2 2,2
v — H(p) = 5[—71 ool bxhz%go— hz%(bxgo)-i-(b x° +w z)p].
Neste caso
o (W2t bi)a® gy

¢é autofuncao associada ao autovalor A\ = %w h.
Um interessante estudo da equacao

do(z)
dx

h do(x)

H{e) = 2m d’x

+ a(x)

+ V(@)p(r) = Ap(z).

e sua relagao com difusoes e a formula de Feymnan-Kac aparece em [424],
[326] e também em (5.39) na pagina 225 do capitulo 15 em [253]. Sobre o
espectro ver segao 13 capitulo 15 em [253]. O termo a(a:)dfl—(xx) ¢ denominado
drift (ver Teorema 4.1 na pagina 124 de [162] e expressao (4.1) pagina 139
em [162]).

O estudo do limite semiclassico do ground state associado a equacao
acima aparece em [210].

1.7 Principio da Incerteza e o Pacote de Onda Gaussiano

Uma das questoes que vamos analisar nesta secao é a eventual relagdo entre
fazer medicoes simultdneas da posicao e do momento de uma particula que
se encontra num determinado estado.
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Figura 1.11: Seja v a terceira autofuncio do oscilador harménico. A esquerda seu
gréfico e a direita o grafico de |tz |?

Definicao 1.15. Suponhamos que 1 em H nao esteja normalizada. Seja
A :H — H um observavel, o valor esperado de A é dado por

(v, AY)

B = e

2 0 h

0 | OUU
0 0 / !

Figura 1.12: Exibimos acima o gréfico das trés primeiras autofungdes ao quadrado no
caso do exemplo 2)

Em Estatistica se estd muitas vezes interessado em como estao dispersos
os valores em torno da média. Por exemplo, suponha que esteja fixado a > 0
e consideremos a densidade Gaussiana ¢, de média espacial xg, e, variancia
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a. Desta forma, o valor esperado da posicao X é
EX) = /xqﬁa(m)dm = Tg.

Como a norma em L2(R)(dz) de ¢, é igual a 1, a expressao analoga a
quantica descrita anteriormente seria

Ey, (X) = / V ba () \/ Pa(x) & dx = xp.

Vimos anteriormente que quanto menor o valor de a mais estd concen-
trada a densidade em térno do ponto zg.

No limite, quando a — 0, a densidade ¢, vai convergir a Delta Dirac no
ponto xg, Neste caso limite, o x vai estar ”concentrado” totalmente em xg e
nao vai haver dispersao alguma.

A medida de dispersao dos dados z em torno de xy podem ser medidos
através da expressao normalizada

\//(:c2 — 2) bula) da = \// 2% do(z) dx — a2,

Neste caso, o valor acima ¢ igual a a.

As expressoes acima fazem sentido para uma densidade qualquer ¢ > 0,
¢: R — R (tal que [¢(x)dz =1).

Assim, a média da posicao espacial seria

Ey(X) = /:L‘qb(a:)dx.

e, a dispersao em torno da média Fy(X) seria dada pela expressao

\//:L‘2 d(x)dr — E4(X)2.

Quanto maior for este valor mais dispersos estao os valores de x em torno
da média.

Nas figuras 1.13 e 1.14 apresentamos dois casos distintos: o primeiro
mostra o grafico de uma densidade f que possui pouca dispersao e segundo
com muita dispersao em torno da média.

Estes conceitos tem andlogos relevantes também na Mecanica Quéntica.

Lembre que dado um operador autoadjunto B e um estado 1 temos que

Ey(B) =< By, >= [ B()(x) b(a) d.




122 Uma Visao Panoramica da Mecanica Quantica Cap. 1

@ = = = mmmmEmEEEEEE === m . u)e -

<
=

Figura 1.13: Densidade f(z) com dados que possuem forte concentragdo em torno da
média.

Definigao 1.16. A dispersao de um observavel A (autoadjunto portanto)
em um estado 1 é dado por

[< (A= By(A)I? @), v >)2 =
[< (A= Ey(A) D), (A—Ey(A) ) () >]% = [ (A~ Ey(A) ().
Note que
Ey(A%) = Ey(A)? =<, A2(9)) > — <, A(y) >2=

<A@W), A(W) > — <1h, A(pp) >*=[A(W) P— < ¢, A(v) >* .

Ainda, <, A(¥)) >* < [ [A(¥)? = [A(¥)[*. Logo, Ey(A%)—Ey(A)? >
0.

Suponha que preparassemos a particula num estado v, e, fossemos medir
o observavel A, entao, se a dispersao fosse muito pequena, isto significa que
realizando repetidamente muitas vezes o experimento, observariamos pouca
variabilidade no resultado obtido.

Considere uma particula quantica descrita pelo estado . Suponha que
ao observar a posicao xj, j € {1,2,..,n}, o valor esperado para o operador
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AX; fosse g € R, e, sua dispersao fosse muito pequena, entao, com alta
probabilidade a particula no estado i estaria préxima de xg.

Vamos calcular o valor médio e a dispersao para o momento P quando
consideramos ,, = \/g sin(n7?) (que ¢ uma funcao de onda real difer-

enciavel) no caso do exemplo 2) da secao anterior.
Ora, para qualquer ¥ € H diferenciavel

Ey(P) =< [Pt >= —hi /0 "G (@) (2)de = —hid[p(a)? — $(0)?) = 0

Ainda,
Ay(P)? = Ey(P?) — 0= E4(P?).

Note que P?(p,) = hZ\/% % sin(n7?), assim

2 2.2 a
AVS (P)Q =< SDH‘PQ(‘PTZ) >= 1 a na;r / Sin(nWEF de =
0

Proposicao 1.9. Ay(A) =0 <= 9 € autofungio de A.

Demonstracao. Seja o autovalor de A, entao Ay = aap, sendo assim Fy(A) =

(h,arp)
[z =

Desta forma

A()) = Ey(A) .

Ou seja, o autovalor é I, (A).

Suponha que || = 1.

Temos que por definigao Ey[(A — Ey(A)])?] = Ay(A)>.
Ora, pela expressao equivalente descrita na definicao

Ap(A)? =] (A= By(A) D)) [P = Aw) - Ey(A)y |

Portanto, Ay(A)? =0 < A(y) = Ey(A) .
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Dado um operador A se diz que o estado 1) pode ser medido com
infinita precisao se Aw(A)2 = 0. Assim, se o estado ¢ for preparado
como uma autofuncao de A teremos que ele pode ser medido través
do observavel A com precisao infinita. Como vimos antes se A e B
comutam eles podem ser simultaneamente diagonalizaveis. Desta
forma, se ¢, é um autovetor comum a A e B entao ele pode ser
medido com precisao infinita simultaneamente pelos observaveis

A e B.

Figura 1.14: Densidade f(z) com dados que possuem grande dispersio em torno da
média. Alta probabilidade de encontrar valores bem distantes da média xo,

Lembre que pelo Postulado 4 as observacoes obtidas de um observavel
A s6 podem tomar valores nos autovalores de A (ou, no espectro).

Desta forma se formos observar A e colocarmos o estado exatamente
numa autofuncéo ¢ de A, entdo, os valores obtidos serao apenas Ey(A).

O resultado acima justifica de certo modo o sentido do Postulado 4.
As autofuncoes sao estados sem dispersao, ou seja, estados do qual nao
existe ignorancia estatistica. Existe, prévio a uma observacao, uma grande
indeterminagao ou ignorancia estatistica. Apods a observagao, ao se produzir
um determinado autovalor, a nossa ignorancia do resultado desapareceu.

Seja ¢ um estado, vamos analisar os valores esperados e dispersao dos
observéaveis X, Pj, j € {1,2...,n}.
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Denotemos por (Xj)y e (P;)y 0s valores esperados de, respectivamente,
X;,P;. Entao a dispersao destes operadores pode ser dada pelas seguintes
férmulas:

(D)) = (AX;)?

Il
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o

|
—~
R
~
<

~
SN—
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(DyP))* = (AP; )
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~
<

Note que

(Ay(P)))* =< P;j(¥), Pj(¥) > — <1, P;(yp) >*=

— A

< Pi(), Pi(1) > — < 4, Pj(¢h) >2=
< pjdvpjl/; > —< quz)’l/; >2’

que é também a dispersao da varidvel cldssica p; no estado ).

Teorema 1.10. (Principio da incerteza de Heisenberg)
Para todo estado v € D(X;) N D(P;) vale que

h
AX;AP; > 5
Demonstracdo. Lembre que %[Pj, Xy = 0 I. Vamos supor, sem perda de

generalidade que (X})y = (Pj)y = 0.

Isto pode ser feito porque se < ¥, X;(¢) >= aj e < 9, P;j(¢p) >= b;,
poderfamos considerar X; = (X; — @;I) e P; = (P; — b; I). Considerando
agora )Ej e 75j, o desenvolvimento a seguir poderia ser adaptado a este novo
par de operadores.

Assim, (AX))? = |X;()]* e (AP;)? = [P (¥) .

Note que para dois operadores autoadjuntos A, B temos que

(i[A, Bl)y = 2 Im(Ad}, By).

De fato,

(A, Bl)y = —il, ABY) + i(th, BAY) = —i{ A, B) +i(Bup, Ady) =

= —i((Ay, BY) — (Ay, By)) = 2 Im(A, Byp).
Desta forma, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

) 2 2
L= () = (W, £ [Py X100 = 5 Im(Pysb, Xjas) < T|(Pyb, Xyu)] <
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2 2
FIPi Xl = + (AP (AX;).
Logo, AX;AP; > %
O

Como se sabe, X; e P; nao comutam. Assim, fixado um estado v, ao
observar a posi¢ao z; e o momento p; temos interferéncia na observacao.
A expressao acima AX;AP; > g nos fornece uma estimativa numérica do
produto das respectivas dispersoes.

Vamos elaborar sobre isto. Se fosse preparado um aparato que colocasse
a particula no estado ¥, e, se desejassemos medir simultaneamente a posigao
x; e o momento p;, entao seria valida a expressao AX;AP; > % . Desta
forma, se conseguissemos colocar a particula num estado v, de tal forma
que a posicao z; esteja muito bem concentrada em torno de zg, entao a
medi¢ao do momento p; para tal ¢ é tal que a dispersao nao pode ser muito
pequena.

Por exemplo, se a posicao x; fosse descrita por 1 que é a densidade
Gaussiana de media 0 e variancia (dispersao) a, entao a distribuigao da sua
transformada de Fourier seria a densidade Gaussiana de media 0 e variancia
(dispersao) h%. Note que se a é pequeno , entao, h% é grande. Este resultado
se torna muito natural aos olhos do Principio da Incerteza.

A expressiao F((2rh)~2en<Po>) = §, (p) (no sentido de distribuigoes)
indica que podemos pensar, de forma heuristica, em (2x%)~ % e <P0-*> como, 0
”estado” (infelizmente, ndo estd em £2(R™)(dx)) que descreve uma particula
como momento py (e, com dispersdo de P igual a zero) e tal que a média
de X é igual a zero. A dispersao de X seria, num certo sentido, a maxima
possivel. Estas afirmacgoes pictéricas corroboram o principio da incerteza:
AX grande implica em AP pequeno, e, vice-versa.

A andlise do pacote Gaussiano é um pouco diferente do descrito acima.
Definigcao 1.17. O estado

1 —le—ag|?

Lopg >
— € 4d? ehn ) .
(2ma?)n/4

Y(x) =
onde a é real positivo, e, xg,po € R", é chamado de pacote de ondas
gaussiano. Algumas vezes se usa a terminologia: este estado esta micro-

localizado em (zg,pp). Em fungao das unidades dimensionais da constante
de Plank é natural tomar a = \/h/m.
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Referimos o leitor a se¢ao 12.1.2 in [214], [192] e [184] para uma andlise
bastante detalhada e com muitos exemplos dos tépicos em consideracao.

O pacote de ondas gaussiano satisfaz as seguintes propriedades: A(X) =
a, E(X) = z9, E(P) = po (ver (6.9) Chapter 6 page 182 [395]).

Note que

1 —le—aq|® 1 —Jz—ag|?

2_ - a2 - - m
W@l = Gy © (2r h/m)n/2

¢ a densidade Gaussiana de média xo e variancia (dispersao) a = y/h/m.
Assim, quando a massa é grande a dispersao é pequena.

Tal estado é chamado de pacote de onda (ou, pacote Gaussiano) situado
em xo com dispersao a = y/h/m. Estes estados minimizam a relagao de
incerteza de Heisenberg. Como veremos em breve vale a relagao

Sendo assim, atinge o que melhor se pode esperar (devido ao Principio da
Incerteza) em termos de boa localizagao simultaneamente para x em torno
se (o e ainda para p em torno de pg.

O pacote de onda Gaussiano, para m, xg,pg = mv, n = 1, é dado por

a2
Q/)O(x) _ m e_m(-r4};”0) ezmhva:’

(27h)/4

Ele descreve o que se entende em Mecanica Quéantica por uma par-
ticula centrada em z3, com momento p = mv, e , com dispersao
Ay (X) = a. Como vimos acima o parametro a = /h/m descreve a dis-
persdo em torno de 0. Note que |¢g()|? determina um distribuicdo gaus-
siana de variancia (dispersao) a = /h/m.

Se o pacote Gaussiano tem pequena dispersao a vamos entender isto
como a descricao de uma particula ” quase” classica.

Existem outros pacotes de onda importantes. Uma discussao interessan-
te e abrangente aparece em [88].

Vamos analisar a evolugao temporal do pacote Gaussiano sob a acao do
Hamiltoniano Hy, ou seja, com potencial nulo.

Usando a expressao integral v;(x) = Kt(¢)(x), obtida anteriormente,
podemos calcular (por exemplo via célculo de residuos [95])

) imz2 M
Pi(x) = ﬁ (a2[1 + int ])71/26 2Rt €m2 2imth¢:2—h2t2.
™

2ma?
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Segue entao que

(z—v t)2

1 N Sy S 2L
‘¢t($)‘2 = ﬁ(Q (a2 + 4m2a2 )) 1/26 ? -‘—477120‘2 .
Uma conta facil mostra que
p

Assim, concluimos que o valor médio da posicao da particula quantica
acompanha o que acontece com a particula classica.

A partir da expressao para |¢;(z)|? acima obtida, conclufmos que otermo
a(l + tht2—2a4 )1/2 = Ay, (X) representa a dispersao do estado 1 ao longo
do tempo, e, que vai a infinito como ¢t. Desta forma o comportamento da
densidade 1 ao longo do tempo ¢, quando ¢ fica muito grande, apresenta
uma certa similaridade com o Movimento Browniano [252]. Mais tarde na
secao 2.11 vamos fazer um paralelo da Mecanica Quantica com o Movimento
Browniano e difusoes.

Note que segue do descrito acima que Ay, (X) = a = \/h/m.

Para t fixo o ponto de maior probabilidade de encontrar a particula
quantica é z = vt. Isto porque o valor da densidade |t/ (x)|?
em x = vt. Obtemos assim uma certa analogia como o sistema classico
associado. De fato, note que se o potencial no sistema Hamiltoniano cldssico
for nulo, entao a evolucao temporal classica da posicao, a partir de uma
condicao inicial colocada em = = 0, e, com velocidade v, depois de um
tempo t, serd x = vt.

é maxima

2 —ifoy _ VIa, mO ) .
Lembre que F(e%Z e™"'n ¥) = ¥=%¢™ »2 e, assim, o momento do

estado pacote de onda Gaussiano com média espacial 0, momento pg e dis-
persao a, no tempo ¢t = 0, é descrito no espaco dos momentos pelo estado

— a2 (p—pg)
¢(p) =ce T,
, . 5 . 9 5 =2 a? (p—pg)
onde ¢ é uma constante de normalizagao. Assim, |p(p)|® = c”e n2

Desta forma, se a localizacao do pacote em torno do z = 0 é muito

intensa (pequena dispersao a), seu momento, por outro lado tem grande

dispersdo em torno de py (se obtém o valor FL). Assim, Ay, (P) = L.

Desta forma, a partir das contas feitas acima, temos precisamente que
Ayo(X) Dy (P) = L. Ou seja, o pacote Gaussianao determina o valor

minimo possivel dntro do requerido pelo Principio da Incerteza.
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Note que a = y/h/m e na se¢ao 2.16 vamos considerar o limite semicldssico
de um pacote Gaussiano e tal questao serd relevante ao tomar m — oo com

h fixo..
Se considerassemos a familia ¢, indexada por ¢t dada por
b (l‘) — ef(:tfvt)2 + i ko(z—vt) 7
onde kg, v estao fixos, e, t é varidvel, descreveriamos a evolucao de um pacote

de ondas nao dispersivo. Ou, seja A\(¢;) constante, e E(¢;) = vt. O pacote
de onda se desloca com velocidade v.

Vamos agora calcular a energia do pacote de ondas Gaussiano no caso
unidimensional. O pacote Gaussiano para zg = 0 é da forma

¢O($) _ AexpikxfIQ/(Za)

onde A = W, ¢é a constante de normalizacao, e ainda k = % eo =2ad’.

Sabemos que

1
Yo (@) Yo(x) = |A\Qexp7x2/" = exp*IQ/o"

V2ma

Neste calculo, precisamos dos valores explicitos das seguintes integrais

/ " exp(—22/o)dz = Vama

—00

/ exp(—2?/o)x?dr = g o3/?

Ora,
Hy () = —(h*/2m)(d® /da® )y (x)

= —(h*/2m)[(ik — z/0)* — 1/oly(x)
= (K2/2m)[k* — 2% /0® + 2ikx /o + 1/o)(2).
Sendo assim,
< Hy >y,= (B?/2m)[k*— < 2% >y, J0? + 2ik <z >y, Jo +1/0]
= (R?/2m)[(k* — (1/20) + 1/0]
= (h*/2m)[k* + 1/(20)] = (h*/2m)] (%)2 +1/(4a%)]
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1.8 Operador densidade

Existe um espécie de dicionario em que os objetos cldssicos tem seus cor-
repondentes quanticos. Os pontos no cendrio classico sao com deltas Dirac
enquanto que no quantico sao estados (a descri¢ao formal da aleatoriedade
da particula), as fungdes (observaveis reais) correspondem a operadores au-
toadjuntos e finalmente as probabilidades vao corresponder aos operadores
densidade.

Note que se ¢, for autofuncao normalizada do operador Hamiltoniano
H, entdo ¢, €, a € R, também o serd. Ainda, as densidades associadas a
lonl? € a |¢n e']? sdo as mesmas. Assim, existe uma certa ambiguidade na
obtencao da densidade a partir da ¢, no caso da particula estar no nivel de
energia A,.

Os operadores densidade, que sdo uma generalizagdo dos estados (ele-
mentos no espago de Hilbert H), permitem descrever de forma mais apro-
priada e elegante os conceitos que foram anteriormente analisados [372] [325].

Nesta secao vamos supor que os operadores considerados possuam um
conjunto ortonormal completo.

Seja um operador p : H — H que é autoadjunto, e, que possui um
conjunto ortonormal completo enumeravel denotado por ¢, n € N. Vamos
assumir que exista um autovalor minimo. O trago, quando existir, é por
definicao, a soma de todos os seus autovalores A,,. Os autovalores sao sempre
tomados com a indexacao em n de tal forma que A, seja nao decrescente.
Estamos assumindo que esta soma

seja finita (o que poderia no caso geral nao acontecer). Denotamos por Tr
(p) (quando existe) o trago do operador p. Os operadores "trace class” (ver
secao 2 cap IX [94] ou segao 3.5 em [27]) serdo o objeto da préxima secdo e
darao a classe de exemplos de operadores para os quais se consegue calcular
o traco.

Observe que se A é autoadjunto, possui trago e se escreve como

[e.e]
A= "M P,,,
n=0

entdao o somatorio acima é absolutamente convergente, isto é, vale a pro-
priedade >~ ;|\, Py, | < 0o (lembre que uma operador projegao tem norma

1).
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Fica assim descrito de maneira esquematica o que é o traco.
A definigao abaixo é mais apropriada para futuras generalizagoes.

Definigao 1.18. Suponha que o operador p : H — H autoadjunto possua
um conjunto ortonormal completo enumeravel de autovetores ,, n € N,
entao o traco é dado por

> < Pnpon >
n

Mais geralmente, dado um operador A (nao necessariamente autoad-
junto) por defini¢do o traco de A é dado por

Y < Pnppn >
n

(quando existe) onde ¢,, n € N é um conjunto ortonormal completo. O
fato de que esta bem definido o trago (independente do conjunto ortonormal
completo) serd objeto do desenvolvimento subsequente

Se p1 e p2 sao autoadjuntos, entao fixado um conjunto ortonormal com-
pleto qualquer ¢,, n € N, o trago de p; o pa € por definigao

> < bni(propa)dn >

n

O fato que estd bem definido o traco de p; o p9, e independe da escolha
de ¢, n € N, estd assegurado pelo proximo resultado.

Antes disto observe o seguinte formalismo que é muito util e que sera
utilizado a seguir.

O operador projegao sobre o vetor unitario v =< v| = |[v >€ H pode ser
expresso na notacao de Dirac como P, = |v >< v]|.

Lembre que mostramos na se¢ao de pre-requisitos que

Y o ><onl =1

e também que
< Py(9), 0> =<<op>9,0>=

=< ¢, > <Yl > =< ¢ [ ><P| 0 >=<|0>< 9> (%)
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Teorema 1.11. Suponha que A e B sdo autoadjuntos e os tracos de A, B,
AB e BA estejam bem definidos. Entdo

1) O trago de A, definido via a expressio Y, < ¢n, Ay, >, ndo de-
pende da escolha do conjunto ortonormal completo (mesmo que nao seja

constituido por autovetores).
2) Tr (AB) = Tr (BA).

Demonstragao. Seja B =) amPy,,, €, ¥n, n € N, um conjunto ortonor-
mal completo (assim, dado o operador A podemos escrever < A(¢)| =", <

A(D)] |thm > < Um).

Note que o somatodrio para B é absolutamente convergente.

Note que D, [Vm > < ¥m| = 1.
Assim, se ¢,, n € N é outro conjunto ortonormal completo vamos

mostrar primeiro que

Z < ¢nl(AB)(¢n) > Z < | (B A) (b)) > . (1.22)

De fato, (usando (*) acima) temos que

Z<¢HAB¢H Z<A¢n\3¢n Z<A¢n (B(¢n)) >

3 < A X [t > < bl (Blow) >=
SN < A6l o > < ] [B(n) >=
Xn: ; < G| Bldn) > < A(G)|thm >=
L < Blmln > < dulAlnm) > =
Enj Emj < B(tm) (|60 > < énl) |Altom) > =
Em: < B(tm) ( zﬂ: (bn > < Gl ) [Althm) > =
3 < BUmIIAR) > =3 < Blim)|Aln) >=

m

S <l (B A) () >
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Acima usamos o fato que ) |¢pp > < ¢p| = 1.

Note que se dois somarios sao tais que cada um é absolutamente con-
vergente, entao se pode permutar os termos nos somatorios quando se faz o
produto. Esta propriedade foi usada acima.

Para o item 1) tome B = I e assim segue de (1.22) que

Z < @bn‘A((bn) >= Z < ¢m‘A(¢m) >

O item 2) é consequencia de (1.22) e do item 1).

O descrito acima justifica o sentido da tultima definigao.

Note que se p; e po sao autoadjuntos entao ), < ¢p, (p1 0 p2) pp > é
um numero real.

Observamos que estamos sendo um pouco informais no tratamento do
traco no caso de dimensao infinita. Como destaca [108] (ver tambem [102])
na secao Precautions 2.2.2 tudo funciona de forma mais simples no caso de
dimensao finita mas cuidados maiores sao necessarios em dimensao infinita.

Definig¢ao 1.19. Um operador p : H — H é dito um operador densidade se
ele é autoadjunto, se possui um conjunto ortonormal completo enumeravel
de autovetores, se é positivo, e, ainda, se tem traco igual a 1.

Neste caso todos os autovalores sao niimeros reais nao negativos e menores
ou iguais a 1.

Operadores da forma ) p, P,,, onde ¢, é um conjunto orthonormal
completo, P,, sao operadores projecao, p, >0, n € Ne >  p, =1, é um
operador densidade.

Os operadores densidade correpondem na Mecanica Quantica as proba-
bilidades classicas.

E natural associar o estado 1 - um elemento no espaco de Hilbert - ao
operador densidade Py, = |9 >< ¢|.

Note que ¥ e ¥ €'%, com a real, definem o mesmo Py. Em outras palavras
temos que | >< | = [P et >< hel?|. Ou seja, a ambiguidade do estado
1) desaparece quando olhamos o problema do ponto de vista de operador
densidade.

Existem operadores densidade que nao sao projecoes. Um operador den-
sidade é uma projecdo, se e s6 se, p> = p.
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define um operador densidade agindo em H = C2.

Autovalores 3/4 e 1/4

Suponha que H possua um conjunto ortonormal completo enumeravel
¢Yn, n € N. Seja ¢, > 0, n € N, sequencia tal que ) ¢, = 1. Entao
é facil ver que p = >, ¢, P,, define um operador densidade. Note que
p? = dYon c2 P,, , e, assim, em geral, nao é igual a p. Observe também que a
composta de operadores densidade pode nao ser um operador densidade.

A igualdade p = ), ¢, P,, expressa o fato que p é uma mistura dos
operadores projecao P, .

Um operador projecao P, ¢ um operador densidade.

A matriz

Note que se A,, n € N, forem operadores densidade, e, ¢, sdo numeros
nao negativos tais que ), ¢, = 1, entéo ) ¢, A, é um operador densidade.
Assim, o espaco dos operadores densidade é um convexo - neste sentido.

E importante nao confundir o vetor ) ¢, ¢, no espaco de Hilbert com
o operador densidade p = ¢, P,,.

Observagao 1.4. Quando o espaco de Hilbert é C", os operadores densi-
dades sao matrizes densidade complexas n por n. Neste caso, alguns textos
em Informacao Quantica (por exemplo [440]) reservam a nomenclatura ve-
tor estado para v = (v1,vg,...,v,), tal que |v| = 1, e chamam de estado um
matriz densidade. Num certo sentido, um operador densidade descreve uma
certa interferencia entre vetores estados.

Given the Hamiltonian H : C* — C™ (a self-adjoint matrix) and 8 > 0,
the thermal state 4% : C* — C" is given by

eC” - a)= ————.
¢ 7 () Tr (e~ P H)
We say that the density operator 7 is the thermal state associated to H
and /3, where f = 1/T > 0, and T is absolute temperature.

Observacao 1.5. Um operador densidade é uma projecao, se e sé se p® = p.
De fato, dado um operador densidade p (que pode ser expresso como p =

>, ¢n Py, pelo teorema espectral), entdo, p* =", ¢ P,,. Ora, ¢2 < ¢, se
0<ec, <l
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Desta forma
Tr (p?) < 1. (1.23)

Assim, se p? = p (sendo também um operador densidade) entdo p? deve
ter traco igual a 1, ou seja nci = 1. Logo, concluimos que todos os ¢,
menos um deles, tem que ser zero. Assim, p é um operador projecao. Ainda,
como se sabe, ng = P,.

¢

Para estimar a intensidade de que quao puro pode ser classificado o
estado p podemos calcular o valor Tr (p?) - denominado a pureza de p. No
caso de matrizes densidade d por d observe que para a matriz p = é] de
maxima “mistura’ obtemos o valor Tr (p*) = 1. (que é o valor de minima
pureza). Para p um operador projecio obtemos o valor Tr (p?) = 1 que é o
de méxima pureza.

Um operador densidade da forma p = Zj p;Py;, onde ¢ é um conjunto
orthonormal completo, é sempre limitado, de fato, se v = ;5 ¢Y5, é tal que
tem norma 1, entao

p(v)]> =< p(v), p(v) >=< ijvﬂﬁjyz:prvrl/}r >=
7 r
> ol <Y pilulP <>l =1
J J J

Observagao 1.6. Quando o espago de Hilbert tem dimensao finita e os
operadores sao descritos por A : C* — C", fixada uma base orthonormal
cj € C",j =1,...,n, é natural trabalhar com matrizes complexas n por n.

Um observavel é naturalmente descrito por um operador autoadjunto
A : C" — C"; pode ser descrito por uma matriz autoadjunta. Suponha que o
operador A tenha a decomposicao espectral A = Z?Zl Aj Pe;y, Aj € R. Dado
um estado ¢ € C", tal que [¢)| = 1, é natural expressar ¢ = Z?:l ajc; € C,
onde 377, |oj|> = 1. Sendo assim, a probabilidade de observar A; é |a;|?,
supondo que o sistema quantico esteja sob o estado .

Um caso extremo é quando

n
P = Zaj c; ¢ tal que todos a; menos um, digamos s, é zero. (1.24)
j=1
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Neste caso resulta que a unica obervacao para A, sob o estado v, seria
o autovalor /\3. Esta situagao deterministica nao é natural do ponto de
vista quantico e vamos evita-la (sem mencionar).

Um operador densidade p tem a decomposicao espectral p = Z;‘:l pj FPe;,
ondep; >0,j=1,2,..,n, > p; =1,ec; € C", é um conjunto orthonormal.

Quando tratamos do L?(dx) o estado v tinha dominio R e imagem em
C. A maneira natural de se pensar na presente situagdo é que um estado
1 € C" é na verdade uma fungao v : {1,2,..,n} — C. A probabilidade de
observar \; seria na verdade a probabilidade de ocorrer j € {1,2,...,n}.

Os operadores densidade p : C" — C” generalizam o conceito de estado
¥ :{1,2,...,n} — C. Ou, de outro ponto de vista, generalizam os operadores
projecao P,, v € C".

&

Observagao 1.7. No conjunto das matrizes complexas My, N € N, se pode
definir o produto interno de matrizes via

< A,B > = Trago (A B"),

onde A, B € My. Este produto interno é linear na primeira variavel.

Este produto interno torna My um espaco de Hilbert de dimesao finita.
Adaptando a prova cldssica se pode mostrar que vale a desigualdade de
Cauchy-Schwarz

|<AB>=|> < <A A~ <B,B»~. (1.25)

Além disso, a igualdade na expressao acima ocorre, se e s6 se, A = ¢B,
para algum escalar ¢ € C.
Ainda, [|A|| = | < A, A > |/? é uma norma;

se ||A|| =0, entdao A =0. (1.26)

&

Os operadores densidade generalizam o conceito de estado (sua evolugao
temporal se encaixa de forma mais natural sob o ponto de vista de evolugao
de operadores).

Note que se p é um operador densidade entao
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é autoadjunto, é positivo e tem trago 1 (demonstragao ao fim desta segao).

Assim, p(t), t > 0, descreveria a evolu¢do de um operador densidade
inicial pg através do fluxo descrito acima, e que se denomina de evolugao
pela formulacao de Schrodinger.

Neste caso, % pr = —%L i[H, p(t)]. Assim o gerador infinitesimal seria p —
—+ilH, p).

Fixados Ag e pg iniciais, obtemos a dualidade das evolugoes temporais

< A(t), po >=< Ap,p(t) > .

Em Mecénica Estatistica Quantica, como veremos nas secoes 1.10 e 2.12,
estaremos interessados, prioritariamente, em operadores densidade. L& vai
ser muito 1til o fato que o operador H, e a incégnita do problema (que é um
operador densidade e que faz o papel de um estado de Gibbs), sejam ambos
operadores.

Os operadores densidade desempenham o papel das probabilidades na
Teoria da Probabilidade. No nosso contexto, eles permitem capturar as
interferéncias entre as distintas possibilidades. Se o espago de Hilbert H
fosse o C3, por exemplo, entdo, o operador autoadjunto geral é descrito
por uma matriz A, trés por trés, com entradas complexas tal que a matriz
transposta conjugada de A é igual a A (ver[282]). Um operador densidade é
uma matriz positiva tal que a soma dos autovalores da o valor 1. Sistemas
desta forma aparecem de maneira natural em Computagdo Quantica (ver
[338] [43] [41])).

Por exemplo, a matriz

pr 0 0
P = 0 p2 O ,
0 0 ps3

onde p1, p2, p3 sao reais nao negativos, e, somam 1 é um exemplo de operador
densidade

O mundo da Probabilidade, ou, da Mecanica Estatistica, num certo sen-
tido, esta "mergulhado” no cenario Quantico, através das matrizes diagonais.

Muitas vezes os estados que somos levados a considerar sao um mistura
de estados ¢, que sao autofungoes do operador Hamiltoniano H.

Por exemplo, em algumas situacoes podemos ser levados a considerar dois
operadores projecao Pr, e Pr,, F1, F5 € ‘H, que atuam simultaneamente em
estados 1 e que produzem novos estados Pp, (¢) e Pr,(1). Suponha que por
alguma razao eles s@o produzidos com probabilidade 1/3 de sofrerem um
processo de medigao via Pr, (1), e, 2/3 de sofrerem um processo de medigao
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via P, (). Por alguma razao de natureza fisica eles vao estar sujeitos a uma
observacao subsequente A (sobre os outputs produzidos Pp, (¢) e Pr,(1)).
Fixado 9, temos que 1/3 Pr, () +2/3 Pr,(¢) é de fato uma fungao de onda
que pode ser normalizada (e resultar num novo estado), mas isto nao tem
nada a ver com a questao em andlise. No problema descrito acima existe uma
ignorancia de qual output vai agir o observavel A. Esta situacdo nao pode
ser caracterizada pelo ponto de vista anterior em que apenas consideravamos
estados (ou seja, elementos no espaco de Hilbert H de norma 1). O ponto
sutil é: o operador 1/3 Pr, +2/3 Pr, descreve esta ignorancia (ou, incerteza).

Note também que 1/3 Pr, +2/3 Pr, é, conceitualmente falando, distinto
de ¢ = 1/3 Fy +2/3 F», ou, mesmo de P /3 19/3 -

Como dissemos antes um operador densidade deve ser encarado como a
generalizacao natural ao sistema quantico (a nivel de operadores) do conceito
de probabilidade.

Um observavel é naturalmente descrito por um operador autoadjunto
A : C" — C". Fixada uma base em C" ele pode ser descrito por uma matriz
autoadjunta.

Defini¢ao 1.20. Dado um observavel A, por definigao, Tr(p A) é o valor
esperado de A quando o sistema quéantico é descrito pelo operador densidade
p- E usual denotar tal valor por < A >, ou E,(A).

Definigao 1.21. Dado v € C", por definicao, Tr(p P,), onde P, é a projegao
em v, é o valor esperado de v quando o sistema quantico é descrito pelo
operador densidade p. E usual denotar tal valor por < v >, ou E,(v).

Os operadores autoadjuntos desempenham na Mecanica Quéantica o pa-
pel das funcoes na Teoria da Probabilidade. Assim, E,(A) corresponde a
”integrar”a ”funcao” A em relacdo a ”probabilidade” p.

Lembre que Tr(Ap) = Tr(p A). Ainda, note que se p e A comutassem
(assim seriam simultaneamente diagonalizédveis), na forma p =" A\, P,, e

A=>" cnP,,, entao, Tr (pA) =3, cudn.

Se p = Py, para um estado v, entao Tr(Py A) =< Ay |1 >. Assim,
o conceito de valor esperado para operador é uma extensao daquele para
estados.

De fato, supondo que ¢ = Y an¢y, temos quem pelo item 1) do Teo-
rema 1.11

Tr(PyA) =Y < (PpA)nldn >=>  <tlpn >< Ay |1 >=
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D an < Aplp >=< AY an b |t >=< A[W), ¥ >= Ey(A).

Desta forma a extensao do conceito estd justificada.

Vamos apresentar uma interpretacao do significado da acao de um oper-
ador densidade p sobre um observavel A.

A uma densidade p = y p;Py; podemos associar as probabilidades das
medicoes \; a serem obtidas quando aplicamos o observavel A = ). P, \;
da seguinte maneira: suponha 1; = . cj;v; onde {v;} é a base ortonormal
de autovetores de A.

Entao podemos dizer que o observavel A associa a p a probabilidade
> pjlejil* da medigao \; ser obtida.

Lembre que Py(v) =< v,1 > 1.

Note que a interpretagao acima é justificada pelo fato de que

Tr(Ap) = Tr(A(Y;piPy,)) = Y;0Tr(APy,)) = X505 > lejil*Ai =
> (2, pilejil) A

Olhando as expressoes ¢; = >, ¢jiv; € ), pjleji|® seria razodvel pensar
que |c;;|* descreve a probabilidade de 1); passar a v;.

Observacao 1.8. O desenvolvimento acima mostra que se p é operador
densidade e A é operador positivo, entao Tr(Ap) = E,(A) é um ndmero
positivo.

¢

Seja A um operador autoadjunto e p operador densidade (ambos agindo
no mesmo espago de Hilbert).

Suponhamos que o espectro de A seja contituido apenas por autovalores
e com cardinalidade finita, ou seja, 0(A) = {1, A2, .., A\ }.

Os valores observados de A = ) ;AjPs; sao os elementos do espectro.

A regra de Born é a seguinte: se o sistema é descrito pelo operador
densidade p e se fazem medigoes (que sao descritas pelo operador A) entao
a probabilidade de se observar \; é

Pa(Aj) =Traco (pPy,),

onde Py, ¢ o operador projegao no espago de autovetores associados ao
autovalor \;.
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Um exemplo para esclarecer o leitor sobre o assunto: para um sistema
quantico que se encontra em equilibrio termodinamico com um reservatorio
de calor, se sabe que este ocupa niveis de energia (e assim, determina difer-
entes estados no espaco de Hilbert #) de acordo com uma certa distribuicao
de probabilidade (nestes niveis) de acordo com a assim chamada Lei de
Boltzmann. Vamos elaborar sobre isto mais tarde na secao 1.10 e 2.12. E
natural assim tratar com operadores densidade e nao com estados.

Considere o exemplo em que H = C3, e que o operador densidade é
diagonal

pr 0 O
P = 0 po O
0 0 ps3

Um observavel B é uma matriz autoadjunta. Assuma que B é diagonal:

by 0 0
B=1|0 b 0
0 0 bs,

onde by, by, b3 sao reais.

Note agora que traco (B A)= p1 by + p2 by + p3 bs. Esta expressao pode
ser entendida como a integral da funcao b: {1,2,3} — R, tal que b(i) = b;,
i = 1,2,3, em relagao a probabilidade P em {1,2,3}, associada ao valores
P1,D2,p3. Assim, a expressao Tr(Bp) = E,(B), que descreve a integragao
do observavel B em relagao ao operador densidade p, é uma generalizacao
natural do cendrio probabilistico.

Fica claro entao que o cendrio probabilistico se encontra dentro do cenério
quantico via as matrizes diagonais. As matrizes complexas nao diagonais
permitem descrever as interferéncias (componente fundamental na Mecanica
Quéntica).

O conjunto dos operadores densidade é um conjunto convexo. De fato,
suponha que p; e p2 sejam operadores densidade e

p=ap1+ (1 —a)ps,

onde a € [0, 1]. Entao, p* = ap] + (1 —a) p5 = ap1 + (1 —a) p2 o que implica
que p é autoadjunto.

Ainda, < p(v),v >=< (ap1 + (1 —a) p2)(v),v >=a < p1(v),v > +(1 —
a) < pa2(v),v >>0.
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Definigao 1.22. Um operador densidade p é dito ser um estado puro se
ele nao pode ser escrito como combinacao convexa nao trivial de outros
operadores densidade. Ou seja, se p nao pode ser escrito como

p=aM;+ (1 —a) M,
onde 0 < a <1, e My e M, sao operadores densidade.

Teorema 1.12. O conjunto dos operadores densidades que sdo estados
puros € o conjunto dos operadores projecao.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que operadores projecao sao esta-
dos puros.

Seja 1) no espago de Hilbert ‘H e suponha por contradicao que consider-
emos a combinagao convexa

|1/J><1/J‘ = P¢:aM1+(1—a)M2,

onde, 0 < a <1e My # M, e ainda diferentes de P.
Seja F' o subespago unidimensional gerado por .
Considere a decomposicao H = F + F+.

Dado vetor qualquer ¢ € F*

0=<Py(p),p >=a < Mi(p),p>+(1—a) <M(p),p>.

Como M; and My sdo operadores positivos, temos que < Mp(p),p >=
0 =< Ma(p),¢ > .

Consider um conjunto ortonormal 1,2, @3, ... tal que ¢ = ¥ e os
outros s, (3, Y4, ... formam um conjunto ortonormal completo para F' L

Entao, segue que

1=Tr(My) =< Mi(¥),% >+ Y < Mi(p;), 05 >=< My(),9) > .
J

De forma similar obtemos que Tr (MPy) = Tr (M;) = 1, e assim
< My, Py == 1. Como < Py, P, == 1 ¢ a partir de (1.23), temos que
< My, My =<1, entao a desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver (1.25))

l=|=<MPy > << Py, Py= < M,M ~<1,

resulta ser uma igualdade, logo M; = ¢ Py, para algum c. Como M; tem
traco 1 resulta que M7 = Py. Desta forma obtemos uma contradicao. Logo
Py, nao pode ser expresso como combinagao convexa nao trivial.
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Considere agora um operador densidade p que é um estado puro. Seja
P = >0 MnPp, sua decomposicao espectral. Como ele é positivo e seu
traco é igual a 1, temos que A\, > 0, e > -nAn = 1. Suponha que exis-
tam \; e A\j nao nulos. Assim, p = NPy, + Zn# A Py, = NPy, + (1 —
i) [17—1)\1 > nzi An Pp,]. Como p é puro temos contradigao.

Um operador densidade pode sempre ser expresso na forma
pP=_ AnPp,
n

onde ¢, é um conjunto ortonormal completo enumeravel. Os A, devem
ser encarados como probabilidades e somam 1. Assim p pode ser expresso
como combinacao de estados puros. Note que p pode ser expresso - via um
somatorio como acima - de infinitas formas diversas. De fato, note que se
p(p3) = A3ps, entdo p(0 p3) = A3(0¢3), onde |0] = 1. Assim existem varias
possiveis escolhas para P,,. Os A, sao tinicos.

De qualquer maneira, se pode sempre escrever p na forma

p:anPCpnu
n

onde, > p, = 1; assumindo sempre que os p, ja estdao ordenados de forma
mondétona como py > py > p3 > ... > pp > ..., onde p, — 0.

E facil ver que em dimensao finita o conjunto dos operadores densidade
é um compacto.

Fixado um operador Hamiltoniano H, nesta formulagao mais geral (via
operadores e nio via elementos em £?), consideramos um operador densi-
dade inicial pg no tempo t = 0, e, desejamos descrever a evolucao temporal
do operador p; que satisfaz a equagao

d
ith —p = [H, pt].
dt pr = [H, pt]
A derivacao em t acima usa a estrutura de espaco de Banach dos oper-
adores limitados com a norma de operadores.
Esta equacao generaliza ih 1) (t) = H(y(t)).
A solucao de forma explicita é
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Note que se py é um operador densidade, entao, o p; dado pela expressao
acima também é um operador densidade.

A formulacao acima ¢ consistente com a anterior. De fato, se pg = Py,
onde Y9 € H é um estado, entao, se 1, satisfaz a equagao de Schrédinger
como condicao inicial g, temos que

p(t) = et in F(ahg) = 441 H(ghy).

Vamos mostrar que para todo ¢t > 0 vale p; = Py,.
Ora, Py = [¥(t) >< (t)|, satisfaz para qualquer ¢, n

<[Py (¢) >=<nly(t) > < ¥(t)|¢ > .
Note que

Pyole'm g >= |0 >< hole' np >= |1 >< e pglp >= [0 >< Y(t), b > .

Por outro lado como et % H|w0 >= |e_t 7 H o >

< et Py et FH(g) S=< plu(t) >< ¢(t)]¢ > .

Como as duas expressoes sao as mesmas para todo ¥ e 1 concluimos que
para todo ¢ vale Py = py.

Desta forma fica mais uma vez natural pensar que a evolugao temporal
de operadores (formulacao de Heisenberg) generaliza a evolu¢ao temporal
de estados (formulagdo de Schrodinger).

Dado o operador densidade 15, o operador vy = H 1)y descreve a densi-
dade de transicao de 19 pela acao do operador H.

Dados dois operadores densidade 1)1, 19 e um operador Hamiltoniano H,
o valor

<1 | Hy >

descreve a intensidade da transicao Hubs.

Acima estamos usando o produto interno agindo nas matrizes.

Dados dois operadores densidade 1,19 dizemos que sao separaveis por
uma regra de selegao se existe um operador Hamiltoniano H tal que

<w1‘Hw2 >=0.

Neste caso se diz que a transicdao de 11 a 1y é proibida através de H.
Dizemos que 1, 19 sao separaveis por uma regra de superselecao se para
qualquer operador autoadjunto A vale

<1/J1‘A¢2 >=0.
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1.9 Operadores Trace Class

Uma 6tima referencia para os assuntos desta se¢ao e da préxima é [27] e
Secao 4.2 em [334].

Todo operador autoadjunto positivo A possui uma raiz quadrada B, isto
é, existe um operador B tal que B2 = A (ver final da secdo de pre-requisitos).

Dado um operador p : H — H no espaco de Hilbert H sempre temos que
o operador p*p é positivo.

Assim, como pp* é um operador autoadjunto positivo ele possui raiz
quadrada (p p*)!/2. Tsto é ((pp*)/?)* = (Vpp*)? = pp*.

Notagao: |p| = +/p*p. Entédo o operador |p| generaliza o conceito de
médulo de um niimero complexo (que é sempre um numero nao negativo).

Da mesma forma

(p*pd, &) = (po, pd) > 0,V € H.

No caso em que p : H — H é limitado podemos definir alternativamente o
operador positivo |p| = \/p*p via série de poténcias [94] [378].

Definigao 1.23. Um operador limitado p : H — H é dito trace class oper-
ator se para qualquer base ortonormal {i;} de H vale que

> 1wy, lplbs) | < 0.
j

Neste caso podemos definir, dada a base {1;}, o traco do operador p
como sendo

trp =Y (¥, ps) -

J

Esta definicao nao depende da escolha do conjunto ortonormal completo
escolhido em # (ver defini¢ao 3.4.2 em [27]).

Exemplo 1.3. Seja A : H — H um operador com espectro puramente
pontual, o (A) = 0, (A). Sejam 1, e E), os autovetores de A e seu respectivos
autovalores. Se E,, > 0 entdo A é trace class se e sé se

J

> (W, |ARb) < 0o > (W, |Ejlis) < 0o Y Ej < oo
J J
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Os operadores trace class formam um espago de Banach com a norma
Al = trA] = tr(A 472 =37 (v, (A4 )
J
que satisfaz as propriedades:

1. tr (aA+ BB) = atrA+ ptrB, Yo, 8 € C e VA, B trace class;

2. se p é trace class e A é um operador limitado entdo pA e Ap sdo trace
class e trpA = trAp.

Seja A : ‘H — H um operador limitado, auto-adjunto, com espectro
puramente pontual. Sejam também FEy < F; < ... os autovalores de A e 1y,
n = 0,1, ..., os respectivos autovetores que formam um conjunto ortonormal
completo. Se f: R — C é uma funcao analitica temos

Proposicao 1.13. f(A) € trace class e
trf (4 Z f(E

se a série converge absolutamente.

Demonstragao. Supondo que a série Z f (Ej) é absolutamente conver-
gente temos

D (W | (A) ) = Y (5, |F () [95) Z |f (Bj) | < o0
J J
de modo que f (A) é trace class e portanto podemos calcular o traco

trf(A) =Y (b, f Zf

J

Proposicao 1.14. Seja K : [a, b]2 — C wma fungdo continua tal que
K(x,y) = K(y,z). O operador K : L? ([a,b]) — L? ([a,b]) definido por

b
=/ K (z,y) f (y)dy

€ autoadjunto, e, € trace class. Ainda, vale

b
tTIC:/ K (z,x)dz
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Demonstracao.
O operador K é compacto (ver segao X.2 [439] e Teorema 3.4.4 em [27]).
Seja wn, n € N, conjunto enumeravel completo de autovetores para K.
Sejam ainda, \,, n € N, os respectivos autovalores.

Seja B(x,y) = 32, An on(z) on(y)-
Considere o operador B tal que

b
B7) @) = [ By f W)y
Ora, para cada k fixo

b b
(Ber) (z) = / D Ann(@) en(y) or (¥) dy = Anpn(2) / en(y) pr (y) dy =

D A on(@)< Pmy Pk > = A ()

Como os @i, k € N, geram o espaco de Hilbert, entao, K = B. Logo,

podemos assumir que K = B.
Ora,

b b
/ K(z,z)dx = / Z)\n on(2) on(x)dx = Z)\n < P, P >= Zx\n =trk.

Referimos o leitor a se¢ao 9.2.2 em [107] para um discussao mais profunda
sobre os topicos que estamos superficialmente abordando.

Proposicao 1.15. Seja K : R? — C uma funcdo continua tal que K (x
K(y,z). Suponha que [ [ |K(z,y)*dzdy < oco. O operador K : L*(
L? (R) definido por

Y) =
) —
mﬁmz/Kuwf@@

€ autoadjunto, e, € trace class. Ainda, vale

triC = /K(a:,a:) dx.

A demonstracao é semelhante ao caso anterior.

Sendo assim, se um certo operador pode ser descrito via um operador in-
tegral obteremos automaticamente uma forma simples de calcular seu traco.
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Definigao 1.24. Um operador limitado K é dito de Hilbert-Schmidt se KC*K
é trace class.

Proposicao 1.16. Um operador integral K em L2 (Rd) com nicleo K €
L? (Rd X }Rd) € de Hilbert-Schmidt, e

trkK* K = \K (z,y) [*dzdy.
RIxR4

Referimos o leitor a [27] para maiores detalhes sobre operadores do tipo
Hilbert-Schimdt.

O valor ), .y < ex, A(ex) >, denotado por 7(A) é chamado neste caso
de trago A.

Um espago de Hilbert é separavel se ele admite uma conjunto ortonomal
completo (enumeravel).

Definicao 1.25. Um operador autoadjunto A agindo num espaco de Hilbert
separavel H é chamado Hilbert-Schmidt (ver [372] section IV.8), se a soma

DM

keN

converge.

Teorema 1.17. Um operador A definido num espaco de Hilbert separdvel
‘H € Hilbert-Schmidt, se e sé se, A* A € trace class.

Teorema 1.18. Suponha que {e1,ea,...} € um conjunto ortonormal em H.Se

A() :Z |ek> )\k<€k" >,
k

onde A\, > 0, tr(A) < oo, e Ay € um operador limitado, entdo Ag A € trace
class.

Considere V' o conjunto dos operadores trace class no espago de Hilbert
L2(M,C) com norma |u|; = trace vu*u = tr(v/u*u). Fica assim definido
um espago vetorial completo (ver [62]). Note que mesmo que u nao seja
positivo, temos que u u* estd bem definido, é positivo e tem raiz quadrada.
Denote por K o conjunto dos operadores trace class. Note que se u € K,
entao tr(u) = |ul;. Lembre que tr(A B) = tr(B A). Sabemos que se u € K
entao ele é operador densidade no caso em que tr(u) = 1.

Note que tr : V — R é um operator linear.
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Seja H um espaco de Hilbert e V' o conjunto dos operadores tipo Hilbert-
Schmitd com a norma |A|s = /tr(A* A).

Defina < A, B >=tr(A* B) para A, B € V. Sao vélidas quase todas a
propriedades para que <, > seja produto interno. (ver segao 6 em [174])

E natural considerar a seguinte analogia: os operadores trace class (com
a norma |.|;) correpondem ao espaco L£! e os operadores Hilbert-Schmitd
(com a norma | . |2) ao espago L£2.

Lembramos que um conjunto C' num espago vetorial é um cone se cada
elemento z € C ¢é tal que toda vez que o escalar A > 0, entdao Ax estd
tambem em C.

O conjunto K de operadores positivos ¢ um cone (ver [62]).

Proposicao 1.19. [107] Todo operador trace-class num espago de Hilbert é
tipo Hilbert-Schmidt.

1.10 Mecanica Estatistica Quantica

Existe um generalizagdo natural da Mecanica Estatistica ao cenério dos
sistemas quanticos (ver por exemplo [62] [191] [196] [325] [339]). As medidas
de Gibbs vao corresponder aos estados KMS.

Na secao 3 em [360] o autor descreve de forma resumida Mecanica Es-
tatistica Quantica para espacgos de Hilbert de dimensao finita.

Primeiro, para motivar o problema no cenéario quantico apresentaremos
o modelo mais simples que ocorre na Mecanica Estatistica. Considere um
sistema fisico com estados {1,...,n}, e sejam —Uj,--- — U, as energias
desses estados, respectivamente. Suponha que colocamos o sistema em con-
tato com uma fonte de calor muito maior, que estd a uma temperatura 7.
Sendo assim, a energia ird transitar entre o sistema original e a fonte de
calor, e a temperatura 1" permanecerd constante, pois a fonte tem ordem de
grandeza muito maior que o nosso sistema. O problema fisico que estamos
considerando nao é deterministico, e nés podemos apenas falar da proba-
bilidade de um certo estado fixo, digamos j, ocorrer, onde j € {1,2,..,n}.
Apos esperar que o sistema se encontre em equilibrio, se realizarmos uma
sequéncia de observacoes, notaremos que o estado j ird ocorrer numa deter-
minda proporgao de vezes.

Por exemplo, se fizermos 1000 observagoes e em 112 delas aparece o
estado 2, diremos que existe evidéncia de que 2 tem probabilidade P, = %.

Entao o que queremos saber, para cada j, é o valor dessa proporgao
quando o nimero de observacoes vai a infinito. E um fato conhecido da
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Mecénica Estatistica (a partir de observagoes do fenémeno fisico) que a
probabilidade P; de que o estado j ocorra é dado pela distribuicao de
Gibbs ou medida de Gibbs:
P e’ o

i = =5+ ] € R o}

J Z?:l e—BUi J { ) ) }7
onde B = % e k é uma constante, chamada constante de Boltzmann.

Uma formulacdo variacional do que foi dito acima pode ser feita da

seguinte maneira. Seja

n n
F(p1,-.,pn) = =Y _pilogpi — > piBU;
=1 =1

definida no simplexo em R" dado por

A: {(pl,»pn) pz 2 0,2 & {1,,’]7,},21)2 = 1}
=1

Usando multiplicadores de Lagrange, podemos mostrar que o maximo de F
no simplexo A é obtido em

o~ BU;

szwje{l,...,n},
i=1

ou seja, de acordo com o valor P; dado acima.
De fato, basta resolver em p1, po, .., p, a equagao

A1,1,...,1) = (=1 +logp1) — pUL, ..., —(1 + log pn) — BU,),
onde A € R (usando o fato que };p; =1.)
A funcao

n
S(p1,-->pn) = = > pilogp;
=1

¢é a entropia da distribuigao (pi,....,pn). Defina

Uprsspn) = = Y 0ili
i=1

como sendo a energia média. Entao podemos dizer que a distribuigdo de
Gibbs maximiza o valor

S(p1;-pn) — BU(p1, o, )
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Nesse contexto, a expressao S — BU ¢é o que chamaremos de energia livre.
Logo, podemos dizer que a natureza maximiza a energia livre acima definida
(ou, alternativamente, minimiza - ver [299] - a Helmholtz free energy BU —
S). Quando fazemos a temperatura 7' tender a 400, isto é, se B tender
a 0, vamos nos aproximar de um problema em que apenas se maximiza a
entropia.

Alternativamente, podemos também dizer que o estado de Gibbs mini-
miza —(S — BU), chamado de Helmholtz free energy (conforme [294])

Na secao 2.12 vamos descrever um exemplo interessante em que a teoria
acima é descrita com bastante detalhes.

Apés a andlise do sistema mais simples como o descrito acima, vamos
considerar sua generalizagdo ao caso quantico. A teoria que trata deste
assunto se chama Mecanica Estatistica Quantica [62].

Definigao 1.26. Dado um operador densidade p =), py P, definimos a
entropia de von Neumann de p como

S(p) = =Tr (p log p),

onde log p é o operador
logp =" (logpn) Py,
n

Podemos escrever de forma alternativa

S(p) == pnlogpn.

A entropia de um estado puro (um operador proje¢ao) é sempre nula,
ou seja, a menor possivel.

No caso bidmensional um p da forma p = 1/2 Py, +1/2P,,, onde Py, e
Py, sao operadores projecao, ¢ tal que sua entropia log2 é maxima.

Given the Hamiltonian H and 8 > 0, the associated thermal state v? is
such that its entropy is

S(?) =8 Tr(H~") +log( Tr e PH) =5 <H> 5 +log( Tr e 7H).

Outros conceitos de entropia para operadores densidade sao descritos na
literatura (por exemplo em [339] e [32]).

Vamos supor que o sistema quéntico em consideracao esta sob a agao de
um Hamiltoniano H.

Desta forma, dado um operador densidade p, o seu valor esperado é
denotado por E(p) = Tr (Hp) =< H >,
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Definicao 1.27. Fixada uma temperatura 7', a energia livre de Helmholtz
do operador densidade p é por definicao

Fr(p) = E(p) —TS(p).

O operador de equilibrio & temperatura 1" para H seria o operador densi-
dade p que minimiza tal Fr(p) entre todos os possiveis operadores densidade.

Este problema também pode ser enunciado como: maximizar —% E(p)+
S(p) entre possiveis operadores densidade p.

Pode-se mostrar (ver prova ao fim da da segao 2.6) que o operador den-
sidade pr que minimiza a energia livre de Helmholtz é dado por

onde, Z(T) = Tr (e~ %H) Naturalmente, se exige que o este trago esteja
bem definido. Como veremos mais tarde no Exemplo 2.10 na secao 2.12, no
caso do oscilador harménico, isto de fato acontece.

Referencias abrangentes sobre estes assuntos sao [62] e [338].

Definigao 1.28. A expressao % e~ 7H ¢ denominada de estado (operador
densidade) KMS (ou, de Gibbs) & temperatura T' para o operador Hamilto-

niano H. Note que % e~ TH ¢ um operador densidade.

Assim, o operador densidade de equilibrio a temperatura T para H ¢é o
estado de Gibbs a temperatura T para H.
Note que se H fosse diagonal da forma

(U 0
i=( 4 )

- . - _1 .
onde Uy, Us sao reais, entao % e~ 7 descreve a probabildade com pesos

ef%Ul ef%UQ
P =—7 i, 2= i 177,
T fe T2 e T fe T2
através de
e_%Ul 0
T I
T = ! e %H = e TV pem T2 1
Z(T) 0 e~ T2
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A entropia deste operador é dada por —P; log P, — P> log Ps.

Na Mecanica Quéantica as inferéncias desempenham papel fundamental.
Como vemos, o cenario da Mecanica Estatistica Clédssica esta contido neste
através das matrizes diagonais.

Fixado o Hamiltoniano H, denote 5 = 1/T" e considere o operador den-
sidade pg = Tmz‘;%. Um exemplo interessante serd desenvolvido mais
tarde no texto (ver (2.71) e Exemplo 2.10)

Considere dois observaveis X, Y (operadores autoadjuntos) e as respecti-
vas evolucoes temporais Xy, Yz, t > 0, de acordo com as equagoes diferenciais
(do ponto de vista de Heisenberg)

8tXt:z'[H,Xt] [§] 8151/;5:2[H,th]

Denote por U;[X]| = Xy, t > 0, o semigrupo associado a equagao 0y X; =
i [H, Xy].
Lembre que 4 4
Ut(X) =pt = el tH X ot H,
Podemos considerar as correlacoes (ver Segao 5.6 em [41])
Fxy(t) :==Traco(pg Us[X]Y ) e Gxy(t) = Traco(pgY Uy[X]).
E f4cil mostrar que para todo ¢, X,Y vale

Fxy(t) = Gxy(t + Bi), (1.27)

contanto que Gx y(t + (i) esteja bem definido (o que ocorre em muitos
casos).
De fato note que

e PH

tiH y —tiH
Traco e FH ¢ Xe Yl

Fyy(t) =Tr|
e PH
Tr e—FH

Gxy(t+pi)=Tr| Y elt+BiliH x o—ft+8i iH]

1
Tre—FH
1
Tre—FH

Tr[eiﬁHY €tiH e*ﬂHXeftiHeﬂH] —

Tr[etiH e—ﬂHXe—tiHeﬂHe—ﬁH Y] —

1

7Tre*5HTT[etiH eiﬁHXeftiHY] =
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1
Tre—5H
Acima usamos o fato que e PH g
H e assim comutam.

Trie PH M X o=t Hy | — Fyy (1),

tH 550 ambas funcoes analiticas em

Observacao 1.9. Quando ¢ = 0 obtemos

Trips X Y] =
e PH
TT[W XY]=Fxy(0) = Gxy(fi) = (1.28)
Tripg Y ePIH X e BliH ] — s v e PH X PH) = Tr[pg YV Ugi(X)).
¢
A expressao (1.27) (ou (1.28)) VX,Y
Trips X Y] =Trlps ¥ Us(X)], (1.29)

onde 4 '
Ui(X) = pr = "M X e T,

¢ conhecida como a condicao KMS para pg, que como veremos no futuro, é de
grande importancia na Teoria das C*-algebras, em particular em relacao ao
conceito de C*-estado KMS (ver expressoes (2.29), (2.30) e (2.31). Quando
se considera o problema acima para espacos de Hilbert de dimensao finita,
se pode mostrar que, entre os operadores densidade, apenas o estado KMS
pp satisfaz a igualdade acima (1.27) para todo t > 0, X,Y (ver Secdo 5.6 in
41)).
Vamos elaborar mais sobre este topico na secoes 2.6 e 2.12.

1.11 Uma generalizacdao da Teoria de Hamilton-Jacobi

Seja 1y : R® — C, que satisfaz a equacdo de Schrédinger i.e,

R
ihgr =H) = —o— MY+ V(x).

Vamos considerar o sistema indexado pela massa m > 0 e também por
h.
Vamos escrever ¥(t,x) = ¢y, (¢, ) na forma polar

3 = 5 % o = am,p\l, T ei” A
U(t, @) = alt,x) er 500 (t, @) e Smonlt:D)
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onde a = amymp € S = Sy, tomam apenas valores reais e m > 0. No tempo
t 0 termo |y, ;5|* descreve a densidade da particula quantica de massa m e
o termo S, 5 a fase da particula quantica.

(6S(t,x) 0S(t,z) )

Oxr1 " Oxn

Dado S(t,z) denotamos VS(¢t,x) =

Teorema 1.20. ¢, = aei® = ayen >, satisfaz a equacdo de Schrondinger,

se e so se,
VS[P P La

E—i_ 2m 2m a (1.30)
e
d(a?) L a®VS .

Demonstragao. Para demonstrar o resultado desejado, note primeiro que

o 1da i DS

o Ga Tha?
¢ o o
(s oos o) = VW = (S + £ VS)S.
Disto segue que
2 .
A= (A% 4 inns yoin =YLV > Va;lVS =~ IVSE)

Substituindo estas expressoes na equagao de Schrodinger obtemos

oY  ihda DS,
e o TR A

2
[~ (A% inns 4o YO VE > V“’QVS> —|VSP) + V]

2m a

Apés dividir as duas expressoes acima por ¥, e, ao igualar a parte real e
imaginaria de cada um dos lados obtemos

+‘VS‘2+V—h_2&
ot 2m C2m a
e
hE@:—m—AS iy <YV Vs>

a Ot 2m a
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2a?

Multiplicando a tltima expressao por <z-, obtemos
0(a® a’Vvs
(a”) = —div ( ).
ot m

Desta forma fica demonstrada a afirmacao acima.
O

Este par de equacoes que mencionamos acima pode ser obtido via um
problema variacional e alguns entendem que tal procedimento esta dentro da
linha da assim chamada Mecanica de Bohm (ver [425] e [251]); ver préxima
Observacao. Na secao 2.18 vamos considerar tal questao novamente.

Este ponto de vista da Mecanica Quantica algumas vezes é denominado
de interpretacao hidrodinamica (ver [197]). Esta relacionado com a inter-
pretacao estocastica de E. Nelson (ver [333], [172] and [434])

Para determinar uma solu¢ao S(z,t),a(x,t) é necessario - ao menos -
fixar uma condigdo inicial S(0,x), a(0,z) onde [ a(0,z)? dz = 1.

Observagao: O ponto de vista da Mecanica de Bohm (inspirada por de
Broglie) é o seguinte: denote por ¥y (x) = h(z,t) = a(z,t)er *@Y a funcio
de onda para o sistema sob a influencia do potencial V. A descrigdo ao
longo de tempo ¢ > 0, da densidade de probabilidade, é dada por P(z,t) =
la(x,t)2. A funcio S(x,t) descreve a fase (ou a agao). 1(z,t) deve satisfazer
a equacao de Schrondinger, e portanto obtemos a equagao de evolugao

oS |VSP2 R Aa
_P _ vz 1.32
ot 2m v 2m a ’ (1.32)

opP Pvs
+v(—=2

e —=)=0. (1.33)

Segundo tal interpretacao %S descreve a velocidade da particula no ponto
x no tempo t (e portanto V.S é uma forma de momento). Note que neste
contexto posi¢do e momento aparecem juntos (nao existe indeterminagao de
um pelo outro).

Alem disso, gff seria uma forma de energia cinética. (1.33) é uma
descrigao comum na Teoria do Transporte.

Este ponto de vista é deterministico e nao local. ¥ (z) é o que de Broglie
chama de onda piloto.
Ver [240] para outras alternativas associadas a tal ponto de vista.
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Note que vai seguir do Teorema 1.20 que se assumirmos que ; é esta-
ciondria, ou seja, estd na forma

be(2) = alz)et 5@t — ¢ (p)ek [Sn@-Et]

onde E é constante, entao i, satisfaz a equagao de Schrodinger, se e s6 se,
para todo z vale

|VS(z)|? 1 Aalz)
B om Vi) = 2m a(z)
o (FEITSE)

2

A ltima expresao indica que a densidade a(x)” ndo depende de ¢.

Observamos que a hipétese de estacionaridade implica assumir que a(zx)en
seja um autovetor de H associado ao autovalor FE.

Mais detalhes sobre a equagao de Hamilton-Jacobi em Mecanica Quantica
podem ser encontrados em [116] e em [110].

Em [133] o par de equacoes acima aparecem de maneira natural ao se
considerar o principio de acao critica para o funcional de Guerra-Morato.

Exemplo 1.4. No caso unidimensional podemos tomar acima S = 0, e,
entdo basta encontrar a funcao real a(x) tal que

2 a\x
CE4V(E) = o Aa(;)).

Esta equacao é equivalente a equagao linear de segunda ordem

2 m
%a(@ — QH—Q(V(J:) — FE)a(x) =0.

Como exigimos que f a(m)de =1, temos que a vai a zero quando x vai
a mais infinito e a menos infinito.

A equagdo acima tem sempre solugao a(zx) sob hipoteses razoaveis sobre
V. A condigdo de que a vai a zero quando x vai a mais infinito e a menos
infinito fixa condigoes de fronteira que determinam os possiveis valores de
E.

Assim, no caso unidimensional, este procedimento mostra como calcular
autofuncoes de H. Na secao 1.6 ao fim do exemplo 3 analisamos tal caso
com detalhes.

ig

(=)
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%

Vamos analisar agora com mais cuidado no caso geral a expressao

oS(t, aS(t,
Dt 2)?) | oo b0 G0 T o) | a?VS
ot m ot
Em dindmica de fluidos esta equagao descreve a evolugao de uma massa
fluida com densidade de massa a® e que vai se mover no ponto z na direcao
do vetor tangente V.S(x).

A conservacao de densidade de massa nos da a expressao

) =0.

2
div ( VS5

) = 0.

Faremos aqui um paralelo com cenério quantico. Lembre que na Mecanica
Quéntica a(t,z)? = a;(x)? vai descrever a probabilidade de encontrar em x
a particula no tempo ¢t numa certa regiao espacial dada. Assim esta den-
sidade vai evoluir ao longo do tempo seguindo a direcao do gradiente de S
(no tempo t) que é a parte ondulatéria da fungao de onda.

Assim, a evolucado da distribuicdo de massa na Mecanica de Fluidos
possui um paralelo com a evolucao da probabilidade de encontrar a particula
numa certa regiao na Mecanica Quantica. Vamos elaborar um pouco mais
sobre isto.

Teorema 1.21. Seja uma familia de difeomorfismos Ty : R — R, t € R,
onde Ty = 1, e, v¢(x), que satisfaz
_ dTi(»)

w(Ti(2)) = ——

x € R, t € R. Seja, uma densidade inicial f(x), e, pt a evolugdo temporal
desta densidade ao longo do fluzo definido pela familia de difeomorfismos T,
isto €, para qualquer funcao diferenciavel com suporte compacto o e qualquer
t, temos que

[ m@rae = [ o) s de.

Note que po(x) = f(x) para todo x.
Entao vale a equagao do transporte

d d
Pt o (vp) =0.
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Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade (basta tomar limites apds obtido
o resultado desejado) se pode assumir que ¢ tem suporte compacto.
Note que para todo x

d dTy(z) . d

o) = Lo (@)] o = [ (T @) (T3 ().

Assim, como podemos passar a derivada para dentro da integral

[e@gntaran =5 [ewm@ =5 [o@ie) f@do -

/[%@(ﬂ(x))]vt(ﬂ(x))f(x) dx = /[%gp(m)]yt(x) pi() dz =

- / 90%[%(1‘) pe(z)] dx.

Na ultima passagem usamos integragao por partes, e, ainda, o fato ¢
tem suporte compacto.
Como a afirmagao vale para todo ¢ temos finalmente que

d d

apt = —%(Ptv)-

Acima v = V.S na equagao do transporte anteriormente obtida.

A prova do resultado acima vale também para uma familia de difeomor-
fismos T; : R® — R™. Suponha que v : R” — R” seja um campo de vetores
autonomo e considere o fluxo ®;, t € R, associado a equagao diferencial
x’ = v(x) (ver [121]). Neste caso as hipoteses acima estdo satisfeitas e,
fixada uma densidade inicial pg, entao a evolugao temporal desta densidade
pelo fluxo é dada pela equagao de transporte para p;, t € R.

Alguns comentarios sobre a equacgao de Hamilton-Jacobi na Mecanica
Classica: para determinar a solucao S(x,t) é necessario fixar uma condigao
inicial Sp(z) = S(0,z). Mesmo supondo Sp(z) de classe C™ em =z, a
propriedade que, para um dado sistema mecanico classico, se tenha uma
evolugao S(t,x), via equagao do transporte descrita por VS; - onde S; esta
definida e diferencidvel em todo R™ e para todo ¢ - é em geral forte demais.
Além disso a equacao diferencial associada a v; = V.S; ndo é muitas vezes
autonoma. O aparecimento de pontos de caustica - em algum ponto ¢ > 0 -
(ver [394], 9], [2], [319] ou secao 3 em [291]) impde restrigdes ao problema.



Secdo 1.11 Uma generalizacdo da Teoria de Hamilton-Jacobi 159

De qualquer forma o resultado acima ilustra o papel desempenhado pela
equacao de transporte na teoria.

Podemos entdo interpretar, no caso unidimensional, a relagdo de S(¢, z)
com p; = a? (que aparecem na expressiao da funcio de onda) da seguinte
forma: se f(x) = a3(x) é a condigao inicial, e, T} é o fluxo que vai definir a
correspondente evolucdo temporal da densidade a? = p;, via a equacdo de
Schrédinger, entao

d(a?) d ( a?L s
ot dx m

) =0,

d

significa que %Tt(az) = w(x) = %(t’x). Ou seja, no caso n-dimensional
%(t’x) aponta na dire¢do da variacio da densidade de probabilidade a? no
ponto x.

Vamos continuar a analisar a expressao geral

0S(t,x)\2 0S(t,x)\2
oS(t,x)  ((Fgg)™+ -+ (Fai)”) _ 98 |VSP? _
5 + 5 —l—V(J:)—E—F 7 +V(z) =
2(1 xT 2(1 xT
om o " 2m o)
Definigao 1.29. A equacao diferencial
oS |VSJ]? B
2 + o + V(z) =0, (1.34)

é conhecida em Mecanica Classica como a equacao de Hamilton-Jacobi para
a acao S(t,x).

E natural supor que S(x,t) é da forma S(x,t) = —Et + S(z) e isto
simplifica equacao acima: a equagdao de Hamilton-Jacobi estacionéria é
VS(2)?
————+4+V(z)=F. 1.35
L V() (1.35)

Em geral nao existem funcgoes diferencidveis solucionando tal equagao.
Referimos o leitor a [12], [2] e a se¢@o 3 em [291] para resultados gerais sobre
esta equacao e sua relacdo com Mecanica Classica.

Alguns autores consideram a condicao i — 0 como a aproximacao da
Mecanica Quantica ao cendrio da Mecanica Classica (ver [189]). Isto de-
screveria o assim chamado limite semi-classico e o principio da correspon-
dencia. Mais precisamente, para t fixo, a distribuicdo de probabilidade de
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|94 (2)]? - onde 9, satisfaz a equacio de Schorodinger com A varidvel - deveria
descrever, quando A — 0, de alguma forma, um sistema mecénico cldssico.

Este formalismo do ponto de vista Matematico pode ser formalmente
elaborado e resultados interessantes obtidos (ver [210] e [211]). J& do ponto
de vista da Fisica, este formalismo poderia confundir o leitor: em um mo-
mento h é uma constante fisica fundamental da teoria e em outro é uma
variavel. Vamos elaborar mais detalhadamente sobre este topico, e sua
relagdo com a dualidade onda-particula, ao fim desta secao.

O limite semicldssico considerando um intervalo de tempo [0, 7] fixado
é abordado de outra forma na se¢ao 1.13 (em particular, fazemos algumas
consideragoes pertinentes no ultimo paragrafo desta mencionada segao).

Faremos a seguir algums consideragoes heuristicas seguindo este ponto
de vista. Assim, a expressao

OSmn . |V Sl Vo n? Damp
ot 2m 2m  amp

indica que que quando h — 0, a soluc@o Sy, ;(t, x) fica " parecida” com a acao
classica Soo(t,z) (que é solucao da equagao (1.34)).

No limite semiclassico obteriamos (otimisticamente) entao o par de equagoes
em as € Sso

0S»  |VSxl?
V =0,
ot + 2m *
¢ 2 2
d(a3,) as,VSso
div(—=——=)=0.
5t + div ( — )
Seja S a agao classica para o Hamiltoniano auténomo cléssico H (z,p) =
2
% + V. Se assumirmos, via separagao de variaveis, que Soo(z,t) = W(z) —

E't, obtemos a equacao de Hamilton-Jacobi na forma

WWEE Ly = g,

2m

e a equacao de transporte

2
div(%)z&

Note que foi essencial aqui supor que o Hamiltoniano é auténomo.
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No caso em que o potencial é nulo obtemos a equacao da eikonal [291]:
fixado E, determine W tal que
VW (2)]

— =F.
2m

O nivel de energia E é o conjunto de pontos (x,p) tais que vale

2
Ip +V(z)=E.
2m
A x-projecao do nivel de energia FE é o conjunto dos x tais que existe p
tal que % +V(z)=FE.

Na figura 1.6 pode se observar no caso unidimensional os possiveis valores
x que podem ser atingidos quando esta fixo um certo nivel de energia E.

Fixado um nivel de energia F sejam 22 < 2 os extremos deste intervalo.

E f4cil ver, pelo Teorema de Conservagao da Energia total, que

W)= [ Vem[E=V()ldy

satisfaz a equacao de Hamilton-Jacobi

VW (2)]”

2m

+V(z)=FE.

Note que W(z) = — ffa V2m[E —V(y)] dy também satisfaz a equacdo.

No limite semiclédssico, quando i — 0, seria natural esperar que a S,
associada a cada h, v& convergir a esta W.

Nos pontos z, e zp a fungao W deixa de ser diferenciavel. Algumas vezes
se chama tais pontos de pontos de dobra. A funcdo W nao estd assim (ao
menos de maneira natural) definida de forma diferencidvel em toda a reta
real. As solugoes KAM fracas descrevem uma maneira alternativa de tratar
com tais patologias [93].

W é chamada de solucao KAM fraca da equagdo de Hamilton-Jacobi
se W é diferenciavel fora de um conjunto de medida de Lebesgue 0 na x-

projecao do nivel de energia E, e, vale MW@l V(z) = E (onde definido)

[142] [93]. Neste caso, sempre existe 50121712'50 KAM fraca da equacdo de
Hamilton-Jacobi (sob algumas condigoes bem gerais sobre V).
A sigla KAM se refere a Kolomogorov, Arnold and Moser que deram
contribui¢cbes muito importantes na formalizacao desta Teoria.
Fixado m e o correspondente a,, (obtido da equagao de Schrodinger)
2 Aam(z)

considere um novo potencial Vi, (z) = V(z) — 50 =~ ©
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Definigao 1.30. — /2 £%@)

" 2m a(x)

H e ao estado ¥ = aen d.

é chamado de potencial quantico associado a

A seguir vamos considerar um novo Hamiltoniano H,,(z,p), definido
para (z,p) em R™ x R™ dado por

h_2 Aapy,(x)

_ ol _
2m  ap(x)

- 2m

2
Hp(z,p) = M + Vin(z)

2 + V()

]

E fécil ver que a equagao de Hamilton-Jacobi em 5, para o Hamiltoniano

H,, é a equacao
0Sm n VS |? LV h_2 Nap,
ot 2m 2m  ap,

Vamos fazer agora algumas digressoes sobre o ponto de vista de encarar
um dado sistema descrito pela Mecanica Quantica como um sistema oriundo
da Mecénica Cléssica ao qual adicionamos o potencial quantico ao potencial
classico.

Em outras palavras, podemos pensar na existéncia de um novo potencial
Vi, (diferente de V' ao adicionar o potencial quantico), e que este, de certa
forma, descreve sob o ponto de vista classico o cendrio quantico.

A agéo cléssica S(t,x) é descrita da seguinte forma: fixe um ponto =’ €
R™, e, considere uma solugao da equagao de Hamilton (z(s),p(s)), s € [0,¢],
tal que,

1) z(0) = 2/

2) z(t) = x.

Note que o caminho (z(s),p(s)) € R™ x R™ depende de z e 2/, e, que
poderia nao ser unico (mas, fizemos acima a escolha de uma determinada
solucao da equacgao de Hamilton). Naturalmente serd necessario que x
e 7’ estejam na projecao de um mesmo nivel de energia.

A seguir defina (ver segao 3.8 em [291])

t
S(t,x) = /0 (< pls), als) > — Hix(s),p(s))ds.

Vamos supor que tal funcao estd bem definida para z préximo de 2/,
para t em uma vizinhanca de ¢ = t’ fixado, e ainda que S é diferencidvel
em t e . Observamos que se pode encontrar tal S num certo dominio de
definicao [291]. O problema que atrapalha para se obter uma S globalmente
definida s@o os assim chamados pontos conjugados (que aparecem também
em Geometria Diferencial) também chamados de pontos de caustica (vamos
considerar tais questoes nas segoes 2.13, 2.14 e 2.15). Referimos o leitor ao
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exemplo 2.3.1 e também a secao 3 de [291] para maiores discussoes sobre o
assunto.

No caso do oscilador harmonico, H(z,p) = % + mw; "32, fixado T e os
pontos inicial z e final y a agao ligando

S(x,y,T) (2% + ) cos(wT) — 2.

B w
~ 2sin(wT)

Para cada 2’ fixo, tal funcao acao S(t, z),» = S(t,z,x’) satisfaz a equacao
de Hamilton-Jacobi para o Hamiltoniano H fixado (ver secao 3.9 in [291]).
Assim, é natural identificar S(t, z,2") = S (t, x, 2').

Note que sin(w T") pode se anular quando w T for multiplo inteiro de 7.
Nestes pontos temos que S(z,y,T) = oc.

Pode-se demonstrar da mesma forma, que o .S, (satisfazendo a equagao
cldssica de Hamilton-Jacobi) acima descrito também pode ser obtido via
criticalidade de

Sulti) = [ 1< p(e). oa(s) > = Hinla(s).p(s) .

para (t,z) em uma vizinhanca de 2’ e ¢’ (supondo estarem satisfeitas as
hip6tese mencionadas acima) onde H,, incorpora o potencial quantico.
Note que o termo H,, contém a,,. Assim, a afirmac@o precisa é: uma
vez que ”tivéssemos”encontrado a,, (que assumimos satisfaz a equacao de
Shrodinger), entao S, satisfaz a relagdo acima. No caso quantico, como
necessitamos resolver simultaneamente um par de equagodes em a,, € Sy, a
relagdo acima nao é muito efetiva para se encontrar solugoes explicitas.

Vamos estender um conceito que ja foi descrito anteriormente: fixados
x, ', t et entdo S(t,t',x,2’) serd definido da seguinte forma: escolha uma
solugdo da equagao de Hamilton (z(s),p(s)), s € [t,t'], tal que,

1) z(t) ==

2) z(t') =o'

O caminho (z(s),p(s)) € R" x R" depende de t,t',z e 2/, e, poderia nao
ser inico (mas, fizemos acima uma escolha). Naturalmente serd necessario
que z e 7’ estejam na projecao de um mesmo nivel de energia.

A seguir defina a integral da agao (ver segao 3.8 em [291])

Stz 2" = /t [<p(s), %x(s) > — H(z(s),p(s)) |ds.
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Vamos supor que tal funcao estd bem definida para y proximo de =z,
ainda, y’ préximo de 2/, para r em uma vizinhanca de ¢, e, 7’ numa vizin-
hanca de . Suponha ainda que S é diferencidvel em ¢,t' e x, z’. Observamos
que se pode encontrar tal S num certo dominio de definigao [291].

Uma ilustragao pictdrica da interpretagao de S(t,t',x,2') é a seguinte:
um jogador de ténis recebe a bolinha no tempo t na posigao x (do seu lado
da quadra de ténis) e deseja bater na raquete (isto requer a escolha de um
vetor p no tempo t, e, que vai determinar a trajetéria (¢(s),p(s)) e colocar
assim a bolinha de volta na outra parte da quadra de ténis na posicao x’ e
no tempo t'.

Assim, S(t,t',x,2') descreveria a integral da "acao”desta escolha de tra-
jetoria da bolinha determinada pelo tenista.

Fixando 2/,t', temos que S(¢,t',xz,2") satisfaz a equacao de Hamilton-
Jacobi, logo, é natural identificar S = S,.

Uma outra expressao interessante que envolve S, € ax € a seguinte: se

028,
a2, = det (W({;)a

entao, vale a equacao de continuidade

da?, . a?
W + div (VSOO E) = 0.

Vamos considerar (para simplificar) o caso em que z unidimensional e
explicar o sentido da afirmagao acima.

Teorema 1.22. (Van Vieck) Considere S (t,t',y,y") como definido acima.
Se definirmos a® de tal forma que para =’ e t' fixos temos que para quaisquer
x,t
0?Soo(t,y, ', 2)

ayay/ )‘(t,x,t/,x’)a

entdo, a® satisfaz a equacdo de continuidade, ou seja, para qualquer (t,x)

ase(t,) 9 OSus(tz,t'sy) a’(1,)

a? (t,z) = det (

= 0.
ot ox ( or m )
Demonstragao. De fato, note que
82500(7’7y,t/7yl)
8a§o(r,y)‘ - ( Oyoy’ ))| Lo =
or (r=t,z,t' 2’) or (r=t,z,t'2)

YA
82(850@ (T’y7t Y )

or

ayay/ )|(7‘:t,:17,t’,:17/) =
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0Pty (PG 4 V()]

T =t =
_g(i asw(r,y,t/,y/) OZSoo(T)y)t/7y/))‘ / N\ =
gy 'm Oy dydy T
19 ,0Sx(ryt .,y
moy (% @ (r, )| =tz )

Se considerassemos

tl
d
Sm(t,t,z,2") = / [<p(s), Toals) > = Hu(x(s), p(s)) ds,
t S
obteriamos a relacao dada pela equagao de continuidade, ou seja, para qual-
quer (¢, )

daZ (t,x) _’_2 OSm(t,x, ', y') a2 (t,x)

ot ox ( ox m )=0.
Note que no caso do oscilador harmonico
0?8 (z,y,t) . —w
dxdy  sin(wt)’
Assim, se t for pequeno, mas nao nulo, entdo —>— fica finito.

sin(w t)
A segdo 2.18 trata do assunto tratado acima de um ponto de vista difer-

ente.

Existe um ponto de vista alternativo da Mecanica Quantica através da
chamada formulagao da onda piloto (inicialmente proposta por De Broglie)
que esta de alguma forma relacionada com o ponto de vista de Bohm da
teoria (ver [127] and [101]); é apresentada uma maneira diferente de encarar
a teoria que evita a formulagao associada ao colapso instantdneo da medicao
da funcao de onda na Mecéanica Quantica (como analisamos anteriormente).

Em [10] os autores mostram que o formalismo de Hamilton-Jacobi ajuda
a abordar o significado fisico da fungdo de onda em Mecanica Bohmiana.

Limite semi-classico e dualidade onda-particula

O entendimento do limite semi-classico pode ser abordado de diversas
formas e vamos aqui descrever algumas. O mundo classico pode ser enten-
dido de certa forma como o limite do mundo quantico quando as energias
do sistema sao muito grandes.
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A variagdo do h — 0 descreve um formalismo que captura de alguma
forma a dualidade onda-particula (ver [101]); a energia E do sistema fisico
em consideracao ser muito maior que a constante de Plank (o que acontece
em geral quando o sistema tem uma massa muito grande) é uma forma
informal de dizer que A esta muito proximo de zero. Vamos elaborar sobre
esta afirmacao do ponto de vista nao-relativistico.

A uma onda esta associado um comprimento de onda A, e a frequencia
¢é inversamente proporcional a A, digamos que seja dada por f = % A todo
objeto de massa m (e sujeito a uma velocidade v, o que determina um
momento p = mw) esta associada uma onda, a dualidade onda-particula de
de Broglie é descrita por

A= (1.36)

De outra forma (1.36) pode ser descrita por

- = . (1.37)

Desta forma, se a velocidade estd fixa e a massa é muito grande obtere-
mos A muito pequeno. Uma pessoa caminhando na rua vai determinar um
A muito pequeno (e assim nao se percebe sua versao ondulatéria).

Por outro lado, como afirma Max Plank, a energia E é proporcional a
frequéncia f

E~hf. (1.38)

Assim, a energia F fica muito grande quando a frequencia f é grande
(ou seja, quando A é pequeno).

Desta forma se F é muito maior que h, a energia nao é mais quantizada
(varia de forma aproximandamete continua) e i ~ 0. As expressoes (1.36) e
(1.38) descrevem relagoes entre E,m e A. Os sistemas que estao no dominio
da Mecanica Quantica estao associados a sistemas com comprimento de onda
A grande (em conformidade com o exposto acima).

De outra forma (1.36) pode ser descrita por

== (1.39)

O assunto permite alguma polémica do ponto de vista tedrico conforme
discussao em [245] (ver também [205]). Ainda, uma constante € ”"dimen-
sionless”, como explicado por C. Sparber em [405], pode alternativamente
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corresponder a um formalismo matematico apropriado fazendo € — 0. no
limite semiclassico na equagcao

€2 0%p(t,x)

0
1 68_1f(t’x) =0 o + Vi(x)y(t,x).

Ou seja, o assunto do limte sem-classico permite muitas alternativas
interpretagoes.

Excelentes textos mateméticos tratam do assunto (ver [189], [256], [116]
e [448]). Abordamos o assunto em algumas se¢oes (por exemplo nas segoes
2.10 e 2.14).

Alternativamente, como vimos, faz também sentido considerar um es-
tado quantico como dependente unicamente da massa e fazer o limite (semi-
cldssico) quando a massa vai a infinito com £ fixo. Como vimos na sec¢ao 1
deste capitulo no caso do ground state isto funciona perfeitamente.

Por exemplo, na excelente exposigao [210] and [211] o limite assintético
pode ser entendido como supondo que a massa vai a infinito. Neste trabalho
¢é analisado a medida assintética no limite semiclassico do ground state para
um potencial diferencidavel numa variedade Riemanniana.

O assim chamado cell problem esta naturalmente relacionado com questoes
de Limite semi-classico. Referencias em que se analisam tais questoes do
ponto de vista da Teoria de Aubry-Mather (ver [146]) sao [15], [133], [298],
[176].

Em algumas segoes (como por exemplo quando consideramos a integral
de Feymann) vamos analisar entdo o limite &~ — 0 do ponto de vista es-
tritamente matematico. Observamos que amp € Sy, 5 sao solugoes de uma
equacao diferencial que depende conjuntamente dos parametros m, h.

Desta forma, nao se pode afirmar sem maiores cuidados (de forma sim-
plista) que quando i — 0, temos que as solugoes da equagao

oS |VSJ]? R Aa

E—’_ 2m +V:2m a’

vao ter como limite as solugoes da equacao (1.34) acima. A expressao

h2 ANt p

2m amp

(t7 x)7

quando & — 0, pode nao ir a zero se nao for possivel controlar o crescimento
de amp € Sy com h. Nao estamos afirmando que nao é possivel controlar
Qm.h € Sm i, apenas alertamos que é necessdrio algum tipo de cuidado nas
hipéteses sobre como variam (ou, néo) m, h, etc... (ver secao 3.2 e cap 4 em
[15] ou [116], [135], [133], [189], [448] e [176]).
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Uma classe de problemas associado a este limite assintético é algumas
vezes tratado pelo método WKB e das expansoes asintoticas (ver [42], [199]
and [256]).

A dualidade onda-particula de um sistema quantico de massa m, sob
acao de um potencial V, é objeto da Mecanica de Bohm que afirma de forma
resumida: a evolugdo como onda v seria dada pela equacao de Shrondiger

00 W0yt x)

th, (t,x) = TR + V(z)y(t, x). (1.40)
e a evolugao como posi¢ao q por
h Vi
"= — Im(—- 1.41
d = o Im(=0) (1.41)

onde Im representa a parte imaginaria. Uma discussao interessante sobre a
compatibilidade destes tépicos com o mundo real aparece em [101].
A validade da Mecanica de Bohm é também sujeita & polémica.

1.12 Fluxo de Probabilidades e Transporte

Considere uma condicao inicial dada por um estado g, assim

[t = [ oo, Par=1.

Seja iy o estado no tempo ¢t que resulta da evolucao temporal segundo a
equacao de Schrodinger. Sabemos que

/\@b(t,x)\de =1

para todos valores de ¢t > 0. Sabemos também que para estados estacionérios
(por exemplo, ¥ = ,,, 0 n-ésimo autovalor) a densidade de probabilidade
deve ser conservada, ja que |, (¢, z)|? = |e=*Ent/hp, (0, 2)|?
= |n(0,2)].

Considere i, t > 0, cuja evolugao temporal satisfaz a equagao de
Schrodinger.  Vamos mostrar abaixo que se a probabilidade de encontrar
a particula no intervalo [a, b] fixado for denotada por P;(a,b), entao

L) — fa,1) ~ 30,0,
onde, _ .
1) = ) 20Dy 202,
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Desta forma j(z,t) desempenha o papel do fluxo de probabilidade en-
trando por b e saindo por a com a variacao do tempo, no exato instante
t.

Se 1, é estaciondrio, ou seja, | (z)| ndo varia com t € R, entao j(x,t),
para t fixo, independe de .

Em geral para um estado v satisfazendo a equacao de Schrodinger tere-
mos que

0 0—— 0
51V 2)° = S0t )t z) + Ut 0) ot T) =
- h2 . . h2
= —%(—%Awwvw}ww (5 Dt + Vi) | =

2

i K - - —[ i, R ih - _
= ﬁ(—%ﬁz% + Vi) + 4 {—g(—%ﬁzlﬁt + V¢t)] = %(thzwt — P Ngihy) =
th . - -
= Q—dlv(wtth — P Vy)
m

O valor %W(t,xﬂ? descreve a tendencia de variacao da densidade no
ponto z no tempo ¢ (ver Section 2.5 in [196]).

Sendo assim, no caso unidimensional

d b b d
& [ ar = [ Lo -

b ih d
/azz—md—wt i~ ) de = ja, ) — (b, 1)

Definigao 1.31. O fluxo (ou corrente) de probabilidade, j é definida por

ih -
1 t —_ — —
it z) 5 (Ve Vihy — Vi)
Portanto o calculo acima nos da que

Proposigao 1.23. Se denotamos por py(z) = |¢(z)]? temos que a den-
sidade de probabilidade e a corrente de probabilidade satisfazem a sequinte
equacao

%erwj:o
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Esta equacao é do tipo considerado usualmente na Teoria do Transporte
e em escoamento de fluidos.

Pelo Teorema de Stokes, decorre dai que

d
— d
G [ s

K C R”, é o fluxo de j através da fronteira de K.

Se a condigao inicial 1y é estaciondria, entao, % = %h/}(t, 7)|? = 0, para
todo x, e, todo ¢t > 0. Assim, divj(t,z) = 0.

A expressao j(t,z) = %(@Etvm — V1)) pode também ser expressa
como j(t,z) = L Re (¢, g V)= Re (¢, % ¥t). Se consideramos que V = %
(velocidade) podemos escrever a equagao acima como

9p + div Re (¥, V) = 0.
ot

Esta igualdade é um versao quantica da equagao classica do transporte.
Uma analogia: podemos pensar que v, ¢y = |1;|?> descreve uma espécie de
densidade de massa (que vai evoluir com o tempo) e que o divergente do
valor médio de V descreve a direcao de deslocamento infinitesimal desta
massa.

Referimos o leitor a segao 5.3.6.2 de [104] para algumas consideragoes
gerais e referencias sobre o modelo da onda piloto de ”de Broglie-Bohm”.

1.13 O Teorema de Ehrenfest e a dispersao classica e quantica

Como sabemos, via a equacao de Hamilton, o Hamiltoniano,

2 2 2 2
Hep) = B vy = PERED |y

2m 2m
z,p € R3, determina a solugdo (z(t),p(t)) em que /(t) = %—Ig = %, p(t) =
—%—Ix{ = —%—‘;(x(t)), e onde F' = —%—‘x/ é a forga que age no sistema.

Para simplificar vamos pensar no caso em que ¢ é unidimensional.

Vamos explicar ao leitor porque, num certo sentido, obtemos o cenario
classico se tomarmos a massa m grande no sistema quantico associado.

Como motivacao vamos considerar primeiro no caso classico um certa
distribuicao p¢(x,p), ao longo do tempo t, obtida a partir de uma certa
densidade po(z,p) (que desempenha o papel da condicao inicial no proble-
ma probabilistico).
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Assim, a probabilidade classica de encontrar (x,p) no tempo ¢ numa
regido A C R? seria

/mmmmw
A

Mais exatamente, se ®; é o fluxo Hamiltoniano (cldssico)
/M%MMWZ/ po(z, p) da dp.
A o H(A)
De outra forma, se g(z,p) é uma funcdo continua

/mewmmwzfmﬁmmemmw

A densidade de probabilidade p;(x,p) evolui sob a a¢ao do fluxo Hamil-
toniano, assim,

Ao O O O plt) O OV
dﬂ@@—%qw+%p®— (q(t)).

O valor esperado de posicao e momento seria

Q(t) = B(x(t)) = / z pe(z,p) der dp

P(t) = E(p(t)) = / p oz, p) de dp.

Note que para t fixo p(x, p) vai a zero quando (x,p) — oo.

Denotamos por I, a fungao projegdo na primeira varidvel I, (x, p) = =,
e, I, a funcao projecao na segunda variavel II,(z,p) = p.

Desta forma, obtemos que Q(t) e P(t) satisfazem

d d
Q@:%/%WMW@ZE/EMWMWMW@:

%/Hw(‘bt((x,p))ﬂo(fli,p) dxdp:/aa_lz(@((x’p))po(%p) dzdp = %7
P'(t) = %/ppt(a:,p) dxdp = %/Hp(x,p)pt(a:,p) dzdp =

[ @ o) dadp = — [ SLi@i((o.0)) o) ey =
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/F(w) pt(x,p) dx dp.

Estas duas equagoes: Vi, Q'(t) = %, P'(t) = [ F(x) pi(z,p)dz dp;
descrevem mais uma analogia relacionando o que sucede no mundo clédssico
e quantico via valor esperado.

Note que, em geral, se F(t) = F(x(t)), entao E(F(t)) # F(E(z(t)) =

F(Q(t)).
Se fosse verdade (tal nao acontece em geral) que
d, _d
Q1) = m (@ 1)) = L P(0)

entao o valor médio de ¢ no tempo t satisfaria a Lei de Newton associada.
Desta forma se Q(0) = zo, e, P(0) = po, entdo o valor médio Q(t) acom-
panharia a evolugao deterministica x(t), via equagao de Hamilton, a partir
desta condigao inicial (zg,pp). A menos que o potencial V' seja quadratico
isto nao vai ocorrer como veremos.

Vamos expandir £ P(t) na varidvel Q em torno de Q(t) para um t fixo.

Para isto serd necessério expandir F(x) = —%V(a:) em torno de Q(¢t). O
desenvolvimento abaixo é para integrais (para mais detalhes ver pagina 390
de [28]).
Ora,
d 1 d? 2
F(z) = F(Q(t)) + —F(Q())(x — Q(t)) + FQ)(z - Q)" + ...

dx 2 dz?

Assim, para ¢ fixo, como [(z — Q(t))pi(z, p) dzdp = 0, temos que

d

%P(t) - /F(x) pe(x,p) dxdp =
FQ(t) + / %F(Q(t))(g; Q) mep)+

2
[ 52 QO)e — QP e + [ =

d

F@®) + 7-F@Q) [z - QU)mi(ap)+

2
323 F QW) [ QWP pen) + [ .=

e

FIQ) + 535 F Q) (AQW)E, + | .
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Assim, para um 7 fixo, é necessério que para todo t € [0,7] valha que

2
ST F(QU) (AQM)
seja pequeno em médulo em relacdo a F(Q(t)), para que o valor médio
Q(t), t € [0,T], para a condigdo inicial po(z,p) (que determina Q(0) =
xg, P(0) = pg), acompanhe aproximadamente a evolucao deterministica
q(t), via equacdo de Hamilton, a partir da condigao inicial (zg,pg). Para
T fixo, Q(t) vai estar em um conjunto limitado (que se pode estimar) e
assim, sob condigbes razodveis sobre V', temos que %%F (Q(t)) é limita-
do também. Em particular é necessdrio que (AQ(t))%t seja pequeno para
t = 0 em relacao a —%%V(wo). Isto tudo depende, é claro, de quem é pg
(para mais detalhes ver pagina 390 de [28]). Desta forma se po(z,p) fosse
aproximadamente uma delta Dirac em torno de (zg, pg) o que afirmamos
acima seria aproximadamente atingido. or outro lado, se a dispersao de
po for grande, tal ndo vai ocorrer. Podemos pensar que o mundo classico é
o mundo quantico, sé que no primeiro as dispersoes sao muito pequenas.

Em resumo, na andlise da evolucao temporal de uma densidade, apenas
quando a variancia da densidade inicial é pequena, é que temos uma boa
compatibilidade deterministica-estocéastica.

Uma versao mais geral do Teorema Ehfrest afirma que se v satisfaz a
equagao de Schrodinger e A é um observavel entao:

%<A>wt:%<A,H>wt+<%>wt.

Na Mecéanica Quantica o principio da incerteza, de certa forma, impede
a hipdétese andloga de se poder assumir algo similar a condicao que envolve
uma delta Dirac em torno de (xg,pp). Sendo assim, para uma andlise do
problema semi-classico, vamos considerar um pacote de ondas Gaussiano
(ver segao 1.7), e, proceder de forma semelhante ao que foi feito acima (no
caso cldssico). Para se obter resultados rigorosos no limite semi-cldssico
devemos proceder da seguinte forma: fixar um tempo 7T, um Hamiltoni-
ano H(z,p), sua quantizagdo H = H,,, e, a seguir, analisar propriedades
assintéticas das densidades associadas, quando a massa vai a infinito. No
momento o que sabemos mostra foi o que exibimos acima.

Considere uma condicao inicial ¥g e sua evolucao ¢, segundo a equacao
de Schrodinger para a quantizagao ‘H do Hamiltoniano H(x,p) acima. Va-
mos considerar um condicao inicial (xg, pp) para o problema clédssico (evolucao
temporal via a equagdo de Hamilton).
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Anteriormente haviamos obtido as expressoes

d d
<X =P o SPl = (-5

Note que nao é necessariamente verdade que
2

oV
2 < X >y, = =5 (< X >y,).

ox

m

Seja um Hamiltoniano H com potencial V e o correspondente opera-
dor quantizado H. Se ; evolui segundo a equagao de Schrédinger para H
temos que a evolucao temporal da média da posicao espacial é descrita por

<X > Ora,
2

d
M= < X >y, =< ——

> —
dt2 dr ~ ¥

- [ @@l = [ F@le)Pds

Assuma que
<X > b= ETZJO(X) = I

<P > b= Ewo('P) = po.

Sabemos que m % <X >y =< P >yy=po-

Se fosse verdade que

2
entao,< X >, iria satisfazer a Lei de Newton com condigao inicial xq e po.
Em geral tal nao acontece.

Novamente, expandindo F(z) = —2V(z) na varidvel ¢ em torno de
< X >y, obtemos

d
F(z) = F(S X >y,) + - F(< X >y)(@— < X >y)+
1 d?
2 dx?
Assim, para t fixo, como [(z— < X >y,) [¢4(z)|* dz = 0, temos que

F(< X >y)(m— < X >y,)% + ...

2

d
mos < X >y = /F(x) [ () |? d =
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1 d?
F(< X >y,)+ 3723 F(< X >y,) /(a:— <X >y,)? (@) do +/
2
F(< X >y) + 575 F(S X >y) (Ay, X))+ ...

Assim, para um T fixo, é necessario que para todo t € [0, 7] valha que

2
SR X >y) (A7
seja pequeno em modulo, em relagao a F'(< X >y, ), para que o valor médio
< X >y,, t € [0,T], para a condi¢ao inicial ¢y (que determina zg e py),
acompanhe aproximadamente a evolugdo deterministica ¢(t), via equagao
de Hamilton, a partir da condicao inicial (xg,pg). Para T fixo, < X' >, vai
estar em um conjunto limitado (que se pode estimar) e assim, sob condigoes
razoaveis sobre V, temos que %%F (< X >y,)) € limitado também. Em
particular é necessario que (Ay, X )2 seja pequeno para t = 0 em relagao ao
moédulo de —%%V(azo) para que isto acontega.

Desta forma, isto corresponde a uma exigéncia forte sobre quao pequeno
deve ser a dispersao (variancia) do estado incial ¢y em relacao a X' (o assunto
¢ discutido com mais detalhes em [28]).

Existe uma questao mais sutil envolvendo o limite semiclassico num in-
tervalo de tempo [0,7]. As constantes que utilizamos na Fisica sao medidas
por nossos cientistas num periodo de tempo pequeno em relagao a idade do
universo. Assim, aquilo que nos parece constante, por exemplo A, poderia
de fato nao ser, se fosse possivel fazer medicoes em intervalos de tempo T
maiores. Desta forma, considerar o limite semiclassico sem o tempo t, ou
com o tempo t no problema, poderia fazer alguma dramatica diferenga. Mas,
no momento, nao estd muito claro para nds a relevancia deste ponto numa
analise mais rigorosa do assunto.

1.14 Distribuicoes e Transformada de Fourier

Nesta secao vamos abordar brevemente alguns aspectos da Teoria das Dis-
tribuicGes sem entrar em muitos detalhes técnicos. Uma boa referéncia no
assunto ¢ a secao 3.4 em [105] (ou, [52], [66]).

O conceito de distribuigao, ou, funcao generalizada em R, é uma gener-
alizagcao do conceito de funcao, e, é preliminarmente descrito como um fun-
cional linear continuo que age no espago das funcoes C°(R) = {g : R — R,
com derivadas de todas as ordens, e tal que existe um intervalo [a, b] tal que
g se anula fora de [a, b]}.
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Estas funcoes em C5°(R) sdo denominadas de fungoes teste.
Para falar em continuidade precisamos de algum sentido de convergen-
cia para uma sequencia de fungées testes f, € C5°(R), n € N.

Dizemos que f,, converge a f € C§°(R) se existe um intervalo [a,b] tal
que o suporte de todas f, e também de f estao contidos em [a,b]. Ainda,

se pede que todas as derivadas de todas a ordens k convirjam, ou seja, para
difn _ d¥f
& T dR

O conjunto C°(R™) é definido de maneira andloga.

Primeiramente, vejamos como uma fun¢ao continua pode ser vista como
distribuicao (ou funcao generalizada): dada f € C (R) continua limitada,
definimos o funcional associado a f por

todo k vale que lim,,_,

L;: CE(R) = R
£4(g) = /R f(@)g(x)d.

Assim, estamos substituindo o conceito usual de funcao, que seria uma
lei que associa um valor a cada ponto do dominio, por outro, que envolve
a sua acdo ao ser integrada contra fungoes teste g em C3°(R). Vamos ver
que para uma certa classe de fungoes os dois conceitos se correspondem
bijetivamente e de forma natural.

Denotamos por T' a aplicacao que a cada f associa L. Observamos que
T é uma aplicagao injetiva quando consideramos as f continuas. De fato,
sejam f1 e fo distintas fungoes continuas. Entao existe um intervalo [a, b]
no qual f; # fa, digamos que fi(x) > fa(x), para todo = € [a,b] (ou vice-
versa). Assim, tomando g uma fungao em C§°(R) (continua por tanto) nao
negativa, nao identicamente nula, mas nula fora do intervalo [a,b], tem-se
que

(T(f) -~ T(f2)) (g) = /R (F1(2) — fo(@))g(x)dz > 0.

Portanto T é injetiva.

Como vimos acima ficou definido em C§°(R) um sentido de convergencia

fn— I
Dizemos que uma funcao linear L : C§°(R) — R é continua se para toda
sequencia convergente de fungoes teste f, — f vale que lim, o0 L(fn) —

L(f).
Definicao 1.32. O conjunto das distribuigoes, é descrito como

G ={L: C§°(R) — R|L ¢ linear e continuo}.
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Referimos o leitor interessado na rigorosa formalizacao matematica do
assunto para a se¢ao IV paragrafo 5 [94].

Os espagos de Sobolev descrevem a formulagao matemaética precisa
para o estudo das funcoes generalizadas.

Considere a aplicagio 0, : C°(R) — R, talqued,(g) = g(a). B facil ver
que ela define uma distribuicao.

Denominamos tal funcao generalizada §, de delta de Dirac no ponto a.

Pode-se mostrar que nao existe uma funcao f, tal que Ty = J,. Portanto
a aplicagao T nao é sobrejetiva. Observe ainda que se existisse tal fungao,
ela deveria valer infinito no ponto a e zero em todos os outros pontos. Fisi-
camente falando, tal ”funcao” J, representa, num certo sentido natural, a
distribuicao de calor de uma barra de ferro no instante exato em que cai um
pingo de solda em um ponto a € R desta barra. Portanto, poderia ser uma
condicao inicial para a equacao do calor. As distribuigoes foram criadas,
justamente com o intuito de ampliar o conjunto das fungoes, permitindo
considerar matematicamente situacoes como a descrita acima. J, descreve
uma "funcao” em que nao existe dispersao em torno da média a.

Usaremos a notagao d,(dz) para denotar a delta Dirac em a agindo na
variavel x e dy(dy) para denotar a delta Dirac em b agindo na varidvel y.

Se ¢ : R — C tivesse quadrado integravel a ela podemos associar a
distrbui¢ao L., de tal forma que para uma fungao teste g obtemos Ly (g) =

Jv(@)g(z)da.

Ainda, para z( fixo a funcdo p — (p) = e £ ndo estd em L3(dz),
mas podemos considerar um funcional linear (distribuigao) associado agindo
em fungoes teste g da forma

—ip

Lo(@)p) = / g(p)e~ % dp.

Desta forma, para xg fixo, a distribuicao

e

tem um sentido bem definido.
Da mesma forma, para pg fixo, a distribuigdo

L 7i£p9 - Lw(x)7 (1.43)

e

onde () = e~ tem um sentido bem definido.
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Podemos definir a derivada de uma distribuicdo, de maneira coerente
com o conceito usual de derivada de funcao. De fato, note que

() = /R F@)gle)de = - /R f(@)g (@)dx = —L4(g),

0 que motiva a seguinte definicdo de derivada de uma distribuicao L. A
derivada de L serd denotada pela distribuicao L’. Assim, para cada L € G,
temos que dizer qual a acao da sua derivada L’ em funcoes teste g. Desta
forma é natural dizer que dada uma g teste, entao

Por exemplo, seja a fungao f(x) tal que f(z) = 0, se z < zg, e, tem o
valor 1 no outro caso, onde xzy € R estd fixado. Esta funcao nao é difer-
encidavel em = = xy. No sentido de ditribuicao sua derivada € a delta Dirac
em xg. De fato, seja uma fungao teste g de classe C'°*° que se anula fora de
um intervalo, digamos [a,b]. Vamos denotar por L a fungao f agindo em

fungoes teste g com distribuigao.
Assim, suponha primeiro que zg € [a,b]. Entao

L(g) = - / g (2)f(x)dz = — / ¢ (2)dz = —[g(b) — g(x0)] = g(z0) = 8o (g).

0

No caso em zp nao estd em [a,b] obtemos o mesmo resultado. Desta
forma, a afirmagao esta justificada.

Para concluir, queremos definir a transformada de Fourier de uma dis-
tribuicao. Este conceito deve generalizar o anteriormente introduzido para
as fungoes usuais. Referimos o leitor para [66] para uma exposicao detalhada
no assunto.

Definicao 1.33. Dada uma distribuicao descrita pelo funcional L, para
cada p € R™ defina (quando bem definido para todo p)

h(p) = L((2rh) "2 71),

Considere agora o funcional Ly, ou seja Ly(g) = [ g(p)h(p)dp.

Acima L é uma distribuigdo que age em fungoes teste ¢(z) na varidvel
x. Entretanto, Lj, é uma distribuicdo que age em fungoes teste g(p).

De maneira informal podemos denotar o h acima como h(p) = L(p).

A distribuicao Ly, quando bem definida, é a transformada de Fourier da
distribuicao L.
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Como se sabe nem toda funcdo 1 : R — R possui transformada de
Fourier. Da mesma forma nem toda distribuicao possui transformada de
Fourier.

A presente ”definicao” necessita de alguns reparos. De qualquer
modo, a defini¢do é consistente com o descrito anteriormente. De fato, se
¥ : R — C tivesse quadrado integravel, como vimos, a ela associamos
uma distrbuicao L,. A transformada de Fourier de ¢ é

b(p) = (2nh) /2 / T e () de = Ly((2nh) V26T = h(p).

—00

A propriedade que afirma que para qualquer dado p a integral acima é
finita segue do Teorema de Plancherel que foi apresentado na secao 1.4.

Em resumo, dado ¢ : R — C de quadrado integravel e a distribuicao
L = Ly ), entao a transformada de Fourier de tal L seria L i) = L D)

Considere agora L a distribuicao delta Dirac em x(, denotada d,,(dx).
Vamos mostrar ao fim desta segdo que neste caso L(¢) = ¢(xo).
Neste caso a sua transformada de Fourier seria a funcao

—ip T

)5$0(d$) = (27Tﬁ)_1/26 T

P Banlp) = hlp) = [ ((2m) /2T

O sentido da expressdo acima a direita é descrita pela distribuicdo (1.42).
Dito de outra forma, (27h)~ /2 —# " 6 a transformada de Fourier no sentido

de distribuicoes de 6, (dx).

Desta forma a descricdo da ”posicao do estado”com menor dispersao,
que seria a delta Dirac em x (uma distribuigdo que nao corresponde a uma
funcio em L2(dz)), tem como transformada de Fourier uma distribuicao
associada a uma funcdo (que nao estd também em L£2(dz)) que seria p —

_ Zirzg . .
27h) 1/2¢—% . Uma onda oscilante pura com coeficiente .

Outro exemplo, associado a ¥(z) = (2rh)~/%e —#— podemos considerar

a distribuicao (ver (1.43))

—ispgQ

o — L(9)(s) = / p(s)e™ 7 ds.

Sua transformada de Fourier seria dada por

p— L¢((27Tﬁ)_1/267i55) - / (27Tﬁ)_1/2€7if55 e 1 ds.
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Se pg = 0, ou seja ¢ = 1, temos

p%Lw((Qﬂﬁ)l/Qe?S):/ (2rh)"Y2eh o ds.

Vamos mostrar que a distribuicao (funcional linear)

£ [10)([eireas)dp (1.44)

¢ a delta Dirac em py = 0, isto é do(dz).
Isto significa que a transformada de Fourier da distribuicao associada a
funcao constante igual a 1, isto é

—i10x

(a) = (2mh) /2

¢é a delta Dirac em pg = 0.
ipg T

() = (2mh) 12
De fato, esta tltima distribuicao satisfaz

10 = [0 [ eircasydp= [ 56 ( [ eireds yip -

([ fls)e iP%ds )dp= | f(p)dp= [ e*P° f(p)dp.
] [ fwir= |

onde f é a transformada de Fourier de f. _
Assim, se f é uma funcao teste temos que f — ffooo f(p) ewP%p onde
f € a transformada de Fourier de f. Lembre que a tranformada de Fourier
inversa da transformada de Fourier é a identidade agindo em funcdes.
Assim temos que

fs)= (=

) [ ebreiwn (1.45)

Logo, tomando s = 0
[ fw)dp = 2712 5(0).

Resulta entao

/f(s)ds/e—épsczp:f(oy
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No sentido de distribui¢ao temos que [ f(s) do(ds) = f(0). Assim, mostramos
a propriedade enunciada no caso pg = 0.

Ainda, se ¢(z) = (2rh)~V/ 2¢~F, entdo a transformada de Fourier no
sentido de distribuicoes de L, é a delta Dirac em pg, ou seja 6y, (dx). Isto
estd em consonancia com o Principio da Incerteza.

As figura 1.4 e 1.5 ilustram de certa forma o que estamos descrevendo
analiticamente acima.

Agora vamos dar um sentido diferente a afirmagao [ f(s) do(ds) = f(0).
Vamos descrever a agao da delta Dirac dg via um procedimento limite.

Esse processo de tomar o limite requer um novo olhar sobre a defini¢ao de
distribuicao. Para o bom entendimento necessitamos antes de mais nada de
apresentar algumas tecnicalidades bem simples. Uma maneira equivalente
a feita acima para essa defini¢do é a seguinte: dizemos que a sequéncia de
funcoes { f,,} € C*° (R) converge fracamente se para toda funcao g € C§°(R),
existe o limite

lim [ fu(z)g(x)dz.

n—oo

Uma distribuicao L é o conceito matematico associado a uma sequéncia
fracamente convergente de {f,}, de modo que faz sentido falar em

L(g) := lim [ fu(z)g(x)dz

Observacoes:

1. Sequéncias distintas {f,} podem definir o mesmo funcional linear L.
Essas sequéncias sao chamadas sequéncias equivalentes e definem a
mesma distribuicao.

2. Uma sequéncia fracamente convergente pode ou nao ser pontualmente
convergente, uniformemente convergente, etc.

3. Como na primeira definicdo de distribuicao, fica bem definida a derivada,
e isto esta coerente com o fato de generalizarmos o conceito de funcao
desta forma. Entao, seja L = L, para alguma funcao usual ¢. A
definicao de derivada de uma distribuicao é consistente. De fato, com-
provamos isto via as expressoes

/¢ w)de = lim [ fi(@)g(e)dz =

Jin — | fuargeyts = = [ oo
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Pode-se mostrar que essa segunda defini¢do de distribuicao via este proced-
imento é equivalente a primeira. Mas ela ainda nao estd suficientemente
boa para definir a transformada de Fourier de uma distribuicdo. Para que
possamos fazer isso, sera necessario restringir o conjunto no qual as funcoes
fn podem variar.

E possivel dar um sentido geral ao conceito de convergéncia no espaco
das distribuigdes e isto conduz ao conceito de espago de Sobolev (ver se¢ao
3.1 em [27]).

Dizemos que uma funcao f é de Schwartz, se

m
lim fz:”d— () =0, Yn,m € N.
r—+oco dx™
Uma distribuigao cuja transformada de Fourier estd bem definida é uma
aplicacao obtida como limite fraco de uma sequéncia de func¢oes de Schwartz.
No presente texto nao vamos apresentar a formulagao completa deste tépico
que é bem complexo.

Finalmente, apds este preliminares, podemos apresentar uma boa definicao
de transformada de Fourier para distribui¢oes. Dada uma distribuicao ¢ as-
sociada a sequéncia de funcoes de Schwartz f,, definimos a transformada
de Fourier de ¢, denotada por qﬁ, como a distribuicao limite associada a
sequéncia de fungoes de Schwartz fn
Observa-se que a transformada de Fourier de uma funcdo de Schwartz é de
Schwartz e 0 mesmo ocorre com a inversa da transformada. Além disso, se
uma sequéncia de fungoes de Schwartz converge fracamente, a sequéncia de
suas transformadas também converge fracamente.

A distribuicao d,, vai ser obtida via um procedimento limite envolvendo
fungoes fp.

Como ilustracao do que desejamos estabelecer vamos considerar o que
seria a transformada de Fourier da distribuicao d,,. Tomando

fula) = Je oo

NG
devemos mostrar que f, converge fracamente a d,, no sentido acima, ou
seja, que para qualquer g com suporte compacto
n
lm [ —=e " (@70)? g(x)dx = g(zo).

n—oo T

Como [ f,(z)dz =1, temos que isto equivale a

e [g(x) — g(xo)] dz = 0.

lim

mn
n—o00 \/7_re
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Assim, podemos supor que g(z9) = 0. Por mudanga de varidvel podemos
supor que zg = 0.
Resta assim provar que

n 2,2
li D gn®a dr =
Jim. / \/7_re g(x)dr =0
para qualquer g com suporte compacto satisfazendo g(xp) = 0.

Como assumimos que g € C§°(R), temos que ¢’ é continua e limitada.
Logo, existe C' > 0 tal que para qualquer z vale |g(z)| < C'|z|. Portanto

* n 2,2 Cn *° 2,2
|/ —e " g(x)dr| < — e x| de =
—oo VT VT o
C > C
p e |z| dz =

Assim,
tim | [ e o) da| = 0
Al [ R el =
o que prova o resultado desejado.

Sendo assim, no sentido de distribuigoes ¢ licito dizer que a transformada
ipTQ

de Fourier da delta Dirac em zq é a funcao p — r . Esta funcao

1 -
(27h)1/2
nao estd em L£2(dp).



Capitulo 2

Topicos Selecionados
de Mecanica Quantica

2.1 Teoria Espectral

A sequéncia de resultados que vamos apresentar nesta secdo seguem em sua
maior parte as linhas descritas em [191] [389]. Alguns resultados de Andlise
Funcional que utilizaremos sao provados em [359], [222], [408], [389] [20]
[105], [192] e [52].

O Teorema Espectral para um operador autoadjunto nao limitado per-
mite entender com mais profundidade e de maneira unificada uma série de
resultados e propriedades da Mecénica Quantica (entre eles alguns postu-
lados anteriormente apresentados). Ele vai generalizar o Teorema Espetral
para operadores autoadjuntos em dimensao finita.

Queremos estudar (entre outras coisas) o espectro da solugdes da equagao
de Schrodinger com condicao inicial

R
ihgr = Hy = —3 A+ V (2)

Yili=0 = 1o.

Desejamos saber, por exemplo, sob quais hipéteses sobre V' existird um
conjunto ortonormal enumerédvel completo para H.
Primeiro vamos relembrar o conceito de espectro de um operador.

Definigao 2.1. O resolvente de um operador A (eventualmente nao limitado
e definido apenas num dominio denso) agindo sobre um espago de Hilbert
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‘H é o subconjunto dos niimeros complexos
p(A)={AeC|(A—-AI]) é densamente definido em H

e ainda (A — AI) possui inversa limitada . }

Assim, (A — M)~! se extende a H como operador limitado.
O espectro o(A) é definido como o(A4) = C — p(A).

Os autovalores fazem parte do espectro. Sabemos que se A for um op-
erador auto-adjunto entao os autovalores sao reais. Vamos mostrar mais
tarde que se A for um operador auto-adjunto entao o espectro também esta
contido na reta real.

Em [100] é analizado o espectro de operadores de Schrodinger discretiza-
dos quando o potencial é dinamicamente definido. Nao vamos tratar deste
caso aqui.

A versao do teorema espectral (Teorema 2.1) que iremos explicitar (sem
prova) é geral e pode ser aplicado ao operador momento P, e também a
outros operadores autoadjuntos nao limitados. Inicialmente vamos tentar
motivar os conceitos que serao utilizados na formulagao deste teorema de
fundamental importancia.

Lembre que dado h : R — R, a associada integral de Riemann-Stieltjes
de uma fungao f(A), f : R — C, é denotada por [ f(A\)dh(\) (ver chap-
ter 9 in [35], ou III secdo 8 em [207], [34] ou [285]). A integral de uma
funcgédo tomando valores em operadores ¢ um tépico relevante na teoria e seu
detalhamento matemético pode ser encontrado na Section 9.8 em [5].

Vamos descrever brevemente o que é uma integral de Riemman-Stieltjes
para f: R — C. Para simplificar iremos nos referir a terminologia ”integral
de Stieltjes”. Seja h : R — R crescente e que seja continua a direita em
qualquer ponto, isto é, para todo ¢ € R

h(c) = el_l)I(I)1+ h(c+e€).

Para cada intervalo [a,b] da reta defina pu(la,b]) = h(b) — h(a). Fica
assim definida uma medida finitamente aditiva u sobre intervalos (que pode
ser estendida a sigma algebra de Borel como descrito em [35]).

Desta forma, pode se obter para uma classe grande de funcgoes f, o valor
J f(A)dh()\) (que podemos também expressar de maneira informal como
T ) du(V).

No caso de funcao continua limitada, o procedimento de integracao de
uma funcao f pode ser aquele ao estilo Riemman (fazendo primeiro uma
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particao da reta em pequenos intervalos, escolhendo um ponto em cada
intervalo, avaliando f nele, fazendo o diametro da particao ir a zero, etc...).
Para a definicdo exata recomendamos o leitor para capitulo IV secdo 2 em
[285].

Ou seja, se f for uma fungéo continua, entao

k k
[ 100an0) ~ 3 fawtansi) = Y fen) (o) = o) |

]:O ]ZO

onde zj € [ag, by), e todas as distancias by —ay, sdo arbitrariamente pequenas.

Esta integracao nao é feita ao estilo Lebesgue. No caso geral, a diferenca
de tais procedimentos aparecem, por exemplo, em [149].

Sendo assim, se f é uma func@o nao negativa, entdo a integral é um
numero nao negativo.

Se h(z) = x obtemos a integral usual de Riemann [ f(X)dA.

Dizemos que a "medida” i esta associada a integral de Stieltjes de h.

No caso geral, as descontinuidades de h (monétona) vao representar
atomos para p (pontos com medida positiva). Por exemplo, suponha que h
seja tal que h(x) =0, se x < g, e, h(x) = 3, no outro caso.

Fixado um intervalo [a,b], ou ele contém xy, ou nao. Considere a pu
associada a tal h. Assim, pla,b] sera nula se xzyp ndo estd em [a,b]. Se
xo € (a,b), entdo pla,b] = 3,

Seja uma f continua. Se consideramos uma particao da reta da forma
CJ]-“, j =0,1,...k + 1, k par, e supondo, sem perda de generalidade, que
g € C]]:/Z, onde

C(I)c = (_00761'0]761{c = (0'0761’1]7C’§C = (a17a2]7 70}2@ = (a‘k7a’k+1]7cl]:+1 = (0;k+1,00),
temos que
k+1
[ t@nta Z @)= [ fl)n().
Ck/2

Este procedimento vale sempre para partigoes gerais que podemos tomar
de tal forma que o comprimento dos intervalos (sem ser os das pontas) é
arbitrariamente pequen0 (mas sempre assumindo que o € C]’j /2).

Se k for grande e o comprimento de Cy /o for pequeno temos que

[ 1@ dut) = [ s@)dniz) ~ 3(z0).
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Assim, esta integral de Stieljes correponde a integrar a funcao f em
relagdo a medida (distribuicao delta Dirac) dy = 3 d,,.

Pode se mostrar, da mesma forma, que se h for dada da seguinte maneira:
h(z) =0,se x <5, h(z) =3,se 5 <z <19, e, h(z) =10, se 19 < z, entao

/ F(@)dh(x) = 3f(5) + 7 (19) = / f(2) dulz),

onde a p associada é (305 + 7 d19).

A partir do que foi dito acima é facil encontrar outras h que determinam
p da forma p = 30| @;dy;. Neste caso, [ f(z)dh(z) = [ f(z)du(z) =
> i1 oy f(x5)-

E possivel considerar uma definigdo mais geral que contempla fungoes
h nao necessariamente crescentes (ver III secao 9 em [222]). Neste caso, a
identificagdo com uma medida p, como acima, nao ocorre.

Podemos também definir, sob certas hipéteses, para uma f : R — C
eg: R — B(H), que toma valores em operadores autoadjuntos limitados
positivos (s@o na verdade projegoes), a integral [ f(A)dg(A) (que resulta ser
um operador). Uma demonstragao deste resultado aparece em [80] segao
2.3.

Apresentamos a prova deste resultado, ou seja a existéncia de um op-
erador B que ¢é igual a [ f(A)dg()\) no escélio ao fim da segao 2.4. As-
sumiremos 14 certa regularidade (continuidade) da funcao a ser integrada.
Note que B = [ f(A)dg()) pode nao ser um operador limitado se f nao for
continua.

Em termos mais simples o sentido de tal expressao B = [ f(\)dg()\)
(ver secao 4.4 em [249], secao 39 em [201], [94], [1]) resulta na seguinte
propriedade: para ¢ em H, defina gy 4(A) =< ¢,9(N)(¢) > € R. Pode-se
mostrar que A — gy 4(A) é uma funcao real de variavel real (crescente).

Estamos variando o operador como fungao de A (usando a familia g(\) €
B(H)) e calculando um produto interno usando a ¢ fixa.

Ou seja, o h(A) anterior usada na integral de Stieldges agora serd gg 4(\).

Fixada a familia g : R — B(H), dizer que

B = / FNdg(N) € L(H),

para uma determinada fixa f : R — C, significa afirmar que para todo ¢, a
integral de Stieljes (de f e h = g4 4) esta bem definida e vale

< 6,B(¢) >= / ) dggo(N).
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Observe que a integral do lado direito é uma simples integral de Stieljes
na reta.

Fixada a f, onde f : R — C, e a funcao A\ — ¢g(\) € B(H) a B fica
definida de maneira tnica.

Fixada a funcao A — g(\) € B(H) note que cada f produz um B difer-
ente.

De forma mais precisa: dado A associe para ¢ e 1 o valor complexo
9.0 (A) =< ¢, 9(N) (1)) >, e entao B seria o operador tal que

< 6, B(y) >= / FN) dgo (V).

Desta forma fica definido univocamente o operador B.

Um operador E é dito uma projecao ortogonal se ele é autoadjunto,
limitado, e satisfaz E? = E. Note que |E| < 1.

Suponha agora que para o operador autoadjunto A, definido num espago
de Hilbert H, vale o seguinte: existem autovetores v, n € N, de multiplici-
dade finita, com autovalores A, € R, que definem um conjunto ortonormal
enumeravel completo. Em geral sempre se ordena os autovalores em ordem
crescente

M. <\, <.

Estamos supondo acima que exista um menor autovalor.

Para cada A € R, defina o espaco fechado F)\ que é o gerado em H
pelos autovetores {wg, %1, ...,%,} tal que A, < A. Vamos denotar por
E(\) o operador projecao Pp,. Desta forma, E(\) = 0, para A < A, e,
limy o E(N) = 1.

Note que se, A1 < Mg, entdao, E(A)FE(A2) = E(\1). Ainda, se o intervalo
[ar, B] nao contém autovalores entdo F(a) = E(S).

Observe que se A1 < g, entdo E(\y) — F(A1) é um operador positivo.

Sendo assim, considerando fixada uma ¢, e tomando

9p.6(N) =< ¢, E(N)(9) >,

concluimos que esta funcdo g¢ 4(A) é ndo decrescente em .
Para ¢ e ¢ fixados vamos considerar abaixo a integral de Stieltjes onde

h(X) =< ¢, E(A) () > .

Note que estamos considerando uma h mais geral do que na nossa dis-
cussao anterior onde apenas h tomando valores reais era permitida. Se
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¢ = 1 entao estarfamos restritos ao caso que anteriormente discutimos pois
tal A(\) seria monétona nao descrescente.

O leitor pode considerar o que descrevemos abaixo como uma discussao
de carater heuristico. No caso de ficar incomodado com isto, pode supor
que ¢ = 1, e assim tudo estard de acordo com a discussao formal rigorosa
que fizemos antes.

Desta forma se o intervalo (o, ] contém apenas os autovalores Az, A4, €

@b = Zn anwm %b = Zn bnwm temos que
B _ _
< B EB)W) > — < b E(a)(th) >= / dh(\) = ashs + asby.

De fato,
8
/ d < ¢, EQ) () >=

00 4 00 2
[ <3t S bt > o= [ < b, Y bty > do =
n=1 n=1 n=1 n=1

4
/ < antn, buty > dx = agbs + asbs.
n=3

Ainda, observe que

B
/ < ¢, EO)(6) >= |as]? + a2,

De forma sintética, para ¢ e 1 fixadas como acima, a integral de Stieldges
da h pode ser expressa como a medida p (definida na reta real)

oo
H= Z an by 5)\7“
n=1

onde J), representa a delta Dirac na reta no ponto \,.

Note que p é uma medida tomando valores complexos (mais detalhes em
[381]).

Tomando o caso particular ¢ =1 = > a,i, obtemos para tal h = g4 ¢
a medida real
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[ee]
n=1

Note que tal p depende de ¢ e de A.

Observe que
/)\ i) = Jan PAn:
n=1

Da mesma forma, dado f(\)

Ié] B _ _
/ FO) dh()) = / SN dgos (V) = FOs) ashs + FO) s,

se os unicos autovalores de A entre v e 8 880 A3 e A4
Afirmamos que A pode ser escrito como

A=) APy, :/ NAE(N).

—00

Para mostrar tal fato, primeiro observe que se ¢ = Y apth,, ¢ =
> bnty, onde ¢, n € N é conjunto ortonormal completo, entao

< (ba A(¢) >=< Zarﬂ/}ny A(Z bml/}m) > =

< Zan¢na Z)\m bml/)m) >= Z )‘nangn = /)‘d:u()‘) =

<¢,</°°AdE<A>><w> >

—00

Em resumo, para qualquer ¢,

<6.A(W) >= [ X d <0 ENW) >=<a, ([ A dEW) (@) >.
Ou seja, para cada ¢, 1) consideramos acima a integral de Stiledjes para

h(X) = heu(X) =< ¢, EQA) () > .

Note que

n
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e assim

<, A2(W) >=< Y anthy, A2 bmthm) >=

<ty Y AL bnthm) > =Y A an by = /)\2 dy.

Mais geralmente, para qualquer k

AF =N "(\)F Py, = /OO M dE(N).

n —0o0
Ora, para qualquer polinémio f()), temos que
FA) = fn) Py,
n
Portanto,

f(A) = / FO)dE().

Note entao que

S .
e = Z e Py, = / e ANdE(N).

n —00

Para um E € R fixo no resolvente de A, expressoes da forma

-0t = [* Soap,
ou o 1
0 (A-ED o= [ g,

onde pig (A) =< ¢, E(A)p >= h(\) aparecem na literatura. A medida 114
definida na reta real algumas vezes é chamada de medida espectral associada
a A e ao par ¢, .

Desejamos generalizar tais tipos de resultado para um operador autoad-
junto nao limitado qualquer. Este é o objetivo do préximo teorema. Ele
é fundamental na teoria e uma prova do mesmo pode ser encontrada em
[366] (secao 5.3), [249] (secdo 4.4 e 9.9), [1] (secao 63, 66 e 69), [439] ou
[94]. Observamos que o resultado abaixo assume apenas que o operador seja
autoadjunto num espaco de Hilbert. Assim, ele pode ser n&o limitado e pode
ainda ser definido apenas num dominio denso.
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Note que existem restrigdes (ver item 6) do préximo teorema) sobre as
possiveis fungdes f que se pode considerar na expressao f(A) = [ f(A) dE(N).

Observe que E(A) (g4, ou hge) é definido a partir do espectro de um
operador autoadjunto nao limitado A definido densamente em H. O pro-
cedimento geral que iremos utilizar na definigdo de E(\) envolve considerar
operadores projecao Py (como caso particular os P, acima), indexados por
A € R, que projetam numa sequencia crecente de subespacos vetoriais Sy (os
F) acima), e que contem fungoes que estao associados a parte do espectro
que tem valores menores que A. Na sua maior generalidade isto ficard mais
claramente descrito em breve. O anteriormente apresentado da um idéia
preliminar do que se vai considerar no préximo teorema.

Escdlio Um ponto fundamental a ser destacado é que uma medida de
Stieldjes é obtida a partir de uma funcao crescente. Vamos considerar uma
familia de projegoes g(\) sobre subespago fechados Sy C H.

Lembre que g¢ 4(A) =< ¢,9(N)(¢) > € R.

Dizemos que gy ¢ ¢ crescente se A\; < Ag implica Sy, C S),.

Observe que dados F; e E5 que sao respectivamente projegoes ortogonais
sobre S7 e Sy, entao

< ¢, E1(9) > > < ¢, Ez(9) >,

para todo ¢ € H, se e somente se, Sy C 5.
De fato, note que se ¢ € S5, entao

<¢7E1(¢)> > <¢>E2(¢)>:<¢7¢> > <¢>E1(¢)>'

Logo, < ¢, E1(¢) > =< ¢, ¢ >, o que implica que ¢ € Sy.
Ainda, por outro lado,

< ¢, E1(¢) > = < Ei(9), E1(¢) > > < Ex E1(9) ), E2( E1(9)) ) >=
< E3(9), Ea(¢) > = < ¢, Ea(¢) > .

Observe ainda que se Fs Fy = E1, entao S C S1. De fato, isto segue do
exposto acima pois: dado ¢ € H, teremos entao

< ¢, Eo(@) >=< ¢, Ey F1(¢) >=< Es(¢), B2 E1(¢) > < < ¢, E1(9) > .

Desta forma Sy C Sy
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o

Com ¢ usual, dado C' C R, I¢ denota a funcao indicador de C.

Uma excelente exposigao em portugues do resultado abaixo aparece em
[427] secao 4.

Em [359] o leitor pode encontrar um detalhada exposigao da prova do
Teorema Espectral no contexto da Mecanica Quantica. A secao 12.1 de
[214] apresenta algumas interessantes aplicagoes do Teorema Espectral para
canais quanticos.

Teorema 2.1. Teorema Espectral para operadores autadjuntos nao limitados-
Seja A : D(A) C H — H autoadjunto, onde H € um espago de Hilbert.

Entao existe uma inica familia de proje¢oes ortogonais E(N) : R —
B(H), indexadas por uma pardmetro A € R tal que:

1) Se A1 < Ag, entao E(M)E(X2) = E(\).

2) para qualquer v e X fizos, limesg o E(A + €)(¢) — EN)(¢) (na
norma do Espaco de Hilbert).

3) Para cada v, temos que limy_, o E(A)(¢) =0 e limy_, oo E(N\)()
= ).

4) ¥ € D(A), se e sése, [T Nd|EN) ()] < oo.

5) para ¢ € D(A), e, ¢ qualquer, vale

<AW), ¢ >= /

—00

Ad(< EN) (W), ¢ >= / Ad < EQA)@), ¢ >.

6) Seja f(N\) mensurdvel tomando valores complexos f : R — C, entdo o
operador

/ T N dEY,

estd definido no dominio D(f(A)) que € constituido pelas fungoes ¢ tais que

| R aEo P <.

—00

E natural definir

)= [ royaE).
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A medida na reta real py 4 obtida como integral de Stielges para

h(A) =< EQ) (@), ¢ >

€ denominada de medida espectral para A e o par ¥, ¢ e desempenha papel
fundamental na teoria. Assim, para f que seja i) ¢ integrdvel temos

< FA)W),. 6 >= / T ) (V).

7) Dadas as funcgoes f(N), g(\), mensurdveis (como acima) tomando
valores complexos vale para qualquer ¢ € D(f(A)), ¢ € D(g(A))

< FA)®), g(A) () >= / T NI d < B (W), >

8) f(A)* = [Z_ f(N)dE(X). Assim, se f toma apenas valores reais entdo
f(A) € autoadjunto.
9) Para todo 3, o operador

B
E(B) :/ dE()N).
—00

10) Dados v € D(h(A)), e, fr, k € N, tal que para todo X vale fr(\) <
h(X), se para todo A vale fr,(X\) — f(N), entdo, fr(A)(¥) — f(A)(¥), quando
k — oo.

11) se h(X) = f(N)g(A\) entao h(A) € uma extensio de f(A) o g(A).
Decorre dai que se f(A\) = co+c1A+ ...+ cnA™ € um polinémio, entao f(A)
€ uma extensao de

CoI+61A+...+CmAm.

O congunto de operadores E(X) € denominado de familia espectral asso-
ciada a A ou resolucdo da identidade para A.

12) se EX(\), A € R, ¢ a familia espectral do operador X, agindo em
H = L2(R), entio para qualquer intervalo [a,b], e, qualquer ¢ € H e x,
temos

b
[ / AEOYX ($))(x) = Ty () ().
Assim, \ ,
< [/ AEOYY (4)], & >= / ()2 da.

Se f(A) = Ljap)(N), entdo f(X) € a multiplicagdo por Ijq y(z).
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A expressao
o0
A= / NAE(V),
—0o0
que segue do item 6) acima, é conhecida como a decomposigao espectral do
operador autoadjunto A.
Quando desejamos nos referir a resolugao da indentidade de um certo
operador A fixado é usual utilizar a expressio E4()\), A € R.

Exemplo 2.1. A resolucao da identidade para o operador X é dada pela
familia de projecoes

EN) () = EYN(0) = L(—aop) ¥

(exemplo 2 se¢ao 39 em [201]). Isto segue do fato que para todo z vale
X () (x) = [ A EY(A\)(¢) = z¢)(x). Sendo assim, usando o item 10 acima,
dada uma fun(;éo qualquer integravel f (ndo necessariamente analitica)
temos que f(X) = [ f(NdEY(\)(¥) = f(z)¢(z). O item 12 acima é
um caso partlcular desta afirmagao. Desta forma,

<g(X)(W), v >=< g, > .

Este exemplo, decreve portanto, em termos matematicos precisos, a asso-
ciagao formulada pelo Postulado 3 para fungoes da forma g(z).

Exemplo 2.2. A resolucao da identidade para o operador @ — % dw é tal

que a familia de projecoes ET (\) satisfaz (exemplo 3 secio 39 em [201]) para
todo p < ve:

(EP(v) = EP () (¥)(2) = =

1 [0 eviln—=) _ eni(n—=)
dn.
5 | v

Exemplo 2.3. A resolucao da identidade para o operador u — dd—;(u) é

dada por (conforme 6.3 em [321])
u— [EO)(W)](x) = u(z) — L 2 sm2A6=D) 4 6) ds, se A <0,
u— [E\)(w)](z) = U(x) se A >0,
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%

Suponha que E4(\) = E()\), A € R, seja a decomposicao espectral de A.

Se E é uma projecao ortogonal denotamos E+ =1 — E.

Assim:

1) se r > 0, entdo E"4(\) = EA(\/r),

2) E=4(\) = EA(=)\)* =1 - EA(-)\).

Antes de apresentar ao leitor algumas consequéncias do Teorema Es-
pectral gostariamos de comentar a sua relagdo com a acao de medir um
observavel A para uma particula que se encontra num estado . Para
fixo, a expressao d < E(\)(¢),1 > define uma medida real de Stieltjes na
variavel A sobre a reta real.

POSTULADO 8. Fizado um estado 1, a probabilidade de que a

medi¢cdo do observdvel A esteja no intervalo [a,b], é dada por

b
/ d< EN®), % > = < (E(b) - E(a) (), > .

A expressao do lado direito da igualdade acima segue de 9).

Ou seja, se repetirmos uma medigado de A, num total de n vezes (n
grande), para uma particula que se encontra no estado v, entao, o niimero
de vezes que esta medigdo se encontra em |a,b], dividido por n, é aproxi-
madamente,

b
/ d< EN@),y >.

O presente postulado generaliza alguns anteriores. Note que ele contem-
pla o caso de espectro continuo.

Utilizando o Postulado 8, assuma que A = )" A, Py, e que existe apenas
um autovalor A3 em [a, b], entao se 1) = a,t,, temos que

b
/ d < BN W), >= |as’.

Sendo assim, o Postulado 8 extende algo que ja havia sido mencionado
anteriormente como postulado.

Ainda,
b
/ N d < BO)(W), 9 >= |as]® As.
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Vamos mostrar no Teorema 2.13 que dado um observavel A entdao ape-
nas valores do espectro de A podem ser atingidos como resultado de uma
medigao de A num estado qualquer ).

Escoélio Note que o postulado 8 cuja formulagao se baseia no teorema
espectral implica os postulados 1 e 7 (pelo menos em dimensao 1).

De fato, para o caso do postulado 1 tome A = X'. Assim a probabildiade
de que no estado 1 a localizagao da particula esteja no intervalo [a, b] é dada
pelo postulado 8 por

b b
< / AEX (N W), >=< Ty th,t) >= / () e

a

Isto é o que afirma o postulado 1.

Vamos apenas indicar os passos para se obter o Postulado 7 a partir do
8. Tome A = P e assim no estado 1 a probabilidade do momento estar no
intervalo [a,b] é dada por

b
< / AEP (V) (), 6 >=< [EP(b) - EP(a) ], >=

< F(EP(b) - E”(@)]) ¥, F (¥) >

onde F é a transformada de Fourier.
Ora,

F(E”(0) - E”(a)]) (¥) () =

—1/2 . ) =ta(g— =ib(gp
27Th / /1/} _% dy /e_%(it_y) er (:By) —cr (:B y) dx.
i(y—z)

Pode-se mostrar (ver [63]) que

ia

Iy (p) =\ 5= F(———) (p)-

2T 1 X

Sendo assim,

FEP®) - EP(a)]) () (p) =
(27h) V2 Iy (p) / e U(y)dy = Ty (p) (p).
Desta forma,
b b
</ AEP ()W), 6 >=< Ty (p )%@()1/3(17)>=/ [(p) [ dp.

Isto é o que afirma o postulado 7.
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Se considerarmos o item 6) acima

= [ T B,

para f(A) = I|4), obtemos

b
Ty (A) = / dE(N),
e, assim, ,
< oy (A) (). >= / d< EQO)@), 6 > |

O valor assim obtido é a probabilidade da medigao de A estar em |a, b].

Vamos mostrar mais abaixo que se A € p(A), entfio existe um intervalo
aberto (a,b) contendo A, tal que Ia5)(A) = 0.

Desta forma podemos concluir que a probabilidade da medicao obtida
num estado 1 qualquer, via o observavel A, estar no resolvente de A ¢é nula.
Ou seja, apenas valores no espectro de A serao obtidos via uma medigao do
observavel A.

Se por acaso, A = > A\, Py, , onde os ¢, formam um conjunto ortonor-
mal enumeravel completo, afirmamos antes que apenas os autovalores A\,
podem ser obtidos como resultado da medicao de A num estado 1. Vamos
obter agora esta propriedade a partir do Teorema Espectral e do Postulado
8.

Ora, 1) pode ser escrito como ¢ =Y ay, V.

Considere um intervalo [a, 5] que contenha apenas o autovalor A, onde
k estd fixo.

Assim

B
/ d < EQO) W), >=< E(B)(), 6 > — < B(a) (), >= |ar|

Determinamos assim a probabilidade de A; ocorrer através da medicao
de A no estado .

Considere um intervalo [« ] que néo contenha o autovalores.

Entao,

B
/ d < BN W), >=< E(B)(),¢ > — < E(a)($),) >= 0.
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Proposicao 2.2. 1(A) = I (o operador identidade).

Demonstracao. Note que I(,Oo,k]()\) < 1, para qualquer x, A € R, e k € N.
Assim, para qualquer ¢ vale I(_,)(A4)(¢)) — 1(A)(3)) pelo item 10)

acima. Pelo item 9) temos que [(_ x(A) = E(k). Finalmente, como pelo

item 3) sabemos que limg_,o, E(k)(¢)) = 1, concluimos que para todo 1

vale 1(A)(y) = .
O

Note que qualquer fungao estd no dominio de 1(A).

Segue do resultado acima que

o0

W2 =< 9,9 >=/ d< EO) ()0 > .

—00

Proposicao 2.3. Se g : R — C ¢ limitada, entdo, g(A) é um operador
limitado.

Demonstragao. Seja ¢ = supyeg |g(N)]-
Entao para todo v

g(A)W)* =< g(A)(¥), 9(A) () >= /oo NP d < EQ) (%), ><

2 / T < BEO)W), v = 2,

onde a desigualdade segue do item 7) e a ultima igualdade da Prop 2.2.
Desta forma, g(A) é limitado.

O

Proposicao 2.4. Se g : R — R € nao negativa, entao, g(A) é um operador
positivo.

Demonstracao. Para um 1 qualquer vale

<o) ) >= | T g d < EQ)(®), 6 >> 0.

—0o0
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O

Teorema 2.5. Se A ¢é autoadjunto, entao todo nimero z em C —R estd no
resolvente de A. De outra forma: o espectro de H estd contido na reta real.

Demonstragao. Se z nao é real, entao f(\) = ﬁ ¢ uma funcao limitada.

Desta forma, pela proposigao anterior, temos que f(A) é um operador limi-
tado. Queremos mostar que f(A) = (21 — A)~L.

Note que (2 — \) 755 = 1 = -1 (2 — A), Usando o item 11), e, o fato
que 1(A) = I, concluimos que

J(A) (2T~ A) =1 = (=1~ A) f(A).

Sendo assim z esta no resolvente de A.

O

Desejamos mostrar que apenas valores do espectro do operador A podem
ser obtidos como resultado de medicoes de estados. Este serd o foco dos
nossos proximos resultados. Uma referencia geral sobre o assunto seria a
section 6 no chapter VII em [94].

Teorema 2.6. Se W = (a,b) C R, A € autoadjunto e, Iyy(A) = 0, entao,
W C p(A).

Demonstracdo. Seja AeW (sua distancia a a, b é positiva). Considere g tal
que g(A) = (A — X)L, quando A ndo estd em W, e, g(A) = 0, para A € W.
Assim, g(A) é um operador autoadjunto limitado.

Note que

g A =A) =1 = I (N)-
Assim, pelo item 11) temos que para ) € H
A = A) g(A) =T = I g (A) =1,
e, para 1) € D(A),
g(A) (NI — A) =T — I, (A) =T

Assim, A € p(A).
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Coroldrio 2.7. Fizado um operador autoajunto A, dados a < b, se E(b) =
E(a), entdo, (a,b) C p(A).

Demonstragdo. Segue do Teorema anterior e do fato que I, ) (A) = f; dEA(N) =
EA(b) — EA(a).
U

Vai seguir dos resultados acima (ver mais detalhes no Teorema 2.13)
que apenas valores do espectro de A podem ser atingidos como resultado de
uma medigao de A num estado qualquer 9. Ou seja, se (a,b) esta contido
no resolvente de A, entdo a probabilidade da medicao resultar num valor em
(a,b) é zero. Isto segue do Postulado 8.

E possivel mostrar o seguinte fato (XII 2.8 Theorem 9 [126]):

Teorema 2.8. Dado o operador autoadjunto A e sua decomposicdo espectral
EA(N), considere f()\) real continua e o operador f(A) com sua respectiva
decomposicio espectral EI(A)(X). Entdo,

b
/ dETA () = / dEAN).
a f_l(avb)

Note que pelo Postulado 8 a probabilidade de que a medicao do ob-
servavel f(A) no estado v esteja no intervalo [a, b], é¢ dada por

/b d < BTN ), > .

Pode-se mostrar, a partir do teorema acima, que para qualquer funcao
integravel g vale

/ gV BTN () = / (g0 HNAEA(N).

Exemplo 2.4. O resultado acima permite afirmar, por exemplo, que o
espectro do operador B = X% 4+ 71 esta contido em [7,00).

De fato, note que fixada qualquer 1 e f(\) = A\ + 7, temos que se
[a,b] N [7,00) = 0, entdo, fixado 1, para todo ¢ vale

b
<TanBW), o>= [Ca< B @Le>= [ 4 < w0 =0
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Isto implica que Ij,y(B) = 0, e assim, pelo Teorema 2.6 temos que
[a,b] C p(B).

%

Como vimos:

Definigao 2.2. O complemento p (A) = C\o (A) do espectro de A é chamado
conjunto resolvente de A, e, para X € p (A), o operador (A — )\I)_l, chamado
o resolvente de A, estd bem definido e é limitado.

Como veremos as razoes pelas quais A — Al nao é inversivel poderiam
ser

1. Existe algum 1 € H nao nulo tal que (A — AI)1 = 0. Neste caso A é
chamado um autovalor de A e ¥ um autovetor correspondente;

2. Existe uma seqiiéncia de Weyl {#,,} C H para A e \.

Definicao 2.3. Dados um operador A e um ndmero complexo A, uma
seqiiéncia {1, } C D(A) é dita seqiéncia de Weyl para A e X se

o [[¢nll =1 Vn;

o (A= AD) &) || 0, quando n — oo;

e Y, — 0, fracamente quando n — oo (ou seja, Vf € H, (f,¢n) — 0).

A expressao || (A — AI)(¢n)) || = 0 pode ser entendida da seguinte forma:
A 7quase”’tem uma autofuncao 1, associada ao autovalor A\. A ultima
condicao impede que um autovalor isolado de multiplicidade finita tenha
sequencia de Weyl. Uma 6tima referencia no assunto é [408].

Definigao 2.4. O espectro pontual de um operador A é

op(A) = {X € C | X é autovalor isolado de A com multiplicidade finita} .

Definicao 2.5. O espectro continuo de um operador A é

oc(A) = {\ € C | existe uma seqiiéncia de Weyl para A e A}.
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Pode se mostrar que os conjuntos o, (A) e 0. (A) sao disjuntos.

Note que se um autovalor tiver multiplicidade infinita ele faz parte do
espectro continuo.

Quando o operador é limitado (que nao é em geral o nosso caso) os
resultados relacionados ao espectro - que se pode obter a partir da Definicao
2.3 acima - sdo de mais facil demonstragao (ver Example 3.3 e 3.4 no chapter
VII em [94])

Escélio
Observe que o.(A) é um conjunto fechado. De fato, seja A € C e \; €
o.(A) tal que Ay — A. Seja fi, f2,... um conjunto enumerédvel denso em
H. Pela definigao 2.3, para cada k existe ¢ € D(A) tal que |¢y| = 1,
(A= M D) < 1k e | < fi, > | <1/kyse1<j <k
Temos que
(A= AD) ()| < [(A = Xe) ()] + Ak — Al

Logo, [(A—AI)(¢y)| — 0, se k — oo.
Além disto, sejam f € H e € > 0. Entao existe j tal que |f — f;| < e.
Assim

| < fie > << (f=fi)oe >+ < fihp > <e+|< fj e > |

Decorre dai que limsupy,_,, | < f, ¢ > | <e.
Finalmente, limg_,o | < f,9x > | = 0.

¢

O préximo teorema nao serd demonstrado (ver [191] para referéncia.)
Teorema 2.9. (Weyl) Se um operador A é auto-adjunto entdo o (A) =
op (A)Uo. (A).

Observagao 1: Observamos que se A um operador auto-adjunto limi-
tado, entao,

o (A) C [=[All, [lA[l]-
Isto segue do fato que se |A| > |A|, entao
[(A=AD(w)| = (Al = [A]) [ul,

Desta forma, para tais A nao existe sequéncia de Weyl.
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Corolério 2.10. Fizado um operador autoajunto A (nao nulo), dados a < b,
suponha que Ijqy(A) # 0, entao, 1 € autovalor de Ij,)(A).

Demonstragao. Considere um intervalo fechado [c, d] que ndo contenha nem
o ponto 1 nem o ponto 0.

Vamos mostrar primeiro que a aplicacdo da fungao Ij. 4 (A) ao operador
I14,4)(A) resulta no operador zero. Desta forma, pelo teorema 2.6 concluimos
que (¢, d) C p(Ijg,p(A)).

Segue do Teorema 2.8 que para qualquer f e g vale

/ g\ EFA () = / (g0 YNAEA().

Considere f = Ijq(A) e g = I|. 4()), onde [c, d] ndo contém o valor 1.
Assim, como I 4 © Ijq = 0, temos pelo Teorema 2.8 que

/I[c,d}(/\)dEI[“"’](A)(/\) = / (Tie,q © Tja ) (N)d EA(X) = 0.

Variando o intervalo genérico [c, d] segue do descrito acima que o espec-
tro de Ijqp(A) estd contido no conjunto com dois elementos {0,1}. Como
I44)(A) # 0 é um operador limitado (conforme proposicao 2.3 pois I[(A)
¢ limitada) seu espectro (que néo é vazio) nao pode ser apenas o ponto 0
(conforme observacao 1 acima).

Logo 1 estd no espectro de Ij,;(A) e ¢é isolado. Assim, pelo tltimo
teorema ele tem que ser um autovalor.

O

Teorema 2.11. Se X € p(A), entio existe um intervalo aberto W = (a,b)
contendo X, tal que, Iy (A) = 0.

Demonstragdgo. A demonstracao é por contradigdo. Suponha existirem in-
tervalos W,, = (ay,b,), n € N, contendo 5\, com diametro tendendo a zero,
e, tais que Iy, (A) # 0.

A partir do ultimo resultado acima, para cada n se pode encontrar ,,

tal que Iy, (A)(Yn) = Yp, n €N, e [, =1
Desta forma, pelo item 7) do Teorema Espectral temos que

(AL — A)Wn)2 = [ — A) Iy (A) (1) =

< (M = A) Iy, (A) (), (N — A) I, (A) (¥n) >=
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/ (A= X Tw, (V) 2d < EX(0)(), 40 >< sup [A— A2 0,
reWwn,

quando n — oo, e b, —a, < 1.. 3 .
Ora, isto implica que se denotamos por R(\) o operador inverso de (A —
A), entao

[l = [R(X) (AL = A) ()] < [RO)[(AL = A)(¢n)] — 0.

Mas isto contraria |1, | = 1.
Logo segue a afirmacao do teorema.

O

Observe que segue do acima apresentado que E4()) é constante no in-
tervalo (a,b), se e somente se, (a,b) C p(A). Isto segue dos Teoremas 2.6,
2.7 a 2.11.

Teorema 2.12. O resolvente de A autoadjunto é um conjunto aberto.

Demonstracdo. Se z nao é real existe uma vizinhanga de z que também esta
no resolvente. Se z é real, entao pelos dois teoremas anteriores, sabemos que
ele estd num intervalo (a,b) contido no resolvente de A.

O

Teorema 2.13. Dado wm observdvel A, apenas valores do espectro de A po-
dem ser atingidos como resultado de uma medi¢do de A num estado qualquer

.

Demonstracao. Dado 8 que nao esta no espectro de A, sabemos que existe
intervalo W = (a,b) tal que 8 € W e que Iyy(A) =0

Pelo Postulado 8 e o Teorema Espectral item 7) temos que a probabili-
dade de que a medigdo de A esteja em W é

b
/ d< B (W), >= /Iw()\)d < BO)(W), b >=< 0, Ty (A) (1)) >= 0.
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Proposicao 2.14. Considere o operador X;, j € {1,2,.,n}, agindo em
L? (Rd) definido por
X0 (a) = w50 (a).

Entao o (X;) = 0. (X;) =R.
Demonstragao. Seja d = 1 por simplicidade. J& mostramos que o (X) = R.
Desejamos mostrar que o, (X) = R. Resulta do teorema de Weyl que X nao
tem autovalores isolados de multiplicidade finita

Vamos encontrar para todo A € R uma seqiiéncia de Weyl para X e A.

Seja ¢ uma fungao ndo negativa, normalizada e com suporte em [—1, 1], ou
seja,

[1o@pa = [ 11\¢(x)\2dx:1

Considere, para cada n, a funcio 1, dada por ¥, (z) = n'/2¢ (n (z — \)).
Temos que

[ 1 @) Pz = [ nlo = ) Pz = [ 16) Py =1,
onde fizemos a mudanga de varidveis y = n (x — A). Sendo assim,

(X = AD) Pa)? = | (z = ) ¢ (2) || =

[ e = N2nlo (0 (@ = ) Pe = [ 1916 () Pa.

O dultimo termo claramente vai a zero quando n — oo. Logo vemos que
|| (X = AI) ¢y = 0 com n — oco. Desta forma, as duas primeiras condigoes
para que {¢,} seja uma seqiiéncia de Weyl para X’ e A est@o satisfeitas. Nos
resta mostrar que v, — 0 fracamente. Dada f € L? (R) temos que

1/ 1/2
" _ " 2 2
|/1/}nf| _| |$—)\|§1/n¢nf‘ = </‘¢n‘ > </a:—>\§1/n|f| )

e assim, a expressao acima vai a 0 quando n — oco. Logo temos que A €
oc (X).

Assim, todo ntimero real é autovalor.
O

Proposicao 2.15. Para o operador momento Pj, j € {1,2,.,n}, vale que
o (Pj) = 0c(Pj) = R.
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Demonstragao. Seja A € R. Vamos demonstrar o resultado no caso unidi-
i
mensional. A fungao ¢(x) = en * satisfaz

Ao () = —i he ().

Isto ndo a qualifica para ser autovalor porque nio est em LZ.

A idéia e multiplicar ¢ por uma outra funcao indexada por n, para faze-la
em L2, e, assim obter uma sequencia de Weyl.

Seja ¢(x) = ce” “2, onde ¢ > 0 é a constante que normaliza 1 para que

Y] =1.
Defina ¢, = n~ /29 (z/n) ¢(x). E facil ver que |¢,| = 1 para todo n.
Ainda,
. i A
() = n=*2 ! (x/n) $(z) + - Pul@).
Desta forma

Pén) = Apn — i hn ™29/ (z/n) ¢(2).
Finalmente,
(P=AD @) = [ 107 @/ /) do =120 [ (0" do.
Como [ (¢/(y))? dy ¢é finita, temos que ¢y, n € N, define uma sequencia

de Weyl. Sendo assim, A estd no espectro.
Vamos mostrar agora que ¢, — 0 fracamente. Seja f € L(R), entao

(< nf>|= |/¢n<x>W>dx\ <

/\Cbn(fb‘)\ |f(x)|dx = n~Y/? /w(m/n) |f(z)|dx.

Vamos separar em trés partes esta integral. Seja e > 0 e A > 0 tais que

—A
Il f(@)Pde < ee [{7]f(2)]Pdz < e
Ora, para qualquer n vale

A A A
/ w<x/n>\f<x>\dx<</ (/) dm>1/2</ @) de)? <
_A —A -A

n

A/n
n1/2(/ b(y)* dy) | f| < nl/QC(2A)1/2 [l =cA)2|f],
—A/n

porque 0 < ¢(x) < ¢ para todo x.
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Ainda,
—A —-A —-A
/ Y(z/n)|f(z)|de < (/ Y(a/n)* do)'/? (/ |f(@)* da)'/? <
—0o0 —00 —00
—A —A/n
[ utap a2 < P ([ w2 = e,
—0o0 —00
porque |¢| = 1.
Da mesma forma [° ¢ (z/n)|f(z)|dz < €/2n'/2.
Somando as desigualdades e multiplicando por n'/2 | resulta

| < n, [ > <n V2QAVE|flc+2 Y2

Logo,
lim sup | < én, f > | < 2V

n—oo

Proposicao 2.16. Se A € C é ponto de acumulagao de o (A), onde A é um
operador auto-adjunto, entdao A € o (A).

Demonstracao. Seja {\;} C o (A) uma seqiiéncia tal que A; — A, com
j — oo. Entao podemos encontrar (via sequencia de Weyl) {¢;} C H, uma
seqiiéncia no espago de Hilbert H, satisfazendo || (A — ;1) ;]| < 1/j. Note
que se \; é um autovalor, entdo a escolha seria tal que || (A — A\;I) 9| = 0.
De qualquer forma a expressao é véalida. Como vale

(A= AL Wyl < (A = N sl =+ 1A = Xl

entao a expressao acima vai a 0 com j — co. Assim vemos que A € o (4)
(pode-se mostrar que ou ¢; — 0 fracamente ou A é um autovalor de A).
Como A é ponto de acumulacao de o (A) ele nao é ponto isolado. Portanto,
vale A € 0. (A).

O

Note que um autovalor de multiplicidade infinita pode ser acumulado
por elementos do espectro.

Para analisar o operador de Schrodinger necessitamos de um conceito
que é uma pequena modificacdo do que foi descrito anteriormente quando
introduzimos sequencia de Weyl.
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Definigao 2.6. Dados um operador A e um nimero complexo A. Uma
seqiiéncia {¢,} C L? (Rd) é dita uma spreading sequence para A e A se

o [[Ynll =1, Vn;
o | (A= AI) (¥n)|| = 0, quando n — oc;

e para todo conjunto limitado B C R?, supp(¢,) N B = (), para n
suficientemente grande.

A diferenca fundamental do conceito anterior é que o suporte das 1, vai
ao infinito quando n — oo.

Teorema 2.17. Se H = —%A + V é um operador de Schrédinger com

potencial real e limitado inferiormente entao

o (H) = {\ |existe uma spreading sequence para H e \}.

Uma excelente referencia para a teoria espectral de diversos operadores
que aparecem naturalmente na Mecanica Quantica é [203]

Considere o operador de Schrédinger H = ALY em L2 (Rd).

2m

Teorema 2.18. Seja V (z) uma fungdo continua em R? satisfazendo V' (x) >
0, eV (z) = oo com |z| — oco. Entao

1. H é auto-adjunto

oo

2. o (H) consiste de autovalores isolados {\,},_,

n — oQ.

com A, — oo quando

Demonstragdo. A demonstragdo de que H é autoadjunto pode ser obtida
em [222]. Vamos mostrar o segundo item.

A demonstracao serd por contradicdo. Suponha que A estd no espectro
continuo, e, que ¥, n € N, é uma sequéncia spreading associada.

Lembre que se [ [1,|?dz < o0, entdo ¢y, (z) — 0 quando x — 0o

Assim quando n — oo, temos que (usando integracdo por partes)

h2
<Yy (H = N )tpy, >=< wn,—% Dipp >+ < hp, Vi > =X =

—5 /wn 23:82—%%(3:) dm+/\¢n\ V(z) de — X =
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K2 0 9 9
— — Yy, dx + nl” V dr — A\ >
5 / % |8:1:j U (z)|* dx /\1/) | () dx

yEsupégrfi‘: of 1, V(y) —A

Como o suporte de v, vai para infinito, e, V fica arbitariamente grande
quando x — o0, temos que limy, o [infyesupport of ¢, V (¥) — A] = oo. Isto
contraria o fato que lim, o |(H — AI)¢,| = 0. Desta forma nao existe
espectro continuo.

Vamos mostrar que existe uma subsequencia da autovalores convergindo
a infinito.

Sejam A1 < Ay < ... < A, os primeiros k autovalores, e, ¢;, j €
{1,2,...,k}, as correspondentes autofun¢oes ortogonais. Seja Fj o subes-
paco gerado por estas autofuncoes. Sabemos pelo Principio do Mini-Max
(ver Teorema 2.26) que

inf <¢,H(Q/)) >= inf{U(H)—{)\1,)\2,...,)\k}}.
{WlveFND(H), |y|=1}

Assim,

inf < 1/),H(¢) >= inf{ap(H) _{)\17)\%-'-7)\]@}}'
{WlveFNDH), |¢|=1}

Desta forma a expressao acima é o préximo auotovalor A\;y1. Note que
Ak+1 poderia ser igual a A, mas podemos tomar uma ;1 que é autofungao
de Ap41, €, ortogonal as anteriores.

Podemos repetir este argumento indutivamente infinitas vezes obtendo
sempre novas autofuncgoes. Como cada autovalor tem multiplicidade finita
concluimos que existe infintos autovalores.

Como H nao possui espectro continuo, e < H(¢),¢ > > 0, para todo ¢,
estes autovalores ordenados nao podem se acumular dentro de um intervalo
fechado e limitado. Desta forma os autovalores ordenados A convergem a
infinito quando k£ — oco. Esta afirmacao requer uma demonstracao que nao
sera apresentada.

O

De forma heuristica podemos dizer que o fato do potencial V' conver-
gir a infinito, num certo sentido, indica que existe uma forga que age sobre
a particula impedindo que ela v4 a infinito. Assim, estados estacionérios
(as autofungoes do operador de Schrodinger) aparecem de forma natural



Secao 2.1 Teoria Espectral 211

neste setting quantico. O potencial V desempenha aqui um papel semel-
hante ao drift na Teoria das Equagoes Diferenciais Estocasticas [252]. S6
que, de forma diferente da Teoria dos Processos Estocasticos (ergddicos), na
Mecanica Quéntica em geral existe mais de um estado estacionério.

A ideia da demonstracdo do resultado acima permite obter:

Teorema 2.19. Seja V (z) uma funcdo continua em R? satisfazendo inf V (z) =
«, entdo o espectro do correspondente operador de Schrodinger H estd con-
tido em [a, 00).

Demonstragao. Suponha que A\ < « estd no espectro continuo de H, e, que

Un, n € N, é uma sequéncia spreading associada.
Usando novamente integragao por partes temos

2
|1/Jn||(H—AI)’(/)n| 2<’(/)717(H_A1)wn>:<’(/)na_2h_mA1/}n>+<’(/)n7vr(/)n>_A:
—h—2/¢ 2 @) d [l Vi) dr =

5 2 ¥n dr + nl” Viz) de— X >
Qm/Ej:\axjw:)\ ot [ V(o) o

inf Vi) —A>a—-A>0.
yEsupport of ¥,

Como a norma de v, é igual a 1, e, ainda sabemos que o — A > 0, entao
nao pode ocorrer lim,,_,o [(H—AI),| = 0. Desta forma o espectro continuo
estd contido em [, 00).

Observe que o raciocinio é valido sem utilizar o Teorema 2.17. Basta
assumir que v, é uma sequencia de Weyl.

Se A é autovalor de H e v é a correspondente autofun¢dao com norma
igual a 1, entao

A=<, HY >=< o, -\ >+ <,V >=

- [0S o vt ok [ Vi) do- -

/Z‘%d}(l‘)\? dr Jr/WJ\2 V(z) dz >

inf V(y) = a.
Logo, A > a.
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O

O Teorema acima afirma que apenas pontos na imagem do Hamiltoniano
classico H(q,p) podem ser atingidos como resultado de medigoes da energia
de um estado.

Teorema 2.20. Seja A = [0,a]” um cubo em R™ e V (z) uma funcao
continua em A. Entao

1. H é auto-adjunto em L2 (A), assumindo condicdes de fronteira de
Dirichlet,

2. 0 (H) =0, (H) = { A\ }72,, com A, — 00, quando n — oc.

Demonstragao. Vamos mostrar apenas o item 2.
Considere para k € N o vetor K* = (K¥, K¥, ... K¥) € ([r/L] N)",

ok = (2/a)"? Iy sin(KF z;).

Como —A¢y, = |K*|24)y, e, 0s ¢, determinam um conjunto ortonormal
completo para o espaco de Hilbert em consideracao, concluimos que o es-
pectro de —A é o conjunto dos niimeros da forma |K*|?, k € N. No caso
unidimensional (n = 1) cada autovalor tem multiplicidade 1.

Observamos que cada 1 no espago de Hilbert em consideracao pode ser
escrito como

V= <onv> o
keN

Vamos mostrar primeiro que o espectro continuo de H é vazio. Suponha,
por contradigao, que exista A € o.(H). Seja 1), uma sequencia de Weyl para
He

Note que

2
(B = AD() 2 (- g &= AT)(w)| — V(i) >

2
(= e A= AD)()| — sup V.
Escrevendo cada 1), na forma ¢, =) ak ¢y, e usando o fato que |K*|?
é o autovalor de ¢, obtemos
I A A = S(EH? — ek
2m "o - nPk-
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Sendo assim, pela relagao de Parseval temos que
h’ 2 ) 2 k|2
(= 5 5 = AT 2 = STORM? = 2)? Jah 2.
k

Como, para cada n, vale |1,| = 1, entdo >, |aF|> = 1.
Como V é limitado, temos que existe K > 0, tal que para todo |K*| > K,
vale
|KF2 =X > 2(sup|V]+1).

Assim, a partir do que foi obtido acima temos que

(=2 = A (W) > 4 (sup [V| +1)° > jag|* =
k tais que |K¥|>K
4 (sup [V]+1)* (1~ > g ).

k tais que |K*|<K

Para cada k fixo, como v, — 0 fracamente, entao, quando n — oo,
k
ay, =< Qp, Yy, >— 0.

Existem finitos elementos |K*| < K.
Sendo assim, é possivel escolher N > 0 tal que para n > N, temos que

k|2
Zk tais que |[KF|<K |an| < 3/4
Desta forma existe uma constante ¢ > 0, tal que, para todo n > N, vale

|(=A — )\I)(@bn)|2 > (sup|V|+ 1)2 +e>sup V2 +e
Como,

2
(= AN > [~ 5 A= AT)(wn)| —supV,

concluimos que |[(H — AI)(¢,) é maior do que uma constante positiva se
n > N. Isto contradiz o fato que v, é uma sequencia de Weyl.

Desta forma o espectro continuo é vazio. Os autovalores de H nao podem
acumular em um intervalo limitado por um argumento similar ao usado na
Prop. 2.16. Note que como < H(¢, ¢),¢ > > infx V |4|?, entdo o conjunto
dos autovalores € limitado inferiormente.

0
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2.2 Valores atingidos por observaveis

Nesta secao vamos tratar de questoes relativas aos possiveis valores assum-
idos pelo espectro do operador Hamiltoniano.

Teorema 2.21. O espectro de —/\, agindo em L* (R%), ¢ 0(—% N)e =
[0,00). O mesmo vale para Hy.

Demonstragdo. Vamos tratar apenas do caso unidimensional para facilitar
a notacao.

Uma tentativa natural para —/\ seria considerar para cada v > 0 a
funcio ! V7. Assim

Assim, obterfamos uma autofuncao para cada A =~ > 0. O problema é
que €' V7% nao estd em L2

2.2
Vamos escrever A > 0 na forma \ = g—;
Considere ¢ = ce™® onde ¢ é a constante positiva tal que |¢| = 1.
Considere ¥, = n~ 2 ¢(x/n) e7*. E fcil ver que |1),|=1.

Ainda,
U (@) = iyt () + ¢/ (w/n)e" 032,

1/};:(1,) _ _721/}71(1,) + 20y ei"{$n—3/2 ¢l(x/n) + eivxn—5/2 (b//(l,) ]

Desta forma, como ¢ e ¢” estdo em L? temos que
[ + 7V n] < 290732 (/)] + 078" (w/n) | = 290 || + 03¢

Assim, |(—=A —~21)(1,)| vai a zero quando n — oo.

Pode-se mostrar utilizando raciocinios apresentados em resultados ante-
riores que fracamente 1, — 0.

Isto mostra que ¥, é uma sequencia de Weyl para A e Hy.

O operador Hy — AI pode ser escrito como

Ho— A = — (P +V2mAI) (P — V2m\I),

1
o
contanto que v2m A esteja bem definido. Ora, v2m A e —v/2m X estao no
resolvente de P se nao forem niimeros reais. Assim, Hy — Al seria inversivel
por ser a composta de inversiveis. Assim, se A < 0, temos que A € p(Hp).

Concluimos assim que o espectro de Hy é [0, 00).



Secdo 2.2 Valores atingidos por observaveis 215

0

Um critério muito 1til (ver prova em [389]) é o seguinte:

Teorema 2.22. Se existem constantes a < 1, e, b real tal que para todo
¥ € D(Hy)
V()] < a|Ho(¥)| + b3,

entao, H é autoadjunto.

Outro resultado importante:

Teorema 2.23. Seja V (x) uma funcio continua em R? satisfazendo V (z) —
0 com |z| — co. Entao

1. H é auto-adjunto
2. 0. (H) = [0, 00).

Demonstragdo. A demonstragdo de que H é autoadjunto pode ser obtida
em [222]. Vamos mostrar o segundo item.

A demonstracio segue de comparar o presente problema com o analogo
para —Hjy. Sabemos que o espectro de —Hg é [0,00). Seja A > 0, e uma
sequéncia 1, que é spreading para A e —Hj.

Ora,

2
[((H=AD)(@n)| = V()] < \(—Qh—m Ho—AI)(¢n)| < [(H=AD)(@n)|+[V(¢n)].

O termo |V(¢y,)| vai a zero com n — oo porque 1), é spreading e V(x)
converge a zero quando x — o0.

Sendo assim o espectro continuo de H e —Hj coincidem. Sendo assim,
o.(H) =10, 00).

0

Vamos mostrar agora que se [a, b] é um intervalo real, tal que esta contido
no conjunto resolvente de um operador autoadjunto A, e, se ¥ é um estado
qualquer em D(A), entdo, a probabilidade que ¥ (x)A(1))(z) esteja em [a, b] é
nula. E neste sentido que se afirma que o observavel toma apenas valores no
espectro de A. Vamos elaborar sobre isto, mas antes necessitamos recordar
alguns fatos.
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Lembre que pelo Postulado 3, para cada observavel cldssico g corre-
sponde um operador autoadjunto AY, tal que, para todo ¢ em D(A) vale

gw}‘Q =<, AV >.

Vamos considerar o item 7) do Teorema Espectral

< W90 >= [ T r NIV d < B @), 6 >,

quando, ¢ =, g = I,y e f = 1. Obtemos assim, para cada 9

oo

Ey(Tagy(4)) =< ¥, gy (A) () >= / Tay (N d < EQ) @), >=

b
/ d < BN W), >=< ED)(®), 6 > — < E(a)($),) > |

o item 9) do Teorema Espectral afirma que para todo ¢ € D(A) vale

/ I ooy (@) ()] d = / () EQ) @) dx =< E(b)(0), 1 > .

Assim (vide Teorema 2.13),

Ey(Iia(A)) =< ED)(¥), ¢ > = < E(a)(¥),¢ >= /I(a,b)(fff) ()] da.

2.3 Principio do Mini-max

Nesta secdo vamos mostrar entre outras coisas que o ground state 1y mini-
miza
R da
vo= [ o SR @F + V@) d

2m dx

entre os diversos ¢ de norma 1.

Definicao 2.7. Uma fungido S : H — C (nao linear) é dita diferencidvel em
1 € H, se ela é diferencidvel para a estrutura de espago normado de H. A
derivada (que é linear e assumida no momento limitada) serd denotada por

S'(¢):H — C.
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Mais precisamente, para 1 € H, vale

o 150+ 8) = S() = ') (A)

A0 Al =0

Em geral se denomina S’ de funcional derivada de S no ponto 1 .
Se S(1) =< 1, Hyp >, para um operador linear autoadjunto limitado
H, entao, S'(1g) = 2 H(1)p). Mais exatamente, temos que S'(1g)(¢) =<

H(¢0) 7¢ >
De fato,
1S A) ~ S(W) - <2 HE)AS|
A—0 |A
A0 Al =0

Se C(¢) =< 1,9 >, entdao, C'(¢g) = 2¢py. Ou seja, C'(o)(¢p) =<
o, 219 > . Isto segue da afirmacao anterior tomando H = 1.
Sejam S, C funcionais diferenciavéis em um espaco de Hilbert .
Seja
M = {¢ € H|C(¢) = 0}

uma superficie de nivel. Seu espago linear tangente em ¢ € M é dado por

T,M = {€(C'(6),€) = 0}

Dado o caminho ¢ : (a,b) — H, onde ‘H é um espago de Hilbert, dizemos
que ele é diferenciavel em t( se existe um operador L : R — H, tal que

i 190 +8) — 6(to) — L (2)
A—0 ‘A|

=0.

Como L é linear temos que L(A) =< A,h >, onde h € H esta fixo.
Denotamos tal h por ¢(to).

O caminho é diferencidvel se é diferenciavel em todo ponto tg. O caminho
é de classe C! se t — ¢(to) é uma funcio continua.

Teorema 2.24. (Multiplicadores de Lagrange) Sejam S, C funcionais difer-
encidveis em um espaco de Hilbert X. Suponha que ¢ € um minimo local de
S sujeito a restrigio C(¢) = 0,i.e., ¢ é um minimo local de S no espagco M,
e C'(¢) # 0. Entdo ¢ é um ponto critico do funcional S — AC em X para
algum A € R. Ou seja, ¢ satisfaz

S'(¢9)=xC"(¢) e C(9)=0
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Demonstragdo. Se ¢ é ponto critico para S em M, i.e., S'(¢) = 0 em T¢3(M)’

entdo, para todo &, tal que, (§,C’(¢)) = 0, temos que (&, 5"(¢)) = 0. Logo

S’(¢) e C'(¢) sao colineares, pois caso contrario podemos escrever S’(¢) =

aC’(p) + u, com (u,C’'(¢)) = 0. E, assim, (u, S’(¢)) = (u,aC’(¢)) + (u,u),
o que implicaria |lu/|> = 0. Logo, conclufmos que S’(¢) = AC’().

Para provar que se £ € Ty(M) entao S’(¢)(§) = 0 basta considerar a
restrigdo de C' e S ao plano geradopor C'(¢) e £ e usar o fato que estamos
em dimensao dois.

O

Como exemplo considere S agindo na restrigao ao conjunto M = {t| <
1,1 >=1}. Neste caso o minimo ¢ satisfaz S’(¢) = 2\¢, para algum .

Teorema 2.25. Seja H autoadjunto e S(v) := (¢, HY), para v € D(H),
com ||¢|| = 1. Entao inf o(H) =inf S. Ainda, X := info(H) € um autovalor
de H, se e somente se, existe um minimizante para S(1)), entre as v € D(H)

tais que Y| = 1. Além disto, no caso em que H € limitado, » € D(H) é
critico para S(¢) = (¢, H), se e s6 se, 1 é uma autofuncdo.

Demonstragao. Seja a = inf o(H). Se o = —oo nada se tem que provar.
Suponha a € R e seja ¢ € D(H) tal que |[¢| = 1.
Enéo pelo Teorema 2.1 (5) temos que

o0

/Ad <EOW), ¢ > = / N < EQ)(), 4 >,

(67

porque como (—oo, ) é disjunto de o (H) entao E()\) é constante em (—o0, o)
e igual a 0 (pelo item (3) do mesmo teorema).
Assim,

S() =< b H(p) > = /Ad <EM)W).0 > >

o [T < Bw) Y >,

porque pelo Teorema 2.1 (1) tempos que < E(\)(),1% > é monétona cres-
cente.
Temos ainda que

[ a<Ew.es= [a<Enwe =1
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Desta forma
S(W) =< ¢, Hy) > > inf o(H)

para toda 1 tal que |[¢| = 1.

Pela observacao 1 apds o Teorema 2.9 temos qe se z € R é tal que z <
inf S entao z ¢ o(H). Portanto inf S < info(H). Seja agora A := inf o(H).
Para a outra desigualdade se usa o teorema espectral. De fato, temos que
(v, HY) > \||9||?, para toda 1 € D(H), logo inf S > A\ = info(H), e, assim
inf S =info(H).

Se A = info(H) é um autovalor de H, com autovetor normalizado )y,
entao

S(1o) = (1o, Hipo) = A = inf S.

Assim, 1y é minimizante para S sujeito ao vinculo.

Por outro lado se 1y é um minimo local de S entre v € D(H), tais
que, C(v) = ||[9||?> = 1, entdo, S'(¢p9) = 2 H(1)g). Assim, pelo teorema dos
multiplicadores de Lagrange, 2 H(1g) = A2C" (o) = A2, para algum \.
Assim, ¢y é autovetor de H.

Ainda S(g) = (o, Ho) = A|[to||*> = A\. Como S(zpg) = infS =
inf o(H) concluimos que o A (oriundo dos multiplicador de Lagrange) é um
autovalor de H.

A partir da expressao acima 1 € D(H) é critico para S(v) := (¢, Ht),
se e s0 se, ¢ uma autofuncao.

Observamos que se pode mostrar uma resultado andlogo sem requerer a
diferenciabilidade de S.

Isto segue da seguinte afirmacao que nao serd demonstrada: seja A :
D(A) — H autoadjunto e S : D(A) — R dada por S(¢p) = < ¢, A(y) >,
onde ¢ € D(A). Seja, M = {¢p € D(A)||¢| = 1}. Se ¢y for minimo local
para S restrito a M entao 1y é um autovetor de A.

0

O resultado acima pode ser sumarizado pelo assim chamado Principio
Variacional de Ritz. Para ¢y € D(H), temos que < ¢, H(¢)) >> X\ =
inf o(H). A igualdade ocorre, se e s6 se, H(¢)) = A1).

Estamos acima minimizando em v de norma 1 com suporte compacto:

2m 2m

2 2
< [~d AV >= / ~(B(@) 2 AW)) @) + V(@) (@) da

entre os diversos 1) de norma 1.



220 Topicos Selecionados de Mecanica Quantica Cap. 2

No caso periédico unidimensional V' : [0,1] — R observe que (por inte-
gragao por partes)

B B2 dy
/1/} 2m da? (a:)dx /Qm dx (@) deo

O mesmo ¢ valido para fungoes com suporte compacto.
Assim, podemos afirmar alternativamente que no Teorema acima esta-
mos minimizando

2
/ 2hm Cj;/)( )‘2 +V(z )W(@\Q dx,

entre os diversos ¢ de norma 1.

No préximo teorema s6 nos interessa o caso em que o(A) é limitado
inferiormente.

Teorema 2.26. O operador auto-adjunto A possui ao menos n autoval-
ores (contando multiplicidade) menores do que inf o.(A), se e s se, A\, <
info.(A), onde

n= inf max ,AY).
{FCD(A)|dimF=n} {¢€F|[¢|= 1}<¢ ¢>

Demonstracao. Vamos iniciar pela prova de uma das implicagoes afirmadas
pelo Teorema. Tome

Vi, = span{ o1, ..., on}
autovetores com A¢; = \jp; e A1 < ... < A,,. Desse modo,

n

max VA a ail?Xi = \p.
{(WeVn | $]=1} W, Ay = = 1|g|—1}z| il

Logo,

Ap > inf max JA
" T {FCD(A) |dimF=n} {weFHw\:uw V)

Agora suponha, por absurdo, que

Ap > inf max A,
{FCcD(A) |dimF=n} {¢€Fll¢|:1}<¢ v)
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ou seja, suponha que existe W # V, tal que A\, > maxgyew|jy=1} (¥, AP).
Entao, existe ¢g € W — V,, com

. qpe%lﬁiﬂ:l}w’ Atp) = (tho, Atbo).

Definindo S(¢) = (¢, AY), 1o é maximo de S (restrito a {¢p € W : || =
1}) e satisfaz a equagao do Teorema 2, S’'(1hg) = 2Ahg. Como S'(1hg) =
2Av, temos que AYy = Aig. Portanto, ¢y é autovetor com autovalor
A = max(yew||y|=1} (¥, A)
< Ap- Assim, 99 € V,,, o que contradiz a suposigao ¢y € W —V,,. Logo,

(1, AY).

= inf max
{FCD(A) |dimF=n} {€F||y|=1}

Vamos agora provar a outra implicagao por indugao em n. Paran = 1, defina
A= inf =1 (¥, AY) e, pelo Teorema 3, X' = A é autovalor de A. Agora,
por hipétese de inducao, o operador A tem n—1 autovalores Ay < ... < A,_1.
Vamos mostrar que A possui n autovalores. Sejam ¢1, ..., ¢,_1 autovetores
de A associados a A1, ..., A\n—1 € V,_1 := span{¢1, ..., on_1}.

Sabemos que

inf (, AY) = inf{o(A) — {A1s oo An1 }}
{(eVE ,ND(A)] =1}

Por outro lado, dado F um subespago n-dimensional de D(A) entao existe
¢ € FNV, com |¢| = 1. Assim, temos que

(6, A¢)>  inf (1), Av).
{peViiND(A)| [4l=1}
Entao,
max (¢, AY) > (¢, Agp) > inf Y, AP
{weFHw\=1}< )24 ) {peV Lt ND(A)| \w\:1}< )

Temos que pela definicao de \,do enunciado do Teorema,

An > inf (¥, Ad)).
{veV,_ ND(A)] [¢|=1}
Por hipétese, A, < info.(A), logo

ap = inf{o(A) — {\1,...; Ano1}} = inf (W, AY) < A, < infoc(A).
{yeV,t \ND(A)| |¥|=1}
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Desse modo, pelo Teorema anterior, a,, é o n-ésimo autovalor de A pois
é oinfo(Aly L ). Sendo oy, < Ay, vamos mostrar que A, < a,. Como a, é
n—1

autovalor, sejam ¢,, o autovetor associado e V;, = span{¢1, ..., ¢, }. Assim,

= max max
{FCD(A) [dimF=n} {{eF||p|=1} {oevally|=1}

Portanto, A\, = o, e A tem no minimo n autovalores menores que

inf o.(A) dados por

A= inf max LJAYV), com j=1,...,n
! FCD(A)|dimP=5} {wanw:l}(w V) /

2.4 Integral de uma curva tomando valores em operadores

Dado um operador limitado A considere uma fungao f : C — C analitica em
um disco de raio R com centro na origem, {A € C | |A\| < R}, com R > || A].
Estd bem definida a expansao f () = > 7 ap,A". Definimos o operador
f (A) pela série absolutamente convergente

FA) =) a,A™.
n=0

Definigao 2.8. Dizemos que uma fungao genérica de A, dada por g(A), é
analitica (em A) se pode ser escrita como série de poténcias em A (para
algum fixo R a expressao vale para todo A tal que |A| < R).

Uma 6tima exposicao sobre os topicos a serem discutidos nesta secao é
a section 4 no chapter VII em [94].

Se A for auto-adjunto e Im (z) > 0, entdo, o operador resolvente (A — zI) ™!
¢é limitado e pode ser escrito série de potencias

(A—zI)t = —EszjAj
B
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é conhecida como série de Neumann.
A série sempre converge se ||A|| < 2.

Uma propriedade importante que vamos utilizar aqui é a seguinte: seja
f: B C C— C uma fungao analitica complexa e zy um pronto em B. Seja
I' uma curva fechada em torno de zy contida em B, e que da apenas uma
volta em torno de zp (por exemplo, t — 29 + € €27t t € [0, 1], € pequeno).
Entao pela férmula integral de Cauchy (ver por exemplo[95])

L 75 F(2) (0 — ) dz = f(z0).

2mi
Se f for a fungao constante 1 obtemos o valor 1.
Uma propriedade similar é valida para operadores limitados: podemos
também reobter o operador f (A), quando f é uma fungao analitica em uma
vizinhanga de o (A), pela integral (ver Teorema 2.27 a seguir)

fW=gm @AD"

onde I' é um caminho fechado em C circulando o conjunto o (4) C R € C
no sentido horario [95], v : [a,b] — C, I'(a) =T'(b).

Uma exposigao abrangente e detalhada dos tépicos cobertos nesta segao
pode encontrada em [80] [125] [124].

Existem resultados mateméticos que nos asseguram que (sob certas condigoes)
dada uma familia de operadores B(~(t)), onde ~(t) € C, t € [0,1], descreve
um curva parametrizada v no plano complexo, esta bem definida a integral
de caminho, ou seja, existe [ B(y(t))dt = C, onde C' é um operador (ver
[125]). Em resumo, existe a integral de uma curva tomado valores em op-
eradores, da mesma forma como existe tal conceito para uma curva tomado
valores no R™. Ao fim desta secdo vamos apresentar os detalhes de tais
procedimentos.

Seja H o espaco dos operadores limitados agindo em L?. Ele é um espaco
de Hilbert para o produto interno < A, B >= Tra (A B*).

Assumimos que curva I : [a,b] — C acima é de classe C1. Observe que
neste caso I'(tg) € C.

Ainda, dado B : H — H, por definigao

1 P b 7y
9 FB(z:) =5 ; B(T'(t)) I'(¢t) dt.

Observe que para cada ¢ temos que ¢(t) = B(I'(t))'(t) é uma curva no
espaco dos operadores. Ao fim desta se¢@o (ver escdlio) vamos apresentar
os detalhes da defini¢ao de tal integral.
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Acima afirmamos que para uma curva I' fechada (ou seja, I'(0) = I'(1)),
tal que d4 uma volta completa englobando todo o espectro de A, vale que
5 o/ (2) (A—2D)"Hdz = f(A).

Uma 6tima referencia geral para o tépico em anélise é [125] secao VII. 9
Theorem 4 e [237].

De forma preliminar, é mais facil entender tal equacao da seguinte maneira:

Vo, b e,

6.f () @) = 5 § £ (9.(A= 2D 0} s

T 2mi
determina f(A). De fato, conforme secao 0, se para ¢ fixo, sabemos todos
os valores < 1, f(A)(¢) >, para todas as v, entao identificamos de maneira
unica o elemento f(A)(¢).
O resultado

FA) =5 £ (A=)

¢é bastante natural. Vamos analisar primeiro o caso de dimensao finita.
Suponha que A seja uma matriz finita e diagonal com autovalores \;, j =
1,2,..,n. Entao (A — zI)fl ¢ a matriz diagonal com entradas ﬁ, j =
1,2,..,n. A integracdo acima resulta na integracdo em cada entrada da
matriz.

Lembre que se g(t) = (g1(t), g2(t), ..., gn(t)), g : [a,b] — R™, entao, por

definicio
/abg(t) dt = (/abg1(t) dt, /abgg(t) dt, ...,/abgn(t) dt).

Suponha primeiro f(z) = z. Como A é diagonal, pela formula inte-
gral de Cauchy (ver [95]), se o caminho I' contornar todos autovalores,
entao ﬁ fr z (A—=zI )_1 dz vai resultar na matriz diagonal que tem A\;,
j=1,2,..,n na diagonal ou seja, a matriz A.

Pela formula integral de Cauchy, se o caminho I' contornar apenas os
autovalores A3 e A4, entdo o .2 (A — 21 )1 dz vai resultar numa matriz
diagonal que tem zeros na diagonal menos nas entradas 3 e 4 onde tem os
valores respectivamente A3 e A4

Suponha agora f(z) = 23, Pela formula integral de Cauchy (ver [95]), se
o caminho I' contornar todos autovalores, entao 2%” [ 23 (A—z2I )_1 dz vai
resultar na matriz diagonal que tem )\;?, 7 =1,2,..,n na diagonal ou seja, a
matriz A3.
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Se A é diagonal ef for um polindmio resulta d um raciocinio semelhante
-1
que f(A) =5 ¢ f (2) (A= 2I) " d=.
Sabemos que se I' desse apenas uma volta em torno de J\;, j fixo, entao
pela férmula integral de Cauchy

1

o f(2)(\ — 2) "tz = f(\)).
™ Jr

Assim, neste caso 5= ¢ f(z) (A — 2I)"' dz ¢ a matriz diagonal que tem
todas entradas na diagonal nulas menos a j-ésima que teria o valor f(\;).

Se I' d4 uma volta em torno de todos os aultovalores A;, 7 = 1,2..,n,
resulta pela féormula integral de Cauchy que a integral acima determina
uma matriz é diagonal com entradas f(\;), j = 1,2,..,n. Esta resulta ser
exatamente f(A) neste caso.

Se A nao é diagonal, mas é diagonalizavel, isto é , existe C tal que
CDC™! e D ¢ diagonal diagonal, entdo, a prova do resultado segue do
raciocinio acima. Observe que para k € N, vale A¥ = C D*C~1,

A generalizagao para o caso da matriz ser diagonalizavel sai do fato que
vale

1 1

— P f()( A=z dz==— ¢ f(2)C(D—2z2])"t Cldz =
2mi Jr 2mi Jr

C[%éf(z) (D — =1t dz] 0L,

Note também que f(A) = C f(D)C~L.

Como todo operador autoadjunto em dimensao finita é diagonalizavel o
raciocinio acima da conta da afirmagao no caso geral enunciado anterior-
mente (expressao (*) ap6s a definigao 2.8)

Fica facil perceber agora que se A é autoadjunto e se I' for um caminho
fechado em C circulando apenas alguns autovalores do conjunto o (A4), entao

1 _
B=—¢ z(A—z)"tdz
2 Jr
vai determinar a agdo de A restrita ao subespago gerado pelos autovetores
correspondentes ao autovalores circulados por I'.
Note que se I' desse apenas uma volta em torno de \;, entao pela férmula

integral de Cauchy

1
— d(\j—2) tdz=1.
r

211
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Finalmente, se A é autoadjunto diagonal e se I' for um caminho fechado

em C circulando apenas alguns autovalores do conjunto o (A), entao
1 o
L=—¢ (A—zI) "dz
211 T

vai determinar projegao no subespago gerado pelos autovetores correspon-
dentes ao autovalores circulados por I'. Isto porque se A é diagonal entao vai
aparecer 1 ou 0 na diagonal da matriz A no caso de I' envolver o autovalor
correspondente ou nao.

Se A néo é diagonal, mas, existe B tal que B A B~! ¢ diagonal o resultado
segue da mesma forma.

Voltemos agora ao caso de dimensao infinita.

Teorema 2.27. Seja f(z) = > 07 janz"™, com raio de convergéncia R e a
a série absolutamente convergente f(A) = > 77 an, A" para A limitado e
|A| < R.

Suponha que f € uma fung¢ao analitica em uma vizinhanga de o (A),
entao € limitado e estd bem definido

FA) = 5= p T A=)

onde I' € um caminho fechado em C circulando o conjunto o (A) no sentido
hordrio. Assumimos que T No(A) = 0.

Demonstragao. para z € T' temos que (A — ZI)_1 ¢ limitado e pode ser
escrito série de potencias

1 [ee]
A—zl) == —IAl
oo ly
7=0
Como [|A|| < R, entao o(A) estda contido no disco de raio R, o que
assegura a convergencia absoluta da série.

Assim,
o -1 S n - -1 _ — n _1 - —k Ak
f(z) (A—=zI) —;anz (A —z2I) —nz:;]anz [ Zkzoz A"

Fixe o par v¢,¢ de quadrado integravel. Temos que estimar o valor

<9, f(A)(¢) > .
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Ora,
<4, f(2) (A=zI)” Zanz ——Zz—j <, Al(¢) >].
7=0
Ainda,

<, fA)6) >= Y an < v, A7(9) >

Vamos demonstrar o resultado no caso em que o operador A possui um
conjunto ortonormal completo v;, 7 € N, com respectivos autovalores \j;,
jeN.

Cada v se decompde como Y | ; ¢;v;. Assim, basta mostrar que para cada

Gk vale < 4y, F(A) (W) >= g5 fp <5 f(2) (A= 2D)7" (4y) >
Ora, A™(¢;) = AT Como os vj sao ortogonais assim, basta mostrar que
para cada j vale

<4y (AW =—7§ <, f(2) (A= 20" () >

Observe que < 1;, AF¥(;) >=
Da primeira expressao que calculamos segue que

<1, f(2) (A= 27" (¢) >=

S a1 YR = FE) L ) = () —
n=0 k=0

z 1—2)\j )\j—z.

Da primeira expressao que calculamos segue que

<1/}jaf( Zan<¢]aAn(¢]) ZanX;Z:f(XJ)
7=0 7=0

O resultado segue entao da formula integral de Cauchy [95].
]

Adaptando a prova acima se pode mostrar o seguinte: seja A oper-
ador autoadjunto e A3, Ay, A7 € R C C autovalores de A. Seja uma curva
v fechada (ou seja, v(0) = (1)) com imagem contida em C, tal que da
uma volta completa englobando apenas os autovalores A3, Ay, A7 (que esta
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contidos o espectro de A). Seja F' o espago gerado pelos correspondentes
autovetores e Pr a projecao associada.

Entdo, vale que 5& §. f (2) (A — 2I) " dz = Pp( f(A)).

Tomando f(z) = z temos que a integral acima nos da Pr o A.

O resultado descrito acima é muito 1til quando se deseja considerar per-
turbagoes de potenciais V. Sob as hipdteses convenientes (ver teorema 2.18)
o operador Hamiltoniano tem como espectro apenas autovalores isolados.
Pergunta: sera que o menor autovalor de H = % + V varia de forma con-
tinua com a variacao do potencial V7 Para analisar tal problema se considera
uma curva -y no plano complexo que envolve apenas o autovalor minimal.
Mais precisamente, se pode considerar H (associado a potencial V) e um
outro operador Hy (associado ao potencial V) e tal que V; estd préximo de
V. Agora, calculando a integral % fr z (Hy — ,zI)_1 dz podemos ver que
o operador resultante depende continuamente de Vi;. Um pouco mais de
esforgo nos permite deduzir que o menor autovalor vai depender continua-
mente de V) perto do V inicial. Referimos o leitor a [237] para resultados
gerais sobre este assunto.

Proposicao 2.28. Suponha que ) tenha suporte compacto [—R, R|. Suponha
ainda que f seja limite em n de I|_g ) fn, R >0 fizo, onde f, sao fungoes
analiticas, e, g seja o observdvel cldssico associado a A. Ou seja, Q9 = A.
Entao

/ F(9(0) [(@)[? dz =< 1, F(A) W) > .

Demonstragao. Pelo postulado 6 temos que para f,, analitica

/ Fulg(@)) (@) dz =< ., fu(A) (W) > .

Considere hy, = I|_g g [n, entao pelo item 11 do teorema espectral temos
que hy,(A) é uma extensdo de I|_g g o fn(A).
Note que

/ Fulg(@)) (@) di = / hn9(2)) () ? de

Pelo item 10 do teorema espectral temos que para qualquer i vale
hn(A)() — f(A)(¥). O resultado segue ao se tomar o limite em n na
expressao acima.

O
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Escdlio:

Para simplificar vamos considerar a integral de uma funcao com dominio
real e tomando valores em operadores limitados (ou seja, (B(H)). O caso
da integral quando o dominio estd numa curva recai neste. Seguimos aqui o
desenvolvimento descrito em [124].

Seja ¢ : [a,b] — B(H) uma fungdo continua (na imagem usamos a norma
forte de operadores). Dizemos que ela é uma step function se é constante
em intervalos, isto é, da seguinte forma: existem a =ty < t1 < tg < ... <
th—1 <tp=0b,hj € B(H),j=0,...,n —1, tais que

n—1
¢(t) = hOI[a,tﬂ (t) + Z th[tj,thrﬂ(t)
7=1

Denotamos |¢lo = supsejqp [0(2) |-

Por defini¢do a integral de tal fungao ¢ é I(¢) =37 70 (tj+1—tj) hj € H.
Denotamos por S o conjunto de todas a step functions (n nao estd limitado).
Assim obtivemos I : § — B(H).

Note que para ¢ € S

n—1
|Z J+1_tj h | <
J=0

n—1
[hol(ty = @) + > [l (t41 = 15) < (b= a)l@lo.
j=1
Seja agora ¢ : [a,b] — B(H) continua (assim uniformemente continua
conforme [283]). Fixada uma particao 7 de [a,b] dada por a =ty < t; <
ty < ... <tp_1 <t, =0, considere a soma de Riemman

n—1

On(t) = Do) o) (1) + D Dt iy, 0,11 (8).

=1

Note que independente da partigdo m temos que |I(¢r)| < (b — a)|o|o.
Para cada € > 0 considere a familia II. de particoes 7 tais que

sup (tj+1 — tj) <€
§=0,1,..n—1

Como ¢ é uniformemente continua entao a familia ¢, onde II varre
todas as partigoes finitas, é equicontinua e equilimitada (ver [283]).
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Escolha agora uma ¢, k € N, onde ¢ € II; ;. Da mesma forma ¢,
k € N, define uma famfilia equicontinua e equilimitada.

Desta forma, pelo teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequencia
Gk, ki — 00, tal que existe o limite I(¢y,) em B(H), quando k; — oo.

Vamos denotar por f; ¢(t)dt € B(H) tal limite. Como a funcao ¢ é
equicontinua este limite nao depende da sequencia ¢, 7 € N, nem mesmo
da ¢y € Iy, k € N escolhida.

Fica assim definida a integral (de Riemann) de uma curva (funcao)
tomando valores num espaco de Hilbert (assumindo que ¢ é continua).

&
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2.5 Produto Tensorial e Canais Quanticos

A parte inicial desta secao é baseada em [225] e em [271] onde sistemas de
spin sao analisados. Vamos considerar apenas a analise do problema em
dimensao finita.

O produto tensorial (uma completa referencia sobre o assunto é a segao
7.3.8 de [71]) permite descrever de forma matematicamente rigorosa um
sistema composto de dois subsistemas quanticos (microscopicos).

A formulacao da analise dos sistemas compostos em termos de produto
tensorial é estabelecida em funcao das leis fisicas observadas em diversos
experimentos e medigoes feitos em laboratérios. O postulado 9 estabelece
tal fato. Por exemplo, um atomo de hidrogenio consiste de um proton e
um electron. Eles interagem, e esta propriedade é descrita através de um
produto tensorial da forma p ® e.

Resultados sobre sistemas compostos sao particularmente tteis no estudo
dos Canais Quanticos.

Observacao 2.1. Um caso muito especial de sistema composto: lembramos
que um problema importante na Mecanica Quantica é o problema da medigao
de um estado (no dominio micro) atraves de um aparato (que em geral esta
no dominio macro). O produto tensorial aparece na precisa descrigao deste
procedimento que formaliza a interferencia estado-aparato (ver se¢ao 2.5 in
[393]). Em [393] isto é feito via o esquema de von Neumann que foi proposto
em seu famoso livro [436] publicado em 1932 (que engloba também o caso
em que o aparato é de natureza microscépica).

¢

Alguns resultados sobre Canais Quanticos serdo tratados ao fim desta
segao. Um 6tima exposi¢ao sobre canais quanticos pode ser obtida em [144],
[363] (ver chapter 7 e appendix 11) ou em [25] e [20].

Para introduzir de forma simplificada os conceitos que iremos desen-
volver, vamos considerar inicialmente um sistema quantico que consiste de
uma particula de spin 1/2 que pode apontar para cima ou para baixo. Estas
opcoes seriam idenficadas por % e —%. Sistemas deste tipo aparecem na
Computacao Quantica [338].

Este sistema pode ser descrito em C? e vamos denotar os geradores deste
espaco de dimensao 2 por v; = | + %>, evy = | — %> Supomos que v1, vo
formam uma base ortonormal. Assim, os estados possiveis sao vetores 1 =
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(1,109) € C?, tais que |1| = 1, e, denotamos

Y =1Yrv1 +Yov2 =Yy |+%> + o \—%).

O leitor nao deve se atrapalhar com a notacao. Se deseja pode considerar
que (1,0) = vy = |+ 3) e (0,1) = v2 = | — ) (que define a base canénica do
C?) sem problemas.

Se o sistema estd no estado ¢, entdo existe uma probabilidade |11|? de
ocorrer |+ ) e uma probabilidade |1/2|? de ocorrer | — 3).

Neste contexto, cada estado ¢ = (1,19) € C? traz a potencialidade
da ocorréncia de | 4+ 3) e | — 3) com as probabilidades correspondentes
obtidas do procedimento acima. Desta forma, estamos trocando o espaco
R3, (onde consideramos a quantizacao do Hamiltoniano, ou seja o operador
H), anteriormente considerado, por um conjunto com dois elementos. Um
operador autoadjunto A agindo sobre C? vai desempenhar o papel do H.

Consideramos agora um novo sistema de spin tipo particula que pode
ter trés estados para cima, para baixo, ou nulo. Assim, ele pode ser descrito
em C? e uma base caracterizada por wy = | + 1), we = |0), w3 = | — 1).
Supomos que wi, wy, w3 formam uma base ortonormal.

Um estado, neste contexto, seria um elemento

¢ = 1wy + pawa + p3wz = ¢1 |+ 1) + P2 [0) +p3 | — 1).

O descrito acima é tao somente escrever em linguagem de spins uma base
do espaco C3.

Vamos agora analisar observagoes que envolvem os dois sistemas conjun-
tamente, ou seja, o sistema composto.

Assim, este novo sistema pode ser descrito por

1 1
{4551 =50} e d+1,00, -1}

Podemos pensar que temos um lattice com dois pontos e em um deles
temos o sistema descrito por {|+1),|—%)} e no outro o sistema {|+1), |0), |-
1)}.

Um ponto fundamental a destacar aqui é que as probabilidades das dis-
tintas possibilidades se intereferem! O produto tensorial vai expressar de
forma matematica simples esta propriedade.

Uma suposicao fisica natural é assumir que o sistema composto inclui
estados que assumem cada um dos valores descritos acima (ver Postulado
abaixo). Entao existem seis estados, que serao denotados por
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(Uly wl)y (/Uly w?)u (Ulu w3)7 (U27 wl)u (U27 w2)7 (/U27 w3)7
ou, escrito de outra forma, os novos estados do sistema composto seriam

1 1 1 1 1 1
Z 41 =0 —-1), | ==, 4D, |—=,0), |—=
‘+27+>’ ‘—1_27 >7 ‘—1_27 >’ ‘ 27+>? | 2? >7 ‘ 27

Estes deveriam ser os geradores de um novo espaco de Hilbert que de-

screve o sistema composto.

Como estamos considerando uma teoria quéntica, esperamos que com-
binagoes lineares dos estados acima sejam permitidos. Entao parece natural
supor que o estado mais geral pode ser escrito na forma

“1). (21)

1 1 1 1 1 1
= Z 41 = p— — =, +1 - = — =, -1
[¢) c1|+2,+>+c2|+2,0>+C3|+2, ) + cal 2,+>+cs| 2,O>,+cs| 5 )s

¢i € C,i=1,2,...,6, e portanto os vetores na equagao (2.1) formam uma
base para o espaco de Hilbert do sistema composto. Como temos seis vetores,
o espaco é isomorfo a CS.

Note que o sistema natural a ser analisado nao corresponde ao C°® que
seria o produto cartesiano de C? e C3. Necessitaremos do assim chamado
produto tensorial para entender o problema.

Para um sistema composto em geral, a operacao matematica relevante
toma vetores 11 e 1o nos espacos de Hilbert H; e Hs ,de dimensao m e n
respectivamente, e os transforma em um vetor 1 ® 19 em um novo espago
de Hilbert H; ® Ho, chamado produto tensorial de H; e Ha, que tem
dimensao mn. Vamos apresentar logo abaixo as defini¢oes formais. O espago
de estados quantico do sistema composto é, portanto, o produto tensorial
dos espacos de estados quanticos dos subsistemas constituintes. No exemplo
acima, o vetor | 4+ 1,41) denota o produto tensorial | + ) ® | + 1). Em
particular, temos que o produto tensorial C? ® C3 é isomorfo a CS.

Se |v;) e |w;) s@o bases ortonormais para H; e Ha, respectivamente,
entdo |v;) ® |w;) é uma base para H; ® Ha. Usaremos também as notagoes

[} |w); v, w) e Jvw)

para denotar o produto |v) ® |w). Por exemplo, se H é um espaco de Hilbert
de dimensao 2 com vetores base |0) e |1), entao

710)®0) + 3+ 459)|1) ®|1) e HoH.

Denote e; = (1,0) = |0),e2 = (0,1) = |1), a base candnica do C2.
Uma base de C? ® C? seria

0) ©10), [0) @ 1), [1) @10), |1) @ [1).
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Ou, alternativamente, escrito da forma

0®0), 01), 1x0), 1x1),

ou, ainda,

00Y, [01), |10), |11).

Agora definiremos formalmente o produto tensorial V@ W (referimos o
leitor para o Appendix A.4.5 in [192], ou a Segao 7.3.8 in [71], ou as segbes 24
e 52 em [194], ou ainda para a segdo 6 in [359] para maiores detalhes). Sejam
V e W sao espacos vetoriais, que iremos supor sempre sobre C e ainda que
sdo de dimensao finita. A construcao mais geral para mddulos sobre anéis
comutativos, que nao precisaremos aqui, pode ser vista na segao XVI.1 [268]
ou em [309]. V ® W ¢é algumas vezes chamado de bi-partite system.

Dados os espagos vetoriais V' e W considere os pares (u,v) onde u € V
eweW.

Seja C'(V, W) o subespaco gerado por todos os elementos da forma

(v1 + vo,w) — (v1,w) — (vo, w)
(v, w1 + wz) — (v,wy) — (v, we) (2.2)
(rv,w) — r(v,w)

(v,rw) — r(v,w)

onde v;,v €V, w;,w € WereC.

Agora definimos a relagdo de equivalencia z ~ y se z —y € C(V,W).
Como ¢ usual, a partir desta relagdo ~ se pode criar classes de equivalencia.
Dados v € V e w € W a classe de (u,v) é denotada por u ® w.

O conjunto das classes é o espaco vetorial V @ W.

Em resumo, valem as relacoes

(v1+v2)®w:(vl®w)

+ (v2 ® w)
v® (W +w2) = (v®@wr) +
w
w

(v ®ws) (2.3)
(rv)@w=r(vew)
v® (rw) =71 w)

onde v;,v €V, w;,w € WereC.
O objetivo de assumir a relacao de equivalencia é que neste novo es-
paco vetorial quociente serao verdadeiras certas propriedades desejadas. As

operagoes nas classes estarao bem definidas (ver mais detalhes no Appendix
A.4.5 in [192] ou em [208]).
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Um elemento v ® w (uma classe de equivaléncia), v € V,w € W, no con-
junto assim obtido V& W, vai descrever o objeto mateméatico que buscamos.

O objetivo de considerar a relagdo de equivalencia acima é a seguinte:
neste contexto vai valer a seguinte propriedade (ver acima); o produto ten-
sorial é linear em cada entrada, ou seja, para todo o, € C, ¥, ¢ € V e
EeWw,

(Y + B9) ® § = () ® { + (B9) ®E,
e, ainda
a(y ® ¢) = (ah) ® ¢ =¥ ® (ag).

Se 0 denota o elemento neutro em V ou W, entao 0 ® 0 é o neutro neste
novo espago. Note que 0 ® v, onde v € V, tambem representa o elemento
nulo 0 ® 0. Isto porque para qualquer fixado A € C, A # 1, vale 0 ® v =
(A0)®v = A0®wv), o que equivale a dizer que (1 — ) (0 ® v) é nulo. Logo,
A=1ou 0 x v é nulo, e assim segue a afirmagcao.

Outra forma de entender a questao e a razao de se assumir a relagao:
z~ysez—ye C(V,W)

(0,v) e (0,0) sao equivalentes. De fato, dados wq,ws, temos que

(0,0) = (0,v) = (0, —v) = (w1 + wa,v) — (wy,v) — (we,v) € C(V,W).

O produto tensorial escrito em coordenadas possui uma forma
simples.
Por exemplo, o produto tensorial dos vetores (2,3) € C? e (4,5) € C? é

2x4 8
2 4 o 2x5 o 10 2 )
[3](8{5}_ 3x4 |~ 12| €O
3x5 15

Ou seja, se faz a multiplicagdo termo a termo no produto para obter o
produto tensorial. Isto vale em geral.
Vamos agora elaborar sobre o que descrevemos brevemente acima.

Definicao O produto tensorial dos espacos vetoriais V e W, de-
notado por V@ W é o espago

Seja v, © = 1,2,..,n, base ortogonal de C" e wj, j = 1,2,..,m, base
ortogonal de C™.
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Um elemento genérico em C" ® C™ é da forma

> aij(vi @ wy),

i=1 j=1
aij € C.

Por exemplo, o elemento genérico em C? ® C3 é dado
c11(v1 @ wr) + cr2(v1 ® wa) + c13(v1 ® w3) + ca1(v2 @ wy )+

622(7)2 X wz) + 623(U2 (=) wg),

onde v1, vy é base ortonormal de C? e wy,ws, w3 é base ortonormal de C3.

Observe que a dimensdo de C? ® C? é seis enquanto que a dimensio de
C? x C3 é cinco.

Antes de apresentar um formulacao mais rigorosa da teoria vamos intro-
duzir mais um postulado e explicar o papel que o produto tensorial desem-
penha no entendimento do fenémeno fisico de sistemas quanticos compostos.

A acdo de um Hamiltoniano no lattice finito quantico, no qual existem
interferéncias entre as diferentes possibilidades, requer o uso do produto
tensorial para o seu correto equacionamento.

Um sistema quantico é dito composto quando é formado por subsis-
temas quanticos. Uma 6tima referencia neste tépico é a se¢ao 4 do cap. IV
de [359], [328], [450] ou [318].

Vamos elaborar num exemplo o que descreveria o sistema composto.
Suponha que estado ¢ em C? seja dado como

¢ = a1v1 + agvy,
e o estado 1) em C3 seja dado como
P = QqWy + apWp + QeWe.

Se considerarmos o estado composto obtido a partir de ¢ e ¥, em que po-
dem ocorrer (ou nao) interferencias das distintas probabilidades de medigao,
devemos descrever um novo estado ¢ em C? @ C3.

Por exemplo, um mecanismo no laboratério A consegue aproximar e
por em possivel interferencia os estados ¢ e ¥ ”produzindo”assim ¢ ® .
A informacao dos possiveis eventos 1 e 2 é enviada por fibra dtica para o
laboratorio B situado na cidade x e a informacao dos possiveis eventos a, b, ¢
é enviada por outra fibra otica para o laboratério C' situado na cidade y. A



Secdo 2.5 Produto Tensorial e Canais Quanticos 237

eventual interferencia (na verdade neste caso nao vai ocorrer em termos de
probabilidade de medicao como veremos) inicial de ¢ e 9 caraterizada por
¢ ® 1) se mantém.

Seja estado composto ¢ = ¢ ® ¥, que pode ser expresso na forma

€10 (V1 @Wg ) +c1p (V1 @Wp) +¢1¢ (V1 QW)+ 20 (V2@W4 ) +Cop (V2 @W) ) +C2c (V2RW,)

onde ¢jp = ajay, onde j =1,2 e k=a,b,c

Entdo, por exemplo, a probabilidade de ocorrer (vy ® w,) é |caq|?. Esta
afirmacao descreve o que ocorre de fato no fenémeno fisico e estd de acordo
com o préximo postulado.

Mais explicitamente: suponha que no Laboratério B se pode medir os
spins 1,2 e que no laboratdorio C' se pode medir os spins a,b,c. Os dois
sistemas (um em cada laboratério) poderiam (eventualmente) se interferir
- 0 que chamaremos em seguida de sistema composto - e a probabildide de
medir simultaneamente 2 e a seria dada por |ca 4|?.

Note que no laboratorio A antes de considerar o sistema composto a
probabilidade de 1 no estado ¢ seria |a;|? e de 2 seria |az|?. Ou seja, medigoes
resultando 2 dariam frequencia |as|?.

Ainda, no laboratério A antes de considerar o sistema composto a prob-
abilidade de a no estado 1) seria |ag,|?, de b seria |ap|? de ¢ seria |ac|?. Ou
seja, medicdes resultando a dariam frequencia |oy|?.

No sistema composto descrito acima ¢ = ¢®1) e produzido no laboratdério
A, em funcao da expressao do produto tensorial em coordenadas (ver
acima), as medigoes que resultassem no par ordenado (2, a) teriam frequencia
las|? |ag|? = |e2q|?. Num certo sentido isto poderia significar no nosso caso
particular simplificado uma certa forma de independéncia (este exemplo
corresponde a nao emaranhamento). Um caso mais complexo sera tratado
em breve (estado emaranhado) onde tal ”independencia”’nao ird ocorrer.

p = ¢ ® 1Y descreve um estado composto em que as medigoes do estado
¢ na primeira posicao nao sao influenciadas por 1 na segunda posicao.

Existe uma estrutura natural de produto interno em C? ® C3: dados
(a1 ® az) e (b ® by) em C? ® C? definimos

< ((11@@2), (b1®b2) >=<ay,by ><a by >.

A operacio acima deve ser estendida linearmente em C? ® C3.

Desta forma podemos definir uma norma |z| = /< z,z >, paraz € C?®
C3, o que torna C2®C? um espaco de Hilbert. Sendo assim |¢p®@v| = |¢] [1].
Desta forma, se [¢| =1 e |¢)| = 1 entao |¢ ® | = 1.
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No caso geral C" @ C™ da mesma forma dados (a; ® az) e (by ® by) em
C™ @ C" definimos

< (a1®a2), (b1®b2) >=<ay,b ><as by >.

Note que se ¢1,¢s é base ortonormal de C? e 1)1,1y também é base
ortonormal de C? entdo

P1 @Y1, 1 Do, P2 @ Y1, P2 ® Yo (2.4)

é base ortonormal em C?® C? segundo o produto interno acima definido.
Considere os operadores lineares A; : C'™ — C™ e Ay : C" — C", Entao,
por defini¢ao, o operador A; ® Ay age em C™ ® C™ da seguinte forma: dado
a1 ® as entao
(A1 & AQ) (a1 & CLQ) = Al(al) ® Ag(ag).

Da mesma forma se z = ), a{ ® a% € C" ® C", entao, A1 ® As(x) =
>;(A1 ® Az)(a] ® ay).

(A1®A2) como definido acima esta bem definido por respeitar a estrutura
de classes de C™ @ C™

Usando o produto interno descrito acima podemos definir o conceito de
dual. O operador dual de (A; ® A3) é o operador (B; ® Bs) tal que para
quaisquer (a1 ® ag) e (by ® by) vale

< (A1 & Ag)(al X ag) , (bl X bg) >= (a1 & ag), (B1 &® Bg) (bl ® bg) > .

E ficil ver que o dual de (4; ® Ag) é (AT @ A3).
Se Ay e As forem autoadjuntos, entdao A; ® As é autoadjunto. Ainda, se
Ay e Ay forem positivos, entao A1 ® Ao é positivo e assim por diante.

Por definigdo a composta do operador A; ® Ay com By ® By age em
C? ® C3 da seguinte forma: dado a1 ® as entdo

(A1 (029 AQ) o (Bl X Bg) (a1 & CLQ) = (A1 o Bl)(al) ® (AQ o BQ)(CLQ).

O elemento neutro para a operacao de composicao ¢ I ® I. Se A; e As
sdo inversiveis entdo (A7 ® A1) é o inverso de (A1 ® Ay).
Assim, se U e Us sao unitédrios entao (U; ® Us) é unitério.

Observagao 2.2. Observamos que se ¢, ¢2 é base ortonormal de autove-
tores de A; : C2 — C?, associados respectivamente aos autovalores Ai, \a, e
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ainda, 11,19 é base ortonormal de autovetores de As : C2 — C?, associados
respectivamente aos autovalores (1, B2, entao

P1 @Y1 ,P1 @Yo, P2 @Y1, P2 @ P2

é base ortonormal de autovetors de 4] ® Ay : C? ® C?> — C?® C2. Os
correspondentes autovalores sao A1 51, A1 B2, Ao 81 € Ao B2. A probabilidade
de obsevar 2 na primera posicao é Ag 81 + A9 B2 = Ag. Isto evidencia uma, in-
dependencia nas medicoes do observéavel A; ® As. Se 2 é observado (medido)
na primeira posi¢ao, entao é possivel que tanto 1 como 2 possam aparecer
na segunda posicao.

%

Desta forma se A1 e A5 tem apenas autovalores positivos 0 mesmo ocorre
para A; ® Ay. Vamos mostrar em breve que Tr(A; ® Ag) = Tr(A;) Tr(Asz).
Segue do que foi dito acima que se A1 e A sdo operadores densidade entao
A1 ® Ay é operador densidade.

Existe uma generalizacdo natural de todas esta propriedades para um
produto tensorial H1 ® Hsz ..., ®H,, de espacos de Hilbert H;, j = 1,2,..,n.
Deixamos a cargo o leitor estabelecer esta generalizagao.

POSTULADO 9. O espacgo de estados de um sistema quantico com-
posto € dado pelo produto tensorial H1 @ Ha ... @ H, dos espagos de estados
dos subsistemas componentes H;, 7 = 1,2,..,n. Além disso, se temos sis-
temas numerados de 1 a n, e o sistema i encontra-se no estado |¢;), entdo
o estado do sistema total € Y1) ® |1h2) @--- @ |1by) (em termos de operadores
densidade, se o sistema na posicao © do lattice encontra-se no estado p;,
entdo o estado do sistema total € p1 @ pa @+ -+ @ py ).

O exemplo que descrevemos antes deste postulado descreve de maneira
simplificada o que ele afirma de forma bastante geral. Mais ao fim desta
secao, em ”Observacao importante”, vamos poder evidenciar, e clarificar
ainda mais o sentido do Postulado 9 (ver (2.6)).

Hi® Ha ... ® H, é algumas vezes chamado de multi-partite system.

Por exemplo, se o estado ¢ em H; ® Ha ® H3 for de norma 1 e da forma

Y = a1 (|$1) @ [12) ® [¢h3)) + az(|P1) @ [P2) @ |P3)),

entdo a probabilidade de ocorrencia de [1h1) ® |1ho) ® |1b3) é |a1|? e a proba-
bilidade de ocorrencia de |¢1) ® |p2) @ |p3) é |az|?.
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Observacgao 2.3. A observagao de experimentos em laboratoério indica que
se considerarmos um observavel do sistema composto da forma A; ® As, onde
Ay : C? — C? Ay : C? — C? sao autoadjuntos, e possuem respectivamente
os autovalores A1, Ay e 51, B2, entao vai resultar da medigao do sistema com-
posto os possiveis valores A1 81, A1 B2, A2 81 € Ag B2. Como vimos acima estes
sao os autovalores dos operador A; ® As. Na ultima observacao 2.2 acima
se mostra a evidencia de uma independencia nas medig¢oes do observavel
A1 ® As. Note que A; ® I significa observar apenas a primeira posigdo no
tensorial.

%

Note que se um dos componentes [h;) = 0, entao [¢1)®|1h2) ®- - R [thy,) =
0eHIQHy ..., QH.
O produto interno em Hi ® Hs ..., ®H,, é dado por

< (M1 ®a®..Q0ay), (b ®....Qb,) >=
<ai, by >1<as,by >o ... < ay, by >, .

Observe que no caso geral de espacos de Hilbert H;, j = 1,2,..,n com
dimensao infinita, se munirmos H; ® Hs ..., ®H,, do produto interno natural
(descrito acima) e da associada norma entao o espago vetorial assim obtido
pode néo ser completo (ver discussio interessante em [328] Chapter 2). E
necessario completar o espaco via um procedimento padrao. Referimos o
leitor para estes procedimentos para o excelente texto [328]. Este espagco
completo assim obtido que vamos denominar de produto tensorial H; ®
Ha ... ® Hy.

Num sistema composto suponha que os simbolos 0 e 1 denotam ob-
servagoes associadas aos vetores |0), |1) € C2, onde {|0),[1)} é uma base or-
thonormal. Dados aq, e € {0,1}, e o correspondente tensorial |a1) ® |ag) €
C?2®C?, convencionamos dizer que o é o que se observa na primeira posicio
e aig 0 que se observa na segunda posigao. Lembre que denotamos |a) ® o)
por |ag ag). Assim, obtemos as distintas possibilidades de observacao que
sao associadas a

|0) ®10) =00), |0) ®[1) = [01), [1) ® |0) = [10) e [1) @ [1) = [11).
Algumas vezes usamos a notacao alternativa

0®0),0®1),(1®0),1®1).
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No estudo de gbits em computacao quantica é usual denotar o gbit 0 por
0) = (1,0) € C?

e o gbit 1 por
1) = (0,1) € C?
Os produtos tensoriais (a,b) @ (c,d), onde (a,b), (c,d) € C2, podem ser
identificados com elementos em C* via a identificacdo

ac
a c\ ad
(5)e(a)=] 5

bd

In this case,

=
&
=
1
N
O =
~__
&
7 N\
O =
~__
|
oo O

mem=(1)e(])-

formam uma base de C*.

=
&
2
Il
7N
=)
N—
&
7 N\
O =
N—
Il
e = =) o~ O O o O = O

Algumas propriedades importantes do produto tensorial sao as seguintes:

1. O produto tensorial é linear em cada entrada, no sentido de que para
todo a, B € C, ¢, € Hi e £ € Ho,

(ah +B9) © € = () © €+ (89) © &
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ese € Hie o, &€ Ho,

Y@ (ad+ 58) = © (ag) + ¢ ® (BE)

a(Y ®¢) = () ® ¢ =Y @ (ad)

2. Existem vetores em Hi ® Hs que nao podem ser escritos como um
tnico produto ¥ ® ¢, quaisquer que sejam ¢ € Hi e ¢ € Ho. Um
exemplo é

~100) + [11) 1

7% :E<\O>®|O>—H1>®|l>>€C2®C2, (2.5)

(onde [0),]1) é uma base ortonormal qualquer de C2) ou seja, nio
existem estados |a) e |b) tais que |¢) = |a)®1b). O estado ¢ é chamado
de Bell state.

De fato suponha que a = «|0) + §|1) e b =~|0) + d|1).

¥)

Assim, se
0) @[0)+ 1) ® 1) =a®b=av|0) ®@|0) + «d|0) @ [1)+

BAI1) ®10) + B84[1) @ [1),

concluimos que ay =1, 86 =1, ad =0 e By = 0. Como isto nao é
possivel, concluimos que nao existem tais a € C? e b € C2.

Quando tal fato ocorrer, diremos que v é um estado emaranhado.

Observacgao 2.4. Note que

1

%(\o>®\o>+|1>®u>> :—2<(0®0)+(1®1)>

tem norma 1. De fato
<10) ®10) +[1) ® [1),]0) @ [0) +[1) @ [1) >=

< 10) ®10),]0) ® |0) > + < |0) ® |0),]1) ® [1) > +
<D ®[1),0)@[0) >+ <[1) @[1),|1) ®@[1) >=
11400400411 =2.
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Note que se for feita uma medicao apenas na primeira posi¢cao, assu-
mindo o estado (2.5), e resultar em 0, temos que na segunda posicao
também se encontra um 0. Isto evidencia, quando 1 for da forma (2.5),
uma interferencia (e nao independencia) nas medi¢oes da primeira e
segunda posi¢ao (mais tarde no texto vamos descrever este ponto com
mais detalhes).

Analizando uma situacao mais geral, supondo que o sistema se en-
contre neste estado 1, entdo considere o observéavel (A ® I), onde
{|0 >, |1 >} é um conjunto orthonormal de auto vetores do operador
autoadjunto A : C? — C2, com respectivos autovalores \g e A\;. O
observével (A ® I') deve ser entendido como aquele que corresponde a
uma medicdo na primeira posicao. Dizer que a medicao da primeira
posicao resultou em 0, significa dizer apenas que a medicao associada
a (A ® I) resultou no autovalor \g. Os autovalores de (A ® I) sdo Ao
a )\1.

¢

Todo vetor em C? ® C? pode ser escrito como uma soma de produtos
tensoriais (ver (2.4) usando elementos de uma base fixada.

Apesar disto ele poderia ser expresso como apenas ”um”produto de
dois (quaisquer). Vamos ver um exemplo.

O vetor
B |01) + |11)

)
V2
é nao emaranhado (algumas vezes denominado separdvel ou fatoravel).

De fato,

[¥)

Liosttis)eonse ORI
V2 V2 V2

Um estado emaranhado nao pode ser quebrado em dois estados quanticos
separados. Ele incorpora propriedades fisicas inteiramente novas para
o sistema composto que nao estao presentes em nenhum dos dois sub-
sistemas.

(

Os estados emaranhados desempenham papel importante em Informagao
Quantica (ver por exemplo [344]). Referimos o leitor a secao 3 deste
mencionado trabalho para questoes relativas a entropia de certos es-
tados emaranhados. Referimos o leitor também ao texto [393] que
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trata do tépico: Decoherence and the Quantum-to-Classical transi-
tion. Questdes relacionadas com localidade, coerencia e decoerencia
sao la discutidos.

Definigao : Considere um sistema composto H; ® Hz e seja |¢) um
estado desse sistema. Sabemos que |¢)) pode ser escrito como uma
soma de produtos tensoriais. Se |1)) nao pode ser escrito como um
tnico produto dos seus estados componentes, entao dizemos que [¢)
¢ um estado emaranhado (entangled). Se |¢) € H; ® Ha pode ser
escrito como [¢) = ¢ ® p, onde ¢, p € H1 ® Ho dizemos que |¢) é nao
emaranhado.

Outro exemplo de estado emaranhado, quando H; ® Ho = C2 ® C? é

S L (gemmen),

ou seja, nao existem estados ¢ e p tais que |¢) = ¢ ® p.

|¥)

Um estado da forma |[¢)) = ¢ ® p é chamado de decoherent. A medicao
da primeira coordenada pode ser feita de forma independente da se-

gunda. Tal ndo acontece para [¢)) = % <\0> Q1) + 1) ® |0>), que

é chamada do estado coherent. Existem estimadores do grau de co-
herence. Quanto maior a coherence, maior a natureza quantica do
estado.

Estados nao emaranhados traduzem um certo tipo de independencia
como vimos antes (mais detalhes em [411], [223] ou na excelente ex-
posigao [144]).

Se o estado é emaranhado existe interferencia nas medicoes. Vamos
elaborar em breve sobre isto com defini¢goes precisas.

No caso do vetor estado composto 1) = %|O> ®|1) + %|1> ®10), se
”obtemos via medi¢do” que a posicao um ¢é ocupada por um 0 entao
”sabemos”que na posigdo dois temos um 1 (e vice-verso). Estados
emaranhados podem ter esta propriedade. Isto descreve um certo sen-
tido de dependencia e esta relacionado com o conceito de localidade
(ver [393]). A primeira posicao e a segunda podem estar geografica-
mente localizadas muito distantes (isto pode ser feito em laboratério).
No entanto, ao obter 0 numa medicao na primeira posi¢ao se obtem
instantaneamente um 1 na segunda posicao. Este estado composto ap-
resenta um fortissima correlagdo entre a primeira posigao e a segunda.
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O fato acima evidencia a natureza nao local da Mecanica Quéantica: a
medicao local na segunda posi¢ao - de um estado composto - é obtida
como consequencia da natureza emaranhada do estado . Esta car-
acteristica é bem distinta da Mecanica Cléssica que é local em sua
natureza.

Exemplo 2.5. Um exemplo interessante descrito em [440], e que ev-
idencia propriedades da medicao em um dos fatores do vetor estado
composto, é o seguinte: seja

1

¥ =10)@( >)+\1>®(%IO>— \/6\1>)-

1 1
ﬁ|0>—%|1

Ao fazer uma medicdo no primeiro fator, a probabilidade de se obter
o evento |0) é

1 1
0) - =P =5 +

7 = 2/3.

(2N

IS
V2
Supondo que a medigao resultou em |0), se obtem o novo estado

0) — &1 V3
~an 0els

1
0) —=|1)).
0) ~ 511)
Entao, se no tempo ¢y se faz uma medicdo e resulta |0) no lado es-
querdo, o sistema se torna indefinido apenas no lado direito. Uma
medicao no lado direito, num tempo posterior t; > tg, estard descrito

por ¥2|0) — §[1).
¢

Decoherence é o processo em que de alguma forma um estado coherent
passa a ser decoherent. Do ponto de vista pratico manter coherence é
de fundamental importancia para um computador quantico. Decoher-
ence induz erros e deve ser evitado (ver secao 7 em [393].)

3. O produto interno é definido em vetores produto por

(V1 @ 2, p1 @ P2) := (Y1, 1)2, (2, P2) s
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onde os produtos no lado direito sao calculados nos espacos de Hilbert
indicados. A expressao é extendida para somas de vetores se definimos

(V1 @ 12, (ad1 ® P + Bd3 @ d4))
= a<¢17 ¢1>H1 <¢27 ¢2>’H2 + /B<¢17 ¢3>’H1 <¢27 ¢4>’H2

4. O produto tensorial de operadores pode ser definido da seguinte
maneira. Sejam A; e As operadores em Hi e Ho, respectivamente. O
produto A; ® As é definido primeiro em vetores produto

(A1 ® A2)th1 @ Yo = (A19h1) ® (A2th2)
e depois extendido para somas de produtos de maneira linear:

N1 N2

(A1 @ Ao)p := Y Y by (Ares) ® (Azf;)

i=1 j=1

Da mesma forma que no caso de vetores, existem operadores em H; ®
Ho que nao podem ser escritos na forma A; ® As. Entretanto, todos
os operadores podem ser descritos por uma soma de tais operadores
produto.

Um conceito que goza de uma certa similaridade com o conceito de nao
emaranhado é o conceito de decomponivel. Ele se aplica a operadores den-
sidade (ver cap 10 em [13]).

O produto tensorial Mg ® My é definido de forma similar. Suponha
que os operadores a; formem uma base para Mg e os operadores b; formem
uma base para My.

Os elementos A de My ® My podem ser escritos como

A=) Y dyaiob
i

onde @DZ’]’ e C.

Assuma, sem perda de generalidade que N > K. O teorema da decom-
posicdo de Schmidt afirma que dado A =73, >" ; Wij ai ® bj existe uma base
¢; de Mg e uma base d; de My, tal que A pode ser expresso como

K
A= Zajcj®dj,
j=1
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~ . . K 2
onde os o sao reais e tais que ijl aj =1
Um operador A € Mg ® My age no espaco vetorial CX @ C como de-
scrito acima. Da mesma forma como antes ele serd positivo se para qualquer
elemento ¢ € CKX @ CV temos que

< Ay,p >> 0.

Note que se C : CE — CK e D : CN — CV forem operadores positivos
entdo C ® D também é positivo.

A definicao de operador densidade para operadores A € My ® My, onde
A:CEoCN - CK ®CVN é andloga ao de sempre.

Uma matriz densidade A : CX @ CV — CX ® CV é denominada estado
(como distinto de vetor estado) segundo a terminologia de [440].

Observacao 2.5. Observacgao importante sobre o Postulado 9 - Suponha
que A:C? = C%e B:C? - C? sdo operadores densidade entdo A ® B é
operador densidade. Suponha que

A=a P, +axP,,, onde a; +az =1, e vy,vy conj. orth. completo

B =bPF,, +bP,,, onde by + by =1, e wy,wy conj. orth. completo.

Assim, por exemplo, num problema quantico regido pelo estado (op-
erador densidade) A, temos que a probabilidade de observar 1 é a; e a
probabilidade de observar 2 é as. O mesmo acontece de forma similar com
o operador densidade B. Isto ocorre quando nao se considera o sistema
composto (neste ultimo existem interferencias).

¢

Num problema quantico composto sob a validade do estado composto
(operador densidade) A ® B, temos a decomposicao

albva1®Pwl—l—alePUl®Pw2+a2b1PU2®Pw1+a2b2PU2®Pw2, (26)

e assim, por exemplo, em laboratorio a probabilidade de observar o 1 na
primeira posicao e o 2 na segunda posicao é o valor a; bo. Esta afirmacao
nao é de natureza puramente matematica; o valor ay by evidencia o fato que
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o produto tensorial é a ferramenta natural para descrever o que se observa
em medicoes nos laboratérios em problemas concretos. Assim, o produto
tensorial modela precisamente o que é observado no mundo real (quantico).
E este o sentido do Postulado 9.

Um operador densidade p em Mg ® My é decomponivel (ou separavel)
se ele pode ser escrito como p = p; ® p2, onde p; é operador densidade (um
elemento de Mg) e ps é operador densidade (um elemento em My).

O operador projecao Plo)g|o)+|1)e(1) age em C? ® C?, e é assim, um ele-
mento em My ® Ms. Este operador densidade é puro e nao é decomponivel
(ver fim da secao 10.1.0 em [13]).

Definicao : Um operador densidade A € Mg ® M é dito emaranhado
se ele nao é separavel.

Observamos que existe um critério simples devido a Horodecki-Peres
(ver [223] e [362]) que carateriza o emaranhamento. Um outro critério in-
teressante para emaranhamento no caso da andlise de operadores projecao
aparece na Prop. 5.5.7 pag. 225 em [41].

Suponha que estamos analisando um espaco composto Hi; ® Ho e A :
Hi1 — Hi1 é um observavel correspondente a primeira varidvel. Esta acgéo
quando estendida ao espago composto é descrita por A ® I, onde [ é a
identidade em Hs. Nas préximas secbes vamos analisar diversos resultados
que se utilizam de tal propriedade.

Dada uma matriz densidade p : H1 ® Ha — H1 ® Ha existem matrizes
densidade p; agindo em H; e p2 agindo em Ho, tais que para qualquer
operador A agindo em H;

Tr[(A® 1) p] = Tr(Apy).
Ainda, para qualquer operador B agindo em Ho
Tr[(I® B) p] = Tr(B pa).

As expressoes acima sao conhecidas, respectivamente, como matrizes
densidades reduzidas na primeira varidvel e na segunda varidvel.

Os operadores p; e po sdo algumas vezes chamados de matrizes densi-
dades reduzidas a partir de p. Elas fazem o papel no mundo quantico do
andlogo do que se entenderia por distribuicdo marginal na probabilidade
(ver Lemma 2.3 em [363]).

Definigao : Dado um operador densidade separavel A € Mg ® My
para este sistema composto de dois estados, a entangled entropy ¢

E(A) ==Y X log ),
j
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onde \j,j =1,2,..., K, sdo os autovalores de T'ry(P4), onde P4 ¢ a projecao
ortogonal no espacgo vetorial gerado por A em My ® My.

Os estados e operadores emaranhados e nao decomponiveis desempen-
ham um papel muito importante em Informagao Quantica (ver [13], [41],
[43], [338], secao 2 em [67] e [426]). O seguinte resultado pode ser encon-
trado nestes textos.

Proposigao: Assuma a decomposicao de Schmidt de um operador den-
sidade A=}, > . vij a; ® bj como

K
A= Zozj ¢ @ dj,
j=1

onde os o sao reais positivos e tais que Z]K: 1 a? = 1. Entao,
K
S 2 2
E(A) = Z ajlog aj.
j=1

No escolio ao fim da secao 2.7 descrevemos brevemente alguns tépicos
em Informacao Quéantica.

Enunciamos a definicdo do produto tensorial apenas para obter uma
exposicao completa. Nao precisaremos lembrar da construcao formal que
fizemos anteriormente, apenas de suas propriedades operacionais. Em par-
ticular, sera tutil definir uma representagao matricial, chamada produto de
Kronecker. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz p X ¢q. Entao
temos a seguinte representacao matricial:

A®B = . . . .
A B ApeB -+ A,.B

Ou seja, o termo A;; B ¢é o elemento A;; da matriz A multiplicado pela matriz
B.

Por exemplo, se

Apr A >
A= ,
< Agr Aso



250 Topicos Selecionados de Mecanica Quantica Cap. 2
B11 B >
B = ,
( B Bao

A11Bir AnBia ApeBin AaBig
A11Bo1 A1 Bas A12Bs1 A12Ba
A21B11 A21Biz AxBi Az Bi
A1 Ba1 Ag1Boy AeBor AxBao

entao

A®B =

Se, v1,v2 e wi,wy sdo duas bases de C?, tais que traduzem a acio
de, respectivamente, A; e Ao, entdo a matriz acima age no vetor a =
(a1, a9, a3,a4) das quatro cordenadas de um vetor em u € C? ® C? onde
u=ai(v1 @ wy) + az(v1 @ wa) + ag(ve ® w1) + ay(ve ® we). Esta agdo da
matriz quatro por quatro descreve a acao de A® B em C? @ C? nesta base.

Note que Tr(A; ® As) =Tr (A1) Tr(Asz).

Poderia se pensar que seria possivel descrever (embora ainda nao se
soubesse como) a Mecanica Quéntica como uma teoria puramente prob-
abilistica (usando as assim denominadas "hidden variables”). Utilizando
estado emaranhados (e assumindo localidade e realismo) se pode comprovar
que isto nao é possivel via as desigualdades de Bell. Uma otima exposi¢ao
curta e simples deste topico aparece na segao 4.4 de [411].

Apendice: Introdugao aos Canais Quanticos

Uma 6tima abordagem inicial a Informagao Quéantica, com muitos de-
talhes, pode ser encontrada em [440].

Outras 6timas exposigoes sobre canais quanticos e Informacao Quantica
pode ser encontrada em [338], [363], [41], [20], [214], [213], [78], [453], [82],
[416], [278], [318], [44], [384], [45] ou na secao 6 de [233].

O material desta secao aparece em [300].

Outros resultados relacionados ao assunto, e relativos a entropia de
canais quanticos aparecem em [57] e em [262]. Referimos o leitor a [183]
sobre o topico de Quantum Channel capacities.

Denote por M™ o conjunto das matrizes complexas n por n.

Dado V' um espaco complexo de Hilbert de dimensao n > 2 denotamos
por L(V) o espago das transformacoes lineares de V' em si mesmo. Este
espaco ¢ isomorfo a M™.

Entao, Tre: LIV ® V) — L(V) é por definigao Tre(A ® B) = Tr(B) A.
O operador T'ry é denominado trago parcial. No caso de matrizes A e B, a
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matriz Tro(A® B) = Tr(B) A é algumas vezes chamada de matriz reduzida
do sistema composto A ® B.

Denotamos por I' C L(V') o conjunto dos operadores densidade.

Ja vimos antes que existe uma maneira natural de definir um produto
interno em V ® V' a partir de um produto interno em V' (ver item 3. acima).
Assim, se pode definir o conceito de operador densidade e operador unitario
em VeV

O conjunto dos operadores unitarios em V ® V' é denotado por U.

Fixada uma matriz densidade g : C* — C" (que pode, por exemplo,
representar o enviroment interferindo no sistema de medicao descrito por
uma matriz autoadjunta @) e um operador unitario U : C"®@C" — C"®C",
a transformacao ® : M™ — M"

Q—2(Q) = Tr(U(Q®BU") (2.7)

descreve a interacao da matriz observavel Q com a fonte externa 8. O
resultado de tal operagao é ®(Q). Na Teoria da Informagao Quantica um
operador ® da forma acima que preserva o trago (isto é traco @) = traco
®(Q)) é classificado como um canal quantico (vamos definir este conceito
precisamente em breve) e é muito estudado na literatura (ver [338], [330],
[440], [131] e chapter 7 e appendix 11 em [363] ). Ao fim da segao 2.7
iremos considerar outros aspectos desta teoria. Na expressao acima (2.7),
sem perda de generalidade se pode tomar 8 como uma matriz diagonal.

Vamos mostrar em breve que ® = &y preserva I'. Como I' é convexo e
compacto e ® é continuo em I' entdao, como veremos, existe ao menos um
ponto fixo para a acao de .

Num setting termodinamico o 8 pode representar uma interagao do es-
tado @ com um fonte térmica (thermal bath). A razado porque é natural
assumir que o enviroment pode ser descrito por um estado puro 8 é expli-
cado na se¢ao 2.15.3 em [393] via o processo de purificagao.

A expressao (2.7) é conhecida como decomposicao de Stinespring de um
operador completamente positivo com unidade (ver Defini¢ao 2.10).

Escrevemos A > B para representar A — B > 0
Um conjunto importante é o conjunto das matrizes A taisque I > A >0
(ver [144]).

Defini¢ao 2.9. Um operador linear T' : M™ — M™", onde M™ denota o
conjunto das matrizes complexas n por n, é dito ser uma aplicacao positiva
quando preserva as matrizes positivas, isto é, T'(A) > 0 (em M,,), para toda
matriz A > 0 (em M,,). Neste caso, também escrevemos 7' > 0.
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Definicao 2.10. Um operador linear 7' : M™ — M™, onde M"™ denota
o conjunto das matrizes complexas n por n, é dito ser completamente
positivo quando para qualquer k vale que G = T'® Id é uma aplicagao
positiva, onde Id : My — M) denota a aplicacao identidade. Neste caso,
também escrevemos 1" > 0.

Definigao 2.11. Um operador linear T': M™ — M™ é denominado canal
quantico se ele é completamente positivo e preserva trago.

Uma canal quantico pode sempre ser expresso na forma (2.7).

Observagao 2.6. Se T' é um canal quantico entao dado um operador den-
sidade @ segue que T'(Q) é também um operador densidade (ver detalhes
em [214]). O Exemplo 2.7 é instrutivo nesta diregao.

o

O operador ® descrito em (2.7) é um canal quantico. O Exemplo 2.7 é
instrutivo nesta direcao

O Teorema de Tychonoff-Schauder Theorem afirma que uma fungao
continua agindo num espago métrico convexo tem ao menos um ponto fixo
(ver [94]). Como o conjunto das matrizes densidade é um convexo compacto,
segue da observacao acima que um canal quantico T tem uma matriz den-
sidade que é um ponto fixo. Em dimensao infinita um canal quantico pode
nao ter um ponto fixo (ver [290]).

Para uma aplicagao completamente positiva G vale a desiguladade de
Cauchy-Schwarz:
G(A* 4) > G(A)* G(A),

conforme [20].

Uma outra representacdo para um canal quantico ® da forma (2.7)
agindo em matrizes seria a forma

d
Q—®Q)=LQ) = Y Lj;QLy, (2.8)
ij=1
onde L;; sao matrizes determinadas a partir de ®, tais que Zf =1 L;j L;‘j =
I. Mais abaixo nesta segdo vamos mostrar como obter (2.8) de forma ex-
plicita no caso bidimensional.
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Se o operador totalmente positivo leva a indentidade na identidade, se diz
que ele é unital. Por exemplo, ®1, agindo em matrizes tem esta propriedade
se:

d
I=o(I)= ) LyLy, (2.9)
ij=1

A expressao (2.8) é conhecida como decomposi¢ao de Kraus do canal
quantico. Para casos mais gerais detes tipo de operador referimos o leitor a
[44], [57] or [58].

O operador linear ® descrito acima por (2.8) é positivo e completamente
positivo, leva matrizes autoadjuntas em matrizes autoadjuntas e também
preserva traco (ver Exemplo 2.7).

Mais geralmente, um operador na forma

d
A= @A) = > VAW, (2.10)
k=1

onde V}, sao operadores, também ¢ dito estar na forma da decomposicao de
Kraus. Assumimos que

d
A= Y VWi =1. (2.11)
k=1

Veremos mais tarde que sera importante encontrar matrizes () tais que

d
Q=%Q) = Y ViQW, (2.12)

k=1

Exemplo 2.6. Um exemplo de simplicidade extrema seria: fixe pi,ps tal
que p; + p2 = 1. Tome

(6 &)

and
0
wo(VE 0.
? ( 0 VP
Neste caso
2 2
A= Y ViV =Te Y ViIV, =1 (2.13)
k=1 k=1

Note que Q = %I satisfies (2.12).
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%

Pode se mostrar que o operador ® definido acima por (2.10) é uma
aplicacao positiva. Isto pode ser mais facilmente confirmado usando a ex-
pressao equivalente de ® via a decomposigao de Kraus (que apresentamos a
seguir). O Exemplo 2.7 é instrutivo nesta diregao.

Teorema 2.29. Um operador linear L : M,, — M, ¢é um canal quantico,
se e sd se, existem operadores Vi, : C™ — C", 1 < d < n?, tal que pode ser
escrito na forma de Kraus

d

LQ) = Vi QV,

k=1
onde Y ¢_, Vi V=1

Referimos o leitor para o Theorem 11.24 em [363] (ou, Corollary 6.13 in
[214]) para prova desta proposicao.

Um resultado interessante sobre canais quanticos e Termodinamica, em
particular relacionado com o maxent method (da Mecanica Estatistica) e
thermalization, aparece em [103] e [177], onde se discute o conceito de en-
tropia de um canal quantico como descrito na Section 2.B in [143], ou [278]);
o conceito de capacidade termodindmica quantica também é descrito na Sec-
tion 2.B in [143].

Teorema 2.30. Um operador linear L : M,, — M, é completamente posi-
tivo, se e so se, existem operadores Vi, : C™ — C", 1 < d < n?, tal que pode
ser escrito na forma de Kraus

d

LQ) =) Vi QVk. (2.14)

k=1

O canal I : M,, — M,, denota o canal identidade, ou seja I(A) = A
Dada um aplicacao positiva T : M™ — M" o seu dual T* : M™ — M™
é a aplicacao tal que para todas as matrizes A, B vale

Traco(T'(A) B) = Trago(AT™*(B)).
No presente caso dado T' existe T*. Note que (T*)* =T. Se T é da forma

A= T(A) =) VFAV,

d
k=1
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entao T é da forma

d
B—T*(B)=)Y ViBVy.
k=1

Se T* é unital é de grande importancia o estudo das matrizes
densidade @ tais que T'(Q) = Q. Por exemplo, quando que tal Q) é
unica? Ver por exemplo [300].

Se T é um canal quantico (satisfaz T'(I) = I), seu dual é denotado por
T*.

O préximo exemplo ilustra estas afirmacoes exibindo a forma de obter
T* em alguns casos.

Exemplo 2.7. Seja A — T(A) = L*AL, entao

Tr(L*ALB)=Tr(ALBL").
Logo o dual de T" é da forma

B — T*(B)=LBL" (2.15)

Se por acaso LI L* = I (um caso particular da expressdo no enunciado
do Teorema 2.29), entao 7%(I) = I. Assim, T* é unital.

Assuma que L L* =1 e seja L = Zj Aj Py, vj conjunto orthonormal, a
decomposicao espectral de L.

Entao, L(v;) = Ajvj, e assim

)\j)\_j < 5,05 >=< L(Uj), L(Uj) >= L*L(’Uj),vj > =<0,V >= 1.

Desta forma \; )\_J =1.

Suponha que @ tenha Traco igual a c¢. Entao, usando o conjunto or-
thonormal v; para célculo do traco, temos que

Tr(L*QL) =) <(L*QL)(vj),v; >= Y < Q(L(vj)), L(vj) >=
J J
Z < Q()\jvj),)\jvj >= Z/\J)\_] < Q(Uj),?)j >= Z < Q(Uj),?)j >=c.
J J J
Assim, A — T'(A) = L*AL preserva trago.

Suponha que @ seja positiva, assim

< L*QL(v),v >=< QL(v), L(v) > > 0.
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Logo, T leva matrizes positivas em matrizes positivas. Finalmente, se @)
¢é autoadjunta, entao

(L*QL)" = (L"Q"L) = L"QL,

logo o conjunto das matrizes autoadjuntas é preservado. Concluimos entao
que a aplicacdo Q — T'(Q) = L*QL preserva as matrizes densidade.

%

Abaixo vamos analisar propriedades do canal ®* que é o dual do ®
definido acima por (2.7). Por razdes que ficardo mais claras mais tarde
é natural pensar que ®* esta agindo em observédveis (operadores auto ad-
juntos) e ® em operadores densidade. Se pode mostrar que ®*(I) = I (o
Teorema 2.29 e a expressao (2.15) evidenciam esta propriedade).

Um teorema importante (ver [132]) afirma que:

Teorema 2.31. Para toda aplicacao G : M,, — M,, positiva existem A > 0,

A € M, matriz autoadjunta positiva e matriz densidade p € M, tais que
G*(A) =) A e G(p) = Mp.

Este resultado é a versao do teorema de Perron-Frobenius para o setting
quantico. No caso do Canal quantico ® na forma (2.7) vai existir ao menos
um ponto fixo p, e ainda ®*(I) = I(e assim A = 1 no resultado acima).

Exemplos simples onde se pode encontrar um ponto fixo p para um canal
quantico ¢ sao apresentados nos Exemplos 2.8 e 2.11.

Exemplo 2.8. Para pi1,p12 > 0 fixos, tais que p11 + p12 = 1 € pay, po2 > 0,
tais que po1 + p22 = 1, tome

Neste caso, C1 C7 + C2C5 = 1.
Considere o canal quantico unital

*(S) = CLSCF+Cr STy

atuando em matrizes S da forma
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onde 0 < S < I.

g < 11 812 ) ’
512 522
Note que ¢*(I) = 1.

Quando S é diagonal, o que significa 0 < s11, S22 < 1, obtemos

* (p11 + p12) s11 0 >
d*(S) = .
(5) < 0 (P21 + p22) S22

O exposto acima corresponde a acao da matriz estocéstica linear P, de
tal forma que

P<a11>:<p11 p12><a11>:<(p11+p12)a11 0 )
a22 P21 D22 a2 0 (p21 +p22)a22 ’

O vetor estaciondrio de probabilidade m = (w1, m2) para a matriz P é o

Unico que satisfaz
( T > P ( T > .
o o

Nesse caso, o operador de densidade

_( m™ O
p = O o )

satisfaz ®(p) = p, onde ® é o canal quantico dual de ®*.
Pode-se mostrar que

_ P21 P12
~ pi2+pn p12 +par

Num certo sentido um canal quantico estende o sentido da acao de uma
matriz estocastica P agindo em vetores de probabilidade a esquerda.

T and my =

o

Exemplo 2.9. Desigualdade de Jensen - Consideramos o canal quantico
unital @, atuando em matrizes autoadjuntas:

d
A— ®5(A)=>_ D;AD;, (2.16)
7j=1
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onde,
d
> D;D;=1 (2.17)
j=1

Observe que para qualquer j temos que D; D; < I e, além disso, se
A > I, entdo:
D;AD; > D;D;. (2.18)

Por outro lado, se A < I, entao:
D;AD; < D;D;. (2.19)

Um exemplo particular, bastante importante, ocorre quando D; = ﬁl ,
j=1,2,....d.
O canal dual de &, atuando sobre as matrizes de densidade, ¢ dado por:

d
B — ®(B) =Y _ D;BD;. (2.20)
7j=1

Associado ao canal ®§j, para cada familia de matrizes estritamente posi-
tivas S1, 52, ..., 54, consideramos a acao:

d
(51,52, .., Sa) = Wo(S1, S, ... Sa) = > _ D;S; D} (2.21)
j=1

Denotamos por p uma matriz de densidade tal que ®o(p) = p. Assumimos
que tal p é tnica.
Segue-se que para qualquer matriz A

d
T (3. Dy AD}) p) = Tr (¥5(A) p) = Tr (A p). (2.22)
j=1

Dizemos que B = log A, no caso em que e? = A. Existem matrizes para
as quais nao esta definido o logaritmo. Para matrizes complexas positivas
autoadjuntas com todos autovalores estritamente positivos, no caso em que
[|[I — A|| <1, entao

oo .
I —Ay
og() = - Y- LA

J=1
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Do Teorema 4.22 em [208] obtemos que para a familia S; > 0, j =
1,2,...,d, tal que 5; = 57,

d d
log(d>_ D;S;D7) = > Djlog(S;)D; > 0. (2.23)
j=1 j=1

Esta expressao é conhecida como a desigualdade de Jensen para canais
quéanticos.
Segue que para qualquer matriz S > 0, tal que S = 5*

d d
log(Y _ D;SD}) =) Djlog(S)Dj > 0. (2.24)
j=1 j=1

Se p é uma matriz densidade, como o traco do produto de matrizes
autoadjuntas positivas ¢ positivo, obtemos que para tal familia S; > 0,
ji=12,...4d,

d

d
Tr[log(()  D;S;D;) — Y  D;log(S;)D; ) p] > 0. (2.25)
j=1 Jj=1

No caso especial em que D; = %I, Jj=12,..,d, V; =V7, obtemos

d

Tr[log((3V3) =S log(V) ) o] = 0. (2.26)
j=1 j=1

¢

Uma questao importante em Mecanica Quantica e a questao da local-
idade. Isto deve ser entendido no sentido de que uma acao espacialmente
localizada nao influencia partes distantes. O aparato matematico que de-
screve a Mecanica Quantica possui a propriedade da localidade. Vamos
elaborar sobre isto a seguir.

A agao da indentidade agindo num espaco de Hilbert descreve a nao
existencia de acao, ou seja, nos colocamos na posicao de ser apenas um
espectador.

Suponha que vamos agir com um canal quantico G (que leva operadores
densidade em operadores densidade) numa regiao descrita pelo espago de
Hilbert H2 e uma outra parte do universo seria descrita pelo espago de
Hilbert H;.
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Dado operador densidade p = p1 ® p2 : H1 ® Ha — H1 ® Ha, onde p1, p2
sao operadores densidade, temos que I ® G descreve a agao de G em Ha ao
mesmo tempo em que nao se age (ndo se observa) na regiao associada a Hs.

Note que como G preserva operadores densidade temos que

Tra((I®®)(p)) =Tra((I @ D) (p1 @ p2)) =Tr(P(p2)) p1 = p1.

Por outro lado temos que

Tra((p1® p2)) = p1.

Isto significa que p; nao foi alterado pela acao de G. E desta forma que
a localidade da Mecanica Quéantica é descrita em termos matemaéticos.

Um dos objetivos do estudo dos canais quanticos é saber o que ocorre
com a repeticao da acao do canal dual ®* sobre uma matriz densidade ini-
cialmente fixada ()y. Este procedimento é conhecido pelo nome de ”iteragoes
quanticas repetidas aleatérias”. Dado uma matriz inicial o nos pergunta-
mos se existe o limite (®*)"(Qy) — Qa, quando n — oo. Esta questao estd
associada a uma pergunta natural que concerne a existencia ou nao de um
unico ponto fixo para a agao de ®*.

Em [300] para um f fixado se mostra que existe um conjunto aberto e
denso de operadores unitarios U e U, U : C" @ C"* — C" @ C" tal que ®*
possui apenas um unico ponto fixo. Assim para tal classe de U (para o ®*
associado a @) s6 pode existir um limite (®*)"(Qp) — Qo+, quando n — 0.

Em outra palavras, dado um operador unitario U existe arbitrariamente
préximo dele (no sentido das coordenadas da matriz) um outro operador
unitario que tem apenas um ponto fixo para a correspondente acao do canal
quantico associado ®*.

Ainda, se U é tal que existe apenas um ponto fixo para a correspondente
acao do canal quantico associado ®*, entdao a mesma propriedade é valida
para operadores unitarios U que lhe estao suficientemente préximos.

Nao vamos apresentar a prova do resultado acima mencionado mas ape-
nas descrever para o leitor em coordenadas as expressoes a serem consid-
eradas no caso de matrizes () dois por dois. Entendemos que é instrutivo
numa primeira leitura desenvolver com detalhes as contas envolvidas.

Nosso objetivo inicial abaixo é mostrar que o canal ® (descrito por (2.7))
pode ser expresso na forma L (descrito por (2.8)) mencionada acima. Ainda,
mais tarde, vamos mostrar a equagao de ponto fixo ®*(Q) = @ para o canal
dual ®*.
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Vamos considerar para simplificar que 3 é uma matriz diagonal (isto
pode ser feito sem perda de generalidade) na base f; € C?, fo € C2. Assim,
- )

b 0 po

p1,p2 > 0.
Se

Ris
Ras

).
)

S12
Soo

entao

Ry1511
R11591
Ro1511
Ro1591

R®S =

Trfo ) = (

R11512
R1159
R21512
Ro1592

Ri1 (S11 + S22)
Ro1 (S11 + S22)

R12511
R12591
R22511
R22591

Ri2 (S11 + S22)
Rao (S11 + S22)

R12S512
R1259
R22S12
R22S592

)

Dado

entao temos que

Th + T2
T51 + Tys

Th3 + 1oy

A expressao acima é usada no desenvolvimento a seguir.
A agado do operador U em My ® Ms na base e; ® f1, ea ® f1, e1 ® fa,
es ® fo € descrita pela matriz U da forma 4 por 4 denotada por

4
R It
21 21 22 22
vl vE Ui ug
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e assim

11 21 11 21
Un Un Uy Us
U=
12 22 12 7722
Uiy Uz Uy Up
Se U é unitaria UU* = 1.
Esta propriedade implica nas seguintes relagoes:

HWUL U +U2U2+ UL UL +U )2

12 22 12 22
Ull Ull U21 U21
11 21 11 21
U12 U12 U22 U22

NUN UL+ U2 UR + UL UL + UL
UL UL + U202 + UL UL + U2

4) U} U2211+U1 U%Q]L + UL U2221+U

YU UL + UR UL+ U UL + U2

6 UL' U+ URUR + U UL +U%
NURTUR + UR U2+ U UL + U

QYUL UL+ URUZ + UZJUR + U%
21 21 22

UL U+ UIZUL2 + U UL, + U2
10)US\ UL+ U2 U2 + U U2 4 U2

UL U+ UJRULZ + U UM + U2

12) U, UL+ U2 UZ + UL URL + Uyy?

BYUH UL +UR U2+ U ULl + U2

Ul3=1,
;U3 =0,
U2122 =0,
FU33 =0,
Ui3 =0,
U% =1,
U2122 =0,
L U2 =,
Uiz =0,
U% =0,
U2 =1,
U =0,

U2122 =0.

Cap. 2



Secdo 2.5 Introducdo aos Canais Quanticos 263

WUH UL+ UR U2+ Ul UL +UB U2 =0.

1)U URY+ URUR + UA UL + URUZ = 0.

16) U} U2+ UR UR + U UR + UBUZ = 1.

A equagao 2) é equivalente a 5), a equagao 12) é equivalente a 13), a
equacao 8) é equivalente a 15), a equacdo 3) é equivalente a 9), a equagao
7) é equivalente a 10) e a equacao 4) é equivalente a 14). Temos assim 6
parametros livres para os coeficientes de U.

Usando as entradas U,% consideradas acima se pode escrever (como
prometido) a acao de ® como (ver por exemplo [300])

il =il i i
_T Ull U21 Uﬁ U1112
2Q) = 4@ plz (U’fg oy, )\ vl )t

3 Uil U% <Uﬁ Uﬁ%)
P (U% og )\ vg vz

Podemos considerar matrizes auxiliares L;; e descrever a expressao acima

como

2 2

L@Q) =) (Vo (U Qe UY) + Y (Ve (U*)) Q (VP2 U?) =

i=1 =1

ZLMQLMZLQQLZQ— ZL QL. (¥)

i.j=1
A partir do fato que U U* = I pode se mostrar que
L(I)=1.

Note que L preserva o cone das matrizes positivas.
Além disto, usando também as entradas Uri descritas acima introduzi-
mos outro operador (o dual de L) denotado por

POy — Uit Uty Ui Uh
Q)—plz<Ui211 Uil Q oiopa | T
=1

12 22
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Ui Ut Uiz UR \ _ OL*
>3 ( v v )9\ o8 o ) - 2 Bk

ig=1

Pode se mostrar que L(Q) = Tro[U (Q ® B)U*| = ®(Q) (ver [330]).

A primeira expressao (*) acima - como dissemos antes - estd na forma
da decomposicao de Kraus e a segunda Try[U (Q ® 5) U* | na forma de
Stinespring dilation de ¢ (mais detalhes em [363] - chapter 7 e appendix
11 ou em [20]).

A expressao decomposi¢ao de Stinespring também é as vezes usada em
vez de Stinespring dilation.

O operador L preserva o conjunto das matrizes densidade.
De fato, se @ is um matriz densidade, entao

2 2 2
Tr(L(Q)) =Tr(> | LyQLy) = > Tr(Li;QLy) = Y Tr(QLj;Lij) =

ij=1 ij=1 ig=1

2 2
Tr(Y  QLjjLy)=Tr(Q Y LiLy)=Tr(Q) =1

ig=1 ij=1

Ainda, se Q = A A*, entao note que

2 2 2
Y LiyQLy =) Lyj(AANL; =) (L A)(A'Ly) =
52 Py ij=1
2
Z (Lij A) (Lij A)*
1.7=1

é positiva.
Logo, se @ é positiva entao L(Q) é positiva.

_ [ Qu Q2
@= < Q21 Q22 ) '
Entao,

U Q (Uij)* — Ui]l Uil,jZ < Qu Q2 > U_ﬁ U_gl =
U, Us Qo1 Q2 Uty Us

Denotamos
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UH(U_HQM + U?ﬁsz) + Uv/li_Jé(UHle + Uf_Jz.szz) U"éﬂ(UHQM + U{%Qm) + U;%(U;{Qm + U{%Qm) i
U (U1 Q11 + UshQo1) + UL (U, Qua + Uyl Qa2) Uyl (U3 Qi1 + Uzl Q21) + Ush(Uzl Qi + Uzl Qa2)

A fim de encontrar o ponto fixo necessitamos calcular
L(Q) = m (UM QUM +UP QU] 412 [U'2Q (U'2) +U2 Q (U)").
A coordenada a;; de L(Q) é
pr U (U Qi+ U13Q1) + UB (Ul Q2 + Uls Qa) |+
[T (U Qu + UhQa1) + UB (U Qua + U3 Qa0) 1+
P2 [UR(UIFQu + UT3Qu) + UB(UF Q12 + U5 Qa) 1+

P2 [UR(URQ11 +UBQa) + UZURQ12 + UBQ)]. (2.27)

A coordenada a;s de L(Q) é
prUR (U Qi+ UlsQa1) + UB (U Qi + Ul Qo) |+
P [UZLUT Qui + UT5Qa1) + UZH(UT Qua + Uiy Qao) |+
p2 [UR(UIRQu + U3Q21) + UB(UiQ12 + U Q) |+

P2 [UZ(UZQ11 +UBQa) + UZUZQ1 + UZQ)]. (2.28)

Como a matriz fJ(Q) ¢ uma matriz densidade basta saber a2 e aj2 para
determina-la.

Referimos o leitor para a secao final de [300] onde sao descritos os detal-
hes da prova de que é aberto e denso (no caso de matrizes @) dois por dois) o
conjunto das matrizes unitarias U que determinam canais quanticos ¢ com
apenas um ponto fixo unico.
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2.6 (*-algebras e estados KMS

Referimos o leitor a [233], [266], [153], [138], [62] [365] [116] [374] [375]
[371] [339] [271] para mais detalhes sobre o material apresentado na presente
secdo. Para uma visao mais abrangente e profunda sobre a relagao de C*-
algebras com Fisica Matemaética referimos o leitor a [71].

Em [450] o autor considera também Algebras de Von Neumann e médulos
de Hilbert.

Definigao 2.12. Uma algebra A sobre C é um espago vetorial complexo
equipado com uma operacao bilinear e associativa e : A x A — A, dita
multiplicacdo. Para a,b € A, denotaremos e(a,b) simplesmente por ab.

A algebra que estaremos interessados aqui é a dos operadores agindo
num espaco de Hilbert onde e é a composta de operadores.

Definigao 2.13. Uma algebra normada é uma algebra A sobre C equipada
com uma funcao norma a € A — |jal| € R, que torna A um espaco normado,
ou seja, para a,b € A e A € C, temos

1. Jla]] > 0,ela]]| =0=a=0
2. ||Aal| = |\|||a]|, onde |A] denota o médulo do nimero complexo A

3. [la+ ol < laf + o]l

e que além disso obedece a seguinte propriedade:
4. labl| < [[all[|b])

Se existir um elemento, denotado por 1 tal que para qualquer a vale
al =a = 1a, dizemos que ¢é a identidade multiplicativa. Dado a, se axistir
b tal que ab =1 = ba, dizemos que a ¢é inversivel.

Note que a0 = 0 = 0a, para qualquer a

Quando a Algebra for a de operadores limitados A entao a norma do
operador |A] ja for definido anteriormente na se¢do em que apresentamos os
pré-requisitos.

Naturalmente, podemos nos referir a distancia entre dois elementos de
uma algebra normada, bastando para isso considerar a métrica induzida pela
norma.

Definigao 2.14. Uma algebra de Banach é uma algebra normada com-
pleta. Ou seja, toda sequencia de Cauchy converge.
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Uma 6tima referencia sobre este assunto é [94].

Definicao 2.15. Seja A uma &lgebra de Banach. Uma involugao em A
é uma funcéo * : A — A tal que para todo a,b € A, A € C, e denotando
¢ :=x(c), V c € A, temos

1. (a+b)"=a"+0b"
2. (Aa)* = Aa*

3. (ab)* =b*a*

4. (a*)* =a

5. Jla*]l = Jal

Note que a ¢é inversivel, se e s6 se, a* é inversivel.

Definigao 2.16. Uma C*-algebra ¢é uma &lgebra de Banach equipada com
uma involugao para o qual vale

la*a]| = [la]|?, Va € A.

Para algebras de operadores a operacao * vai denotar o adjunto do op-
erador.

Um exemplo que satisfaz o descrito acima seria a algebra M, da ma-
trizes de ordem n sobre C é uma C*-dlgebra se considerarmos as matrizes
como sendo operadores no espago euclideano C™ e se tomarmos a norma de
operadores || - || sobre matrizes. A involugao é dada pela matriz transposta
conjugada.

Seja um espago de Hilbert H, e, o conjunto dos operadores limitados
sobre ‘H, munidos da operagao * (A* seria tomar o adjunto do operador
A) e da norma de operadores. Neste caso, o conjunto dos operadores
limitados com a operacao de composicao formam uma C*-algebra e o
leitor deve tomar este como o exemplo candnico.

Outra C*-Algebra que estamos particularmente interessados é a dos op-
eradores limitados (munido da norma de operador descrita na se¢ao inicial
do texto || .||) agindo no espaco de Hilbert complexo £2(R™) onde * denota
tomar o adjunto do operador. A operacao e é a composta de operadores.

Vamos mostrar agora para a algebra de operadores que vale a expressao
da defini¢ao 2.16.
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Afirmamos que ||T||> = ||T*T||. Vamos mostrar também que ||T|| =
7|l.

Note primeiro que se sabe que ||T*T|| < ||T||| ||T*]].

Ainda, vale para qualquer z € £L2(R")

IT(z)]* =< T(2),T(x) >=<T*T(x),z >< ||T*T|| |=|*.

Sendo assim, ||T||* < ||T* T|.

Logo, segue das duas desigualdades que ||T||||T|| = ||T|]? < |TT*|| <
T IT )

Logo, para qualquer T" vale que ||T|| < ||T%]|.

Finalmente, substituindo 7" por T™ na ultima desigualdade segue que
T[] < NI = [1T]]-

Logo, [[T[[| = [[T"|].

Por outro lado, ||T* = ||T*[||| T| = [|T* T|| > ||'|*.

Portanto, ||T|[? = ||T* T||. In the same way ||T||*> = ||T T*||

Um homorfismo entre duas C*-algebras A; e Ao é uma aplicagao linear
G : Ay — Aj tal que para qualquer aj, by € A; temos que G(a; @ by) =
G(a1) ® G(by) e ainda que G(a}) = G(a1)*.

No caso particular das C*-algebra de operadores limitados isto significa
que para os operadores A; e By vale G(A1 0 By) = G(A1) o G(By).

Um isomorfismo entre duas C'*-algebras é um homorfismo bijetivo.

A identidade multiplicativa (o elemento 1 na algebra) é o operador iden-
tidade.

Note que se A é da forma A = Zj AjPy;, onde ¢;, j € N, forma um con-
junto ortonormal completo, entao A* =} NPy, e AA* =3 ; X512 Py,

Na C*-algebra complexa dos operadores de Hilbert-Schmidt podemos
definir um produto interno <, > através da expressao < A, B >= tr (A B¥).

E possivel tambem falar em espectro neste setting mais abstrato.

Defini¢ao 2.17. Dizemos que A € C pertence ao espectro de a (como
elemento na C*-algebra) se a — Al é nado inversivel, onde 1 é a unidade
multiplicativa na C*-algebra

O espectro de um operador limitado no espago de Hilbert complexo
L?(dr) é um conjunto compacto. Se o operador é autoadjunto serd entdo
um compacto dentro da reta real. Observamos que muitos dos operadores
naturais na Mecanica Quantica, e que foram analisados anteriormente em
outras secoes, nao sao limitados.

Note que

(@ —AD)* = (a* = A1).
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Uma o6tima referencia cobrindo tépicos relacionados a esta formulacao
abstrata de espectro podem ser encontrados em [94].

Considere o conjunto dos operadores limitados agindo no espaco de
Hilbert complexo £2(R") onde * denota tomar o adjunto do operador e
a operacao e ¢ a composta de operadores.

Lembre que lim, ., A, = A no sentido forte se para qualquer x no
espaco de Hilbert H, temos que lim,, oo | (A, —A) (z)| =0.

Chamamos de von Neumann algebra (ver consideragoes ap6s Corol-
lary 5.7 em [233]) uma C*-algebra com identidade que se encontra contida
no conjunto dos operadores limitados agindo num espago de Hilbert com-
plexo H, que é ainda fechada em relagao a convergencia no sentido forte
e fraca (ver Segao 5.3 em [41] ou [334], [409]). Uma C*-algebra *-ismorfa
a uma destas tambem poderd ser chamada de von Neumann algebra. Um
exemplo concreto de von Neumann algebra (ligado a Haar systems) aparece
na segao 4 de [176] (ver também apendice em [294]).

Note que a operacao (na C*-algebra dos operadores limitados) de tomar
o conjugado A* de um operador A é continua quando se considera a norma
de operadores, mas tal nao acontece se consideramos a norma forte.

Para questoes relacionadas com monotone order convergence considerar a
covergencia na (C*-algebra dos operadores limitados num espago de Hilbert)
norma dos operadores pode nao ser adequada. Ao considerar, alternativa-
mente, a norma forte (tornando esta C* uma algebra de von Neumann)
pode-se obter resultados mais proveitosos (ver [360]).

Uma 6tima referencia sobre C'*-algebras relacionadas com Mec. Quan-
tica é [450] e [72]. O estudo das algebras de von Neumann ¢é apresentado em
detalhes na section 7 do chapter IX em [94] e na section 2.3 em [72]. Embora
varios operadores lineares naturais na Mecanica Quéntica ndo sejam limi-
tados, questoes relativas a sistemas quanticos de bossons e fermions podem
ser tratados dentro do setting de C*-estados dinamicos na C*-algebra dos
operadores limitados (ver [360]).

Um resultado importante na teoria é que uma C*-Algebra comutativa
abstrata é isomorfa a algebra das fung¢oes continuas num espago topoldgico
Hausdorff X (ver [360]). Por sua vez um W*-Algebra comutativa abstrata
é isomorfa a algebra das fungoes no espago L™ relativo a um medida g num
certo espago mensuravel Y. Assim, com advogado por A. Connes uma W*-
algebra geral corresponde a teoria da medida nao comutativa enquanto que
um C*-algebra geral corresponde a teoria topoldgica nao comutativa (ver
consideragoes gerais sobre o assunto na segao 3.7.1 de [104]).
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Questoes relativas a ordem em espacos vetoriais e mets sao importantes
para certos aspectos da teoria das C*-algebras. Referimos o leitor a [71]
para um detalhada discussao do assunto.

Um resultado fundamental na Teoria das C*-algebras é o Teorema de
Gelfand-Naimark-Segal. Este afirma que uma C*-algebra abstrata pode de
alguma forma ser representada como a C*-algebra dos operadores limitados
agindo em um certo espaco de Hilbert. Para uma prova deste resultado
referimos o leitor ao Theorem 5.14 em [6].

Vamos falar agora de alguns resultados em Mecanica Estatistica Quéntica
(maiores detalhes em [345] , [62], [360] [373], [72], [390], [349] e [369]) que
de certa forma generalizam (no setting Quéntico) os resultados e pergun-
tas naturais oriundas da Mecanica Estatistica. Na secao 2.8 vamos dar uma
breve descrigao de algumas questoes analisadas na Mecéanica Estatistica com
o intuito de auxiliar o entendimento do assunto da presente secao pelo leitor.

Algumas C*-algebras sao particularmente adaptadas para descrever as
propriedades fundamentais dos fermions (ver Exemplo 2.18, Exemplos 5.4.1
e 5.6.2 em [41], [20], ou a Sec@o 6 em [6]).

Vamos denotar por U uma C*-Algebra fixada. Destacamos aqui o fato
que a C*-Algebra que estamos interessados é a dos operadores limitados
agindo no espaco de Hilbert complexo £2(R™) onde * denota tomar o adjunto
do operador.

Referimos o leitor (que deseja mais detalhes) ao interessante artigo ” Gap
Labelling Theorems for Schrodinger operators”de J. Bellissard em [449] que
discute na se¢ao 1.3 pagina 548 a questao de considerar operadores limitados
ou nao no setting de C*-Algebras. Neste trabalho também ¢é discutida a
questao: é natural considerar os problemas de Mecanica Quantica no setting
de Geometria nao Comutativa e gupoids (ver se¢do 1 e 2) ?

Denotamos por Aut(l/) o conjunto dos automorfismo lineares na C*-
Algebra U.

Um elemento G em Aut(U) deve ser tal que G(ab) = G(a) G(b). Ainda,
se assume que G(a)* = G(a¥).

Definigao 2.18. Dada uma C*-algebra U, um homorfismo de grupo é uma
familia continua oy, indexada por ¢t € R onde o, € Aut(U), e, tal que para
qualquer ¢, s € R vale 0415 = 04 0 0.

o, t € R, descreve o andlogo nao comutativo do que é um sistema
dinamico classico.
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Vamos apresentar um exemplo: seja H um operador autoadjunto entao
et define um automorfismo de grupo o; através de: para cada t € R

B —0y(B)=¢l"o Boe tH?

que age em operadores limitados B. Observe que, de fato, para todo ¢
vale 0.(A B) = o¢(A) 0¢(B). Ainda, para todo operador A vale o.4s(A) =
etH 1 (esHi oBoe sHi ) e~ tHi — Ut(US(A)).

Algumas vezes t € R — 03 é chamado modular authomorphism group.

Ainda, o¢(A*) = (0¢(A))*.

Em termos do formalismo de C*-sistemas dinamicos, o operador H define
a evolucdo temporal e! | para cada t € R. Fixado um valor positivo 3 real
vamos analisar em breve o sistema para o operador ti(fi)H, ou seja, o
sistema dinamico e~ *##. O valor 8 vai desempenhar o papel do valor do
inverso da temperatura em Mecanica Estatistica Quantica.

Definigcao 2.19. Um elemento a na C*-Algebra é positivo, se ele é da forma
a = bb* onde b é um elemento C*-Algebra.

Definigao 2.20. Por definicao um estado C*-dinamico é um funcional linear
¢:U — C, tal que

a) ¢(I) = 1

b) ¢(a) é um nimero positivo para cada elemento positivo a na C*-
Algebra U.

Para um detalhada discussao sobre estados C*-dinamicos em C*algebras
referimos o leitor a [360] ou [62].

Se ¢ é tal que ¢p(aa*) =0, se e s6 se a = 0, dizemos que ¢ é faithful.

Se ¢ é tal que para quaisquer a,b vale ¢(ab) = ¢(ba), dizemos que ¢ é
um traco estado C*-dinamico.

Seja um operador densidade p fixado, entao, ¢ definido por A — ¢(A)=
trago (p A), é um estado C*-dinamico. Isto segue da observagao que fizemos
na secao 1.8.

Na C*-Algebra das matrizes A complexas n por n, fixadas as probabili-
dades p1, po2, .., pn, entao

A= w(A) =) piAj;

define um C*-estado em M,,.
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Outro exemplo simples é o seguinte: seja M,, a C*-algebra M,,, n € N,
das matrizes n por n sobre C. Seja p : C* — C™ um operador densidade
fixado. Entao defina ¢ : M,, — C dado por

¢(A) = traco (p A).

Tal ¢ é um estado C*-dinamico.

Note que se p = P, fosse operador projecao, entdao, como vimos (vide
consderagoes apds a defini¢ao 1.20)

¢(A) = trago (Py A) = E(A)y =< A(¥), ¢ > .

Um estado C*-dinamico ¢ agindo em uma C*-Algebra desempenha o
papel de uma probabilidade v na Mecanica Estatistica ou no Formalismo
Termodinamico. Podemos pensar que ¢(A) é o valor obtido ao integrar o
observavel A pelo estado C*-dinamico ¢.

O estado ¢ vai agir em observéveis a (operadores autoadjunto que per-
tencem a C*-Algebra U). Note que ¢(a) é real se a é autoadjunto (ver
(62]).

Assim, ¢(a) é a "integral”’da ”fungao”a € U via a ”probabilidade” ¢ (um
estado C*-dinamico).

Dado um estado C*-dynamico ¢ agindo nos operadores limitados num
espaco de Hilbert H, ou seja, ¢ : B(H) — C, entao existe uma matriz
densidade py tal que para todo A vale ¢(A) = Tr (py A) (ver [144]).

Esta subentendido na afirmacao acima que isto ocorre se todos os termos
envolvidos estao bem definidos.

Os conceitos anteriores descritos na parte inicial do texto (considerando
apenas o conceito de estado ) podem ser vistos de uma forma mais geral.
Se o sistema quantico em consideracao é descrito pelo estado C*-dinamico
¢ e vamos fazer medigoes utilizando um operador autoadjunto L que tem
decomposicao espectral L = Y A, Py, , entdo ¢(Py,) é a probabilidade de
se observar \,,.

Isto é a extensao natural de um postulado anterior.

Vamos explicar este fato num caso bem simples (em dimensao 2). Seja
p = Py e o estado C*-dinamico ¢ : My — C dado por

(L) = Tr(pL) =< Lip, ) > .

Seja L : C?> — C? operador autoadjunto tal que sua decomposicao es-
pectral ¢ L = M\ Py, + Ao Py, .
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Assim ¢ é ortogonal a ¢o e os dois vetores tem norma 1.

Seja ¥ = a1¢1 + az¢2

Um dos postulados afirma que se o sistema estd no estado v entao a
probabilidade de se medir \; eh a?.

Por outro lado

w(P¢1) = TT(pP%) =< P¢1¢7¢ >=

2
< a1¢1,a191 + a2y >=< a1¢1,a1$1 >= aj.

Assim faz sentido dizer que se o C*-estado é ¢ entao ¢(Py,) é a proba-
bilidade de ocorrer A\; através da medicao via L. Exemplos interessantes de
estados em espagos de Fock aparecem na segao 6 de [144].

Uma fungao analitica g : C — U (ou, g : R — U), é uma expressao
convergente da forma

[o¢]
g9(z) = Zsz”, B,eU,neN,
3=0

em que se pode tomar a derivada no sentido de variavel complexa (usando
uma norma fixada na C*-algebra U).
A versao de um teorema classico de varidvel complexa também é ver-
. . ~ oy o0 . . ,
dadeira aqui: toda funcao analitica g(z) = Y >~ Bp2" limitada é constante.

Definigao 2.21. Um elemento a € U ¢é dito analitico para o homorfismo de
grupo a um parametro definido por o4, t € R, se o¢(a) tem uma extensao
analitica da varidvel ¢ € R para a varidvel ¢t € C.

A defini¢do acima diz que a é analitico se a funcao de variavel real t —
ot(a) € U pode ser extendida a uma funcao B(z) que é analitica em z.

Sob condicoes muito gerais os elementos analiticos a € U sao densos em U
(ver [365]). Muitos resultados na teoria das C*-Algebras sao demonstrados
da seguinte forma: se prova primeiro a propriedade para os a analiticos, e
depois, via limite, se mostra a propriedade desejada para todos elementos
de U.

Note que se A é analitico e

or(A) =i Ae i e R (2.29)

—sH A esH

e entao, fica bem definido e , onde s é real. De fato, extenda o t

de etfli Ae=ti 30 complexo si.
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Exemplo 2.10. Considere o operador Hamiltoniano H = % + %m w? X2
obtido da quantizacao do oscilador harmonico. Note que este operador nao
¢é limitado.

Sabemos que H tem autovalores da forma (n + 1/2) hw. Os autovalores
de e PH 530 da forma e~ (*+1/2)hw,

Assim,

BH N B/ _ ¢ DO

- _ — n w __

tragoe™ M =} e =1 ¢ Fhw
n=0

é finito se 8 > 0.
Desta forma fica bem definido

e_ﬁH

- traco e~ FH’

que tem trago 1 e é positivo.

C' é um operador densidade. Desta forma B — traco (C' B) define um es-
tado C*-dinamico. Mais detalhes sobre este exemplo podem ser encontrados
na segao 4.1.1 em [72].

O resultado acima exibe um exemplo de grande importancia na teoria
da Mecanica Estatistica Quéantica.

o

Definigao 2.22. Dados um g € R e um grupo de automorfismos o; index-
ados por t € R, entao, por definicdo, ¢ é um C*-estado KMS associado
ao grupo de automorfismos o; e a 5 na C*-Algebra U, se ¢ é um estado
C*-dinamico, tal que para todo b € U e todo a € U analitico, temos que

6(a.b) = B(b.05(a)). (2.30)

Para H fixado, se oy é da forma A — o4(A) = etf? Ae 7 para todo
t, entao fixado 3, é usual denotar por ¢y g o estado KMS associado. Num
certo sentido, como veremos, ¢ g corresponde a medida de Gibbs associada
ao potencial H na temperatura % (ver [345]).

A expressao acima (2.30) apareceu anteriormente em (1.29).

A sigla KMS se refere a Kubo, Martin and Schwinger que deram con-
tribuicbes muito importantes na formalizagao desta Teoria.

Denotamos por ¢ estado C*-dinamico qualquer.

Suponha fixado o grupo de automorfismos oy, t € R. Afirmar que o
estado ¢ é invariante pelo fluxo oy, t € R significa que para qualquer a vale
que t — ¢(ot(a)) é constante.
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Ou seja, para o estado ¢ (que corresponde no setting cldssico a uma
probabilidade), dado qualquer operador autoadjunto (que corresponde clas-
sicamente a uma fungao tomando valores reais) o valor ¢(o.(a)) (que corre-
sponde no setting classico a integral da funcao com relacao a probabilidade
ao longo do tempo t) ndao depende de ¢ € R.

E f4cil ver que para [ fixado, a condigao

¢(a.b) = ¢(b.ogi(a)),

é equivalente a: Vt € C,

d(or(a).b) = ¢(b.orypi(a)). (2.31)
A partir de (2.29) compare a expressao acima com (1.27).

A expressao (5.179) em [41] - para a evolugao do semi-grupo a tempo
continuo de Heisenberg associado a um Hamiltoniano H - ilustra a relacao
dos estados KMS com os assim chamados thermal states. Estes ultimos sdo

aqueles da forma
H

Sl

e PH e

Pe = Tr(e=PH) N Tr(ef%H).

A seguir retomaremos este tépico na expressao (2.32).

Observagao 2.7. Segue da se¢ao 8.12 em [365] que se ¢ é um estado KMS
para [, entao para b a identidade e todo a € U analitico fixado, temos que
T — ¢(0,(a)) é uma fungao analitica limitada definida em todo plano, e,
sendo assim é uma constante (ver [95]). Particularizando para 7 = ¢ real,
podemos dizer que ¢ é estaciondrio (nao varia com a variagdo de t) para o
fluxo oy, t € R.

Em proposition 3.3.9 em [72] (ou [365]) it is shown that if ¢ is KMS for
o, t € R, entao

¢(a) = ¢(oi(a)), VaceU and V t € R.

Em resumo, fazendo um paralelo com o setting classico, o que se descreve
acima é como dizer que para uma certa medida p, para qualquer f continua,
a integral [ f o odu, seria constante, independente de 7, onde o, é o
fluxo (sistema dindmico) de alguma equagao diferencial fixada. Assim, a
"integral” ¢(o;(a)) da "fungao”o,(a) (que descreve a evolucao dinamica da
"func¢ao”a através do "fluxo” o) é constante, se a é um elemento analitico
em U.
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%

Um estudo mais profundo dos estados KMS dentro da Mecanica Quantica
podem ser encontrado em [116] ou em [360].

Vamos elaborar um pouco sobre a condicgao KMS para o homorfismo
de grupo o;, t € R, onde 0;(A) = e®H Ae™#H  Tome t = Bi. Note
que og;(A) = e PH A ePH . Vamos supor que tra;% seja um operador
densidade como no exemplo acima.

Estamos interessados, para todo valor real § fixado, nos estados p tais
que para todo A, B

p(Aosi(B)) = p(BA).

E natural esperar, para um £3 ﬁxo que isto va estar de alguma forma
associada ao operador densidade e BH) e PH_ Tsto de certa forma é o

andlogo do que acontece na Mecanica Estatistica (ver segao 1.10). O op-
erador densidade W e PH se denomina de operador densidade de
Gibbs (operador KMS) associado a —f H. Ao fim desta sec¢do iremos
novamente considerar os operadores densidade KMS.

Isto é de fato verdade no seguinte sentido: considere o estado C*- dinamico

p, tal que para todo A € U temos

_ —BH
p(A) = tr(tr(e—ﬁH) e A). (2.32)
Entao,
1
i _ 8H BHp BHY _
p(Ad”"(B)) tr(tr(e*fBH) A e Bel ™)
1
_BH BHp BH
tr(tr(e—ﬁH) A [e BeP )
tr([e PP B ] tr(eiBH) e A = tr(tr(eEBH) e PH BA)=p(BA)

Desta forma concluimos que é bem natural a introdugao do estado KMS
via o formalismo acima descrito.

Como dissemos antes, é natural pensar que p desempenha o papel do
estado de Gibbs a temperatura 7', com 5 = T De fato, se H fosse diagonal

da forma
n- (00 )
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onde Uj, Us sao reais, entao

e—BU1 0
# e~ PH e~ BU14e=AV2
tr(e—FH) 0 e P

Seja A diagonal da forma

Entao,

e—BU1 o—BU2
e—BUT | —BU; A+ e—BUT 1 —BU; As.

Mais uma vez confirmamos que o setting da Mecanica Estatistica Classica
esta contido no setting da Mecéanica Estatistica Quantica através das ma-
trizes diagonais.

Ainda, se A é denotada por
A Ag )
A= ,
< Ay Ago

p(A) =
e—BU1 " e—PBU2
o—BUL 1 o—BAU: ‘1 T Zau At

entao

Mais geralmente, na C*-Algebra das matrizes n por n complexas, con-
sidere oy = ¢ onde H é matriz diagonal com entradas Uy, Us, ..., U, reais.
Entao o C*-estado KMS p a temperatura 3 é

p(A) = Ar1pr + Az2p2 + ... + Agapd,

e PUi
Z?:1 e PV’
Este operador densidade é a versao quantica das medidas de Gibbs da

Mecanica Estatistica.

onde p; = i=1,2,...d.

Um outro exemplo - mais complexo - de conexao entre estados de Gibbs
e C*-algebras é descrito em [176]. Os trabalhos [139], [145][140], [176] e
[303] apresentam varios resultados ligando estados KMS de C* Algebras com
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medidas de Gibbs do Formalismo Termodinamico. Resultados sobre C*-
Algebras related to Fock spaces, Bosons and Fermions pode ser encontrado
na Segao 1.9 em [329], [17], Secao 8 em [20], [364], [360], Secao 20.3 in [37],
[145] and [351]

Vamos descrever uma outra forma de encontrar o estado de Gibbs quantico
obtido acima mas agora via a maximizacao da pressao. Este resultado é anal-
ogo ao correspondente do Formalismo Termodinamico. Na secao 2.8 vamos
abordar esta questao no setting da Mecanica Estatistica.

Abaixo vamos tratar de questoes importantes da assim chamada Mecéanica
Estatistica Quantica.

Seja p : A — A uma matriz densidade fixada, onde A = C?, entdo sua
entropia de von Neumann é dada por

0 < h(p) = —tr(plogp).

Sep=A,5 r,s=1,2,., dim A, entdo S(p) = — ZfEAAT,T log A, .
Dado o hamiltoniano H : A — A (um operador autoadjunto) e 5 > 0, o
estado térmico v? : A — A é dado por

€ St(A).

Denotamos < H >,= Tr H p. Pode-se mostrar que a entropia de von
Neumann de ~# é

S(v%) =8 Tr(H~®) +1log( Tr e PH)y =5 < H >.5 +log( Tr e P,
Desta forma,
S(y%) — B < H > p=log( Tr e PH)

Proposicao 2.32. Vamos mostrar que fizado um operador autoadjunto B
agindo em C™ entao a func¢ao F' dada por

X — F(X) = tr(XB) + h(X)

eB

€ mazimizada por Xy = T(eP) "

Xy seria chamado operador densidade KMS associado ao operador B.



Secdo 2.6 C*-algebras e estados KMS 279

Demonstragao. A partir do Lemma 4 section 3 in [198] (ou, Theorem 11.9
em [363]) obtemos: se f(z) é analitica na varidvel z, entdo se A e B sdo
autoadjuntas agindo em C™ temos

Ctrf(A+tB)limsy = 1r(B f'(A+ 10B)).

Fixado um operador autoadjunto B considere uma matriz densidade
varidavel X e a funcao F' dada por

X = F(X) =tr(XB)+ h(X) €R.

Na notacao anterior teremos que este B vai corresponder a B = —G H.

Qual o valor méximo de F(X) quando X varia nas matrizes densidade?
Este valor maximo é denominado de pressao de B.

Como o conjunto dos operadores densidade é compacto existe o supremo.
Poderiam ocorrer autovalores nulos para tal maximizante? Vamos mostrar
que o maximo ¢ realizado por uma matriz densidade Xy com autovalores
estritamente positivos.

De fato, considere Pj, P, ..., P, operadores projecao tais que 2?21 P; =
1.

Dados 0 < \j, 7 = 1,2,...,n, tais que, Z;‘Zl Aj = 1, entdo temos que
Z?:l Aj P;j descreve um operador densidade geral.

Note que

n n n
FOY XN P) =Y M\tr(PB) =) Aj log();).
j=1 j=1 j=1

Portanto, temos para um ¢ fixado que

a n
a—)\iF(; Aj Bj) =0 = (Tr(Fi B) = 1) — log(X) [x,=0 = o0.

Desta forma nao podemos ter \; = 0, ¢ = 1,2...,n, para o operador
densidade maximizante.

Assim, por argumentos de compacidade existe tal Xy com autovalores
todos positivos.

Como caracterizar Xg?

Considere variagoes de Xy dada por Xy +1tZ, onde Z é autoadjunta com
trago zero e t € R é pequeno. Note que como X tem todos autovalores
positivos entao para t pequeno X + tZ é operador densidade.
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Na derivagao de

%F(Xo +2) = %m«((xo +12) B) + h(Xo + t2)
o primeiro termo é facil de controlar. De fato, tr((Xo+tZ) B) = tr(Xo B)+
t tr (Z B), e assim Ltr((Xo +tZ) B) = tr (Zb).
Para o outro termo note que f(z) = z log(z) tem derivada 1 + log(z).
Em funcao da maximizacao de Xy e pelo resultado mencionado acima,
para um Z com traco zero qualquer, temos que

0= %F(Xo +t2)|i=o = tr(Z B) —tr(Z (I +log(Xo)) =

tr(Z B) — tr(Z log(Xy)). (2.33)

Fica assim caraterizada a matriz X

Isto implica que B —log Xy = cl, para algum c real. De fato, considere a
decomposicao espectral de C' = B — log Xy. Se houvessem dois autovalores
distintos de C, digamos \; e \;, considere Z (com mesma decomposicao em
autovetores) e tal que é igual a multiplicacao por 1 e —1 nos correspondentes
autovetores (i e j) que sdo associados ao dois autovalores distintos \; e
Aj. Assuma que Z ¢ tal que tem autovalores zero associados aos outros
autovetores de B — log Xy (distintos de i e j). Neste caso Z tem trago
zero, mas tr(ZC) = X\ — A\; # 0, logo contradigdo por (2.33). Assim,
B —log Xg=cl.

eB—cI B

Portanto, Xy = tr(eB—<T) — tr?eB)’

O

Dado o estado quantico p: A — A, e um operador semidefinido positivo
L em L(A), denotamos a divergéncia de Kulback-Lieber por

D(p||L) = Tr(p(logp—logL)) > 0.

Usamos a notagao de que D(p||L) é finito se supp (p) C supp (L). No
outro caso, declaramos D(p||L) = co. Observe que se L = o é um operador
de densidade e D(p||o) = 0, entdo, p = o, e vice-versa.

Exemplo 2.11. Dados os estados pi,p2,p3 : A — A, onde p; = Af;,s,
j=1,2,3,r5s=1,2,..,dim A, suponha que supp (p1®p2) C supp (p1®p3),
entao

D(p1 ® pallpr @ p3) = Tr((p1 ® p2)(log(p1 @ p2) —log(p1 ® p3))) =.
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Tr ((p1® p2)) (log(p1) ® log(pz) —log(p1) @ log(ps))) =

Tr (p1(log(p1) — log(p1)) + Tr (p2 (log(p2) —log(ps))) =

dim A

Tr (p2 (log(p2) —log(ps))) = Y (A2, log AZ, — Tr(py log(ps) ). (2.34)
r=1

14 denota o operador identidade no espaco de Hilbert A.
Denotamos por d a dimensao de A. Se p3 = mlA = élA, obtemos

D(p1 ® pa|lpr ® p3) =

d
Z logA Z ,logd =
r=1
d
= A2, log A2, +logd = —S(p) +logd > 0. (2.35)

Exemplo 2.12. Vamos apresentar o conceito de spectral triple em dimensao
infinita. Ela vai descrever o sentido do operador momento no setting das
C*-algebras.

Uma representacao de uma C*-algebra A é um x-homomorfismo 7 tal
que

m:A—{L:H — H, éoperador linear limitado e H ¢é espaco de Hilbert}.

Uma representagao é dita fiel (ou faithful) se ele é injetiva.
Definigao 2.23. Uma spectral triple é uma tripla ordenado (A, H, D), onde
1. H é um espaco de Hilbert;

2. A é uma C*-algebra onde para cada a, podemos associar um operador
linear limitado L, agindo sobre H;

3. D é um operador linear ilimitado essencialmente autoadjunto em H
com resolvente compacto e tal que {a € A : ||[D, L,]|| < +o0} é denso
em A, onde [D,L,] é o comutador. O operador D é chamado de
operador de Dirac.
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O caso mais simples de spectral triple (ver se¢ao 1.2.1 em [195]) é quando
H = L*(dx,T), onde T é o circulo unitério, A = C(T) = { funcdes de classe
Cl,b:T — C}, e D é definido como g — %g/. Este operador como vimos
antes é chamado de operador momento em Mecéanica Quantica.

No item (2) acima tome o operador L, : H — H é a multiplicagao por
a € A.

Observe que quando g é diferencidvel obtemos g — %(D(a g) —aDg) =
Hd'g+ag —ag)=1dg.

Assim, a agao do operador comutador [D — L,| em g corresponde ao
operador que multiplica por a’. Fica assim justificado o nome operador
momento.

Ainda,

I[D = La]ll = [d]. (2:36)

Exemplo 2.13. Spectral triples e relagbes CAR para fermions.

O exemplo mais simples de todos: qubits. O valor explicito da distancia
de Connes serd dado por (2.50).
Denote [0) = (1,0) € C2, |1) = (0,1) € C?,

= (5 0);
o=(7 0

e
0
1
|0) denota o estado de vécuo.
|1) significa uma posi¢ao ocupada e |0) significa uma posi¢ao nao preenchida.
Note que f(z,y) = (y,0) e fT(z,y) = (0,2).
Observe que
f10) = (0,0) = 0, f110) = [1), f|1) = [0) ¢ fT|1) =0.
f T é 0 operador de criacio e f é o operador de aniquilacao.
Denotamos
A={L:C? - C? onde L é um operador linear }
e

H =C? x C%
Como sempre {A, B} = AB + BA, para A,B € A.
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Observe que sao verdadeiras as relagoes Fermion CAR
(M =14 fy=0={/1/"} (2.37)

Observamos que varias versoes distintas da CAR sdo apresentadas na
teoria em funcao das diferentes escolhas de operadores a serem consideradas
(compare com aquela do Exemplo 2.17).

Consideramos uma representacao diagonal 7 de tal forma que para e € A
e (11,12) obtemos

@ va) = etonetva) = (5 0 ) (1)

Finalmente, definimos o operador de momento D : H = C? x C? —
2 2
C*xC .
1 T
p- L ( 0 ) |
V2 f 0
Desta maneira,

_ b ) 0 ) fTe—efT
[D77T(6)]_\/§<fe—ef 0 > (2.38)

Definicao 2.24. Em dimensao finita, uma spectral triple é uma tripla or-
denada (A, H, D), onde

1. H é uma espacgo de Hilbert de dimensao finita;

2. 7 é uma representacao de A, onde é uma C*-algebra, e que por sua
vez é tal que para cada a € A, podemos associar um operador linear
limitado Ly (,) agindo em H;

3. D é um operador linear auto adjunto linear agindo em H. O operator
D é chamando de operador momento ou de Dirac.

Estamos considerando no presente exemplo uma spectral triple onde o
operador D foi definido acima; neste caso A = A and H = H. Ainda,

w: My — My é dado por
a 0
7'('((1)—(0 a>'

A representacgao m ¢ fiel.
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Denotamos por w : A — C um C* estado na C*-algebra A. Para cada
w existe uma matriz densidade W = W,, tal que para todo a € A obtemos
w(a) =Tr (Wa).

Denotamos por B o conjunto

B={ecAl[D,()]] <1} (2.39)

Em (2.54) é necessério considerar apenas os operadores Hermitianos e. Por-
tanto, para estimar (2.54) usando (2.38) basta considerar os operadores Her-
mitianos e. Observe que ||ffe —eft|| = || fe — ef]|

A distancia de Connes entre wy e wg é

d(wy, wy) = igg{wl(e) —wa(e)} = ilelg{ Trago( (W1 — Wa)(e) )}

Um elemento Hermitiano geral e satisfaz

S U —
€_<u+iv t ) (2.40)

onde s,t,u, v S840 nimeros reais.
E possivel mostrar que

A U+ v t—s
Fea= ("5 L) (2.41)
Considere as matrizes densidade W7, Wy denotadas por
1 14+2z, x5 —1y;
W, = = “J J 7, 2.42
’ 2(%’“%’ 1—2z > (242)

onde |(z;,y;,2;)] <1 (a esfera de Bloch).
Pode-se mostrar que para Wy, Ws fixos

Trago( (W1 — Wa)(e)) = %(s —t)(21 — 22) +u(w1 — w2) +v(y1 — y2). (2.43)

Denotamos A, =1 — 22, Ay =y1 —y2 ¢ A, = 21 — 29.
Para Wy, W5 fixos, temos que estimar o supremo de

e = [Trago((W1 — Wa)(e) )|,

sob as restri¢oes: e é hermitiano e ||[D,w(e)]|| < 1.
De [287] a condigao ||[D, w(e)]|| <1 implica que

2wl + (s —t)2 + |s — t| VAw2 + (s — )2 < 1.
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Isso, por sua vez, implica que para ¢ € B

wizyTepsy
—els— —.
w| < 5 s <\/3

1
d(wy, we) <sup (=|(s — )| |Az] + |Jw| /A2 + A2).
eceB 2

Por outro lado

(2.44)

Entao, para maximizacao de d(wi,ws) devemos considerar |w| e |s — t| tao
grandes quanto possivel (mas as varidveis w e s — t estdo vinculadas como

veremos).
Temos que analisar a fungao

(1, (s = 1) = 3]s — O] |A:] + ] \/AZ 1 A2),

(2.45)

A partir de (2.43) e da convexidade temos que a solugao deve atingir o

valor maximo

1=2w|®+ (s —t)% + |s — t| /4|w|? + (s — )2,

s —t] = \/;1 — 2luf?).

Como fungao de w obtemos de (2.46) que (2.45) tem a forma

Entao, nés obtemos

(1 —2w?) \AZ|'

w— G(w) = |w[(/A2 + AZ + 22

Queremos encontrar o supremo de G.
Tomando a derivada

d
T-G(w) = /A3 + AF — V2w A, =0,

Nés obtemos o ponto w de maior valor

\/AZ+ A2
V2

e ja sabemos que
1
|s —t| = —=(1 = 2[w|?).

V2

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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Finalmente,
1 A7+ A7+ A2

212 |A|
Suponha que r = (r1,72) € C? seja tal que |r| = 1. O operador |r >< 7|
é chamado de estado puro. Na geometria nao comutativa, os estados puros
desempenham o papel dos pontos.
O operador de projegao |r >< r| tem a expressao matricial

2
Ir><r| = < B > (2.51)

r1re9 ?“2

d(wl,wg) = (250)

Se s = (s1,82) € C? for tal que |s| =1

2
|s >< 5| = < 51 S > (2.52)
51592 S5

entao
d(|r >< r|,|s >< s|) = V2|r1ry — s189].

Para |r >< r| obtemos de (20) em [287] que

2 2
A o T T2 7‘2 — 7‘1
Flr=<r= (T2 2. (253)

Os autovalores da matriz acima sao r17ry € —rirs.
Além disso,

0 0 —T17T9 0
B 0 0 r% —r% 179 -
Dl >< ) =v2| 22 o 0 | =
0 —T1T9 0 0
NG 0 fT\T >S<r|—r>< r\fT (2.54)
flr><rl—|r><r|f 0 ' '

Os autovalores desta matriz sdo i 77, —ir?,ir3 e —ir3.
Exemplo 2.14. Bosons -

Fotons e moléculas de hidrogénio sao dois exemplos de Bosons. Todas
as particulas elementares observadas na Natureza sao bosons ou fermions.
Elétrons e prétons sao fermions.

Sabe-se que um boson em um determinado sitio (de uma lattice) pode
atingir um nimero indefinido n de particulas, variando no conjunto N.
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Descreveremos como obter a estatistica de bosons; isto é, a probabilidade
P(j,n) da ocorréncia de n particulas no sitio j. Referimos o leitor para [118]
para mais detalhes sobre o assunto.

Suponha que temos m sitios e em cada sitio uma particula de boson.

Para o modelo classico de bosons, consideramos o seguinte alfabeto: A =
{1,2...,m} x N.

Os elementos neste espaco podem ser indexados por:

((j17711)>(j27712)>"'7(jr,71r)>"'(jrna7ln1))

Assumimos que para cada sitio j temos uma energia F; € R. Assumimos
também que F < Ey < ... < E,,.

Existem alguns parametros externos: um deles é ;1 € R e assumimos que
todo E; > p, j = 1,2,..,m. O parametro p é conhecido como potencial
quimico.

B =1/T, onde T é a temperatura, é outro parametro externo.

Denotamos por P;,, as probabilidades (obtidas a partir de experimentos
no mundo fisico real) de cada possibilidade (j,n) € A para um sistema
bosonico sob algumas restrigoes fixas a serem definidas posteriormente (ver
[118]).

Portanto, >°7, > Pjn = 1 (nossa notagio nao ¢é exatamente a da
expressao (11.11) em [118], pois sempre normalizamos dividindo por m).
Para cada j, temos que ) Pj, = 1/m.

Descreveremos um problema variacional bem conhecido (para probabil-
idades em A) para o qual o valor extremo é atingido pelo P(j,n) acima,
ji=12,.mn=0,1,2 ..

O numero médio de particulas ¢é fixo e denotado por

1 m (o)
N = EZZan. (2.55)
7j=1n=0
A energia média é fixa
1 m o
pE=— Z Y EjnPin (2.56)
7=1n=0
Problema A: Considere o problema de maximizar a entropia

m o0
~>°3 " Pjnlog P,

7=1n=0
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sob as restrigdes dadas por (2.55) e (2.56) para uma probabilidade geral em
A.

O problema acima se insere no contexto do conhecido método maxent,
e que é associado a Segunda Lei da Termodinamica.

A solucao do Problema A antes da normalizagao é (ver expressao (11.17)
na se¢ao 11.2.4 em [118])

Pin = e (=ButBE;)

Precisamos assumir que a soma ), P;, < 0o, entao tomamos E; > (i, para
todo j.

Na secao 11.2.4 em [118], os autores consideram este problema varia-
cional. Eles definem uma certa Lagrangiana £ (ver pagina 190) e, usando
multiplicadores de Lagrange simples, obtém que o valor extremal é atingido
pela probabilidade P(j,n) descrita acima. Nesse caso, a Lagrangiana £ nao
é normalizada por 1/m.

A probabilidade de n particulas no sitio j, que resolve o Problema A (na
rede classica de bosons), ¢ finalmente dada por:

o—B(—nutn E;)
Doy e AT )

P(j,n) = (2.57)

2.7 Lattices de spins quanticos e teleporte

Referencias abrangentes sobre os assuntos tratados aqui nesta secao sao
[396], [137], [350], [208], [328].

No apendice ao fim desta secao falaremos brevemente sobre Informacao
Quantica. Uma excelente referencia sobre este assunto é [47] (ver também
[242] e [25]).

Resultados recentes sobre spin lattices aparecem em [58], [60], [57] e [56].

Sobre tensor product recomendamos o leitor a secao 1.7 in [208].

Consideramos em CV o produto interno usual.

Um site classico, por exemplo, seria da forma

{+, =} x{+, =} x{+ -} x ... x .,

onde + representa carga positiva e — carga negativa.
Ou seja, neste caso usamos o produto carteziano.

Vamos agora considerar o setting quantico.
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Denote por Dy o conjunto das matrizes densidade sobre CV. Ainda,
denote por My o espaco de Hilbert complexo das matrizes de dimensao N.

Suponha, por exemplo, que num site do lattice quantico sobre N ten-
hamos em cada site dois spins |[+) e |—). Neste caso, em cada site, |[+) e |—)
sao dois vetores em C2.

Um estado seria algo da forma v = ¢1]|+) + c2|—), onde ¢1,¢0 € C e
lv| = 1.

Vamos considerar o sistema composto de varios spins

MO U3® .0 Uy ® ... € (CHN.
Um observavel L poderia ser dado pela expressao
V1 X0 12X ... U, & ... — Ll(vl) & LQ(UQ) X ... ® Ln(vn) X ...

onde Lj, j = 1,2,..n,.., seria uma sequencia de operadores autoadjuntos
(matrizes) agindo em C2.

Suponha que do lado a bem esquerda tenhamos dois sites descritos por
V1 ® v3.

No sistema composto devemos descrever as probabilidades das quatro
possibilidades

+H e+, Hel-) 9e H+), [-) @),

Matrizes em Ms ® My agem de forma natural nestes vetores (que podem
ser considerados como em C? ® C?).
E tambem natural considerar

(a1 ® ag ¥ a3...) S (M2)®N,

onde a; sao operadores densidade a; : C? - C2

Como vimos, pelo Postulado 9, para entender a questao devemos con-
siderar o produto tensorial de operadores a1 ® as € My Q@ Ms.

Se fossemos considerar trés sites deveriamos tomar o produto tensorial
de tres matrizes, que estaria em Mo ® My ® My = (M2)®3, e, no caso de k
sites: My @ My ® ... @ My = M$F.

k
E possivel formalizar matematicamente o produto tensorial infinito

CNN_CcVNogCVNg..0CV® ..,

N € N (conforme descrito abaixo). Da mesma forma, o produto infinito
(Mpy)®N. Um elemento nesta tltima C*-Algebra age em (CV)®N, Referimos
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o leitor para [137], [62], [360] e [365] para este tépico. O espago (CV)®N de-
sempenha na teoria dos spins lattices quanticos o papel do shift de Bernoulli
(ver segao 2.8). Sé que no presente setting se pode falar em interferéncia
quantica entre sites vizinhos do lattice. Observamos que, como vamos con-
siderar aqui apenas potenciais que dependem de finitas coordenadas, o en-
tendimento anterior dos produtos finitos (CVN)®* = CVNoCV @ ...® CV,

k

k € N, serd suficiente para os fins aqui desejado.

Dado um espaco vetorial complexo com produto interno é sempre possivel
considerar seu fecho com respeito a |.| = /< .,. >, ou seja, considerar seu
completamento como espago métrico [137], [382] [283] [137].

Considere um espacgo de Hilbert H e a seguir o espago vetorial das com-
binacgoes lineares finitas de elementos da forma v, ® V9 ® V3 ® ... RV, D ...,
onde todos os v; € H sao tais que, a menos de um nimero finito, sao iguais
o elemento neutro multiplicativo 1. Um produto interno fica naturalmente
definido neste espaco:

Sejav=11 R 1® 13X ... VU, Q...e u=uU ® Uz ® U3 R ... VD Up X ...,
tome entao < v,u >=< vy, u; > < U2, Us > ... < Vg, U >, onde k é o menor
indice para u e v tais que, a partir dali os indices maiores que k sao iguais
al.

O fecho deste espaco vetorial é por definicio H®N. Referimos o leitor
para mais detalhes a [328] e [62].

A operacdo algébrica em (M,,)*N é dada por
(a1 X as @ (13...) (b1 ® by ® bg) = ((11 o bl) & ((12 o b2) & ((13 o bg)....,

qualquer (a1 ® as ® az...), (by @ by ® b3...) € (My)®N.
Otragcode L =a1 R as ® .... ® a, é o produto

Tr (a1) Tr (ag) Tr (a3z) ... Tr (ap).
Quando falarmos em operador dual, ou afirmarmos que o operador
(a1 X ag ¥ a3...) . C? & C? &R ... —> C? ® C? X ...

é autoadjunto, positivo, etc.. serd em relagao ao produto interno descrito
acima.

Mais exatamente, por exemplo, o dual do operador L = a1 ® as ® ag é
L* = (a] ® a3 ® a3), pois

< L(v1 ® va ®v3), (U1 @ug ® ug) >=
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< (a1(v1) ® az(v2) ® az(v3)), (U1 ® ug ® uz) >=

< ai(vy),up > < ag(ve),us > < ag(vs),us >=

<wy,ai(uy) > < vg,as(ug) > < vs,as(ug) >=
< (v1 ®vo ®w3), L*(u1 ® us @ug) > .

Dizemos que L = a1 ® as ® ag é autoadjunto se L = L*. De forma similar
se define operador positivo, operador densidade, operador unitario, etc....

Esta é a maneira de descrever as propriedades dos operadores agindo
num lattice unidimensional quantico com N spins.

Lembre que o operador identidade I deve ser entendido como o ob-
servavel "nao observar”.

Seja A a C*-Algebra (M>)®N. O produto tensorial infinito é tratado
com muitos detalhes em [328] ou em [312]. Em [312] o autor considera uma
versao nao comutativa do operador de Ruelle em Spin lattices.

Vamos agora considerar uma classe de operadores L : A — A, tais que
L(a) é positivo se a é positivo. Nosso objetivo neste momento é apresentar
alguns exemplos interessantes e fazer um paralelo com o setting de Formal-
ismo Termodinamico que sera analisado na préxima segao.

Considere um operator ¢ : My — C tal que ¢;(a) = ¢(a) = trago (ba),
para algum b positivo com traco 1.

Defina

L(a1 X as @ CL3...) = gi)(al) as®az as R as... = by @by R bs... € A.

Se todos os a; sao positivos, entao, todos os b; sao positivos.
Como se sabe o assim chamado traco 1 se define da seguinte forma, dadas
duas matrizes R e S em My

TTl(R®S) = TT(R) S e My,

onde Tr(R) é o trago de R (para mais detalhes ver [363], [330] ou [338]).
Note T'ry é bilinear. Observe ainda que se R e S forem operadores
densidade entao Tri(R® S) = S.

Abaixo vamos apresentar uma série de exemplos de operadores agindo
no spin lattice.

Defina para a; ® as ® as... na C*-Algebra A = (My)®N

L(a1 ® ag ® ag...) = T?“l(al & ag) Qa3 ® ag R ag... = by by @ bs... € A.
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Vamos apresentar um operador L : (M3)®N — (M3)®N descrito numa
forma ainda mais geral do que o acima apresentado, considere primeiro,
€: My ® My — My, da forma

N
e(a1 ® (12) = TT‘l(Z K]* (a1 & (12) Kj), (2.58)
j=1
onde Tr; é o trago em relacdo ao primeiro fator (como acima), e K; €
My ® Ms, j=1,...,N. O operador K; nao precisa ser unitario.
Defina

L(a1 ® ag X a3...) = 6(&1 X ag) Qa3 ® ag X ag... = by @by @ bs... € A.

Fixado um operador b, podemos ainda definir outro exemplo interes-
sante. Considere o operador « : My — My, da forma

N
ala) = TTl(Z K7 (b®a) Kj), (2.59)
j=1

onde K; € Mo ® My, j=1,...,N.
Como exemplo, considere entao L, obtido a partir deste a;, como

Lo(a1 ®aa® ... ®ap) = afa]) ®az @ ... @ ay,.

Seja ® um canal quantico levando Ms em si mesmo. Podemos entao
definir o operador positivo

L(a1 Qa2 ... ®an) = <I>(a1) Ras @ ... K ay.

Note que como ® é completamente positivo temos que L é positivo.

Este tipo de operador aparece com frequencia na Teoria da Informacao
Quantica.

Aqui fica claro a importancia de assumir que ® é completamente positivo,
pois isto assegura que se a1 ® as ® a3 ® ... ® a,, for positivo, entao, como
PRI®I®..®Iécanal positivo (ver definicao 2.10), segue que ®(a;) ®
as ® ... ® ap ¢ operador positivo.

Afirmamos que as variadas definigbes acima s@o naturais e extendem a
nogao de certos conceitos classicos.

Como veremos a seguir, estamos apresentando acima em (2.58) uma
generalizacao da acdo de uma matriz dois por dois agindo em um espaco
vetorial de dimensao dois (ver [307]).



Secdo 2.7 Lattices de spins quanticos e teleporte 293

Exemplo 2.15. Considere uma matriz P with entradas reais postivas p;;.

Ou seja,
P — ( P11 P12 > '
P21 P22
Considere agora para for h = 1,2

()

0 Dh2

Finalmente tome

1 0 0 0
K_<O O)®P1+<O 1)®P2,

6(&1 & ag) = T’I”l(K* (a1 &® ag) K)

Note que K* = K.
Se az = 1 (a matriz identidade) e

a1:<f01 f02>’

entao, fazendo algumas contas simples obtemos

e, considere

a1_>TT1(K*(01®a2)K):<f1p11+f2p21

0 fip12 + fap2o

Estamos assim descrevendo a agao da matriz P no vetor <

0

)

).

Desta forma a acao de uma matriz estd contida dentro do formalismo
acima descrito. Para isto basta nos restringimos ao universo das matrizes

diagonais (em que nao existe o fenomeno da interferéncia).

O que acabamos de apresentar pode ser estendido a acao de L sobre
A = (M3)®N. O paralelo com a Mecénica Estatistica, e, em particular, com
o operador de Ruelle [368] (quando este depende de duas coordenadas) é

transparente (ver segao 2.8).

A interacao entre sites vizinhos no lattice de Bernoulli da préxima secao
é descrita pela acao de uma matriz. Desta forma estamos aqui generalizando

o setting da Mecanica Estatistica.

o
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Vamos agora descrever o formalismo geral da teoria dos lattices (ou
cadeias) de spin quanticos. Referencias gerais sobre o assunto sao [62] e
[267].

Antes de mais nada uma questao de notacdo: um elemento genérico em
(CN)®Z serd denotado por

. ®a_2®a_1XagRa; @ag X ....
Algumas vezes se usa a notagao
e ®a_2®a1® |ag®a; ®ag @ ...

O | que aparece acima serve apenas para dizer onde estd o elemento que
corresponde ao 0 € Z.

Se fossemos considerar o shift o agindo em (CV)®% seria natural entdo
escrever que para £ =..®0a s ®@a_1® |ag®@a; @az @ .... € (CV)®Z temos
que o(x) € (CV)®Z é dado por

0(..®a_2®a_1Q |apRa1®a2®....) = ...Qa_2R® |a_1 Ray®a; Raz ...

O descrito acima se extende de maneira andloga para (My)®%.

Vamos descrever agora o que é um interacao no setting de quantum spin
lattices. Referimos o leitor para [50] e [84] para uma descrigao dentro do
setting de Mecanica Estatistica.

Vamos denotar por I' um subconjunto genérico de Z.

Para um conjunto ordenado da forma I' = {n,n + 1,...,n + k}, consid-
eramos Ap = L((CN)®k+1D)) 6 conjunto dos operadores complexos sobre
(CNY®(+1) | Este é uma C*-algebra quando consideramos * a operacio de
tomar o adjunto.

Dado o conjunto I' = {n,n + 1,...,n + k}, podemos associar de maneira
natural o espaco (CV)®*+1 com um subespaco de (CV)®Z, Isto sera feito
o tempo todo sem mencao explicita. Desta forma Ar = £ ((CV)®N @
(CNY® (4D & (CN)®N)| onde colocamos a matriz I onde apropriado (para
preencher os sites fora de I'). Isto é, dado um operador B : (CN)® (:+1)
(CNY® (1) " associamos a ele o operador I®N @ B @ 19N,

Desta forma, se I'; C I'g, entao podemos dizer que Ar, C Ar,.

Para um conjunto da forma

F={ni,ni+1,...n1+ki}U{ne,na+1,....,n9 + ko},
onde n1 + k1 < no, nés consideramos

Ap = ﬁ((CN)@)(kl—"l) ® ((CN)®(1€2+1) )
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ou, altenativamente, o identificado associado

Ap = ﬁ((CN)‘@OO ® ((CN)@J (k1+1) ® (CN)®"2_("1+7C1) ® (CN)® (ko +1) ) ® ((CN)@J oo

Para outros conjuntos I" definimos Ar de forma similar.

Denotamos por A o completamento de UpAr. Qualquer questao envol-
vendo A serd reduzida a andlise dos Ar individuais.

Observe que é necessario considerar uma métrica acima para entao obter
seu completamento. Isto é descrito com todo cuidado e correcdo na secao
3.2 em [328].

Considere fixado H : CN @ CN — CN @ CV, que vai desempenhar o
papel de um Hamiltoniano, e que vai descrever uma interacao de vizinhos
no lattice (CV)®%. Vamos considerar em breve transladados (via shift)
deste operador agindo no site. Na verdade se pode considerar casos bem
mais gerais, mas entendemos que, para o melhor entendimento, é preferivel
considerar primeiro alguns exemplos simplificados. Depois. apresentaremos
a definicao geral.

Vamos supor que este H : CN @ CN — CN @ OV esta associado ao T'y =
{0,1} C Z. Desejamos estender sua agao ao conjunto I's = {0,1,2} C Z.

Denotamos H = Hr, : (CN)®2 — (CN)®2. Vamos agora descrever o
correspondente Hy,

HFB . ((CN)®3 N (CN)®3.
E natural considerar
HFB (wn X Tpr1 @ xn+2) =

(H(Zn @ Tnt1) @ Tny2) + (Tn @ H(Tpt1 @ Tny2)).

A expressao acima descreve o que seria a generalizacao natural do setting
considerado no Formalismo Termodinamico (conforme o que vamos apresen-
tar na proxima se¢do) para um potencial de interacdo que depende de duas
coordenadas no espago de Bernoulli. A diferenca é que no presente setting o
produto tensorial captura as interferéncias quanticas entre vizinhos no site.
Vamos apresentar alguns exemplos explicitos abaixo.

As matrizes de Pauli sdo

(01
Jl_aﬁ_ 1 O )
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B (1 0
O3 =0, = 0 -1 )

A denominacao x,y,z acima tem a ver com a polarizacao da luz (ver
Secao 7.4 em [28]).

Os exemplos mais simples de CAR e CCR C*-algebras sao descritos em
Finite Spin Systems. Referimos o leitor ao Examplos 5.4.1 e 5.6.2 em [41]
que descrevem, respectivamente, lattices de Fermions e Bosons, e nos quais
sao utilizados as matrizes de Pauli (ver (5.62) em [41]). No exemplo 2.18
vamos descrever a CAR C*-algebra dos 1/2-spin Fermions.

Junto com a matriz identidade I = o as matrizes de Pauli formam uma
base para as matrizes complexas dois por dois. Isto é, para toda matriz
complexa dois por dois A existem numeros complexos ag, a1, as, as tais que

A= aof + ai101 + a209 + azos.

Cada individual matriz de Pauli ndo é um operador densidade. As quatro
formam um conjunto ortonormal para o conjunto das matrizes complexas
dois com o produto interno < A, B >= Tr (A B*).

Propriedades gerais sobre estas matrizes podem ser encontradas em [338].
A relagao destas matrizes e o experimento de Stern Gerlach tem uma boa
exposicao em [400].

A esfera de Bloch é o conjunto
By = {z = (z1,20,73) € R®| 22 + 22 + 22 < 1}.

Existe uma bijecao da esfera de Bloch com as matrizes densidade com-
plexas dois por dois. A cada z em Bjs se associa a matriz

1
p= 5(1 + z101 + 2209 + w303).

Neste caso a entropia de von Neuman S(p) de p é

S(0) = ~[5(1 + 23)los(5 (1 + 23) + 5 (1~ z3) log(5 (1 —z3))l.  (260)

Os estados puros seriam as projecoes sobre vetores ¢ = (z1,29) € C? de
norma 1, que por sua vez estao em bijecao com os elementos = = (x1,x2, x3)
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tais que x% + x% + l‘g = 1. Assim, os estados puros podem ser visualizados
como a fronteira da esfera de Bloch

Para mais detalhes sobre esta propriedade referimos o leitor a [64].

Algumas propriedades das matrizes de Pauli sio 02 = O’Z =02 =1=o0.

Ainda, 0109 =103, 0003 =101, 0901 = —i03.

Observe que det (0j) = —1 e trago (o) = 0 para todo j = 1,2, 3.
Os autovalores tomam apenas os valores 1 e —1.

%(1, 1) e %(1, —1) sao os autovetores correspondentes a 0.

\}5(1, i) e %(1, —i) sao os autovetores correspondentes a oy.
(1,0) e (0,1) sao os autovetores correspondentes a o,.

Como exemplo do uso das matrizes de Pauli considere x1 ® x2, € vamos

nele aplicar o operador C = (0, ® ;) + (0, ® I) agindo (C?)®?2, obtendo
assim

C(r1 ®x9) = [(02 @ 05) + (0, @ I) (71 @ x2) =
[(02(21) ® 0z(22)) + (02(71) ® 22) | =
ax(azl) X (0’1(1‘2) —|-l‘2) .

Este vetor nao estd emaranhado.

Outro exemplo: considere 1 ® x2 ® x3 € vamos aplicar nele o operador
C que age em (C2)®3. Assim, se obtem

C(l‘l®l‘2®x3) =
(0 ® 0, @)+ (I R0y ® 0y) (21 @22 ®@23) =

((Tx(l‘l) ® (Tx(xg) ® 1‘3) + (xl & (Ty(l‘g) & O'y(xg)).

Pode se mostrar que o vetor acima em (C?)®3 é emaranhado.

Vamos voltar agora ao setting mencionado antes onde consideramos
transladados (via shift).

Exemplo 2.16. (O modelo XY quantico) Se
Hip1y =H = (02 @ oy —0y ® I) : (C*H®? = (C*)®?,
entao vamos definir, como descrito acima,

Hip12) ¢ (C*)®? — (C*)®°.
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Dado 71 ® 13 ® 23 € (C?)®3 considere
H}L%,LZ} (11 @ o ®x3) =

(02 @ oy@I—0y @ ITRI)(x1 @22 @ 3)+
U®oy ®oy—1®0y @ I)(x1 @22 @ 3) =
(Tx(xl) (=) O'y(l‘g) ®x3 — (Ty(xl) X T2 ®l‘3+

11 ® 03(72) ® oy(23) — 11 @ 0y(22) @ w3

O estado KMS associado a tais modelos é o operador densidade %.

o

O exemplo acima (o XY quantico Hyg 1)) descreve a versio quantica do
Ising Model da Mecanica Estatistica. Este tltimo pode ser descrito, em uma
versdo simplificada, via o potencial A : {—1,1}? — R tal que

A(xy,20) = —J x1 29 — 1 21,

onde a constante J corresponde a interagao entre os vizinhos zi,z9, € a
constante p a um termo magnético. Quando J > 0 se diz que a interagao é
ferromagnética e se J < 0 se diz que é anti-ferromagnética. Se J = 0 nao
existe interacao entre os vizinhos.

Exemplo 2.17. Fermions e o operador Ntimero - Denote [0) = (1,0) € C?,
1) = (0,1) € C2.
De maneira similar a (2.37), denote

o =10l =( g )

oo == ({7

|0) significa zero particulas em um site, e |1) uma particula. O operador
o4 leva zero particulas para uma particula (creation) e o operador o_ leva
uma particula para zero particulas (annihilation). |0) denota o vécuo.
Note que 0 = 0_ e 0¥ =0, ou seja é um par dual. Além disto,
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040+ + 0404 = 07 (261)

o_o_+o_o_=0, (2.62)
e

oro_+o_op=1. (2.63)

Tomando Z = v/20_ e Z* = /20, as equacoes acima sdo semelhantes

as de (6.5) em [74] (caso de temperatura finita). Neste caso, Z* é o dual de
Z.
Entao se obtem CAR:

7Z*7 + 77 =21,

77 + 77 =0,

77 + 7°7* = 0. (2.64)

Utilizamos a notacao a = o_ e a* = 0* = o4. O operador Nimero N ¢é
I _ 1l
dado por N=a"a=o0,0_ = 52" Z.
Assim,

N = <8 ?)sz:wm_o_. (2.65)

O operador Numero definido acima estd de acordo com a Se¢ao 6.2 em
[74]. Neste caso N(]|0)) = (0,0) e N(|1)) = |1). Os autovalores possiveis de
N sao 0 e 1. O operador N é um exemplo de Hamiltoniano associado a um
sistema de fermions. Ele conta o niimero de particulas (0 ou 1) no site.

Outro exemplo onde se obtem relagoes do tipo CAR. Na algebra das
matrizes 2 por 2 considere by € [—-=,0], e tome

V2’
V1283, b

Q=va| v P
|2 V/1-2b3,

V2

b _
Qo =2 22 V2
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Neste caso (ver Section 6.2 in [74]), para (Q1,Q2 valem as seguintes
relagoes

Q11 +Q1Q1 =21
Q2Q2 + Q2Q2 =21

e
Q2Q1 + Q1Q2 = 0.
In the notation of Section 6.2 in [74] we can take P; = Q2
Z= Qi +ip)
= — )
2 1 1
and 1
75 = — —1P).
\/E(Ql 1)
Note que Z* é o dual de Z.
Neste caso, vale CAR para Z, Z*
Z2Z+7272=0=2"2"+272"27"%,
and

727+ 77 =2I.

Finalmente, a expressao para o Number operator Section 6.2 in [74] é

N:EZ*Z:< L Z>.
2 —7 1

Este operador N é autoadjunto. Os autovalores de N sao 0 and 2.

o

Exemplo 2.18. Fermions - O caso do sistema n-spin 1/2. Denote por
|1) = (1,0) € C? e |0) = (0,1) € C?, os autovetores de 03 = 0, : C* — C2,
Note que 03(]0)) = —|0), e 03(|1)) = |1). Neste caso |1) representa o spin
para cima (up 1) e |0) o spin para baixo (down |) na diregao z.

Um sistema quantico baseado em matrizes complexas dois por dois agindo
em C? é conhecido como um sistema quantico de dois niveis (2-level systems).

Referencias gerais para fermions sao [192] e [17].

No conjunto das matrizes complexas (M)®", n € N, vamos considerar
a base
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ir=0,1, ke {1,2,..,n}.

Esta familia é denominada da base computacional da Informagao Quantica
para sistemas de dois niveis.

Para cada n € N, a expressao acima corresponde a spin (up or down) no
lattice {1,2,...,n}.

Devemos interpretar tais elementos como configuracaoes ortogonais de
spins quanticos nos sub-sites inteiros (naturais) 0 < v < n, no lattice unidi-
mensional N (ver Example 5.4.1 na Secao 5.4 em [41]).

Ainda, seguindo o texto [41], considere que 1 significa um sitio ocupado
e 0 um sitio nao ocupado. No caso dos Fermions em cada sitio sé podemos
ler os simbolos 0 ou 1.

E facil ver que {oj,01} :=0j0, + 0, 0; =20, 1.

0_01—1-2'02_ 0 1
7 92 ~\loo

0__01—i02_ 00
T 2 “\10 /)

Note que o (]0)) = 0, o_(|1)) = [0), e 04.(|0)) = [1), o(|1)) = 0.

Assim, ao aplicar o_ num spin para cima se obtem um spin para baixo.
Por outro lado, ao aplicar o4 num spin para baixo se obtem um spin para
cima.

Denote agora

E facil ver que

{o4,0_} =1

01,0-] =0, =03.

O par o4, 0_ satisfaz uma relacdo CAR (ver (2.66) e (2.67)).

Denotamos 1(; 3] = 1;®1;41®...@1}, onde j < k, j,k,€ {1,2,...,n},n €
N‘ . . .

Denotamos também por ¢3,07%, 07 ,1;, quando o correspondente oper-
ador estd localizado no sitio j em {1,2,..., N}. Cada um destes operadores

pode ser considerado de maneira natural como um elemento no tensorial
(M5)®™. Por exemplo,

O'fli_ = 1[173} ®O'fl|_ & 1[57]\[}.
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Por exemplo,
ai_ ® 0§ 13014 Q0> € (My)®?

é um possivel arranjo de spins.
Finalmente, para cada j € {1,2,..., N}, denote

-1

<.

aj =ajn = (X)05) ® 0’ @ 1415

k=1
e, seu dual

j—1

Tt k J
aj = aj y = (Qo5) ® % @ 1pj41,n.
k=1
Para cada N fixo, os operadores a; = a; n sao denominados de anni-

hilation operators e os operadores aj = a;y Sa0 denominados de creation
operators.

Para cada fixo N € N, valem as seguintes relacoes: para todo j,k €
{1,2,...,N}

{a;, aL} =a; a}; + ag a;- = 0j ks (2.66)
(§]
{aj,ar} = 0= {al,a}}. (2.67)

Sendo assim, estao satisfeitas as assim chamadas Canonical Anticom-
mutation Relations (CAR).Para cada N fixo, a algebra gerada por estas
relagoes define um espago de Hilbert denominado espaco Fermionico com N
graus de liberdade e denotado por Hy C M?N .

O elemento [0)®" :=|0) ® |0) ® ... ® |0) é denominado de vacuum state.
Este elemento corresponde a todos os spins apontando para baixo (nenhum
sitio ocupado neste arranjo).

Dado n, denominamos |vac), o espago vetorial unidimensional gerado
por |0)®".

Fixado n, o espago de Hilbert

n

lvac), & @ Hy

N=1

¢ denominado de n-Fock space (ver Example 5.4.1 in [41]). Outras
formas de Fock spaces sdo conhecidas (ver secao 6 em [6] ou [17]).

Note que para todo j
a;(|0)*") =0
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e, como o4 (|0)) = |1), temos

a0 =) @) e..00)® [1) ©0)e|0)®..a]0).
~~
j-th position

A expressao a;r-(|0>®”), representa acao de a;- no vacuum; assim, descreve

a criagdo de um vetor de estado (spin) apontando para cima na posigao j.

Como 3(10)) = —[0), e a3(|1)) = [1), 7—(|0}) = 0, o—(|1)) = |0), temos
que,

1)

a;j([in) ® iz) ® ... ® lin)) = 0,

se i;) =10), i, = 0,1, k € {1,2,...,n} — {j}.

e

2) no outro caso, a menos de sinal

4;(|i)®)i2)®..® 1) ®.8i) = £[i)®]i2)®..® |0)  ©..0lin),
~— ~—
j-thposition j-th position

ir=0,1, ke {l,2,...,n} — {4}

Assim, |1) foi substituido por |0) na posicao j.

Para analisar a}, note que 03(|0)) = —|0), e 03(|1)) = [1), 0+(|1)) = 0,
04(|0)) = |1), e assim temos que,

1)

a(|in) ®1i2) ® . ® lin)) =0,

se i;) =11), i, =0,1, k € {1,2,...,n} — {j}.

e

2) no outro caso, a menos de sinal

al(li)®li)®..0  [0)  ®..8in) = £[i)®li2)®..0 [1)  ®..8i),

J-th position J-th position

ir=0,1, ke {1,2,...,n} — {4}
Assim, |0) foi substituido por |1) na posigao j.

Para j =1,2,...,n fixo, o operador a;r-aj é tal que

ala; (|i1) ® li) ® ... ® |in)) = 0, (2.68)
se i) =10), e

ala; (|ir) ® liz) @ ... @ i) = [ir) @ |iz) @ ... @ [in)), (2.69)
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se |ij) = |1), onde i, = 0,1, k € {1,2,...,n} — {j}.
Assim, os unicos possiveis valores obtidos por medi¢do do observével

a;r-aj sao 0 ou 1. Se obtem um valor 1 se o estado |i1) ® |iz) ® ... ® |iy,)) tiver

na posicao j um |1). Desta forma aT.aj apenas diz se existe, ou ndo, um |1)

7
na posigao j.
Compare (2.68) e (2.69) com (1.19).

Dado n € N, o Number operator é denotado por N=N,e age como

A~ A 1 + o
N=Ny:=) alaj =3 10,0 5 @110 (2.70)
i=1 i=1

A partir de (2.69), temos que N|(i™)) = N(|i1))®|i2)®...®|i,)) descreve
o observavel que conta o nimero de |1) em [i™).
Assim,

N(i™) = (D i) 1),
k=1

Ou seja, o observavel N conta o niimero de spins up em cada elemento |i(”)>
da base computacional; desta forma, N (|0)®") = 0.

Para cada n fixo, os distintos |i) (também chamados occupation num-
ber of states) sa@o os autovetores de N = N, e definem uma base para o
espaco Fermionico com n graus de liberdade H,.

Para cada N, a agao dos a; n (e dos a;N), j=1,2,...,N, sobre Ny pode
naturalmente ser extendida ao n-Fock space |vac), & @y _; Hn.

E f4cil ver que
[N ) aj] = —aj

vV i1 = o1
[N, a;] = a;.

A C*-algebra gerada por polinomios nas variaveis descritas pelos oper-

adores a; e a; ¢é chamada de CAR C*-algebra.

Um Hamiltoniano que é natural considerar neste contexto seria

n
_ b
H—g €5 a; aj,
j=1

onde ¢; > 0,5 = 1,2,...,n, correponde a energia ao nivel j. Este operador é
conhecido como a sequnda quantizagcao do Hamiltoniano

5= & il € M.

J=1
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Denote por n; o operador n; = a;- aj.
E facil ver (Example 5.6.2 item 2 in Section 5.6 in [41] ou (27) in [388])

que
Traco (e PH) = 7 (1 + e Be).

Note que acima se pode usar o fato que (aj- aj) e (oz,TC ay) comutam (lembre
que a;r. a; diz se tem se existe, ou nao, um |1) na posicao j).
O correspondente operador KMS (ver Segao 1.10) é dado por

e_ﬁH

- 7 (1+e Pe)

ps (2.71)

O operador densidade acima é denominado de canonical equilibrium
state.
Considere agora o potencial quimico p < 0, e o seguinte Hamiltoniano

n

H—uﬁN:Z Eja;aj—,uﬁ](f.
j=1

Em termos da Fisica o valor p é o da troca de energia no sistema quando
uma particula é adicionada.
e~ BH-pBN)

= . 2.72
H?:1(1 e Bleg—n) ( )

PB,u

O operador densidade acima é denominado de gran-canonical equilibrium
state.

Recomendamos o leitor para a Segao 7.1.1 in [41], Secao 8 em [20], Secao
4.2 in [340], [263], [388], [432] ou Secao 14.5.3 em [17], para mais detalhes
sobre Bosons, Fermions e Fock Spaces.

¢

Uma interacdo ® no lattice quantico (CY)®% é uma escolha de um op-
erador autoadjunto HY = Hr € Ar = (CN)® #1) para cada conjunto finito
I' C Z. Se a escolha definida por ¢ for muito geral nao se consegue obter
resultados que sejam calculaveis de forma simples. Vamos entao considerar
algumas restrigoes naturais abaixo.

Sendo assim ® = (®r)pcz, definido para todo conjunto finito I' denota
uma interagao.

Dado um elemento j € Z denote 7; o operator tal que para o con-
junto finito I' = {n,n + 1, ...,n + k}, a transformacao 7; : Agn pi1,...n4k) —
Afntjntitl,..ntjt+k)s € a identificagdo natural.

Z
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Definicao 2.25. Diz-se que a interacao ® é invariante por translagao se
para qualquer I' e qualquer a € Z, temos que

O(T + a) = 74(®(T)).

Algumas hipdteses técnicas mais sdo necessarias para definir o que se
chama uma interagao (ver [267]) mas para simplificar a questao vamos nois
restringir ao colocado acima.

Vamos apresentar agora um exemplo que descreve o caso tipico de in-
teracao ® invariante por translacao.

Considere fixado o operador autoadjunto A : (CV)®2 — (CN)®2,

Para conjuntos da forma I' = {n,n + 1}, tomamos HY = A.

Para conjuntos da forma I' = {n,n + 1,n + 2}, tomamos

HY : (CY)®? = (CM)®3,
através da expressao
HE (2n ® Tpi1 ® Tpya) =

(A(@n ® Tpt1) ® Tpta) + (Tn @ A(Tpt1 ® Tn2)).

Uma notacao simplificada seria

HE (2 ® Tng1 ® Tngz) = A(Tn @ Tni1) + AlTns1 ® Tnga).
Mas, de maneira mais formal, preferimos escrever
HE (20 @ Tni1 @ Tny2) = [A@n @ Tny1) @ I+ [ @ A(Tny1 @ Tpnio)].

Agora, para os conjuntos mais gerais da forma I' = {n,n + 1,...,n + k},
tomamos

k-1

HE @) = S 197 @ A@nry @ ansjin) @ 1967570,
7=0

Desta forma H : (CN)® ¢+ — (CN)® (k+1),
Para conjuntos I' que tem forma distinta do acima, definimos H{? = 1.
Por exemplo, se o conjunto I' s tem um elemento entao H{? =1.
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O ® assim definido é invariante por translacoes. Esta interacao ® foi
obtida a partir de um Hamiltoniano bédsico A. Dizemos neste caso que o
potencial depende de duas coordenadas no site.

Para cada conjunto I' fixado podemos considerar o homorfismo de grupo
b — o1(b) = etHrpetiflr ¢ ¢ R onde b € (CV)®#, Este grupo a um
parametro o; desempenha papel fundamental na teoria e permite definir o
estado KMS associado a familia Hy.

Exemplo 2.19. Um exemplo interessante é o seguinte: considere H =
0y @0y e U =l =¢loe®y,

Vamos calcular U = e* .

As relagoes 0, 0 0, = I and 0y 0 0y = I sao tteis.

Assim,
i0xQ0 i j LA
=7 =3 aroa =3 5 o)) -
j=0 j=0
cos(1) (I ® 1) + isin(1) (0, ® 0y)) =
Ainda,

U* = e 179 = cos(1) (I ® I) — isin(1) (0, ® 0y,).
¢

Generalizando o que foi descrito acima se pode calcular explicitamente
o gt, t € R, associado a tal H

Fixado o aparato descrito acima, o objetivo é encontrar algum estado p €
(CNY®Z que seja invariante por translacdo. Também faz sentido perguntar
sobre estados KMS neste caso (para definigdes ver Appendix A em [267],
[369], [345], [62]) and [145], analisando cada conjunto I' possivel. Referimos
o leitor as referéncias apresentadas aqui para maiores detalhes. Este conceito
de estado invariante generaliza aquele da Mecanica Estatistica.

E possivel iniciar um procedimento andlogo ao acima com um operador
autoadjunto A : (CN)®3 — (CNV)®3. Deixamos isto a cargo do leitor.

Este é um potencial que depende de trés coordenadas no site. Neste
caso, se o conjunto I' s6 tem um ou dois elemento entao Hf? =1

Exemplo 2.20. (O modelo XY geral) Seja A : (C?)®2 — (C?)®2 dado

A=—[(0y ® 0, +0y ® 0y) cos(a)+
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(02 ® oy + 0y ® 0y) sin(a)] —yo, — b0, =
—[(0z ® 0x + 0y ® 0y) cos(a)+
(02 ® oy +0y ® 0g) sin(a)] —v(oy @ I) — 0(0, ® I),

onde v, o, § sS40 numeros reais.

Podemos obter a partir do apresentado acima uma interacao invariante
por translacoes de forma analoga ao descrito anteriormente.

Este exemplo, que é bastante estudado na literatura, é denominado de
modelo XY quantico de Fukui and Origuchi (ver [157]). Este modelo gen-
eraliza, num certo sentido, o assim chamado modelo XY da Mecanica Es-
tatistica (ver [33]).

Na notacgao usual de alguns trabalhos em Fisica, o que afirmamos acima
pode ser descrito como uma interagao P = (&)p), pela expressao

7[0;”0;”*’1 + UL”ULH'l] cosa — [d;’dg’+1 + UL”U;’+1] sina, fT={n,n+1};
& = —'ya'?’} — 60y, ifT={n}
I, otherwise.

Como dissemos antes, a acdo de um Hamiltoniano no lattice quantico,
no qual existem interferécias entre as diferentes possibilidades, requer o uso
do produto tensorial para o seu correto equacionamento. Referimos o leitor
a observagao 2.9 na proxima segao onde explicamos a diferenca do setting da
Mecanica Estatistica Classica e do setting da Mecanica Estatistica Quantica.

Em [304] [56] sdo apresentados uma analise de propriedades de estados
KMS em certos quantum spin lattices e sua relacdo com probabilidades
invariantes no espaco de Bernoulli.

Alguns exemplos de operadores agindo em sistemas compostos

As propriedades relativas a obtencao da probabilidade de uma medicao
do observavel (operador autoadjunto) A ® B : C? ® C? — C? ® C?, quando
o sistema se encontra no estado

¥ =B 00> +B11]11 > +Bo1 [01 > +810]10 > € C?,

onde [0 >,|1 > é conjunto orthonormal em C2, sdo semelhantes ao que foi
descrito na Observagao 1.6.



Secdo 2.7 Lattices de spins quanticos e teleporte 309

Ao fazermos uma observacao apenas da primeira componente do sis-
tema composto acima, devemos considerar o operador A ® I. O operador
autoadjunto I corresponde a nao observar (no caso a segunda componente).
Observe que dado qualquer conjunto orthonormal |0 >, |1 > em C?, o oper-
ador I pode ser escrito via decomposigao espectral como [ =1 Pgs +1 F-.
Assim, se A = Ao Po> + A1 P1>, temos que

A®@ I =X Poo> + Ao Por> + A1 Plios + M1 P

Como exemplo, vamos considerar agora o operador ¢ ® I agindo em
C? ® C2

Denote |0 >= (1,1) e |1 >= (1,—1). Sabemos que ¢*(|0 >) =1]|0 > e
o%(]1 >) = — 1|1 >. Assim, os possiveis autovalores de o* sao 1 e —1. Note
que |0 > e |1 > sao ortogonais.

Os possiveis valores da medicao de o® seriam 1 (que corresponde a |0 >)
e —1 (que corresponde a |1 >).

No sistema composto, as possiveis valores da medicao de ¢® ® I seriam
1 que corresponde aos autovetores [00 >= |0 > ®|0 > e também a |11 >=
|1 > ®|1 >, ou entao, —1 que corresponde a |01 >= {0 > ®|1 > e |11 >=
11> ®[1 >.

O estado (vetor)

(0®0)+(1®1)
V2

tem norma 1, como vimos na Observacao 2.4 logo apds definir o Bell state.

No sistema composto vamos considerar agora uma medicao somente na
primeira varidvel, por exemplo, medir ¢ quando o estado é ¢ (ver Ob-
servacao 2.4).

Qual seria o valor esperado desta medicdo quando o estado é ¥? Neste
caso algumas vezes ¢ usado na literatura a notacao F(o*)[y, quando seria
mais apropriado escrever E(0?®1)],. Mas como 1) € C*®@C? a ambiguidade
pode ser resolvida e comprendida pelo leitor.

Lembre que o produto interno em C? ® C2? é dado por que

eC?®C?

< a®ble®wd >=< (a®b),(c®d) >=<a,c><bd>.

Lembre também que ¢”(|0 >) =1]0 > e oc”(]1 >) = —1]1 >.
Ora, entao basta calcular

E(* @Dy =<y[| (6" @T) ¢ >=
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(0®0)+(1®1) 0 1 1 0\, (0®0)+(1®1)
< (1) e (01 )
(0®0)+(1®1) 1, ,
< 7 ,ﬁ(a ®I)(0®0) >+
(0®0)+(1®1) 1, , _
< NG ,ﬁ(o ®I(1®1)>=

<(0®0)+(1®1), (6"(J0>)®0) >+

N | —

N —

<(0®0)+(1®1), (" >) 1) >=

<(0®0)+(1®1),(0®0) >+

-
N —

§<(O®O)+(1 ®1), —(1®1) >=

§<(0 ®0),(0®0)>—%<(1 ®1),1®1)>=

(11-11)=0.
Logo, E(c* @ I)|y = 0.

DN | =

Para calcular a probabilidade de se obter |0 > ao se medir o” na primeira

coordenada do sistema composto e no estado v, observe que isto corresponde
ao espaco gerado por [0 > ®[0 > e [0 > ®|1 >.
Ora,

_ 00> pi>_
V2 V2
00 > 11 > 01 > |10 >
1 NG +1 NG +0 NG +0 NG .
Assim, probabilidade de se obter |0 > ao se medir o* na primeira coordenada
do sistema composto e no estado 1 é igual a 1/2.
E a mesma probabilidade de se obter |1 >.

00
Observe que neste caso 100>

5 esta associado a probabilidade 1/2. Vamos
em breve voltar a tocar neste ponto ao falar de nao localidade.

(G

Suponha agora que desejamos medir ao mesmo tempo ¢% na primeira

e na segunda varidvel. Qual seria a correlacao do sistema, ou seja, qual o
valor de Ey(0® ® 0%) 7

E(0* @0y =<¢|[ (0" ®@0%) ¢ > =
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- (0®0)+(1®1) (0%0> ®@a”0>)+ ("1 > ®@c*|1>) -

V2 ’ V2 -
<(0®0)+(1®1) (0®0)+(-1x-1)(1®1)
V2 ’ V2 -

%<(o 20)+(1®1), (0©0)(1@1)>=[(11) + (11)] = 1.

N —

Logo existe correlacao entre as variaveis o® e o*.
Por outro lado, como ¢*(|0 >) = |1 > e 0*(]1 >) = |0 >, temos que

E(0*@c%)|y =<y|| (6" @0%) ¢ > =
<(0®0)+(1®1)’(<0 1>®<1 0 >)(0®0)+(1®1)>:

V2 10 0 -1 V2
<(O ®0)+(1®1) (a$(|0>)®az(\0>))+(a‘”(|1>)®az(|1>)))>_
V2 ’ V2
(0®0)+(1®1) (0®1)—(1®0) _ 1 B
< 7 , 7 >_§(0+O+0+0)_0.

Logo as variaveis ¢® e 0% nao estao correlacionadas.

Uma medicao na primeira coordenada pode determinar o que acontece
na segunda. Vamos elaborar sobre isto. Suponha que desejamos medir na
primeira coordenada o |0 > (ou seja, via a anélise do que acontece através
da agao do operador |0 > < 0], ou seja Py : C? — C?) quando o sistema
esta no estado ¢ descrito acima. A agao de Py corresponde a matriz

(00)

(10><0]) ®I = (1Pgs +0P5) ® (1Pgs +1P;-) =

Note que

1(Plo> ® Po>) + 1(Plo> @ P1>) + 0(P1> @ Pos) + 0(P1> @ Pis).

Assim, os autovalores sao 0 e 1. Temos que

1 1
—10>®[0>+—|1 > Q|1 >, 2.73
510> 8> +—1>@ (273)
assim, a probabilidade de se medir |0 > (ou seja obter o autovalor 1 na
medicao) na primeira coordenada seria 1/2.

Y=
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Desta forma vamos obter |0 > ou |1 > na medigdo da primeira co-
ordenada com igual probabilidade. De fato, a medicao vai determinar os
autovalores de ( |0 > < 0] ® I) que correspondem ao dito acima.

Assim, (0 ®0) é autovetor de ( |0 > < 0] ® I') associado ao autovalor 1.
Como dissemos antes, dado o operador ( |0 > < 0] ® I) um medicao resulta
num autovalor. Se o output da medigdo no estado 1 foi o autovalor 1 entéao
o estado colapsa e passa a ser (0 ®0) (conforme Postulado 4). Neste sentido
podemos dizer que se o resultado da medigao resultar na autovalor 1, isto
significa que |0 > estd na primeira posi¢gao. Mas, isto implica que o
|0 > esta na segunda posi¢ao. Ou, seja ter

|0 > na primeira posigao determina |0 > na segunda posicao  (2.74)

do sistema composto.

Na eventualidade de se obter o autovalor 0 na medigao, o estado ime-
diatamente passa a ser (1 ® 1) (colapsa). Sendo assim, podemos dizer que
o resultado da medigao resultar em 0 significa que |1 > estd na primeira
posicao. Isto implica que o |1 > também esta na segunda posigao.

Assim, a medicao na primeira posicao sendo feita e resultando |0 >, entao
0 que acontece na segunda estd determinado. Isto significa, neste caso, uma
interferencia de carater deterministico na medicao da primeira posicao em
relagdo a segunda posicao do sistema composto.

Observacgao 2.8. Sejam A,B : C?> — C?, A, B autoadjuntos, definindo
A® B : C?®C? - C?® C2 Considere a medicdo do observavel A ® B
supondo estar sob influencia do estado nao emaranhado ¢ = ¢ ® @,

Suponha aq, a9, autovetores de A associados aos autovalores aj,as e
b1, by, autovetores de B associados aos autovalores (1, 8. Entao os autove-
tores de A ® B s@o a, ® bs e que estao associados, respectivamente, aos
autovaloes «,. 85, 1,8 = 1, 2.

Suponha que ¢ = uja; + usas € @ = v1by + vobs.

Assim, o estado nao emaranhado ¢ ® ¢ tem a expansao

2
¢) @y = Z Uy Vs Gy @ by, (275)

r,s=1

2 _
onde ), . |uyvs|® = 1.
Se vamos agora medir a primeira posicao devemos considerar A ® I, que
tem autovetores
a1 ®ay, a1 Qaz,az @ ay,a @ az,
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associado aos, respectivamente autovalores
aq, 01, 2, 2.
Desta forma temos a expansao

(@) =

UV1 (a1 X (11) + u1 v2 (a1 X (12) + ug Uy ((12 X al) -+ U9 V2 (CLQ X (12).

A ocorrencia da determinacao na segunda posi¢ao do sistema com-
posto, a partir do que ocorreu na primeira variavel (como no espirito do que
ocorreu acima), deveria implicar que ao menos um dos coeficientes u,vs = 0.
Se por exemplo ujv9 = 0, isto implica que, digamos w1 = 0, e assim u; v1
também ¢é zero. Desta forma o a; nao pode aparecer na primeira posicao.
Isto corresponde a propriedade que o unico possivel valor de medicdao de
A®I é ay. O exposto acima determina ¢ = 0 a1+ us as = as nao é aleatdrio
no sentido de (1.24), que como afirmamos, é uma situa¢ao nao muito natural
do ponto de vista quantico (e seria evitado).

Em resumo temos aqui uma situacao diferente do que aconteceu quando
1 dado por (2.73) era emaranhado.

¢

Assim, podemos afirmar que num certo sentido, a partir do que discuti-
mos no ultimo exemplo (observagao 2.8) sob a hipdtese (2.75), a interferencia
anteriormente descrita por (2.74) requereu que

(0®0)+(1®1)
V2

estivesse emaranhado.

A discussao acima é uma preparacdo para o que vem a Seguir.
Apendice: Introdugao a Informagao Quantica

Otimas referencias para a Teoria da Informacdo Quantica sio: [363],
[338], [47], [13], [453], [429], [82], [426], [25] e [345]. No paper [14] é descrito
o uso de certo software que é util na teoria da Infomacao Quantica. No
site [257] é possivel utilizar o computador quantico para realizar pequenas
tarefas (utilizar portas légicas).

Ressaltamos aqui que acao de um computador quantico estd no dominio
aleatodrio, assim, ao tentar resolver um problema concreto, se vai utilizar
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um determinado operador Hamiltoniano H (ou, a agdo de alguma porta
quantica do tipo que serd descrita a seguir), que vai determinar a agao de
um canal quantico sobre um estado @ via uma expressao similar a (2.7). O
ouput é de qualquer forma aleatério e nao precisa ser exatamente a resposta
certa. O processo pode ser repetido, e em geral é ficil testar se algum dos
distintos output ¢é a resposta certa ao problema em consideragao (ver secao
7 em [393]). Por exemplo, no caso de fatoragao de um niimero primo basta
testar via multiplicacao se o output esta correto.

Lembre que convencionamos que [0 >= (0,1) e |1 >= (1,0) (ambos
elementos de C?). Eles sao denominados de qbits em C2.

Nao confunda |0 > com o elemento neutro da soma que é (0, 0).

Na Teoria da Informacao Classica se considera dois bits denotados por
+ e — (um ndmero finito de possibilidades). Vamos convencionar chamé-los
respectivamente de 0 e 1. Na Teoria da Informacao Quéantica é importante
analizar um sistema com dois gbits que sdo os [0 > e |1 > acima. Como
um estado quantico genérico serd a combinacao a|0 > +0b|1 >, a,b € C,
um sistema desta natureza contempla um continuo de possibilidades o que
permite em principio um poder de processamento muito maior do que o
classico. Sistemas compostos desempenham um papel importante na teoria.

De outra forma: as possibilidades de combinacao de |+ > e |— > é nao
enumeravel e nao apenas duas possibilidades + e — como no caso da Teoria
da Informacao Cléassica.

Um sistema gbit que estd no estado 1y = a|0 > +b|1 > tem probabili-
dade |a|? de ser medido o gbit |0 >.

Por notacao
00>= 10> ®[0>, [01>=|0> ®]|1 >,
10>=[1>®[|0>, |11>=1>®]|1>.

Dado um certo estado ¢ = a |0 > +b|1 >, a,b € C podemos modificé-lo
via agao de um operador unitério U e obter assim um novo estado U ().
Nao estamos fazendo com isto uma medi¢ao. Uma medicao seria descrito
pela acao de um operador autoadjunto A = Ej AjPp;. Ao medir por A o
sistema no estado v se obtém como resultado um autovalor de A, digamos
Ao . O estado 1 entao colapsa no autovetor associado ¢s.

Varias operadores unitarios U sao utilizados em Informacgao Quéantica
para preparar um estado ¢ transformado-o em algum outro U(v). Tais
operadores algumas vezes sao chamados neste contexto de portas logicas
(ou, chaves).
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Porta CNOT

CNOT é uma porta légica que age no C?> @ C? de tal forma que se na
primeira posigao aparece um |0 > entdo nao se altera o que estd na segunda
posi¢do (nem na primeira). Mas, se aparece um |1 > na primeira posi¢ao
entao ele troca o que estd na segunda (mas nao na primeira).

Em termos matriciais a acio em C? @ C? é dada por

o O O
O O = O
= o o O
o = O O

Assim, CNOT |00 >= (00 >, CNOT |01 >= |01 >, CNOT |10 >=
11>, CNOT |11 >= 10 >.
Considere o estado 1 no sistema composto

00> 411> (020)+(1®1)
a V2 a V2

que como ja vimos é emaranhado.

Note que CNOT (¢) = w.

(G

Porta Hadamard

Considere H : C?> — C?, descrito pela acio da matriz

m= 7 (4

Neste caso,
0> +]1 >
H(0>) = ——F—,
(0>) ===
0> —|1>
Hl>) =—————.
(1>) ="
Teleporte

O objetivo é enviar com seguranga de uma pessoa a outra a informacgao de
um estado ¢ = a |0 > +b|1 >. Lembre que o estado 1 é uma potencialidade
e, na verdade, s6 podemos ter acesso ao médulo |a|? do estado "recebido” via
a estatistica obtida através de véarias medicoes. Uma otima referencia no
assunto ¢ a secao 3.3.4 em [214].
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Vamos considerar um sistema composto ® € C? ® C? ® C? de 3 gbits
preparado em um laboratério. Dois observadores que sao denominados de
Alice e Bob tem acesso parcial a certos bits do estado .

O vetor |® > esta ordenado como |ABC >, assim A poderia ser |0 >
ou |1 >, mesma coisa individualmente para B e também para C'.

Seja 1 = a |0 > +b|1l > um estado fixado que vai ficar na posicao A.
E ele que desejamos transportar para Alice. Bob vai intervir no processo.
Vamos necessitar usar varias portas légicas no processo as quais irao operar
sucessivamente num certo ® particular.

Alice (que tem acesso apenas a C) - e que inicialmente nao fard nenhuma
medicao - poderd, posteriormente a medi¢ao e uma posterior informacao de
Bob (que tem acesso apenas a BC) a Alice por telefone, receber um estado
na posicao C - e de alguma forma recuperar ¢ = a [0 > +b|1 >.

Um espiao nao teria acesso ao 9 a ser enviado. Uma medicao do eventual
espiao apods a medicao de Bob iria colapsar o estado. Isto seria detectado
por Bob ou Alice. Esta afirmacgao vai ficar mais clara mais tarde.

A maneira de proceder é a seguinte: através do uso de vérias portas ird
se obter (a partir de ) = a |0 > +b|1 >€ C?) o estado

%[{ 00 > ® (al0>+b|1>)} +{ 01> ® (a|l >+b[|0>)}+

{110> ® (@0>-b1>) 1+ { 11> ® (a]l >-bJ0>) }]. (2.76)

em C%2® C? @ C2
Explicaremos mais tarde como se vai proceder apds obter tal estado.

Inicialmente, escolhemos um ® particular, mais exatamente
=9 [0>x[0>=a([0>®[0>x[0>)+b(|1>®|0>x|0>),
ou de forma sintética
® = |00 >=a|000 > +b|100 > .

Assim dado o input 9 que se deseja teleportar para Alice entdao para
comecar o procedimento alguém no laboratério de Bob produz o estado
=400 >.

Alice deseja saber quem é .

Alice tem conhecimento da seguinte sequéncia de chaves agindo em ®.
Isto é feito no laboratério para preparar o estado em uma certa posicao
desejada.
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Primeiro usamos a chave Hadamard Hpg sé na posi¢ao B em |® >. Assim,

@000 > +a 010 > +b[100 > +b|110 >
7 .

Depois, operamos com CNOT s6 na posicao B C:

HB(‘(I) >) = ‘(1)1 >

a]000 > +a |011 > +b|100 > +b|111 >
\/5 )

e ao resultado operamos com CNOT sé na posicao A B:

1By > = CNOTpc (|&1 >) =

a|000 > +a|011 > +b|110 > +b/101 >
7 .

Finalmente, aplicamos a chave Hadamard H4 sé na posicao A em |®3 >,

B3 >= CNOT 45 |0y >) =

‘(1)4 >:HA(|‘I>3 >):

[{ 100> ® (al]0>+b]1>)} +{ 01> ® (a]|l>+0]0>)}+

N =

{10> ® (al0>—=b|1>) } +{ 11> ® (a|l >-=b|0>) }].

Note que 4 tem na posicao C' quatro possibilidades.

Esta sequencia de uso de chaves é um segredo que s6 Alice (e Bob) sabe.

O estado inicial ® nao era apropriado ao procedimento desejado mas,
como veremos, P, sim.

Através de um aparelho o estado ®4 (que estd num laboratério remoto)
pode ser acessado por Bob mas apenas nas posigoes A e B (os dois primeiros
no lattice). Ja Alice tem acesso apenas ao que estd na posicao C.

Este acesso pode ser via uma cabo por exemplo; um que liga o laboratério
a casa de Bob e outro cabo que liga o laboratorio a casa de Alice. Este acessos
nao envolvem nenhuma medicgao.

Bob conhece a expressao de ®4 mas so tem acesso via as posigoes AB.

Entao Bob faz uma medicao do estado &4 = |A BC > apenas no par
de gbits A B (somente a esta parte que ele tem acesso). Suponha que por
acaso a medigao resultou em |01 >, assim, pela expressao (2.76) acima, o
estado ®4 colapsa e passa a ser

01 > ® (a|l > +b]0>).

Se alternativamente tivesse resultado em |10 > entdo, por (2.76) o estado
colapsa e passa a ser |10 > ® (a|0 > —b|1 >).
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Haveriam 4 alternativas de resultado da medicao.
Para fixar o raciocinio suponha que a medicao feita por Bob resultou em
|01 >. Neste caso, o estado colapsa e passa a ser

01 > ® (a|l >+b]0>).

Alice tem acesso (parcial) a este estado colapsado de 3 gbits pela comu-
nicacao com o laboratério, mas apenas na posi¢ao C. Ou seja, Alice recebe
o estado colapsado a |1 > +b|0 > em seu laboratorio C'

Como Alice sabe da forma de ®4 (via a expressao (2.76) ) - mas nao da
expressao explicita de v - tudo que Bob precisa fazer é dar um telefonema
a Alice e dizer que sua medicao na posicido A B do lattice resultou em
|01 >. Entao, Alice recebe na posicdo C' do estado colapsado o estado
a|l > +b|0 >. Ninguem mais tem acesso a esta informacao mesmo sabendo
do telefonema de Bob.

Alice sabe da sequencia de portas utilizadas a partir do inicial 1 para
resultar em |®4 >. Assim, a partir do estado colapsado recebido a|l >
+b]0 > e com a informagcao que Bob obteve a medicao |01 > na posicao AB,
ela consegue identificar que ) = a |0 > +b|1 >.

Se alternativamente, a medigao de Bob tivesse resultado em |10 >, entao
Alice recebe esta informacao via um telefonema de Bob, e, a partir do estado
colapsado (a|0 > —b|1l >) na posigdo C, ela consegue identificar o estado
Y=al0>+b[1 >.

Os outros casos de possiveis resultados da medicao de Bob sao tratados
de forma similar.

Se alguem de alguma forma interceptar o que foi dito no telefonema de
Bob a Alice, mas nao tem conhecimento de que o processo é baseado em
Y =al0> +b|l > e no estado P4, terd uma informagao inutil.

Desta forma o input ¢ é passado a Alice via o procedimento acima. Em
resumo: o que Bob faz é medir as duas primeiras posicoes de ®4 e avisar o
que resultou a Alice.

O estado ¥ = a |0 > +b|1 > é uma potencialidade. Observe que a
transmissao do estado ¢ = a [0 > +b|1 > significa identificar |a|. Desta
forma Bob devera repetir muitas vezes o procedimento acima de tal forma
que muitas medic¢oes de Alice - ao final de cada uma - vao permitir estimar
de forma estatistica o valor de |a|?.

%

Resultados gerais recentes sobre canais quanticos podem ser encontrados
em [44], [57] and [58].
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2.8 Formalismo Termodindmico e Mecanica Estatistica

A Mecénica Estatistica Quantica generaliza o setting da Mecéanica Estatistica
(ver [54], [156], [84] and [130] para descri¢oes bastante detalhadas). Com o
objetivo de auxiliar o entendimento do nosso texto pelo leitor vamos apre-
sentar nesta secao uma breve descricao do ponto de vista matematico desta
ultima teoria em seu caso mais simples: o lattice unidimensional.

O modelo para a Mecanica Estatistica (no lattice unidimensional) pro-
posto por Ruelle [267] é o seguinte: considere um reticulado unidimensional
Z. Cada inteiro esta associado a um estado 1,...,n e uma configuracao do
sistema é uma sequéncia w; € {1,...,n}, i € Z. O nosso espago de con-
figuracdes é, entdo, Q = {1,...,n}%. Este espaco é chamado de Bernoulli.

Dado w € (2 se usa a notagao

w = (.., w_g,w_1 | wp, w1, wa, ..).

O | serve para indicar onde esta o site 0 no lattice Z.
E usual considerar a métrica em () tal que para

z = (.,x_9,2_1|z0, 21,22, ..)

Y= (s y—2,Y—11¥0, Y1, Y2, --)

temos que d(z,y) = 27", onde n é tal que é o indice j de menor médulo
onde as componentes z; e y; sao distintas.
Se n = 2, um elemento em 2 poderia ser, por exemplo,

(., 1,2,2,1,2]1,1,1,2,1, ...).
Por exemplo, se

r=(.,1,2,2,1,2]1,1,1,2,1,...)

y=(.,1,2,2,1,2|1,1,2,2,1,...),

entao d(z,y) = 273.
Ainda, se
z=(.1,2,2,2,2]1,1,1,2,1,...)

y=1(.,1,2,2,1,2]1,1,1,2,2,...),
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entdo d(z,y) = 272
Esta métrica torna 2 compacto.
Por o : ) — € se vai denotar a aplicacao shift.
Por definicao

o((cyw_g,w_1|wo,wr,wa,...)) = (\,w_2,w_1,wp | w1, w2, w3, ...).

O shift ¢ é uma funcao continua em ().

Seja T o espaco de probabilidades invariantes para o shift, i.e., p € T &
w(A) = pu(c=1(A4)), A conjunto de Borel. Este é o modelo da Mecénica
Estatistica no reticulado Z via o shift de Bernoulli. Um modelo mais apro-
priado seria sobre o reticulado tridimensional Z2, mas aqui vamos evitar
situacoes mais complexas.

Seja U : 2 — R uma fungdo continua, que contém a informagao rela-
cionada com alguma grandeza fisica (energia, temperatura, campo magnético,
etc.). Queremos obter agora uma maneira de determinar a distribui¢ao de
Gibbs no reticulado unidimensional infinito de uma forma semelhante a us-
ada no caso finito e que foi descrita no comecgo da secao 1.10.

A funcao U corresponde em Mecanica Estatistica a menos o Hamiltoni-
ano multiplicado por 1/T" onde T' é temperatura.

A distribuicao de Gibbs associado a U serd uma probabilidade v sobre
o espaco Q= {1,...,n}%

Por exemplo, considere uma determinada distribuicao de spins + ou
— de particulas no reticulado unidimensional Z (poderiamos ter escrito 0
e 1 no lugar de + e —, por exemplo). Devemos considerar o espaco de
Bernoulli de dois sfmbolos = {+, —}%, e probabilidades u em . fixado
U, qual probabilidade v é a de Gibbs associada a U? E apropriado considerar
apenas probabilidades em 7 porque nao ha uma razao natural para destacar
um determinado ponto do reticulado como sendo o valor ¢ = 0. Assim, a
probabilidade de Gibbs deve ser invariante por translagao.

Denota-se por | + + = {w = (..., w_1 | wo, w1, ws,ws, ...)| tal que wy =
+,w1 = +}. Da mesma forma,

_|_‘ — 4 = {w = (...,w_1 |W0,W17w27w37"')‘

tal que w_1 = 4+,wg = —,w1 = +}, e assim por diante...

Em principio se estaria interessado em obter a probabilidade de se ter
no lattice Z um spin + na posi¢do —1, um spin — na posicao 0 e um spin +
na posicao 1. Isto seria a probabilidade do cilindro + | — +.

Por razoes técnicas vamos nos concentrar em analisar o lattice ) =
{+, - e ndo Q = {4, —}%. Sob certas hipétese naturais questdes que en-
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volvem o 1ltimo podem ser traduzidas em questées que envolvem o primeiro
(detalhes em [368] segdo 1).

Assim, ++ = {w = (w1, w2, ws,wy, ...)| tal que w1 = +, w2 = +}.

O estado de Gibbs v vai dizer, por exemplo, qual a probabilidade de
ocorrer no lattice N o arranjo wy = 4, wy = —, w3 = +, através de v(+ — +).

Referimos o leitor para [33] e [297] onde sdo analisadas questOes que
envolvem a existencia de estados de Gibbs para lattices de spins de natureza
mais geral.

Exemplo 2.21. Seja Q = {+, —}N. Vamos definir uma classe de funcées U
tal que é constante em cada um dos cilindros ++, +—, —+ ¢ ——. Vamos
identificar + com 2 e — com 1. Sejam pi; > 0, p12 > 0, pa1 > 0, pao > 0,
P11 + p12 = 1, po1 + pao = 1 e defina U da seguinte maneira:

logpao, sew € ++
log pa1, sew € +—
logpi2, sew € —+
logp11, sewe€ ——

Uw) =

Neste caso, assumimos que no reticulado Z existe uma probabilidade pos de
obter um + a direita de um + e uma probabilidade ps; de obter um — a
direita de um +.

Ainda, o modelo descreve um sistema onde existe uma probabilidade pio
de obter um — & direita de um + e uma probabilidade p1; de obter um — a
direita de um —.

Uma pergunta natural é que probabildade sobre 2 tal sistema iré deter-
minar em equilibrio seguindo as Leis da Mecanica Estatistica.

¢

Qual seria o estado de Gibbs v associado a tal U? Vamos descrever aqui
uma versao simplificada do que é apresentado em [402] e [271].

Voltemos agora ao caso geral.

Dada uma funcao U continua em (2, vamos analisar o seguinte problema
variacional. Seja

P(U) = sup {sm) + / Udu},

neT

onde S(u) é a entropia da probabilidade p (ver definigdo a seguir). Diremos
que P(U) é a (ou, energia livre) pressao topoldgica associada a U.
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Gostariamos de encontrar um probabilidade v, definida em todo o espago
), que assuma o supremo mencionado acima. Tal probabilidade serd chamada
de estado de equilibrio, ou estado de Gibbs (ou, distribui¢ao de Gibbs)
associado ao potencial U. Em outras palavras,

P(U) :S(V)+/UdVZS(M)+/UdM, para todopy € T.

O estado de equilibrio v sera definido, portanto, por meio de um principio
de mdximo, ou seja, v maximiza S(u) + [Udp. O potencial U do exem-
plo particular acima mencionado descreve uma certa interacao entre spins
no reticulado, mas o problema faz sentido para U qualquer, nao necessari-
amente como no exemplo. Poderia, por exemplo, depender de mais co-
ordenadas, ndo apenas duas. Vamos considerar na préxima se¢do o caso
simples em que U(w) depende apenas de duas, ou seja de wy e wy, onde
w= (- w_jwowi - -+ ), ou seja, cada spin depende apenas do vizinho a dire-
ita. No exemplo dado abaixo, a solugao pode ser obtida através de Algebra
Linear, ou seja, pela teoria de Cadeias de Markov e pelo Teorema de de
Perron-Frobenius (descrito no Apéndice deste capitulo). Se o U depende de
infinitas coordenadas, ai o procedimento via Algebra Linear nao resolve o
problema; é necessario utilizar [368].

Ruelle mostrou que o que os fisicos denominam de estado de Gibbs, no
caso do reticulado Z, pode ser obtido via o procedimento acima através de
uma escolha correta de U. Diferentes problemas de Mecanica Estatistica
requerem diferentes U.

Se existir mais de uma probabilidade atingindo o maximo acima dizemos
que existe transicao de fase [209] [295] [152] .

A andlise de questoes mais gerais em Mecéanica Estatistica pode ser en-
contrada em [130] [156].

Vamos agora descrever a apropriada caracterizacao variacional do prob-
lema acima.

Para simplificar, no lugar de Q = {1,--- ,n}
N e assim o espago de Bernoulli

Z_ vamos considerar o lattice

Q={1,--,n".

O problema para um U geral definido em Q = {1,---,n}? pode ser
reduzido a este {1,--- ,n} (ver Proposition 1.2 [368]).

Seja uma fungdo potencial do tipo U : {1,--- ,n}N — R, com U(w) =
U(wy,w2), onde w = (wywaws - - - ), isto é, U sé depende de duas coordenadas.
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Vamos considerar aqui apenas potenciais U deste tipo. Este potencial vai
descrever uma certa interagao entre sites vizinhos no lattice N. A pergunta
que desejamos responder é: qual serda a medida de equilibrio associada a tal
interacao? Precisaremos de varios resultados preliminares antes da formal-
izagao completa desta questao.

Um cilindro de 2 de comprimento k& é um conjunto A da seguinte forma:
fixe (al,--- ,ak) S {1,"- ,n}k.

A= {W = (wlv e awkawarla-'awna-") € (wla' o ,Wk) = (ala' o aak)}
Iremos denotar tal cilindro por
A=aa

Seja F a o-dlgebra gerada pelos cilindros de €2 de todos os comprimentos
possiveis [149] [293]. Em geral se define uma probabilidade nos cilindros e
se considera a sua extensao a conjuntos mais complexos na sigma algebra
gerada via o teorema de Kolomogorov [149][293].

Por exemplo, fixados dois ntimeros positivos p; e pa que descrevem a
probabildade p; de sair cara (identificada com 1) e py de sair coroa (identi-
ficada com 2), definimos

—_\ _ _#Ilnasequencia ai---ap __F#2na sequencia ai---ag
p(ar—ay) = py p3 :

Estamos descrevendo desta forma a moeda desonesta com probabilidade
p1, P2, que é lancada de maneira independente.

Sendo assim, ;(11212) = p? p% nos diz a probabilidade de sair a sequéncia
cara, cara, coroa, cara, coroa em cinco lancamentos. A moeda honesta cor-
responde ao caso em que p; = 1/2 = po.

Seja o : @ — Q a aplicacdo shift dada por (ow)r = wiy1, k € N.
Em outras palavras, se w = (w1, w2, ws, ...),

o(w) = (w2, ws, wy, ...).
Por exemplo, em Q = {1,2,3}" temos que
0(1,2,1,1,3,2,.) = (2,1,1,3,2,..).

Iremos a seguir considerar medidas p sobre a o-dlgebra F.
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Definicao 2.26. Diremos que a probabilidade p é invariante para o shift o
se j(e=1(A)) = u(A), A € F.

Vamos denotar por 7 é o conjunto das medidas invariantes [293]. Sabe-
se que T é sequencialmente compacto se consideramos a convergéncia fraca
de medidas [382] [293].

Por exemplo, no caso da moeda desonesta associada a pi, p2, temos que
a i que descrevemos acima é invariante. Por exemplo, note que

o~ \(T1212) = 111212 U 211212

Ora,

p(11212) = p3 p3 = (p1 + p2)ps p3 = P} p3 + P ps =
p(TT1212 U 2T1212) = (o~ (T1212)).

Uma probabilidade invariante descreve uma invariancia por translagao
no lattice unidimensional. Sob outro ponto de vista ela descreve o conceito
de probabilidade estacionaria (ver [252] e [367]). A Mecanica Estatistica de
equilibrio considera apenas as medidas estacionarias (ver [165] e [170]).

Seja k fixo e Ag o conjunto dos cilindros de comprimento k, k£ > 1, que
é uma particao de {2 para cada k fixo.

Por exemplo, se n =2 e k = 3,

Ay = {111,112, 121, 122, 211, 212, 221, 222}.

Defina a entropia da partigao por
Su(Ar) == ula)log u(a) > 0
aeAk

onde escrevemos a = aids,...ag € Ag.
Por exemplo, se n = 2 temos

Su(Az) = — Z p(ar, az, az) log pu(ay, az; az).
a;€{1,2},j=1,2,3

Definimos a entropia da medida (com relacdo ao shift) por

S, (A
s = tim S8 (2.77)

A entropia é um conceito definido apenas para probabilidades invari-
antes. Este limite existe neste caso (ver [367]).
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Pode se mostrar que, no caso da medida p que foi obtida para a moeda
desonesta, a correspondente entropia tem o valor —pq log p1 — p2 log po.

De fato, note que

W(Ar) zzk:< >1 Jlog(py pl) =

J=0

.

log p1 jzijo(k—j) ( ) Py ’pb +logps Z ( > Py Pl

T e (),

para todo 0 < j < k — 1, entao

Zk: < )pl Tph =

J=0

k
E—1 L B
kPlZ( j >pr ]szzplk(pi-l—pg)kl:kpl.

3=0

Trocando j por k — j obtemos que
"k
. i
k’p2:ZJ<j ) Py Py
j=0

Logo,

Su(Ax) = —kp1 logpr — kpa logp,
Desta forma segue a afirmacao.

Dado a funcao potencial U : Q — R, onde U(z1,x2,x3,...Tk, ..) diremos
que ela depende das duas primeiras coordenadas se vale que U (1, 22, 3, ...Tk, ..) =
U(z1,z2) para quaisquer (xi,zo,xs,...Tk,..) € . S6 vamos considerar U
deste tipo aqui. O caso de U mais geral é tratada em [368].

Dado a = (a1, a2, as, ...ax, ..) note que U(o?~1(a)) = U(aj,a;jt1).
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Diremos que U(%,5), 1 < 4,5 < n é a energia de interagdo entre wy e
Wit1 Se Wi = 1, wgy+1 = j. Defina a energia média da particao Ay como

sendo
k—1
E,(Ax) =) (M(a)z U(%%’H))

aGAk j:1
onde a = ay, az, .., G-

Neste caso a interacao é apenas entre vizinhos no lattice. Em Mecanica
Estatistica se deseja saber qual probabilidade que resulta no lattice a partir
de um interacao dada por U.

A energia especifica da partigdo com respeito a U é

o = tim P (2.78)

que é uma funcdo continua e afim. Afirmamos que

culn) = [ U

De fato, pelo teorema ergdédico de Birkhoff (proposicao 2.36) e aplicando o
teorema da convergéncia dominada para a sequéncia de funcoes % Z]k\:ll Uo
ak, temos:

/Udp = /NEIEOO% Z_l U(o? " (w))du(w) = NETOO/% Z_l U(o? ™ (w))dp(w) =

Assim, se a energia livre em Ay para a probabilidade u é
Fu(An) = Su(An) + Eu(An),

definimos a energia livre especifica como sendo o limite em N

o) = ) + eu ) = s(u) + [ Ud (2.79)
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Vamos estar interessados na medida g que maximiza tal valor. FEsta
medida serda denominada de medida de Gibbs do potencial U.

Definigao 2.27. Uma matriz M da forma n por n com entradas nao neg-
ativas é dita (linha) estocastica se a soma de cada linha é igual a 1.

Se todas as entradas de M sao estritamente positivas entao existe apenas
um vetor ¢ = (p1,92,...,n) (todos os p; > 0) tal que P = ¢ (multi-
plicagdo a esquerda) e ainda tal que > 7, ¢; = 1 (ver [252] ou [293]).

O conjunto M C T das medidas de Markov seréd definido da seguinte
maneira. Diremos que u € M < 3 matriz n X n linha estocastica tal que

H(a]n' . ’(IN) = gOalM(al,CLQ)M((IQ,ag) te 'M(aNfluaN%

ai,...,any € {1,...,n}, onde ¢ é o tnico vetor de probabilidade invariante
a esquerda para M (ou seja, o > 0,1 <k <mn, Y ;i =1e oM = ).
Definindo p sobre os cilindros, fica determinada de maneira tnica, pelo
teorema de Kolmogorov, uma medida de probabilidade sobre a o-algebra
gerada pelos cilindros.

No caso n = 2 estamos dizendo acima que vale o seguinte produto de

matrizes
(1 @2) <%g B %g;; ) = (p1 2).

Observamos que a moeda desonesta é um caso particular de probabili-
dade Markoviana.
Suponha que a matriz M seja dada na forma

(hie) wiza )= (12 72 )

Neste caso, o ¢ normalizado que satisfaz a equagao acima é ¢ = (3/7,4/7).
Desta forma

1
w(12212) = py M(1,2)M (2,2)M (2,1)M(1,2) = TR
A maneira certa de pensar é que M(i,j) nos da a probabildade de se
obter um j na posicao a direita de ¢ no lattice.
Usando o fato que ¢ M = ¢ se pode mostrar que tal p Markoviana é
invariante pelo shift. Se M tem todas entradas positivas entao o vetor de
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probabildade ¢ que resolve ¢ M = ¢ ¢é tnico [401] [252]. Pode se mostrar
[367] [293] que a entropia associada é dada por

Z i M(i, j) log M(i, ).

1,j=1

Voltando & fungao potencial U : Q2 — R (que depende das duas primeiras
coordenadas) dada acima, seja a matriz Q = Qu definida por

Q(i,j) =) | 1<ij<n (2.80)

Um potencial U : 2 — R que depende das duas primeiras cordenadas,
isto é, para x = (x9, 21, 22,3, ...), U(x) é constante nos cilindros de tamanho
dois,7, 4,5 = 1,2, ..,n, pode ser identificado com uma matriz U = U (i, j) do
tipo n por n. O leitor pode perceber agora a analogia do que consideramos
neste momento com o descrito na segao anterior (quando falamos de uma
interacao no lattice de spins quanticos para um Hamiltoniano que depende
de duas coordenadas).

A matriz () nao é necessariamente Markoviana mas tem todas as en-
tradas positivas. Podemos entao utilizar o Teorema de Perron-Frobenius
(ver Proposicao 2.34).

Seja assim, A = A(U) o maior autovalor (positivo) de @ e sejam [, r os
autovetores a esquerda e a direita de () correspondentes a A, e normalizados
de modo que I; >0, r; >0,1<i<ne(l,r)=>, lr=1.

Defina a seguinte matriz:

1 Tj

A T
A matriz M = M (U) é positiva e é linha estocéstica. De fato:
QT)\T:Q< Tl,"',rn):>ZQ(i,j)rj:ATi
J

Entao
> M) = Y 506N =5 >0 = A =L
j j !

Assim, associamos ao potencial U, via Q(i,j) = V) | 1 < i j<n
uma matriz estocastica M.
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Observe que M possui um vetor de probabilidade invariante ¢ = (¢1, ¥2, .-, ©n)
Vi = lﬂ“i, 1< < n, (2.82)

De fato,
oM = (lyr1, -+, lyrn) M =

= (pM)i = 3l M(k,i) = szrkig(m)ﬁ _
k

r
k k

T

Ti .
= X;le(kvz) = )\)\lz‘zmli =pi=>pM =9

Note que [; e r; sao definidos a menos de constante multiplicativa e acima
escolhemos ¢ = (¢1,--+ ,¢p) como sendo p; = lir;, i =1,...,ne > p; =1,
w; > 0.

Desta forma, a partir de U obtivemos @ e ¢ que podem definir uma
medida Markoviana v. Esta probabilidade v sera a solucao que buscamos
para o problema de maximizacao da pressao. Note também que associamos
a U um autovalor A\ (via a matriz Q).

Vamos formular a caracterizacdo da maximizacao da pressao e mostrar
que resulta na v. Para U fixo, seja v = v(U) a medida de Markov definida
pela matriz de transicdo M = M (U) obtida acima, isto é,

v(a) = o, M(ar,a2)M(az,a3) - M(ag-1,ax) , a € Ag.
Observagao 2.9. Note que se pode escrever a expressao acima como

V(a) _ €loggzzalJrlogM(al,ag)JrlogM(aQ,ag)Jr...JrlogM(ak,l,ak) . a € A

Os log M(aq,as2) descrevem (na escala log), via a matriz M(i,j), as
probabilidades de elementos vizinhos no lattice. A soma log M (a1, az2) +
log M(as,a3) + ... + log M(aj_1,ai) descreve a probabilidades do sistema
composto (olhando do site 1 até o site k). Na Mecanica Estatistica nao
existe interferencia das probabilidades entre vizinhos no site. Na Mecanica
Quéntica as interferéncias de carater ondulatério nao podem ser negligen-
ciadas, e, assim o produto tensorial aparece como ferramenta fundamental
para descrever tal fenémeno.

%
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Dizemos que o é ergédica para pu (invariante) se 0~ 1(A) = A implica
1(A) =0 ou 1. Pode-se mostrar que a probabilidade v acima ¢ invariante e
ergédica para o shift o (ver secao 11.6 [368], ou [293]).

Afirmamos que sup,er fu(p) = fu(v). Mais precisamente, temos o
seguinte:

Teorema 2.33. Seja U : Q@ — R continua. Entao:

Julp) < log A(U) = log() , VueT (2.83)
e vale a igualdade se e somente se p for a medida de Markov v = v\U)
definida acima.
Em outras palavras

neT

P(U) = sup {S(u)—i—/Ud,u} :S(V)—l—/Udu.

Assim, v € a medida de Gibbs associado ao potencial U.

Demonstracao. Nao vamos mostrar a unicidade da maximizante.
Na demonstracao a seguir, escreveremos v(¥)

Seja v a medida de Markov definida por M, e u € T qualquer.

Sejam M e ¢ definidos anteriormente. Assumimos que para qualquer

cilindro a vale

= V.

v(a) = @aq, M(ar,a2)M(az,a3) - M(agp—1,ax).

Ou seja, v é a medida de Markov associada a M e .
Considere uma p invariante qualquer para o shift o.
Desejamos estimar

o) = st) = eulp) = s(u)+ [ U (2.84)

Primeiro vamos analisar o termo [ Udp.
Para N fixo, considere os cilindros de comprimento N. Entao

N—-1
E.(Ay)= ) (u(a)ZU(ak,akH))

acAN k=1
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Como
M(i,j) = 1Q(z j)T] = leU(i’j)Q 1<4,5<n
’ A ri A ry T ’
entao .
Qi,7) = AM(@i,j)— , 1<i,j<n.
J J

Escrevendo A(U) = A e a =4y, - ay temos:

N-1 N-1 N—-1
Ulak, agr1) = Y log Q(ag, arr1) = log [ | Q(ak, axir) =
k=1 k=1 k=1
N-1
ra
= log M (ag, arq1)A =
k=1 Ak+1

N-1 N-1 N-1 N-1
(log H M (ay, agy1) + log H A+ log H Tq, — log H Tak+l> =

k=1 k=1 = =

N-1

= (N~ 1)log A + log (H M(ak,am)) +log oy — logTay =
k=1

= (N —1)log A + log z;fa) +logrg, —logray

ai
= (N —1)log A+ logv(a) + logla,7a, +logre, —logra,
= (N —1)log A+ logv(a) 4+ logly, —logrq,

Lembre que 4, u(a) =1.
Calculando a energia média com respeito a p obtemos

N-—1
Bu(An) = > u(a) > Ulak, ars1) =
a€AN k=1
= Y u(a)((N = 1)log A+ logv(a) + logla, —10gTay)

a€EAN

= Z w(a) log(v(a) + (N —1)log A + logl,, —logra, .

a€EAN
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Como o nimero de a; € {1,2,..,n} é finito e os 14, e l,, sdo positivos e
limitados, entao existe ¢; e ¢ tal que para todo 7 vale ¢; < log 7,,log l,, <
C9.

Sendo assim,

Z p(a)logv(a) + (N —1)log A + 2¢; < E,(An) <

a€EAN
Z p(a)logv(a) + (N —1)log A + 2ca.
a€EAN

Assim,

- Z u(a)log p(a) + Z u(a)logv(a) + (N —1)log A — 2¢5 <

aeAN aeAN

Su(An) + Eu(A) < = 3 pl@)logp(a) + 3 p(a)logv(a) + (N —1)log A — 2.

a€ApN a€AnN
Observando que o somatdrio

Z wu(a)log % (2.85)

GGAN
é negativo (veja a proposigao 2.35), temos

SEU(AN) = 1 (5u(AN) + Bu(An) < (2.86)

(a) logA  (logly, —logray)

1 v
— log—= +1 - < 2.
N E wu(a)log (@) +log A i ~ < (2.87)
aGAN
log A c1
<log X — —2—= 2.88
< log i N (2.88)

Fazendo N — +00, obtemos a desigualdade procurada, isto é, fy(u)
< log \. Para mostrar a igualdade, observe que o somatério (2.85) é igual a
zero se | = v. Segue dai que

log A &) 1 log A c1
— 2= < — < — — 22— .
2= < —F,(Ayx) <log A 2 (2.89)

log A —

Fazendo N — 400, obtemos a igualdade, ou seja, fy(u) = log\ se
p = v (isto é, se p = v for a medida de Markov associada a U). Isso
prova o teorema.
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0

Apéndice
Vamos apresentar abaixo uma descricao mais precisa de alguns resulta-
dos que forma utilizados acima.

Proposicao 2.34. (Perron-Frobenius) [401] Seja A =|| a;; || uma matriz
com entradas estritamente positivas, 1 < 1,5 < n. Entdo existem A > 0 e
vetores u = (ug, -+ ,up) € v = (v1, -+ ,v,) tais que

1. u; >0,v;, >0, 1<i<n

n n
2. Zaijuj:)\ui,1§i§n62viaij:)\vj,1§j§n
j=1 i=1

(i.e., u € autovetor a direita de A e v € autovetor a esquerda de A).

Demonstragao. Seja A matriz com entradas positivas. Mostremos que
existe pelo menos um vetor v com coordenadas positivas, e A > 0, tais que

n
Zaijuj:)\ui s 1§’L§n
j=1

Considere o conjunto convexo H de vetores h = (hy,--- , hy) tais que h; > 0,
1<i<ne Z?:l h; = 1. A matriz A determina uma transformagao continua
A:H — H, dada por Ah =}, onde

W D= 0ihy
C i Yo aighy

O teorema do ponto fixo de Brouwer [283] nos diz que tal aplicagao possui
pelo menos um ponto fixo. Se u é tal ponto fixo entdo Au = u, ou seja,

Doy @iju;

Dy D iy

Fazendo A =)"" | > =1 ij Uy, obtemos o que queriamos.
. . t_ t t B . .
Considere a matriz A" =|| a;; [|, a;; = aji. Pela primeira parte do lema,

podemos obter \* e v tais que Alv = A*v, ou seja,

U; =
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n
E aj;V; = )\*Ui
j=1

ev; > 0.
Note que (u,v) é um nimero positivo.
Além disso,

Mu, v) = (Au,v) = (u, A) = \*(u,v)

0 que implica A = \*.
O

Proposicao 2.35. Sepi, - ,pr e q1, - ,qr Sao distribuicdes de probabili-
dade, com p; > 0,1=1,---  k, entdo

k
Y gilog L >0
i=1 pi

com igualdade valendo se e somente se p; = q;, i = 1--- |k (por convengao,
escrevemos 0log0 =0).

Demonstragao. a desigualdade é evidente no caso em que p; = ¢; porque
log 1 = 0. No caso geral, observe que a funcao ¢(x) = —x log = é estritamente
concava, pois ¢’ () < 0. Como

k ‘ k
¢<sz-]%> =0} a) = o(1) =0,
! i=1

i=1
entao
Kk

k k k
0= 90(21%%) = o> a) > Zpiw(%) =S piEieg &
=1 i=1 i=1 !

=1 bi bi

Assim, Zle q; log g—i > 0.

Ainda, se Zle q; log g—i = 0, entao pelo que precede

k k
qi 4
@(Zpif) = Zpiw(%)-
-1 P i=1 pi
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Como ¢” < 0, decorre dai que os sao todos iguais. A partir de

4
pi
1= Zle q; = Zle p;, concluimos que p; = q;, parai =1,2,..,k

O

Diremos que uma propriedade vale em quase toda parte (q.t.p.), ou
com probabilidade 1, se o conjunto dos elementos onde nao vale a pro-
priedade tem medida nula.

Lembre que denotamos o conjunto das medidas invariantes por 7, e
ainda, que dizemos que u € T é ergddica se toda vez que A € F é tal que
T~1(A) = A, entdo é porque pu(A) =0 ou u(A) = 1.

Em outras palavras p é ergédica se todo conjunto invariante é trivial
(tem medida zero ou 1).

Proposicao 2.36. (Teorema Ergédico de Birkhoff) [367] Seja T uma
transformacao que preserva medida em (Q, F, ). Seja f fun¢ao mensurdvel
e integrdvel. Entao existe K, u(K) =1 tal que para todo w € K,

. 1
lim —
n—4oo n

AT ) = fw)
k=1

(i.e., o limite existe q.t.p.), onde f € T-invariante e vale que

/fduz/fdu

Se T é ergodica para p entdo f = [ fdu g.t.p.

Note que no caso do shift no espaco de Bernoulli, ou seja T’ = o, o con-
junto K é um conjunto na sigma algebra gerada pelos cilindros. No entanto,
para decidir se um elemento w € {1,2,...,n}" estd ou ndo no K acima, nao
basta ter o conhecimento de apenas um numero finito das coordenadas de
w.

Uma versao do Torema Ergdédico no setting quantico é devida a J. Von
Neumann (ver [435]).

Um espago vetorial X com uma topologia 7 é um espago vetorial
topolégico se a soma é uma funcao continua de X x X em X e se a mul-
tiplicagao por escalar é uma fungao continua de R x X em X. Um espaco
vetorial topoldgico é dito localmente convexo se podemos obter uma base
para a topologia formada por conjuntos convexos.
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Proposicao 2.37. (Krein-Milman) Seja K um conjunto convexo com-
pacto em um espaco vetorial topoldgico localmente convexo. Entdo a inter-
secgdo de todos os conjuntos convexos fechados contendo os pontos extremos
de K € o proprio K.

Em [139] e [140] s@o apresentados resultados que relacionam medidas de
Gibbs do Formalismo Termodinamico com estados KMS.
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2.9 A Integral de Caminho de Feynman

Neste capitulo derivamos uma conveniente representacao para o ntcleo in-
tegral do operador de evolugao de Schrédinger, e~ H/h  Egta representacio,
denominada a “Integral de Feynman”, vem a ser uma ferramenta heuristica,
mas eficiente, para investigar a conexao entre a Mecanica Quantica e Classica.
Referencias gerais mais detalhadas do assunto podem ser encontradas em
Section 20 em [192], [191], [175] [232], [122], [226], [168], [8], [356], [316],
[447], [451] , [26] e [397]. As referencias [98] e [3] se propdem a dar uma
versao abrangente e rigorosa do assunto.

A integral de Feynman descrita aqui explora o ponto de vista Lagrangiano
(existe também o ponto de vista Hamiltoniano).

Fixado o periodo de tempo [0,7] entao os caminhos diferencidveis ¢ :
[0,T] — R™ que sao criticos para a integral da acdo Lagrangeana

T
S(¢) = / L((t), &/ (t)) dt

sao determinados pela equacao de Euler-Lagrange (ver [291] e [292]). Estes
determinam as trajetérias do sistema mecanico sob a acao do potencial V'
quando tomamos o Lagrangeano

m., 2
L(xz,v) = 5 [ = V(z).
Este é o principio de minima agao.
Primeiramente vamos introduzir a Férmula Produto de Trotter.

Seja A, B, e A+ B operadores auto-adjuntos em um espaco de Hilbert
H. Se [A,B] # 0, entdo em geral e/(A+B) £ ¢i4¢iB Mas vale o seguinte
resultado.

Teorema 2.38. Formula Produto de Trotter

Sejam A e B limitados, ou A, B, e A + B auto-adjuntos. Entao, para
Re(M) <0,

AATB) — iy [e*%&ﬂn. (2.90)
n—o0o

Observacao 2.10. O sobrescrito s na equagao 2.90 indica convergéncia
na topologia forte de operadores. Para operadores A, e A num espaco de
Hilbert H, tais que D(A,) = D(A), A,, — A na topologia forte de operador
(e escrevemos lim)_, A, = A) se, e s6 se, |4, — A]] — 0 (na norma de
operadores e restrito ao dominio D(A).)
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%
Prova para A e B limitados:
Podemos assumir que A = 1. Defina entao S5, = e(A+B)/n o T, =
eA/neB/n

Denote R := elAlI+IBI)

Agora, por uma espécie de soma telescépica podemos escrever a diferenca
S — T como segue abaixo

Sp—Tp = s"— TSy + TSyt =TSy 2+ TSy 2+ =Ty =
— ZTIC Sn k— 1

Deste modo,

n—1 n—1
ISz =T = | ST = TS < SIS — TSl <2
k=0 k=0
n—1 n—1
< S RMTROTREVI(S, T = SRV (S, - Ta) | =
k=0 k=0

= nROTV(S, — 1) < nel I (5, - T,

onde 1 segue da desigualdade triangular e do fato que ||A™|| < ||A]|™ para

todo operador linear limitado; a desigualdade 2 segue do fato que definimos
R := eUAIHIBI; 3 & vélida pois a soma é feita sobre k (e ndo n!); para
analisar a passagem 4 note que,

RO-D/m — (S UAIHIBIL < JIAIFIBI

Justificamos, deste modo, a passagem 4.
Note que

S, =eAtB/" — T L (A4 B)/n+ = (A+B) /(n?) + ...

)

T_eA/n B/n_I+(A+B)/n_|_ (A2—|—B2+2AB)/( )+ .....

Assim,

Sy — T, = — (BA— AB) +

2n2
Usando a expansao em série de poténcias do operador exponencial, vemos
que ||S, — Tyl = O(1/n?) a assim que [|S? — T?|| — 0 quando n — co.
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o

Considere uma particula em R? descrita por um operador auto-adjunto
de Schrodinger

h2
H=-——A+YV. 2.91
o 8T (2.91)
Lembre que a dindmica de uma tal particula é dada pela equagao de Schrodinger
o
h— = Hz. 2.92
S = Hy (292)
Relembre também que a solucao para esta equacao, com a condicao inicial
Yli=0 = o, (2.93)
é dada em termos do operador de evolucao U(t) := e~ ™" quando
¥ = Ut)o. (2.94)

Usaremos a seguinte notacgao: dado um operador integral A
vamos denotar por A(z,y) seu nicleo (ou, kernel) integral.

Assim se K é um operador integral, com nitcleo K(z,y), ele leva fungoes
() em fungdes [K(¥)] (y) = K¥)(y) = [ K(z,y)¥(z)dz = ¢(y). Ou scja
K() = 6.

Desta forma, dado 9 (z), temos que ¢(y) = V(¢) (y) = V(y)¢(y).

O operador V pode ser considerado integral via o ntucleo degenerado
V(z,y) = V(z)d,(2). Da mesma forma, e (z,y) = V@ §, ().

Nosso objetivo neste capitulo é entender o operador de evolugao U(t) =
e "Ht/h ghtendo uma conveniente representacio de seu nicleo integral. De-
notamos o nicleo integral de U(t) por Ui(z,y) (também chamado de
propagador de z a y).

Fixados ¢ > 0 e pontos z,y, considere a classe dos caminhos ¢ tais
que ¢(0) = z e ¢(t) = y. Desejamos descrever o nicleo integral Uy(z,y)
atraves da acao S de caminhos ¢ em tal classe, ou seja, através de expressoes

$(6,6) = Jy { 216()2 = V(6(5)) } ds.

Uma representacao da exponencial da soma de operadores é fornecida
pela Formula Produto de Trotter (comforme teorema 2.38). A férmula pro-
duto de Trotter nos diz que

) (Rt A s
e_ZHt/h’:eZ(2mA Vt>/h: lim K7, (2.95)



340 Tépicos Selecionados de Mecénica Quantica Cap. 2

onde
iht _ iVt

KTZ = €2mnAe hn (296)

Note que os operadores —V e /A nao comutam.

ik iV

Seja o operador K,, = emmnle T e K, (z,y) seu nicleo integral.

i htA i htA
Denote por eomn (z,y) o kernel integral do operador eomn .

, . A 1 . i
N?/t(e)que o nucleo integral de A =e™ ain =) (—’hv—nt)” é Az, y)

1V (x)t
=e hn y(x).

Vai seguir da préxima proposi¢ao que

n n!

ihtA iV (x)t

Kn(z,y) = ezmn (z,y)e” mn . (2.97)

Note que

Lembre que (Prop. 0.3) se K; e K2 s@o operadores integrais (com ntcleos
K e K, respectivamente), entao o ntcleo integral de KK = K19 é

K(z,y) = y Ko(x,2)K1(z,y)dz. (2.98)

Suponha que K tenha nicleo integral K. Portanto, da proposicao 0.3 so-
mos levados a concluir (de modo iterativo) que o niicleo integral do operador
K é

Kn(l',y):/~~'/K(J},JJ)K(JJ,J&)'~~K(Jln72,xn71)K(xn71,y)dJ§1~~~d1}n71.

Concluimos dos resultados acima que

Ui(z,y) = lim /---/Kn(x,xl)---Kn(xn_z,xn_l)Kn(xn_l,y)dxl---dmn_l. (2.99)

Determinando Uy(z,y) estaremos determinando a acdo de e~ *t/h

estados 1.

em
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No que segue aparecem integrais improprias que nao convergem. Mas
elas convergem no sentido de distribuigoes. Em geral, Uy(x,y) vai ser um
ntcleo no sentido de distribuigoes.

Vimos anteriormente (segdo 1.5) que para toda funcao de onda 1 bem
comportada vale

) _d/2 im|r—y 2
@E0m = () [ v (2.100)
Rd

m

Logo, substituindo (2.97) e (2.100) em (2.99) temos, definindo xo = z e
xn, =y que (ja que (2.100) vale para V1))

2miht d/2 ’m”“n w12 V(Tn 1)t
Ut(z,y) = (g, xn) = nll>moo/ /( ) 2ht dz, _1e An X
omiht\ —d/2 immnlry_q1— ‘”n—2‘ S V(zp o)t
X (—> e 2ht dzn,257L hn X o0 X
mmn
omikt\ —d/2 im,n\ml—m)\Z V@)t
X ( ) pIa deie VTR =
2wikt\ —nd/2
llm / /d:tl cdxg, 1 ( :Z:z > X
i |1 — 5 l? V() t
x - s = it 1N 2)) =
P Lkgo mn 2t ke n
i 2miht\ —nd/2
onde
”Zl [Th1 — 2 t
Sn — mn — V(xk.)— . (2.101)
P 2t n
Resumidamente
. —nd/2
. i 2miht
Ui(z,y) = lim [ - [ ewn dry - - drp_q, (2.102)
n—o0 mn

com S,, dado por (2.101) e z = xg e y = x.

Defina a funcao linear por partes ¢, tal que ¢,(0) = = = zg, ¢n(t/n)
=1, ,¢n(t) =y = z,. Obtemos assim um caminho linear por partes
ligando o ponto inicial x ao ponto final y. Fica assim determinado pelo pro-
cesso de discretizagao temporal caminhos poligonais que em algum sentido
vao capturar a essencia do fendémeno fisico no limite n — oc.

Entao,

* M

n n n)|?
{ 6 k+1)t{t/)n )2¢ (kt/n)| _V(%(m/n»}t/n. (2.103)
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Note que 5,, é uma soma de Riemann para a agao classica

tem
S(6nnt) = [ {F190P = Vients)} ds (2104)

do caminho ¢,,. Assim, fazendo n — oo, temos que (2.103) converge a acao
do caminho classico ¢ entre o tempo 0 e t:

S0 = [ {136 - Viote i

A expressao |6(s)[> =V (¢(s)) descreve o Lagrangiano do caminho ¢(t)
de uma particula sob a acao de um potencial V.

Assim, no procedimento descrito acima dado ¢ e n associamos a ele seu
caminho poligonal ¢,,. A seguir fazemos o limite em n da soma de Riemann
até a integral que envolve ¢.

Uma descrigao heuristica do procedimento acima se faz necessario neste
momento. Existem muitos caminhos diferenciaveis ¢ ligando em tempo ¢ o
ponto x ao ponto y. Fixado o Hamiltoniano e ¢ > 0 desejamos associar uma
certa medida tomando valores complexos para ”tubos” de possiveis caminhos
¢. Esta medida teria uma espécie de densidade de tal forma que para cada ¢

se associaria o nimero eiS(;f’t), onde S(¢,t) = fg {%\gf)(s)\? - V(¢(5))} ds.

Assim, alguns caminhos vao ter um peso relativo maior dependendo de
iS(o,t)

S(¢,t) que os outros. Note que e~ »  nao é um nimero real mas con-
tribuira via interferencia de forma semelhante ao que mencionamos na segao
1.1. O ponto fundamental é que o kernel do operador integral U; pode
ser expresso (via uma aproximagao em que se discretiza o tempo) quando
n — oo por integrais sobre caminhos poligonais.

Deste modo, mostramos que

Uy(z,y) = lim /"D, (2.105)

onde P!, ; é o espago (n — 1)-dimensional dos caminhos ¢;,, com ¢,(0) = z
e ¢n(t) = y, e que sao lineares nos intervalos (kt/n,(k + 1)t/n) para k =
0,1,....n—1,¢

2w iht
nm

—nd/2
D%:( ) A (t/n) - dbn((n — 1)t/m). (2.106)
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Heuristicamente, quando n — oo, entao, ¢, aproxima-se de um caminho
¢, ligando o ponto inicial = ao ponto terminal y (no tempo t), e S,, — S(¢).
Dai, podemos escrever ”formalmente”

Uy(z,y) = / e SN/ D, (2.107)
Py

»Yst

Onde, fixados z,y,t, temos que P, ,; ¢ um espaco de caminhos de = a y,
definido como

Pryii={¢:[0,t] » R?: /O 6> <00, ¢(0) =z, ¢(t) =y} (2.108)

A equagdo (2.107) é a Integral de Caminho de Feynman. A expressao
formal envolvendo D¢ nao é, de fato, uma integral, na acepcao de
Teoria da Medida (conforme [149]), mas uma expressao formal cujo sen-
tido estda dado via um limite por 2.105.

Em [128] o autor apresenta uma descrigao explicita da integral de cam-
inho no caso do péndulo.

Para x,y,t fixos o valor da expressao 2.107, quando & — 0, é similar a
andlise do método da fase estaciondria (ver [116]). Este t6pico serd analisado
nas proximas segoes e vai desvendar uma interessante relagdo (no limite
semicldssico) com o principio de minima agao.

Observe que se desejassemos calcular para t fixo o traco do operador
integral Uy seria natural calcular [ Uy(z,z)dz e assim a integral de caminhos
acima deveria tomar em conta apenas caminhos fechados em P, ; ¢

O andlogo desta forma integral quantica descrita acima (2.107) em Pro-
cessos Estocdsticos é o que se chama de Brownian bridge (ver [239]). Neste
caso nao é uma expressao formal e a correspondente medida (real) estd bem
definida.

Observamos que nao existe do ponto de vista da Fisica uma trajetéria
que varia continuamente e que descreve o caminho seguido pela particula
quantica. No entanto, o formalismo matematico acima descrito (fazendo de
conta que tal acontece) fornece ferramentas que sao usadas com sucesso
em varios problemas que envolvem aplicacbes importantes da Mecanica
Quantica (ver [184], [394], [122], [397], [316]).

Note que se V = 0 entdao e *™/" = K" Logo a sequencia (2.29) deve
ser constante.
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2.10 Sobre a amplitude de Feynman

O formalismo de integrais de caminhos, sobre o qual as amplitudes de Feyn-
man estao baseadas, descreve algumas situagoes interessantes e esclarece-
doras. Desejamos compara o setting Quantico com o setting Classico, em
particular com o principio de minima agao (ver [12], [2], ou [291]).

Considere o seguinte experimento: temos um emissor de fétons (a dire-
ita), um detector (& esquerda), e abaixo um espelho (figura 2.1). Supondo
que temos uma barreira (ao centro) entre o emissor e o detector (assim a
luz emitida ndo pode ir diretamente para o detector) concluimos, apés uma
andlise classica, que todo féton que atingiu o detector foi refletido pelo es-
pelho, e além disso, deve ter sido no seu centro, pois o angulo de incidéncia
é igual ao angulo de reflexao, e tanto o emissor como o detector estao a
uma mesma distancia da barreira. Isso é o que observamos quando faze-
mos experimentos com um feixe de luz. Entretanto, quando temos apenas
uma particula, o formalismo das integrais nos mostra um outro aspecto do
fendmeno: devemos considerar todas as trajetorias “possiveis’para a luz.
Em outras palavras, nao devemos supor que a luz anda apenas em linha
reta, e muito menos que ela sabe qual o caminho mais curto! Mas para fins
de simplificacao do problema, iremos supor que a luz percorre apenas linhas
retas e a situacao que iremos considerar é: um féton, incidindo e refletindo
em qualquer angulo e em qualquer ponto do espelho.

“Boaelf
[ |E

Figura 2.1: Dois caminhos para o féton. Sabe-se que o caminho em que o féton atinge
o espelho no centro nos fornece o menor tempo, mas nao é correto dizer que os outros
pontos sdo proibidos, ou que nunca irdo ocorrer. Teoricamente, é possivel que um féton
atinja outro ponto do espelho (embora a probabilidade seja pequena, e, em grande escala,
descobrimos que as amplitudes de probabilidade destas alternativas se cancelam).

Observamos que o foton nao tem uma massa intrinseca detectével e se
desloca na velocidade da luz; de qualquer forma o raciocinio heuristico que
descrevemos a seguir € esclarecedor.

A principio pode parecer estranho supor que um féton atinge uma parte
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qualquer do espelho. Isso nos leva a uma pergunta: como poderia o féton
saber qual é o caminho mais curto e por que ele escolheria tal caminho? A
figura 2.2 nos fornece um grafico que indica os tempos necessarios para um
féton sair da fonte e chegar até o detector.

No presente caso V = 0e S(¢,t) fo { } ds. Para cada possivel

caminho ¢ a ”den51dade complexa”’da probablhdade local associada a este
ponto é da ordem de e'n 5@ Para calcular a probabilidade de um feixe de
caminhos devemos mtegrar ein 5@ nos possiveis caminhos ¢. Na verdade,
esta ”integracao”é um limite de somas de Riemann.

Nosso objetivo é mostrar que existe maior probabilidade da particula
quéantica bater na regiao central do espelho. Ainda, a medida que & fica pe-
queno, entao esta probabilidade fica cada vez de maior intensidade (quando
comparada com as outras possiveis regides onde ela bate). Isto pode ser
interpretado como uma justificativa do Principio de Minima acao classico
(via o limite semi-cldssico). Note que como nao existe um potencial V' no
problema em consideracao, podemos manter, alternativamente, h fixo e con-
siderar que massa vai a infinito e a mesma propriedade vai ocorrer.

E natural assumir neste modelo simplificado que a velocidade [|¢(s)|
= ¢, Vs, é constante. Se v(¢) é o comprimento do caminho ¢ entao t ¢ = y(¢),
onde t é o tempo que o caminho leva de D a S.

Vamos assumir que numa certa regiao determinada por um feixe de cam-
inhos, a soma

200 200 200

|Zei%5(¢j7 |Zel tj 1 c? 2 = |Ze 500 |2,
j=1

da uma boa aproximagcao das probabilidade (ap6s normalizagao) envolvidas.
Com isto queremos dizer que a probabilidade P; de ser atingida uma regiao
central do espelho (por exemplo G na figura 2.2 contendo, digamos, dois
pontos de batida) seria aproximadamente
101 i1 me
|2 k=100€" R ?
|58 e e 2

Por outro lado, a probabilidade P, de ser atingida uma regiao localizada
na ponta do espelho (por exemplo M na figura abaixo contendo, digamos
dois pontos de batida) seria aproximadamente

200 il mc
|2 k=199 €7 2 7(4e) ‘2
|55 e ) 2
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Note que o tamanho de M e G no espelho sao os mesmos.

Observe que os valores dos comprimentos v(¢r), para k tal que k =
100,101, sdo bem menores que os valores dos comprimentos v(¢y), para k
tal £ = 199, 200. Mas isto por si s6 nao é suficiente para explicar o fenémeno
a ser entendido.

O valor do quociente P»/P; deve ser estimado por

101 ;
| > k=100€¢"

i
‘ 25020199 it 5@ 2 ’

(a)

(b)

A B C D E F 6 H I J K L M

Figura 2.2: Vamos dividir o espelho em partigdes de mesmo tamanho. (a) Todos os
caminhos possiveis. (b) Tempos associados aos caminhos. O importante aqui é notar que
a diferenca entre os tempos associados a dois pontos do centro, digamos F' e GG, é menor
do que a diferencga entre os tempos associados a dois pontos dos extremos, digamos A e
B. E exatamente isso que determina o fato que no mundo cldssico (h pequeno) apenas
observamos a luz gerando angulos de incidéncia e reflexao iguais.

Daremos uma explicagao informal sobre o que acontece, devida a Feyn-
man (mais detalhes podem ser vistos em seu livro de divulgacao QED: The
strange theory of light and matter, Princeton University Press, 1985). A
reflexdao da luz é um fenémeno que envolve uma certa porcao do espelho.
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Com isso em mente, observamos o seguinte fato: a diferenca entre os tempos
associados a pontos préximos do centro (regiao entre E e I) é menor do que
a diferenca entre os tempos associados a pontos dos extremos do espelho
(perto de A ou M), veja a figura 3. Isso significa que a diferenga de fase
entre as exponenciais associadas & amplitude de Feynman (ver a expressao
obtida nas integrais) é pequena para pontos proximos ao centro, e logo temos
amplitudes de probabilidade que contribuem para uma amplitude maior e
logo, uma probabilidade maior; nos extremos, a variacao de fase é maior, e
existe uma contribuicdo menor de amplitudes, o que confere a esses pontos
uma menor probabilidade. Vamos elaborar sobre isto.

De fato, suponha para simplificar que se tenha a diferenca y(¢101) —
Y(100) = 0.03 e também a diferenga y(200) — Y(p199) = 0.3.

Assim, obtemos

P, |1get mos

9

que por razoes elementares de trigonometria é bem pequeno. Note que
-1 mc
(]

1l me ’ J ; i L mec
14+e€'n 27 =2 éo maximo valor possivel de 1+ €' 2 * (para valores
pequenos positivos de x).

A B C DD E F G H
= N vV N 2 5 A 3

1 I E L M
N UL KN D

Figura 2.3: A cada caminho possivel é associado uma seta de um certo tamanho fixado.
A diregdo da seta varia a medida que o tempo muda. Nesse sentido, somar amplitudes
estd associado a somar setas. Assim vemos que a maior contribui¢do para a soma total
ocorre entre E e I, onde as diregoes sao quase as mesmas porque os tempos dos caminhos
naquela regido sdo quase 0s mesmos.

Logo, o centro é a regiao onde ocorrem pequenas variacoes de fase e onde
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é possivel obter uma amplitude considerdvel. Observe na expressao acima
que a medida que a massa m cresce (ou, h decresce) se amplifica a diferenca
entre P; e P,. E é por isso que podemos dizer, aproximadamente, que a
luz percorre a trajetéria em que o tempo é minimo (também, nao ¢ dificil
provar que no caminho onde o tempo é minimo, o angulo de incidéncia é
igual ao angulo de reflexao).

Vamos agora calcular alguns exemplos concretos.

Exemplo 2.22.

Para entendermos o formalismo das integrais de caminho de Feynman,
vamos comegcar pelo caso mais simples que é o caso de uma particula livre
em uma dimensao. Sendo assim, a funcao potencial é identicamente nula,
ie, V(x) = 0. Consideremos uma particao do intervalo [0,¢], digamos
{0,t/n,2t/n,...,(n — 1)t/n,t}, vamos também definir como anteriormente
T=1ITpey= =Ty

Neste caso, a acao 2.101 pode ser escrita como

— m (@41 — 2p)?
ZE O

Portanto, por 2.102 temos

. omiht\ "?
lim / / ( ik ) dri - drn—1 =
n— o0
n/2 e
lim / / <27”ht) e Tt Zk=3(2k+1—lk)2d$1 coodTp_1.
n— o0

Facamos uma mudancgao na variavel de integracao como segue

mo= ()

Ut(xvy)

Logo, o propagador tornar-se-a

omiit\ "2 rmny -5 O
(DD -1 Yk) .
U ( fnhm / / < ) (int) e &k=0 dy1 dyn—1.
Vamos analisar, para cada k € {0,...,n — 1}, o resultado da integral

anterior com o intento de encontrar resultados que nos esclarecam sobre o
fendmeno fisico subjacente.
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Ora, para n = 2 temos

. 2
I = /OO dy 11 =v0)* +(w2—y1)’] — /°° dy1e2{2<y1*W> +%(y2*90>2] —

—0o0

A .12
— e%(y2—y0)2 v )
2

Prosseguindo,
o o

L, = / / dyy dyoellW1—v0)* (w2 —41)*+(ys—v2)°] =
—o0 J —0o0

. \1/2 poo ,
— <ﬂ> / dy2€%(yryo)2+i(y3fy2)2:

—00

2 —o0
. 1/2 i 2,

= <ﬂ) /oo dy2€3?<92_—y0-§2y3) +3(ys—v0)? _
2) )

L N1/2 e N1/2 . 2
_(imNP (2N (G2 s
2 3 3

Pelos calculos de I e I somos levados a deduzir que

ne1N 12
L1 = <(z7r) 1) e n—u0)”,

n

Donde que, o propagador Us(z,y) vem a ser

- _n _ (n-1) . \p—1\ 1/2 ;
Ut(fC,y) = lim < tht) ’ (mn> 2 <(27T) ) eZ(Q/n—yO)2 =

n—o0 mn ﬁ n
— lim (ﬁ)lh (im) "V 2emn—w0)? 1
n—oo \2h t
_ [m/rp(ﬁﬂﬂy
2iTht ’

mn

onde y, — yo = (ght)l/Z L.

A igualdade 1 deve-se a mudanga de variavel de integracao feita ante-
riormente, bem como ao fato que definimos zg = = e x, = y. Portanto, o
propagador para o caso de uma particula livre movendo-se em uma dimensao
tornar-se-a, finalmente

11 et
2iht

U(x,y) = [
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Mais geralmente, quando tivermos o caso em que ¢,(tg) = = = xqg e
on(t) = y = x, a expressao anterior toma a forma

m 12 Ty (2—v)?
[om ~ Tz Y
Uty (2, y) [22' wh(t — to)] ’ O |

Além disso é interessante observar que a expressao de U;(x,y) pode ser
identificada com uma distribuicao gaussiana, cuja variancia é proporcional
a v/t, sendo assim, se tomarmos o limite de ¢t — tg, obteremos uma Delta de
Dirac em torno da média xg, i.e., Us(z,y) = é(x —y), quando ¢t — 0.

Este fato estd de acordo com a nossa intuicao sobre o problema em
consideragao.

Exemplo 2.23.

O Oscilador Harmoénico Simples (OHS) é um dos problemas classicos
de maior interesse estudados pela mecanica quantica. Neste exemplo va-
mos calcular a integral de Feynman deste sistema com o intento de obter
o propagador U(x,y) de um caminho conectando os pontos z(0) = x e
z(t) = y. E produtivo observar que, segundo nossa abordagem, o resultado
serd dado em termos de um produto infinito de aproximacoes parciais de
fragoes continuas.

A agao S(z(t)) de um particular caminho conectando os pontos z(0) = =
e z(t) = y determina a amplitude de fase. Para calcular U;(z,y), devemos
somar (integracao) as amplitudes de todos os caminhos. Como vimos no
texto Uy(x,y) é dado por 2.107, onde

t
S(a(t), 1) = /0 L(z(s), (s), s)ds, (2.100)

e L(z(s),(s),s) é o Lagrangiano do sistema, que no caso de um OHS uni-
dimensional é dado por

1 1
L(z,i) =K -V = §mi‘2 - §mw2x2. (2.110)
Consideremos como no exemplo 2.22 uma parti¢do do intervalo [0,¢] do
tipo {0,t/n,2t/n,...,(n — 1)t/n}. Entao, a agdo 2.109 pode ser expressa
como o limite de uma soma de Riemann em termos das varidveis de inte-
gragao i, Ts,...,Tn—1 como segue (aqui também estaremos supondo que
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2(0) =z =0 e 2(t) =y = )

OM

n—1 2
T4+1 — Tk
——— | (t/n)—-V t . 2.111
[ (Z=28) ) = Vi) e/m) (2.111)

Estamos agora na posicao de substituir 2.111 em 2.102 para iniciar o
processo de integracao. Entretanto, facamos a seguinte mudanca de variavel

y(s) = z(s) — x(s), (2.112)
onde x(s) representa o caminho seguido pela particula cldssica (trajetéria
cléssica) e y(s) representa o afastamento entre os caminhos z(s) e x(s) (a
variagao).

A trajetoéria x(s) de um OHS unidimensional classico sujeito as condi¢oes
de fronteira x(0) = = e x(t) = y (para cada t fixo) é dada pelo solugao da
equacao diferencial de segunda ordem

X +w’x =0, (2.113)

ou seja
ysin(ws) + x sinfw(t — )]

x(s) = o) , (2.114)

assim y(0) = y(t) = 0.

Todo este arrazoado foi feito porque é possivel mostrar que para qualquer
hamiltoniano quadratico em x e & a mudanca de varidveis 2.112 nos permite
separar o propagador em dois fatores, a saber

) 0
Ui(z,y) = e%SCl/ en3WO) Dly(¢)). (2.115)
0

Vamos elaborar sobre isto. Mas antes note que o limite de integracao
acima nao deve ser tomado literalmente (é apenas uma notacao)! Escreve-
mos desta forma apenas para lembrar ao leitor que todos os caminhos y(t)
sao nulos nos extremos.

Escrevendo um caminho qualquer ¢ € P, , ; como uma variagao do cam-
inho cléssico ¢, ¢ = P + Pvar, onde Gpor € Poo ¢, temos

S ((b,t) ((bcl + (bvara / %kbd + ¢var|2 - ﬂkﬁcl + ¢var| ds =

=S (e1, t) + S (dvar, t) / <]5¢1, ¢Uar> — mw? (¢er, ¢Uar>] ds =
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= 560+ 5 (Goart) = [ (Bt bvar) + (0] dt

+ <¢cz,¢var> ;

—_——
=0

= S(¢,t) = S (fers t) + S (Dvars t) (2.116)
onde usamos que o caminho cldssico satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange

¢cl = _w2¢cl-

Pode ser mostrado que a agao classica é dada por

S(¢er t) [(2* + ) cos(wt) — 2xy]. (2.117)

L w
~ 2sin(wt)

Toda dificuldade reside em calcular o segundo termo de 2.115. Agora, o
termo integrando de 2.115 pode ser resolvido utilizando-se a expressao 2.102
e 2.111, no que consiste

up = lim ( mn )n/2 = - - eié"%f ZZ;S [(yk+1—yk)2—w2(%)2y£] %
n—oo \ 274 ht oo Cood oo

Xdyldyg A dynfl, (2118)

onde yo = y(0) = 0 e yn = y(t) = 0.

Procedendo de forma andloga ao que fizemos no exemplo 2.22 vamos
analisar o resultado da integral iterada para cada valor de k. A integracao
sobre y; envolvem somente aqueles termos da soma que contém y; todos
os outros sdo tratados como constantes e podem ser fatorados. Assim, a
integral em y; assume a forma

I = /oo ei;nTtn [(y27y1)2+(y1*yo)2,w2(%)ny]dyl‘ (2.119)
—00

Tal integracao é resolvida completando-se os quadrados no expoente (ou
utilizando-se um recurso de computacao algébrica, onde podemos citar o
Mathematica que particularmente usamos.) obtemos

mn \~1/2 imn [(y2+y2)—l(y2+yo)2]
I = ( ) ant |[\Y2TY% )% , 212
L=a 2mwiht c ( 0)

onde ¢; = 4/1/7 e onde

(2.121)
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A segunda integral (envolvendo y») pode ser escrita como
L= / / exp {(Z;;:) ((ys — y2)® + (g2 —1)* + (y1 — yl)Q)} X
. ) , )
X exp |:(Z727;/in) <_w2 <£) y% _QJQ (i) yg —w2 (i) y§>:| dyldy2.

Agora, levado em conta a equagao 2.120 vem que a expressao anterior
tornar-se-a

e )‘1/2 /°° S (w2 (£)%03]
2miht oo

o |3+~ L (atw0)?] dyo (2.122)

cuja solugao é

I — ( mn )-1/2 ( mn )-1/2X
2T 2w i ht “l 2w i ht

immn
2ht
Xe

W3 +(1=1/2)93)~ <(_1—>> (y3+(%)y0)1
vy

(2.123)

onde co = 771 1. Este procedimento é repetido para todo y;, até y,—1.

~

Apés poucas integracoes um padrao jé aparece. A p-ésima constante c,,
pode ser escrita como:

(2.124)

onde o simbolo p indica que o padrao segue até o p-ésimo denominador. O
radicando em 2.124 é reconhecido como a p-ésima aproximacao parcial da
fracdo continua,

A= (2.125)

onde a fracdo extende-se a um numero infinito de denominadores. Apds
n — 1 integracoes, o resultado do processo de integracao multiplicado pelo
fator normalizante (mn/2miht)"/? é

—(n—=1)/2 -
— ) Y e 2t [+ Fn1v3)—ch 1 (yn+TT;Z] SGo)] o



Cap. 2

354 Tépicos Selecionados de Mecénica Quantica
n/2
) , (2.126)

( mn
2w i ht

onde F},_1 é uma funcao finita de um ntimero finito de aproximagoes parciais
Mas, como mancionamos anteriormente yy € yn

2

da fragao continua cZ.
devem ser ambos nulos, portanto vale que
¢ B[ Wa A Faawd) =y (v + 1= wo)] _ g (2.127)
Assim, substituindo 2.126 em 2.115 o propagador fica
1/2
(2.128)

m 1/2 150l 5 n—1 )
Unlw,y) = (2mht) er ”chp
pi

Escrevendo esta mesma expressao explicitamente em termos de v vem
1/2

/2 4 1 1
Ut(a:,y):( n ) enSCl lim [n= T T T
27 i ht n—oo 77_;7_ —T 0 Bl S—
" 7 "’_,y_—l_
.'~n71
(2.129)

Resolver o limite que aparece em 2.129 nao é trivial pois v = y(n) (veja
2.121). Apés um enfadonho trabalho, utilizando um recurso de computacao

algébrica, é possivel mostrar que
(2.130)

Usando o limite 2.130 teremos que a forma final para o propagador do

OHS unidimensional seré
U (l‘ ) _ mw 12 e#@[(@"?—l—y%ws(wt)—?wy] (2 131)
n&Y 27 i hsin(wt) ' '
%
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2.11 Um paralelo com o Movimento Browniano

O movimento Browniano unidimensional (comegando no ponto zy € R)
é processo descrito por uma familia X;, ¢ > 0, que ,”simplificadamente”,
afirma que a probabilidade de encontrar uma particula na reta no tempo ¢
na intervalo [a, b], dado que no tempo 0 estava em xg, é dada por

/ b T e = P(X, € [a, )
e t €T = a, .
a \/E 2m ‘
Referimos o leitor a [239] e [252] para uma descrigao mais completa,
precisa e formal do assunto.
Note que quando t se aproxima de zero a probabilidade associada a

X; se aproxima da Delta Dirac em zg. A densidade de probabilidade
—(z—zg)?
1 . = A
_— 2 —
T v t descreve uma Gaussiana de média x( e variancia v/t. A me

dida que t cresce a particula tem maior probabilidade de ser encontrada em
regides mais distantes de xy. A analogia com a particula livre da Mecanica

Quantica é transparente.

—(z—zq)?
Note que ¢(t,z) = NG 1/% e~ 2t satisfaz a equacao do calor

op 1 0%
ot 2 0
Considere uma funcao continua V : R — R. Entao, existe uma funcao
Q(z,t), tal que, para todo t e todo intervalo [a, b]

: b
E{elo VX . X, € [a,b]} = / Q(t,z)dz.

A funcdo Q(z,t) satisfaz (ver chapter 15 em [253] e [238]) a equagao
parcial
0Q 10%°Q
—F =-- + VaQ.
ot 2022 Ve
Em resumo, existe uma certa analogia entre a Teoria das Difusoes em
Processos Estocasticos ([253] chapter 15.11 or [236]) e a Mecanica Quantica

(ver [341] ou Lecture 14 in [83]). Na equaca@o diferencial parcial associada

. . . . 2
a cada correspondente sistema existe uma mudanca de sinal, ou seja, %‘?97%2
1 02Q
troca para —55-3.

2
tlo7@ . L .
Para todo t fixo, o operador e 2922 | é estocastico (leva densidades em

densidades). Na Mecéanica Quantica os operadores unitarios (por exemplo
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2
222 ) desempenham o papel dos operadores estocasticos (levando ele-

mentos da bola unitaria do espago de Hilbert no mesmo conjunto).

Q
Q

ti
e

I

Os estados estaciondrios da Mecanica Quantica sao os analogos dos es-
tados estaciondrios da Teoria dos Processos de Difusao (ver [253] chapter
15.5). Uma interessante discussao sobre o assunto aparece em [172].

Os caminhos que trata a integral de Feymann desempenham um papel
similar aos caminhos amostrais do movimento Browniano (ver [252]). O
teorema de Feymann-Kac (ver [192] Theorem 20.3, [424] ou [253] chapter 15)
descreve um resultado de fundamental importancia na Teoria dos Processos
Estocasticos e possui forte analogia com o que descrevemos na segao anterior.
Referimos o leitor a [82], [238], [81], [256], e [114] que sao referéncias muito
interessantes que exploram a analogia existente entre os resultados de uma
e outra teoria.

A formulagdo da Mecéanica Quantica Estocdstica de Nelson (ver [357],
[326], [173], [333], [332], [434]) tenta descrever a evolucdo dinamica de |¢|?
onde ¢ é um estado. Ou seja, em principio nao se estd interessado na fase
do estado .

Nesta formulacdo se considera a equagao diferencial estocéstica (uma
equagao de um processo de difusao)

h
DX =Vdt+ Ddt —i——2 DB, t>0,
m

onde V é o potencial, D uma constante e d By é o derivado do movimento
Browniano.

Dada uma condigdo inicial § = |¢|?, se estd interessado na evolucio
temporal p;, = |¢¢|?, t > 0, onde ¢; é a evolugdo dinamica do semigrupo
e H associado ao Hamiltoniano H. Esta evolugao de pg, t > 0, é descrita
por uma equacao diferencial parcial conforme [104] (ver também Teorema

2.46 mais ao fim do texto).

Uma resultado interessante descrevendo a quantizacao natural de uma
cadeia de Markov com tempo continuo e estado discreto ao cendrio quantico
aparece em [188]. Este ultimo vai corresponder a descrigao de uma cadeia
de spin quanticos sob a acao de um certo Hamiltoniano.

Sobre o topico de cadeias de Markov quanticas a tempo continuo, refer-
imos o leitor a [82], [74], [369], [59] and [246].
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2.12 Integral de caminho na Mecanica Estatistica Quantica

Vamos agora derivar uma representagao por integrais de caminho para o
nicleo integral de exp [—%H } Esta expressao aparece em Mecanica Es-
tatistica Quantica.

Considere o sistema descrito pelo Hamiltoniano H = —%A + V (z). Para
obtermos uma representacao para o nucleo integral de exp [—éH} por in-

2
tegrais de caminho basta notar que este operador é exatamente igual ao

operador de evolugao temporal, U (t) = exp [—i%], se pensarmos em [3
como um tempo imaginario, i.e., se fizermos t = —if.

Seguindo a “receita”’da secao 2.9, obtemos, pela formula de Trotter

. A Ag\"
MATB) — g lim (enenB) ,
n—oo

que o operador exp [—%H ] pode ser escrito como

>t

e~ it = ezmARV@ — g lim K7, (2.132)

n—o0

onde K, = exp [;;;A] exp [—}%V (m)}
Lembramos que dados dois operadores integrais Ky e Ko, cujos nicleos inte-
grais sao K1 e K5 respectivamente, temos que o nticleo integral de I = IC1 o

7

[§]

K(@.g)= | Kolwz) K (z.y)d=

Logo podemos escrever

o7 H (r,y) = lim / K, (v,xn_1) .. Ky (21,9) dop_1...d2y,
(2.133)

ht

onde K, (x,y) é o nicleo integral de K,. Como os niicleos de e'zmn® e
¢

e~ "an" sdo, respectivamente

<2m’ht>_ [zmn\m —y\T
exp | ———"—
mn

2ht
obtemos, fazendo t = —if3,

e2fnhnA (1‘7’!/) _ (27Thl6>

mn

d
2

e o [—i%V (m)] 5, (),

[NJisH

—mn|z — y|?
p[ 203 ]
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e Y (z,y) = exp [—%V( )] 5y ().

As expressoes acima nos permitem escrever (2.133) como

e‘%H = hm/ / <2W5h> exp [—
n—oo Rd Rd

S;Ln:| dl‘l...dl‘n,h

(2.134)
onde
g _ = g — )2 Ve B
k=0
com xg =1 e T, =Y.
Definindo a funcao poligonal ¢, linear em (%, (k+1)8 ) k=0,1,. -1,

tal que ¢, (%) =x, k=0,1,...,n, vemos que S, ¢ uma soma de Riemann
da integral

B m .
5. (6w B) = [ [F19GIF+V (@) ds. (2135)
Mostramos, assim, que
e~ nH (r,y) = lim exp [— Sen} D¢, = (formal)
n—00 P h
S
/ exp [—%} D¢ (2.136)
Py Y, 8
onde P”y 3 é o espaco dos caminhos poligonais ¢,, lineares em
(i_ﬁ)@)’ kE=0,1,..,n — 1, tais que ¢, (0) =z e ¢, (8) = v,

(2mhp\ " 3 (n—1)8
o= (29) " (2) (02,

P,y ¢ o espaco de caminhos de x a y (em tempo imaginério 3) e D¢ rep-
resenta formalmente uma medida neste espaco.

3. Usando o resultado anterior vamos calcular Z () = trexp [—%H }
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Lembrando que se K ¢é uma funcdo continua em R2?, e o operador inte-
gral IC (que tem nucleo é K ) é trace class, entdo pela segao 1.10, temos
que
trkC = K (z,z)dz. (2.137)
R4
Encontramos anteriormente uma representagao para o ntucleo integral do

operador exp [ bH } Se este for continuo temos, por (16)

Z(B) = trexp [_%H] _

o

Rd h

LA e }w}

Dizemos que um caminho ¢ : [0, 3] — R? é periédico e tem perfodo 3 se
6(0) = 6(8).

Se interpretamos a integral de caminhos (2.136) como a ”soma”sobre
todos os caminhos saindo de z € R? e chegando a y € R? em um tempo
(imagindrio) B, devemos interpretar a integral (2.137) como a soma sobre
todos os caminhos saindo de algum ponto z € R?, e voltando a este mesmo
ponto, depois de um tempo [, ou seja, a soma sobre todos os caminhos
periddicos com periodo

Se (¢, 5)

Z(B) = - } Dé. (2.138)

/ exp [_
¢ caminho com periodo 8
O assintotico da expressao quando h — 0 esta associado ao método de

Laplace.

2.13 Calculo das Variacoes em espacos de funcoes

Nesta secao vamos apresentar brevemente varios cdlculos que serao necessarios
nas segoes subsequentes. Referimos o leitor a [191] para mais detalhes.

Vamos denotar por X um espaco de Banach real genérico e considerar
um funcional S : X — R. Em cada exemplo vamos explicitar quem é o X
a ser considerado. Em geral X é um espago de fungoes. O espaco tangente
no ponto ¢ € X é denotado por Ty (X).
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Em algum momento futuro no texto o espaco X podera denotar uma
variedade diferenciavel modelada em um espaco de Banach. Neste caso
T (X) nao serd isomorfo a X.

Abaixo, a = (a1, a2, ..,a4), ax € N, e |a|] = ZZ:]L aj. Vamos denotar 0%
por 9% = 031 032 ... Og¢.

Definicao 2.28. Seja B um dominio aberto em R% e s € N. O espaco de
Sobolev H*(B,R™) é o conjunto

H(B,R™) = {1 : B — R™| 9% € L2(B,R™)), Va, |a| < s},

Este espaco se torna um espaco de Hilbert mediante o produto interno
[191] [439]

<o >= " <0%,0% >

lal<s

Dados ¢ € X e £,n € T4 X, denotaremos por ¢y, € X a variagao de ¢
nas direcoes £ e 7. A variacao de ¢ apenas na direcao &, ¢, o, serd denotada
por ¢x. Assumimos que ¢g = ¢.

Por exemplo, fixado ¢ : [0,27] — C podemos considerar { = cos e
n =sin.

Assim, ¢y ,(t) = ¢(t) + AE(t) + pn(t) = ¢(t) + A cos(t) + p sin(t). Esta
em particular seria uma variagao com extremos fixos.

Vamos assumir que estas variacoes sao diferencidveis e portanto para
todo t

0
i D ulr=0pu=0(t) = &(t),

0
En Oxulr=0,u=0(t) = n(t).

Definigao 2.29. Dada S : X — R uma fungao definida em um espago
de Banach X considere um elemento ¢ fixado em X. Dizemos que S é
diferenciavel em ¢, se existe um funcional linear em X, denotado por 9S(¢) :
X — R tal que para cada variagao linear ¢y de ¢ na direcao ¢, vale

2S(02)amo = S (9)(0).

Ou seja, s6 iremos considerar variagoes da forma e + un, A\, u € R.
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Um funcional linear limitado num espaco de Hilbert é caracterizado por
um vetor. Neste caso, denotamos tambem tal vetor por 0S(¢). Assim, neste
caso

2S(63)heo =< 0S(8), € >

Este conceito é conhecido como derivada de Gateaux.

Estamos interessados nos pontos criticos de S, ou seja, onde a derivada
é zero.

Definigao 2.30. Dada S : X — R uma func¢ao definida em um espaco de
Banach X considere um elemento ¢ fixado em X. Dizemos que S é duas
vezes diferencidvel em ¢, se existe um funcional linear em T, X tomando
valores em (T;X)* , denotado por 925(¢) tal que para cada variagao ¢ ,
de ¢ na direcao € e 7, vale

82

MS(@,M)IA:O,M:O = [0°S(6)(n)] (e)-

Um funcional linear limitado no espaco de Hilbert T4 X ¢é caracterizado

por um vetor. Neste caso, para cada 7, denotamos tambem tal vetor por
052%(¢) (). Assim, neste caso

82

MS(QﬁA,u)\A:o,u:o =< 0°S(d)(n) , € > .

Vamos ilustrar a teoria com varios exemplos interessantes. Alguns deles
serao utilizados nas proximas secoes.

1. X = L?([a,b];R). Fixada f € X, considere o funcional S : X — R
definido por
b
St = [ 1@)6@)dr

A derivada variacional de S em ¢ ¢ o funcional linear 9S4 : X — R dado
por

b
O R RCINCLE N
ot 09y (x) [
—/a f () 2221 AOd:c—/a f(@)€ () da

b
= 95, [¢] = / f ()€ (x) d.
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2. A segunda variagdo de S em ¢ é a aplicagéo Sg : X — (X)", ou de
maneira equivalente a forma bilinear Sg : X x X — R, definida por

(&) =

825 [¢A,,u]

Do =0

o
= o 0S5, (€]

b
O:%/ f ()€ (2) do

= 5S4 (n,€) = 0.

3. Dada V : R™ — R continua tal que V(0) = 0, seja
X = {(b ‘R4 R™ | tem suporte compacto eV o ¢ € ! (Rd>} .

Considere o funcional S : X — R definido por

skl = [ Vo@)d.

A derivada variacional de S em ¢ ¢ o funcional linear 95, : Ty X — R dado
por

0

RN o)) da
= L@

A=0

0, €] = /R Oy, ()

onde 94V ¢ um vetor do R™ cujas coordenandas sao gT‘)/_ . e (-,-) denota o
J
produto interno usual do R™.
A segunda variacao de S em ¢ é a aplicacao S(Z Ty X — (T, X)", oude
maneira equivalente a forma bilinear Sg 1 Ty X X Ty X — R, definida por

§ _0%S (o)
0
— [os =
3 [0S, [€]] o
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9
o /R O, V:€ (2)) da

n=0

m 8¢M 82V /
= t Z‘d.l‘ = D2V , dx
/Rd i,j=1 Op 8¢Ma¢”j§ R4 < s £>

p=0
= S5 (n,§) = /Rd <D§($)V7] (x) ,{(:1:)> dz,

. . . ~ 2 . .
onde D(%V ¢ a matriz m X m cujos elementos sao %‘ , Ol seja a matriz
K2 J (z)

Hessiana do potencial V' em ¢.

A expressao acima estd bem definida num espago de Banach. Se con-
siderarmos a funcgéo S definida numa variedade modelada num espaco de
Banach se pode obter o conceito anédlogo (e resultados semelhantes) mas
isto nao serd tratado aqui (ver por exemplo [269]).

4. X = H! (Rd). Considere o funcional S : X — R definido por

5[4 = /R 5196 @) P

A derivada variacional de S em ¢ ¢é o funcional linear 9S4 : X — R dado
por
95 [9a]

084 [€] = —5

A=0

0

1 2
55 3190 (@) P

0P
L ()

— (V)] - /]R (86 g = /R (~A0)&da

=0

A=0

dr = / (V, VE) d
Rd

A=0

= 05,16 = | (20 () ¢(@)da

onde (-, -) denota o produto interno usual do R?. Aqui usamos que o produto
(Vo) € tende a zero no infinito, j& que ¢,& € H' (R?).
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A segunda variagao de S em ¢ é a aplicagao S(Z : X — (X)*, ou de
maneira equivalente a forma bilinear Sg : X x X — R, definida por

) 98 [fx.]
S = 5.5
6 (18 = =5 53 -
5 9
o 0S5, [€]] =0 Oy Jpe (—Ady (2)) € (z) do =0 -

8(;5#)
_AE
/]Rd < 81“ 5 n=0

=Sy = [ (~An@)¢ (@)

dx = /]Rd (—An) &dx

5. Sejam a,b € R™, X = {¢ € C' ([0,T];R™) /¢ (0) = a, ¢ (T) = b}.

Seja E = C((0,T],R™) que é um espago de Banach com a norma C*.
Entao X é um subespaco fechado de E que também é de Banach.

Temos entdo Ty X = {£ € C ([0, T];R™) /£(0) = £(T) = 0}. Considere
o funcional S : X — R definido por

sil= | ) Sl (@0 =V (o o) d.

onde V : R™ — R é uma fungao continua. A derivada variacional de S em
¢ € o funcional linear 0S4 : T4, X — R dado por

95, 1) = 252
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_ /OT<_m¢'— a¢v,5> dt

= 05[] = /0 ' (=md () = By V£ (1)) dt,

onde 9V ¢ um vetor do R™ cujas coordenandas sao gT‘S/j . e (-,-) denota o

produto interno usual do R™.
Tomando ¢y, = ¢o + A + un, obtemos 8‘2;’“ Ia=0 = &, para todo p.
A segunda variacao de S em ¢ é a aplicacao Sg Ty X — (T,X)", oude

maneira equivalente a forma bilinear Sg Ty X X Ty X — R, definida por

0

A=p=0 - a [0S, [€]]

9?8
53 (0.6 = T2l

% /OT (=mu (£) = 05,V (£) € (1)) dt

/TZ’”: 0% 00 PV
(Nt o O 99,00,

=1

&l dt

T
:/O (—mij — D3Vn, &) dt

= 5009 - [ ' { [—mj? - DV n(0.€0) a

. . . ~ 2 . .
onde D(%V é a matriz m X m cujos elementos sao %‘ , Ou seja a matriz
K2 J (z)

Hessiana do potencial V' em ¢.

6. X como em (5). Considere o funcional S : X — R definido por

sol= [ 1(s0).60)

onde L : R™ x R™ — R é uma funcao duas vezes diferencidvel. A derivada
variacional de S em ¢ ¢ o funcional linear 954 : Ty X — R dado por

0

05[] - E/OTL (ox (1), r () dt

A=0
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Ty , TE | 0L 0¢x,  OL 0y,
/O aL(du,du) AOdt_/ Z[a% D\ +8¢'>Aj o\ Odt_

/OT [(8¢L,§> + <8¢L,§>} dt = <8¢L7§>‘Z+/OT <8¢L dt ¢ £>

=0

T d
L——d.L
/0 <a¢ dta¢ ,§>dt

~ 05,18 = [ ) <6¢L (6().6(0) ~ Sa;1 (6(1).61)) ,5<t>>dt,

onde dyL e 0 ¢~)L sao vetores do R™ cujas coordenadas sao, respectivamente,

oL e oL
Pil(ad) 0% 1(s.0)

A segunda variagao de S em ¢ é a aplicagao Sg :TyX — (TyX)", oude
maneira equivalente a forma bilinear S(Z 1 Ty X x Ty X — R, definida por

(-,-) denota o produto interno usual do R™.

0

9% [pa] = 5, 1950, 1€]

S5 (m,&) = Do

A=p=0 u=0

o [T d

% o <8¢ML—a8¢#L,§> dt o

Z 0, O°L Z b, 0L
B,U/ a¢“ia¢“7 i=1 all’ 8q.sﬂri 8¢#j

& d (09, 0, L |
Z dt \ O 9¢,, aqﬁu]) Z dt < O O, 0y, )] .

i=1

dt =

=0
/OT <D§>Ln+Di¢Lﬁ = [D2;1n) — j D3] ,g> dt

[ (Bt s sty [ot] - [t - )

=0

/oT <D3*L" dt [D L] i [D L] 7= Dg Ln7£> dt

T
1" _ 2 d 2 d i _ 2
= 5 ("’5)_/0 <{D¢L dat (D L) dt (D L) @~ Dol dt?}" 5>
onde D2L D2 L DjxﬁL e D;L sao matrizes m X m cujos elementos sao,
L oL, oL oL,
respectlvamente, 8¢'8¢j (¢7¢;)’ 0¢i0¢; ((b,qg)’ 0¢i0¢; (6,9) 0¢i0¢; (¢,q'5)'

usamos que D2 L D2 L uma vez que L é duas vezes diferenciavel.

Aqui
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7. Sejam f,g € H' (]Rd,]Rm),

= {oem (R x [0,7],R™) /6 (2,0) = [ (x),
¢ (x,T) =g (x)}. Temos

T,X = {ge o (Rd x [O,T],Rm) /€ (2,0) = € (2,T) = = 0}..

Considere o funcional S : X — R definido por

T 1 2 1 2
= [ [ |30 2+ Ivo w0 12+ v (@) e,
0 R4

onde V : R™ — R é uma fungao continua, |- | é a norma euclidiana do R™

e || - || a norma euclidiana do R%™. A derivada variacional de S em ¢ é o
funcional linear 0S5y : T, X — R dado por

S| <25A]

A=0

08, €] =

= / / [ 1|8t<25/\|2 + 1||V<25/\H2 +V (¢)\):| dzdt
=0 R 2 2
9, 9o, L [06x, O [O¢n,
//Rdz[ ot 8t( )+;[8—m8_m<8)\>}

oV 9o, 89; 06 | ~~[00; 96
T 96, o ] ddt = / /Rd [_WW+Z {8_%8_3%}

k=1
%, Ry
+ gt datt= [ Z wt [[ 3 ve)e| a
=0 =0

¢dudt =

¢, ¢,
//Rdz[at?‘k ( )*%
/ (070 —A¢+ 04V, )] drdt =
0 JRrd

05,1 = [ [ 1000+ Buu Vet (w.0)] dat,

onde JgV é um vetor do R™ cujas coordenandas sao % 5 (-,-) denota

o produto interno usual do R™ e [0 = 02 — A é o D’Alambertiano. Aqui
usamos que o produto (V¢) £ tende a zero no infinito para todo ¢, uma vez
que ¢,& € H! (Rd x [0,T] ,Rm).
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A segunda variacao de S em ¢ é a aplicacao Sg :TyX — (T, X)", oude
maneira equivalente a forma bilinear Sg 1 Ty X X Ty X — R, definida por

0
vy~ Bp (950 ]

825 [(bA,M]

" o

pu=0

0 T
Em /0 /R [(O6u +05,V.€)] dadt

- L5

=0

dxdt =
n=0

96, 06, PV
5] Z O 3¢uﬁ¢m§

T
/0 /Rd (On+ D3V, &) dedt

stm= [ [ ([0 DpV] o cen)

. . . ~ 2 . .
onde D(%V ¢ a matriz m X m cujos elementos sao %‘ , Ou seja a matriz
7 J ¢

Hessiana do potencial V' em ¢.

8. Fixado B um operador auto-adjunto em um espaco de Hilbert real H,
X =D (B). Temos TyX = X, pois X é um subespaco de H. Considere o
funcional S : X — R definido por

5(9) = 5 (6.B9).

A derivada variacional de S em ¢ ¢ o funcional linear 95y : X — R dado
por
95 (¢x)

05, (6) = =%

A=0

1 Od O _
) K o’ B¢*> <¢A’BW>LO B

(€. B6) + (6, BE) = 2 [(Bo.€) + (6, BE)] = (Bo6)
(

= 054 (§) = (B9,¢)

onde (-,-) denota o produto interno de H.

(65, Bow)

DN =

A=0
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A segunda variagdo de S em ¢ é a aplicagao Sg : X — (X)*, ou de
maneira equivalente a forma bilinear Sg : X x X = R, definida por

028
55 .6) = L2 )

A=p=0

0 0
o [0S, ()] o n
= (Bn,&)

(%)
(s5e)|

= Sg (n,€) = (Bn,€) .

(Bédp, &)

=0
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2.14 Comportamento assintético da Integral de Feymann

Nesta secao x denota a variavel usual na reta real.

Como dissemos antes ao determinar o kernel integral U;(x,y) estaremos
determinando a acdo de e /" em estados 1. Como vimos antes este prob-
lema estd associado a uma integral de caminho. O objetivo desta segao é
mostrar que quando i é pequeno entao a contribuicao principal desta inte-
gral estd na vizinhanca do caminho classico que minimiza a acao. Ou seja,
quando /i é pequeno as trajetérias tem uma tendencia (maior probabilidade)
de ficarem préximas da trajetéria determinada pela Mecéanica Cléssica.

Considere fixados dois pontos a,b € R”, T > 0, e vamos considerar
abaixo apenas caminhos diferencidveis por partes ¢ : [0,7] — R™ tais que
$(0) =aeo(T) =0

Apds a obtencgao da Integral de Feymann, queremos determinar o com-
portamento assintético da expressao

/ ¢iS@)/h g

quando h — 0. Note que

T

1 .

Sl = [ lymé* - Vi),
0

e assim, no caso particular do oscilador harmonico V(y) = mk% y?, onde k

6 a constante da mola. E importante considerar o caso em que m # 1.

T
S[g] =m / G160 P — 2 oar

No caso geral (V qualquer) é natural, ao menos para o autor, supor que
o potencial tenha ordem de magnitude da massa m (as ”forcas”que atuam
deveriam ser da mesma grandeza). Mais exatamente assumimos na andlise
da questao um potencial linear em m. Ou seja, consideramos a seguir a
familia indexada por m

1 .
5 m ¢2 - mV(qb(t)),

onde V é um potencial fixo (que independe da massa).
Desejamos estimar o comportamento assintotico de fRd ¢t 5@)/hdg quando
m — 0o . Isto nos dard (num certo sentido) no limite semicldssico o setting
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Newtoniano (cldssico). Ou seja, o principio de minima acao vai aparecer de
uma maneira natural.

E usual na literatura considerar, e faremos o mesmo aqui, que a massa
é igual a 1 (estd normalizada) e fazer a ”constante”h ir a zero. Os dois
procedimentos resultam no mesmo resultado final se S tem a forma

1 m

T . T .
Sl =1 [ lgmét—mviewa. =5 [ & = Ve

Serd necessario considerar agora na analise assintética da integral de
Feymann o Método da fase estaciondria (ver secao 6.5.2 em [83], Cap 3
secao 3 em [112] ou [320], [346], [324] [396] [191] [141] [292] [122] [448] [202]
[256]).

Observamos que nosso procedimento (talvez nao usual) de multiplicar
o potencial V pela massa, e entdo fazer a massa ir a infinito, faz sentido
do ponto de vista matemadtico para o uso do Método da fase estaciondria.
Nao estamos afirmando nada sobre a validade fisica de tal desenvolvimento.
Nosso procedimento nao é standard na teoria.

A idéia bésica é que quando h — 0, o integrando é muito oscilatério
e contribui muito pouco, exceto quando VS(¢) = 0, ou seja, nos pontos
criticos. Em outras palavras, as probabilidades tem maior magnitude perto
dos pontos criticos. Este é o ponto central do desenvolvimento a seguir.

Estamos interessados nos caminhos criticos para a agao classica.

Vamos estudar mais geralmente a seguinte fungao:

I(h) = / £(6)e5 @ hdg

onde f € C3°(R).

A parte ”oscilatoria’ do ”estado”, um dos principais determi-
nantes do comportamento de uma particula na ” Mecanica Quantica”,
desaparece no limite semiclassico, determinando assim, no mundo
da ”Mecanica Classica”, a sua auséncia. Este desaparecimento
segue do principio de autocancelamento inerente ao método da
fase estaciondria (ver figura 2.4).

Vamos mostrar que se existe um caminho ¢ que é o tinico minimo para
a agao classica S entao, quando i — 0, teremos que a integral I pode ser
aproximadamente expressa pelo seu valor neste caminho (sem integracao).

Uma boa referencia para o método da fase estaciondria em Mecanica
Quantica ¢ [116].
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Para facilitar vamos pensar, inicialmente, que ¢ descreve a variavel do
espaco R" e S : R" — R é de classe C?. O que faremos, inicialmente, é pensar
que estamos considerando apenas os caminhos poligonais constituidos por
n segmentos de reta. Ou seja, x(t) é linear por partes (em cada intervalo
da forma (jZ,(j +1)1),0 < j < n—1, n,T fixos). Denotamos assim
¢j = x(j %) Assim, reduzimos um problema com variacoes em dimensao
infinita (os possiveis caminhos gerais x(¢)) a um com dimensao finita n.
Neste caso se pode usar diretamente o resultado que aparece nos textos
candnicos (por exemplo, [324]).

Vamos considerar o caso em que S tem um tinico ponto de minimo isolado
(que seréd assim critico), digamos ¢, ndo degenerado (detS”(¢) # 0), e que
o suporte de f contém ¢. Expandindo S(¢) até ordem 2 em torno de ¢ e
escrevendo ¢ — ¢ = v/ha obtemos que

S(¢) _ S(9)

S = 22 4 (0, 8"(¢)a) + O(Vhaf)

1
h h 2
Portanto

I(h) = B265@/0 [ f(d 4+ V/ha)ell@S " (@)/2 GOV laf) o
Rd

E usando a expressao

- eSO 2oy — (27i) Y2 [detS " ()]

R—o0 lo|<R

Obtemos que

I(h) = (2mih)¥?[det S" ()] "2 £(6)e'S@/*[1 + O(VR)). (2.139)

Acima no céalculo que foi feito a integral foi dividida em duas: a integral
na bola B(é, R) e no complemento da bola. No complementar da bola a
integral é de decrescimento rédpido em h porque, pela hipétese, S nao tem
pontos criticos ai.

Desta forma se existe um caminho ¢ que é o tinico minimo estrito para
a acao classica S entao, quando h — 0, pelo método da fase estaciondria
obtemos que a integral I tem uma expressao analitica (ver acima) expressa
(aproximadamente) pelo seu valor neste caminho ¢ (sem integracio).

S” é chamado de operador Hessiano. Para saber se um certo cam-
inho critico ¢ é minimo para S (a agao) serd necessario investigar se S” é um
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operador positivo (no sentido definido na introdugao do texto). Este proced-
imento é similar ao estudo de maximos e minimos de fungoes diferenciaveis
definidas em R.

Vamos necessitar obter um definicio de determinante de S” para um
operador S bem geral.

Se houver mais de um ponto critico ¢ para S entdo deveremos somar a
expressao acima considerando todos os pontos criticos para S.

Note que para S : R" — R temos que

lim In / eSO/ gy = iS(¢) = iir(;)f{S(qb)}.

A expressao acima descreve o resultado essencial no método da fase
estaciondria: [ e"3(®)/hdgp ~ ehinfa{S(9)} " quando h — 0.

Este comportamento é bem compreendido num espago finito dimensional
[320], ou seja S : R™ — R, em razdo do determinante ser algo muito bem
definido. Um resultado similar vale no caso de dimensao infinita mas para
isto devemos explicar o que é o determinante nesta situacao (quando existe).

Desejamos obter o resultado: considere o conjunto dos caminhos (difer-
enciaveis por partes) ¢ : [0,7] — R" tais que ¢(0) =a e ¢(T) =be S(¢) a
acao do caminho ¢. Entao,

lim A In / eSO/ dy = iS(¢) = iigf{S(qS)}.

h—0

Desta forma, quando h é pequeno, a contribuigao principal da
integral [ ¢"¥(®/"d¢p seria devida aos caminhos ¢ onde fOT 3 m¢2(t) —
mV (4(t))dt é minima (entre aqueles tais que ¢(0) = a e ¢(T) = b).
Isto num certo sentido justificaria o principio de minima agao da
Mecanica Classica.

Suponha que A = "7, A Py,, M\ € R. Sabemos que se B for escrito
em série de poténcias f(z) = >, anz™ em A, ou seja, B = f(A), entao
= >, an A" = >, f(Ag)Py,. Sendo assim, denominamos de A™% =

Desejamos definir o determinante de um operador A geral e para isto
necessitamos primeiro definir o traco de A™° onde s é um parametro real.

Observe que se P é uma projecao entdao e’ = e# P. Logo,

00 o 00
/ e Atdr =) / 5 te e py dt,
0 k=1 0
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porque se P, P’ sdo projecoes e PP/ = P' P = 0, entao ¢*FPT0F = o p 4
et P’
Sendo assim, para s > 0.

00 e}
/ e M dt =T(s) > N *Py, = T(s) A"
0 k=1

Como

)\—S - /OO ts—l 6—>\t dt
I'(s) Jo ’

onde I'(s) é a funcao Gamma no ponto s > 0, é natural escrever
1 o
A7 = —— / t5= e At gt
0

Voltando ao caso finito dimensional, se A for diagonalizdvel A =Y ;| APy, ,
A € R, entao, considere a funcao zeta associada

Ca(s) = trago (A Z/\ s

Note que
d
25048 ls=0 = Zlog Ak)-

Assim,

det (A) = e ¢4,

Suponha agora que A = Y 77 \ePy,, A\ € R, e, da mesma forma,
considere a funcao zeta associada

Ca(s) = trago (A™%) =) A"

k=1

Observe que somente se para certas familias de A estard bem definido
tal expressdo. Por exemplo, se \; vai a infinito como k2, entdo, para s com
parte real maior que 1/2 a série >~ A, * converge. Este caso por exemplo
ocorre para a particula livre como vimos. J& no caso do oscilador harmonico
temos que A vai a infinito como k, e assim, para s com parte real maior
que 1 a série Y 72 | A, ® converge.
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Note que, formalmente,

d o0
ECA(S)\s:O = - glog(kk)-

O problema é que, por exemplo, nas duas situacoes descritas acima a
funcao (4(s) nao estd definida numa vizinhaga de s = 0.

Assim, necessitamos de uma extensao analitica de (4(s) no plano com-
plexo a uma vizinhaca de s = 0 para entao poder afirmar que

det (A) = e ¢4,

Pode-se mostrar que em varias situacoes é possivel obter esta extensao
(ver [107]), e, claramente, isto depende apenas do crescimento assintético
dos A\, quando k vai a infinito. Esta questao envolve muitas tecnicalidades
e nao sera abordada aqui.

Limites classicos

Figura 2.4: A linha pontilhada descreve o tempo de ocupagio assintética da particula
no nivel de energia E segundo a Mecanica Cldssica. A linha cheia descreve a densidade
|zp|2 associada a um estado 1 que se encontra neste mesmo nivel de energia E quando 7
¢ muito pequeno (massa grande).

Iremos agora analisar o método da fase estacionaria no caso Quantico

396].
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Vamos agora aplicar o método esbogado acima no caso em que S é a
acao associada ao Hamiltoniano H = ——A + V(z).

Lembre que da segdo anterior, para um caminho ¢ : [0,¢] — R" fixo,
obtivemos que

S5 (n,) = /Ot < [—mj—; - Dg(s)v} n(s) ,5(s)> ds.

Assim, S,” = 5"(¢) = mas — Vy". Este operador age em 7(s),
s € 0,t].
Lembre que a integral de Feynman é expressa por

e HUN (5 0y :/ ¢iS@)/h Dy,
P(z,y,t)

Note (¢I> 1) fO{ [¢(s hmV(qS(s))}ds contem a massa m no numerador.

Considere um caminho ¢ que é o tinico minimo para a ac¢ao S no tempo
de 0 a ¢t ligando z a y. Vamos supor em alguns casos a frente que S” é
positivo definido. Se t é pequeno e x estd préximo de y pode se mostrar
que isto ocorre [191] (ver também proposicao 2.39). De fato, seja ¢ fixo e
considere o problema de Sturm-Liouville (0) = 0, z(t) =0, s € [0, {]

ma” (s) + V" (¢(s)) z(s) = Mz (s).

Uma referencia geral sobre problemas de Sturm-Liouville é [63].

A situagao ideal é quando sé existem autovalores negativos (assim, pos-
itivos para x — —mz”(s) — V" (é(s)) x(s)).

No espago L?[0,t], com condigdes de fronteira x(0) = 0, x(t) = 0, o
operador autoadjunto z — mz” + (V" o ¢) x = — S”(x) tem apenas espectro
pontual e possue um conjunto de autovalores estritamente negativos se t é
pequeno. Supondo o valor de t pequeno, segue que S” é positivo definido (ver
comeco da préxima segdo) quando agindo em caminhos definidos em [0, ¢].
Quando considerarmos valores de ¢ maiores pode ocorrer a existéncia de
pontos conjugados, e, apds isto a existéncia de alguns autovalores negativos
para o operador S” (considerado como agindo em caminhos definidos em
[0,¢]). Neste caso S” nao é mais positivo definido e o caminho ¢ critico
deixa de ser minimo local. Para analisar tal questao é natural considerar
os campos de Jacobi [389] (segao 12) e [191]. Vamos elaborar sobre isto na
préxima segao.

Considere por exemplo um potencial quadratico da forma

Viy) = Ky2 + ey3 + ..,
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onde € é pequeno e K é grande e positivo. Considere ¢ : [0,¢] — R fixo com
t também fixo.
Desta forma devemos considerar z(0) = 0, z(t) = 0, s € [0, ¢]

ma”(s) + [2K + 6€e(d(s)) + ...] z(s) = 2 Xz (s).
Se € fosse zero entao a equagao seria
mz”(s) + 2 (K — N)xz(s) = 0.

Suponha A seja tal q que K — A < 0, entao a solugao geral da e.d.o.
linear seria da forma
z(s) = ae*M + be?2®,

com )\1 75 /\2.
Sendo assim, se z(0) = 0, x(¢t) = 0 entao = é nula. Este caso entao nao
nos interessa.
Suponha A negativo de tal forma que K — A > 0, entdo a solugao geral
da e.d.o. linear seria da forma
K- K-

bsi
— 5) 4 bsin( —

s).

Se t é pequeno nao existe z(s) tal que z(0) = 0, z(t) = 0, e mz"(s) +
2(K — A)xz(s) = 0. Note que se ¢ é grande, por exemplo, = —Z—, entdo,

z : [0,t] — R dada por z(s) = cos(,/% s) define uma autofuncdo para

S”(¢) tal que o autovalor \ é negativo, e, z(0) =0, z(t) =0. Se t > —=—

K-\

m

isto continua ocorrendo. Se, por exemplo, t > 2\/%, entao vao haver

m

duas autofuncoes linearmente independentes com autovalor negativo.

Em resumo, os autovalores do problema de Sturm-Liouville sao, neste

caso,

i
A, = K —m(”T)Q, n=1,23,..,

e portanto sao todos negativos se t > 0 é pequeno.

Pelo que vimos acima, para t fixo, tomando A bem negativo vai existir
um conjunto de dimensao finita de autofuncgoes com autovalor A. Estes
autovalores A sdo em nimero enumeravel e convergem a —oo.

No presente caso, no entanto, o t é pequeno e fixo, e temos assim que
S"(¢) é positivo definido. Se V é da forma V(y) = Ky? 4+ ey® + ..., e, se
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€ é pequeno, um resultado similar pode ser obtido por perturbacao do caso
V(y) = Ky? Assim, ¢ é minimo local para variacdes de S e det S” é
positivo.

Note que desejamos considerar a seguir o assintético em m, quando m —
S(6.0) _ Jo{ B8/ (5)P=mV($(s)) }ds

0o, de =32 7 onde o numerador ¢ linear na massa
m.
Nosso ponto de vista, alternativamente, serd considerar m = 1, ou seja,
S(¢.t) fo{ 6/ (s)]* = V(¢(s))} ds
h h ’

e fazer h — 0.

Voltando ao problema inicial, a partir do descrito acima e (2.139)(no caso
que f é a fungdo constante 1), teremos que a expressdo do kernel integral
de e~/ quando h é pequeno, é

e*"Ht/h(x,y) _ (detS”(qE))’l/ZeiS(‘z’)/h(1 + O(\/ﬁ)), (2.140)

Acima estamos considerando que ¢ é minimo, S” é visto como um operador,
e, ainda, que o determinante que estamos mencionando acima é aquele de-
terminado pela expressao obtida via funcao zeta apresentada anteriormente.
Isto trata de maneira adequada o caso em que ¢ é pequeno.

Lembre que assumimos que os pontos criticos sao todos nao degenerados,
ou seja, det S” (@) # 0, se ¢ é critico.

Agora vamos considerar ¢t grande e S agindo em caminhos definidos em
[0,¢]. Assim S” j4 ndo é mais positivo definido.

Suponha agora que ¢ descreve os caminhos criticos (S:b = 0) para a acao
S, e, que sao em numero finito.

Assim,

e MM (g y) = My(detS" () /25O (1 + O(Vh)) (2.141)
¢
onde Mg ¢ uma constante de normalizagdo e a soma é feita sobre todos os
pontos criticos da agao S(¢) ligando x a y e tempo t.

Vamos determinar M := Mgy, assumindo que ¢ independente de ¢ e de
V. Para V = 0, sabemos que o kernel do operador é dado por

e~ MU () = (2miht fm) /2 ciml—vl? 20t (2.142)
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Como estamos supondo Hy = —/A\, a agao se escreve

50(6) = 5 | 10/(s)Pds,

So tem um tnico ponto critico que é ¢o(s) = z+ (y —x)s/t. Entao So(¢o) =
2
mlz —y[2/2t, ¢ S "(¢0) = —ms.
O acima descrito funciona para o caso V = 0.

Por outro lado, no caso V # 0, temos que
e Hot/h (g y) = (2riht /m) 4> ehSo(90)

Portanto comparando (2.141) e (2.142) temos neste caso que

82 1/2 . —d/2
M = (det(~m—)) 12 (2mint /m) =%

Logo

—iHt/h omiht\ ~%? det(—mg—;) 1/2 iS@)/h
e (z,y) = Z < m ) W e (1+ O(\/ﬁ))
¢

quando h — 0.

Apresentaremos agora uma demonstracdo mais rigorosa para a expressao

3 ~y N\ 1/2
. 2mith d/2 detS” Lot T
—iHt/h — %o iS(¢)/h
€ (@,y) Z < m ) ( deth © (1 +0 (\/ﬁ>>

¢

quando h — 0, onde Sy é a acao classica correspondente ao Hamiltoniano
classico H em um caminho ligando = a y em um tempo ¢, ¢ é sao pon-
tos criticos de S, Sg é a hessiana de S em um de seus pontos criticos, e,

g(’;o = —md? é a Hessiana da acdo cldssica da particula livre no seu tnico
ponto critico ¢g (s) =z + (y — x) s/t.

Supondo por simplicidade que S possui apenas um ponto critico e notando
que S;—: (é um operador que age nas fungoes nulas em 0 e t e que estao

em L?([0,¢])) com condigdes de contorno de Dirichlet, possui um conjunto
ortonormal completo de autofungoes {¢; };’;1, de modo que S ggj = ;& para
autovalores p;, tomamos o espaco de funcoes da forma

o™ =+ Z a;&;,
j=1
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com a; € R, como a aproximacao n-dimensional do espaco de caminhos
P'r7y7t'

Expandindo S (gb(”)) em torno de ¢ obtemos
- 1
S (6) = 8 (8) +55(6) + 5 (&.55) + O (IelF) =
0 ]' 1
= 5(6) + 5 (6:5%) + 0 (I€IP).

onde £ = ¢ — ¢ = >_j—1 @&, e portanto
_ 1 &
$(6™) = 5(9) +5 > nad +0 (l¢l*).
j=1

Assim obtemos,

exp |15 (6)] =exo {h (S (@) + 5> mat 40 (53))] -

= exp [iS (¢) /h] exp [i Zujaﬂ exp [O (|¢IP/R)] =
— eiS(é)/heiZ,uja?ﬂh (1 +0 (HgHi’)/h)) ,
e como temos também

D¢™ = G, [ [ day,
j=1

para alguma constante C),, utilizamos a formulacao de Feynman para escr-
ever (de maneira mais ou menos informal)

e YR (g 0y — / ¢5@/M D — lim S(80)h p ) —
Pm.y.t

n— oo n+1
Pm.y.t

_ 3 n
= lim /.../eis(d’)/heiz"ja?/% (1 + O (m)) Cn H da; =
i=1
3

lim 15(@)/h gi T njai2h (1 +0 <a_)) Cnd"a,

n—0o0 Jpn h,

onde a = (ay, ...,a,) € R". Fazendo b; = a;/v/h ficamos com

3
/ eiZ//«ja?/Qh <1 +0 <%>) d"%a =

= / 2102 (140 (V¥VR) ) hl2a
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e portanto

eith/h(x,y) = lim / i5(@)/h i b /2 (1 +0 (53\/E)) Coh™2d"b =
R’L

n— oo

= lim G, (2mih)" (det (S§1r,))"* SO (140 (V)),

n— oo
onde F, = {Z?Zl ajfj} de modo que det (S(%|Fn) = [I1 1y
No caso da particula livre temos o propagador dado explicitamente por
e—iHot/h(l,’y) _ (27Tiht/m)d/2 eim\x—y\2/2ht’

donde ‘
e~ Mot/h (g x) = (2miht fm) /.

Por outro lado temos, pelo que fizemos anteriormente,

| .o\ —1/2
e—zHot/h(x’x) = lim C, (2m’h)n/2 (detsgo) .

n—oo

Podemos utilizar tal resultado para evitar a determinacao das constantes
C,, que aparecem na "medida” D™ tomando a razao

e—th/h(x7y) B e—th/h(x7y) -
(2miht/m)Y? e~ Hot/h(z x)
1/
lim s 00 C (27ih)™? (dets’f) ( ( ))
= 1/

littn o0 Cr (27ih)™2 (d tS! )

/ —-1/2
i L) sy (1+0(vR)) =

nee (detS’" ) e

- (f5) " 0 (140 (i),

assim, obtemos, como queriamos,

A . ~d/2 [ detS" 1/2 o
e~ Hh () <2mth> (ﬂ) £iS(@)/h (1 1O (ﬁ)) .

1!
m detS 3

Observamos que, por outro lado, ometodo de Laplace analisa o limite
assintético de integrais da forma [ f(z)eS@/dy, S R" — R, quando i — 0
(ver [320]). Este procedimento é diferente do método da fase estacionaria.
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Existe na verdade uma relacao entre os dois procedimentos (método da
fase estaciondria e metodo de Laplace) que no fundo significa fazer uma
”Wick rotation”, i.e., trocar o tempo t por ”it”. Desta forma a exponencial
complexa vira uma exponencial real e vice-versa. E possivel mostrar que as
fungoes de correlacao do caso complexo sao de fato a continuacao analitica
das fungoes de correlacao do caso real (a referencia inicial do assunto é [347]
348])).

2.15 Segunda variacao e campos de Jacobi

No estudo da integral de caminhos de Feymann, nos deparamos com o prob-
lema de identificar um caminho que minimiza a acao classica

T
5@):= | FIE -V (2.143)

Para tanto, vimos que é necessario conhecer os pontos criticos da agao e pos-
teriormente descobrir se eles sao de fato minimos, analisando para tanto se
a forma quadratica S”(¢) (o operador Hessiano) é positiva-definida. Outra
questao importante é identificar a quantidade de caminhos minimizantes
ligando dois pontos x e y. A existéncia de um tnico caminho minimizante
pode ser favoravel para aplicar o método da fase estacionaria e entao cal-
cular limites semicldssicos. A seguir, faremos um breve estudo de algumas
ferramentas que podem ser tteis para determinar a unicidade de caminho
minimizante para (2.143).

Para maiores detalhes sobre os tépicos da presente secao referimos o
leitor a [191].

Nas referencias [394] e [122] vérios exemplos interessantes sobre o tépico
em analise sao desenvolvidos. O trabalho [376] apresenta resultados assint6ticos
relativos a equagao de Schrodinger em variedades com curvatura negativa.

De agora em diante, denotamos por % um caminho critico para a agao
(2.143).

Proposigao 2.39. Se V" ¢é limitada, entdao existe Ty > 0 suficientemente
pequeno tal que S”(¢) > 0 em [0, Tp].

Demonstragcao. Temos a seguinte a igualdade de operadores lineares no
espaco dos caminhos L2[0,¢] que se anulam nos extremos (ver Exemplo 5
secao 2.13):

S"() = —m=—s = V()
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Note que como o espectro de —d?/ds? é constituido por autovalores iso-
lados que tendem a infinito, sendo o primeiro deles 72 /T2, tem-se que

(5" w1e.8) 2 [ (m)’ - s v el

Assim, basta escolher Ty suficientemente pequeno para que o termo entre
colchetes fique positivo.

0

Como uma consequéncia da Proposicao anterior, segue que para tempo
pequeno, um caminho critico é sempre minimizante da acao.

Vamos falar agora de Campos de Jacobi e pontos conjugados. Referi-
mos o leitor ao Cap 1 se¢ao 10 de [112] para mais detalhes sobre o material
abaixo apresentado.

A seguir, vamos analisar os fendmenos que podem acontecer para um
caminho critico que por ventura nao ¢ mais minimo. Isso pode ser feito
através do estudo de campos de Jacobi, como segue.

Para comegar, vejamos como se da o afastamento de caminhos criticos.

Lembramos que agora consideramos curvas ¢(t), definidas em [0, 7], tais
que ¢(0) = x, mas ¢(T) é livre. Neste caso, 95(¢) é um funcional definido
no espago das curvas €(t) tais que €(0) = 0. Uma deformacao do caminho
¥ (t) é uma familia ¢4(t) de caminhos tal que ¢s(0) = x, para todo t. Pela
definicdo de 9% S, temos que

0 0o

(05 (6) (52)) = 07 5(6) (

s
0s )

Observe que %(0) = 0 para todo s.

Se t(t) é um caminho critico para S, ¢(0) = v, w € RY, e ainda v(s) é
uma curva em R? tal que v(0) = v, v'(0) = w, entdo existe um deformacao
¢s(t) de ¥(t) tal que £ ¢s(t)|i=o = v(s), porque a equacdo dos caminhos
criticos é de segunda ordem (vide 2.13 Exemplo 5). Como 95 (¢s) = 0, temos
que

9¢
S 2)=0.
(qbs)( 88 )
Definimos o campo de Jacobi Jy,(t) por Jy,(t) = 8¢§s(t) |s=0, € obtemos

que

PS8 (1) (Jw (t) =0.
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Observe que J,(0) =0 e que

70 = 4020y =
Po() _d 9.0

I
95 1 ls=0t=0 = ds( 5 li=0 )s=0 = v'(0) = w.

Em resumo, seja € R? e ¢ um caminho critico com (0) = x e v :=
¥(0). Seja w € R? e considere v(s) uma curva em R% tal que v(0) = v e
v'(0) = w. Entao para determinar o quanto os caminhos se afastam de
“na direcao w”, consideramos a derivada

_ 9640

Ju(t) : s .
s=0

(2.144)

Como vimos acima:

095
0s’

0
0 = = (95(6,)) = 9°5(0,)
s
e portanto, aplicando para s = 0, obtemos que, ao longo de ¥, J,, satisfaz a
equacao de Jacobi

S () () Iy (t) = 0. (2.145)

Além disso, J,, satisfaz as condigoes iniciais J,,(0) =0 e J/,(0) = w.

Definimos anteriormente pontos conjugados a 2 como sendo aqueles (7)
tais que S”(¢ | [0, 7]) tem algum autovalor nulo. Vejamos que esta defini¢ao
pode ser substituida por outra envolvendo campos de Jacobi:

Proposicao 2.40. ¢(7) é ponto conjugado a 1 (0) se e somente se existe w
tal que Jy (1) = 0.

Demonstragao. Para tal, note que se {(t) satisfaz S” ()¢ = 0, entao existe
w tal que Jy,(t) = £(t). De fato, seja w := £'(0). Entao J, e & satisfazem a
mesma EDO com mesmas condigoes iniciais, donde segue que devem coin-
cidir. Isto conclui a demonstracao.

O

A partir de agora, denotamos por J(t) a transformagao linear dada por
J(t)(w) = Ju(t).
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Vamos analisar agora mais detidamente a agdo de um caminho critico.
Dados x,y pontos de R%, definimos a acdo de x a y em tempo T por

T
So(w.nT) = 5(0) = [ FI0E =V (2.146)

onde 1 € C1([0,T],R?) é um caminho critico para S ligando z a y.

Este valor depende da escolha do caminho critico.

Agora, para cada s, seja 1; o caminho critico que comeca em = + sw
e termina em y no tempo T, onde w € R? estd fixo. Assim, temos que a
derivada de Sy com relagao a x é o funcional linear dado por

050 d

%(w) = —So(z,¢s(T),T)

d
ds = %S(QZ)S)

, (2.147)

s=0 s=0

e portanto temos que

s

dt
Os

95, T iy
a—gg(w):/o i SV,

e agora basta usar integracao por partes para obter que

0%, [ [T Oy L D
S (w) = [ | (b= wvw)) - a4 i 5

T]
0 s=0

Como 15 é caminho critico para todo s, o termo entre parénteses na
integral se anula sempre. Assim,

% _ ] 8¢5(T) _ ] a¢s(0)
ax (w) =m w(T) 88 a0 m w(o) as 0 .
e como 0Ys(0)/0s = w e 0s(T)/0s = 0, segue que
0S .
o (w) = —mi(0) -w,
x
ou, pelo mesmo abuso de notacao de sempre,
95y .

Por outro lado, observamos que 8@&(0) /0y pode ser calculado, ao menos
formalmente, da seguinte forma: considere y + sw, w fixo, extremos finais
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dos caminhos criticos ¢ que ligam x a y + sw em tempo T'. Ora, pelo que
fizemos antes, ao definir campos de Jacobi, temos que

_ dos (T)

J(T) ( Is |s=0) Is |s=0 = w,
assim ]
0v(0 dos (0 _
20Oy = 22O — sy (w)
dy ds |,_o
Ou seja,
94(0) o
——=J(T 2.14
5y =@ (2:149)
Juntando as informacées acima, obtemos
&*So(x,y,T) -1
—_ = T 2.1
By mJ(T) (2.150)

que nos dé o seguinte resultado:

Proposigao 2.41. Se y € ponto conjugado a x, entdo

5250(3372/77)
det( o ) = +00

E interessante comparar este resultado com o teorema de Van Vleck na
secao 1.11.

Exemplo 2.24. Como exemplo de aplicagdo, considere V(z) = mT“’QxQ.
Neste caso, tem-se que

So(x,y,T) 2 +y?) cos(wT) — 2zy] ,

w [ (
2sen(wT)
donde é facil obter que

3250(55‘,%T) _ W
Oyox - senwT’

Desta forma, segue que os pontos ¢(nm/w) sdo conjugados a ¢(0) para qual-
quer inteiro n.

%
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Em Geometria Riemanniana também se estuda os campos de Jacobi e
os pontos conjugados (ver [75]). Isto corresponde ao caso em que V = 0.

O Teorema do indice é um resultado muito importante neste contexto
(ver [76])

Uma pergunta natural a se fazer é se existe alguma métrica Riemanianna
onde os campos de Jacobi definidos acima (com potencial V' # 0) sao de fato
os campos de Jacobi definidos na estrutura desta Geometria Riemanniana.
Esta questao é similar ao descrito pelo Principio de Maupertius (ver Teorema
2.6.1 em [291]). Vamos elaborar sobre isto.

A equagao de Jacobi S”(¢)J = 0 é aqui dada por

mJ"(t) + D*Vy J(t) =0

e portanto é de se esperar que a derivada segunda do potencial faca o papel
da curvatura ao longo da trajetéria. Observe também que no caso particular
em que o potencial é nulo, as trajetérias sao retas (e portanto geodésicas de
R?) e a equacio de Jacobi também é a mesma que aquela em RY.

Vejamos a seguir como os caminhos criticos (isto é, as trajetérias cldssicas)
se relacionam com as geodésicas da Geometria Riemanniana. Para isso, dado
um caminho ¢, defina a energia por

B(t) == ZI6(0)P + V().

E imediato verificar que a energia ao longo de um caminho critico é con-
stante.

Teorema 2.42. A trajetorica cldssica de uma particula com energia E €
uma geodésica na métrica Riemanniana

(u,v)g :==2(E = V(x)u-v

no conjunto {x € RV (z) < E} (a regido cldssica permitida), onde u-v é
o produto interno usual de R%.

Para a prova deste teorema, veja o fim do capitulo 2 de [291].
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2.16 Quantizacdao de Weyl, estados coerentes e microsuporte

O Hamiltoniano estd definido para (¢,p) (ou, (x,p)) no espaco de fase. Por
sua vez, os estados da Mecanica Quantica estdo definidos para ¢ (ou x)
no espaco de configuracao, ou entao, via Transformada de Fourier, ape-
nas para p no espago dos momentos. Desejamos explorar diversas formas
que expressem as probabilidades oriundas da Mecanica Quéantica mas desta
vez, alternativamente, no espago de fase (x,p); em particular, a medida de
Wigner desempenha um papel muito importante na teoria. Antes vamos
tratar da quantizacao de Weyl e da decomposicao em estados coerentes.
Referimos o leitor para [87], [109], [408], Lecture 13 em [116], chapter 7
in [424] ou chapter 3 em [112] para um estudo mais completo do assunto.

Decomposi¢cao em estados coerentes

Seja H = L%(R) = L3(dq) um espaco de Hilbert, seja © um espaco
métrico e X a sigma-algebra de Borel de 2 (em alguns casos €2 é o espago
cotangente de uma variedade). Considere uma medida m em (£2,%) (con-
forme [149]). Vamos denotar por a um ponto genérico em §.

Assim, dado f : Q@ — R, podemos considerar a integral [ f(a)dm(a).

O colocado acima faz sentido neste setting geral de espaco métrico, mas
aqui vamos considerar Q = R2. Neste caso m serd a medida de Lebesgue dz.

Fixada a medida m e a familia de operadores B(a) : L?(R) — L2(R),
o sentido da integral [ B(a)dm(a) = C ¢ o seguinte: para qualquer fungao
f,9 € L%(R), temos que < f,C(g) >= [ < f,B(a)(g) > dm(a). Note que a
dltima integral é um conceito ja bem conhecido, ou seja, a integral de uma
funcéo tomando valores em C.

Referimos o leitor interessado em mais detalhes para [201] onde é desen-
volvida a teoria da integracao de fungoes que tomam valores em operadores
limitados.

Seja { P, }acq uma familia de operadores limitados (indexada por a) de
projecoes finito-dimensionais em H tal que

(i) a fungao a — P, é continua, e

(ii) Jo Padm(a) = I (ver expressoes (1.2.7) e (1.2.11) na segao 1.2 em
[361]) .

Chamamos de P,, a € ), uma familia de estados coerentes.

Tipicamente, 2 = R? é o0 espaco de fase do sistema Hamiltoniano classico.
Desejamos associar a cada ponto do espago de fase a = (¢, p) um vetor 7, €
L2(R) = H e, finalmente, o correspondente projetor P, (.) = |1 >< 1a|. > .
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A expressao [ P,dm(a) = I descreve de certa forma uma resolucao da
identidade (algo desta natureza, embora nao exatamente o que consider-
amos aqui, aparece na segao 2.3) em que os pontos do espago de fase sao
associados a operadores. Os vetores 7, nao sao necessariamente linearmente
independentes.

Uma outra posivel definigdo (ver [266]): dada uma medida m em um
conjunto S considere uma fungdo ® : S — H, onde H é um espago de
Hilbert com produto interno < .,. >, de tal forma que ®(s) tem sempre
norma um. A familia ®(s), s € S, é dita de estados coerentes se

/ < P1,P(8) > < B(s), 00 > dm(s) =< ¢1,¢2 >

para todo ¢1, ¢ € H.
A quantizacao de Weyl

Vamos considerar aqui apenas o exemplo descrito acima em que {2 =
R x R, com coordenadas a = (¢q,p) = (a1,az). As principais referencias no
assunto sao [265] [377], [169], [361], [107], [106], [155], [250] e a segao 12.2.1
em [214].

Para cada (a1, as) considere o operator

Ulai,az) = exp(—%(alp —aaX)):H—H.

Usando coordenadas (z,p) ele se expressa como

o~ (zP—pX)

A quantizacao de Weyl, como veremos, se baseia na utilizagao desta
familia de operadores indexada por (z,p).

Note que se v for o pacote de ondas Gaussiano como momento a e
posicao b, entao e~ w (2P —pX) (1) é o pacote Gaussiano com momento a+ p
e posicao b+ q.

A construcao da familia de estados coerentes serd feita a partir de um
certo elemento fixo ¢ € £2(R), com norma igual a 1. Desejamos associar
pontos (x,p) (de uma forma natural) a operadores.

Seja um ¢ fixado. Entao, para cada y € R, se pode mostrar que

(U((a1,2)) 6] () = eapl(— 57 a1.02) exp(+ a2y) by — ).
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Vamos denotar ¢q, o, = [U((a1,a2)) ¢] € H.
Note que se supormos que

< ¢, P¢p>=0,

<P, X9 >=0,

entao
< ¢a1,agap¢a1,a2 >= ag,

De fato,
Poay,as (y) = _ihdzl,aQ (y) =

—ih - exp (;—;alcm) [%agemp (%@y) oy —ay) + exp <%agy> & (y— al)]

Substituindo no produto interno e usando o fato que

0—< 6,Pé >— / ()R @)y,

obtemos (note que |¢| = 1)

< $ay,ass P bay,ag >=

—1 A —1 3 3
_ - — —ih - — - - - d
[ eop (Fheen) eep (Leav) ot~ ens - cop (eeren) Leaees {Loar) 00— o]

= /a2¢(y —a1)é(y —a1)dy = az

Além disso < ¢q; gy X Pa;y .00 >= a1, como se pode ver usando o fato que

0=< 6, X6 >= / (1) 78 dy,

e calculando

< bay,an; Xday,ag >=

—i i — 7
exr —al1a exr —-a —a - exr —al1a exr —a —a d
/ p(% 1 2> p(h 2y> oy 1)y p(% 1 2) p(h zy>¢(y 1)dy

= /ycb(y —a1)p(y —ar)dy

Fazendo = = y — a1, dy = dx vemos que esta integral vale

/ zé(x)p(x)dx + / a1 ¢(z)p(x)dr = a;.
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Vamos considerar um exemplo particularmente importante e tutil de ¢
(que serd muitas vezes usado nas préximas segoes).
Vamos tomar como ¢ a distribuicdo Gaussiana de média zero e variancia
h:
LAY e,
o0 =() e erm-n

e assim tome
MNa1,a2) = Na = U(a’)¢ S EQ(R) =H.

Note que nao necessariamente vale |1, 40)l2 = 1.
Mais explicitamente,

77(a1 ,a2) (Q) = nh,(a1 ,az) (Q) =

1\ 4 —1 7 (g —ay)?
— exp 2ha1ag exp ﬁqag exp )

Com esta escolha temos que a variancia Ay, 0,)P € Ay, 00)X, TESPEC-
tivamente, dos operadores P e X, , sao todas as mesmas, onde

Ap(A) =[< 9, A% 9> = <§,A¢ >*]'V? = By[ (A~ Ey(A)I)*]'>.
Pode se mostrar que

daldag
/ ‘77&1,&2 >< 77a1,112| orh =1d

no sentido de que para toda funcgao v temos

_ daiday ——
//nahaz(Q) < na17a2‘¢ > o h = 1/}((])

De fato, calculando a integral da esquerda obtemos

dag

//m/ nay s (8)B(@)dy da;ﬂ—h
_ /// B <_a1a2> - <Ta2‘1> (%>% “r <_(q;7hal)2> exp (;_}::altﬂ) exp (%a2y>
(1) (g i

Chamando f(y) = emp( (y a1 ) (y), temos a seguinte expressao para a

transformada de Fourier inversa:

;ﬂh/ewp (%azy> f(y)dy.

flag) =
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Substituindo na expressao acima, obtemos

(%)é //egjp <%ia2q> exp <_(q2;h“1)2> f(az)dj;%l

Calculando a transformada de Fourier de f em ¢ encontramos

1) =~ [ e (Fa) flaa)d

(%) [ e <‘(q2;hal)2>da1
(@) (52

Fazendo ai;hq =z, da; = Vhdx obtemos

Substituindo,

<%)%M/6x2\/ﬁda¢ o)

Desta forma, 14, q,), (a1,02) € R?, define uma familia de estados coer-
entes.

Exemplo 2.25. Estados coerentes para o oscilador harmonico.

Aqui tomamos Q = C = R2.

Considere ¢, : R — C, n € N um conjunto ortonormal completo de
autofuncgoes obtido da quantizacao do oscilador harmoénico (ver se¢ao 1.2).

Para cada valor s = (¢ +ip) € C (onde ¢ é a posigdo e p 0 momento)
considere o vetor

Cmws? e S
C(s)=e = Z;) o Un.
n—

Isto define uma familia de estados coerentes.

o

Seja ¢q, uma familia de estados coerentes. A partir do formalismo
acima, podemos associar de maneira natural uma dada ¥ € £%(dq), ¢ —
¥(q), a um certo py onde py(q,p) > 0 satisfaz [ py(¢,p) = 1. Obtemos
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assim uma medida no espaco de fase a partir de um estado no espago de con-
figuracao. Esta associagdo no entanto nao é totalmente satisfatéria (embora
utilizada muitas vezes em diversos problemas).

Vamos considerar uma variagao do nosso procedimento. Denote

1
pw(Q7p) = ﬁ | < 1/}q,pu1/} > ‘2'

Chamamos py a funcdo de Husimi associada a v (ver [250] ou Cap 3
secao 11 em [112]).
Como exemplo considere o caso do oscilador harmoénico H (g, p) = % (¢*+
p?). 2
Lembre que o ground state é Qo(q) = ¢ ()4 e 37,
A m—th autofuncéao é
1

2m m!

Qunlq) = ( )2 Po(g/vVh)Q(q),

onde P, é o m-th polinomio de Hermite. O m—th autovalor é \,,, = h (m +
1/2).
Neste caso, a distribuicao de Husimi associada a 2, é
2 2 2, .2
1 2 t4q e e
2mhm! 2h

P am(a,p) =

Se considerarmos um valor de energia fixa £ > 0, e E,;, um valor préximo,
entdo tomando E,, = (1/2 + m)h, com h = E/m, resulta que quando
m — 00, temos que a funcao de Husimi vai concentrar no conjunto dos
pontos (g,p) que possuem energia cldssica H(q,p) igual ao valor E [250].
Acima, para cada valor de massa m tomamos o valor mais proximo do
fixado E.

Neste sentido embora nao totalmente satisfatéria a distribuicao de Husimi
(via esta associac@o) se torna a classica no limite semicldssico h — 0. Ob-
servamos que o limite semi-classico pode ter varios e diferentes sentidos
dependendo do problema (e da necessidade do formalismo).

Considere o assim chamado limite semi-classico h — 0. Este pp, o = py,
nao é, em geral, a probabilidade de encontrar (¢q,p) (que esta definido no
espaco de fase). Mas, se assumirmos que, ¢ é da forma do 7 entdao, num
certo sentido isto é verdadeiro.

Um formalismo mais satisfatorio e elegante sera descrito a seguir.

A densidade |1 (z)|? que obtemos do estado 1 (que descreve posicio) estd
definida no espago de configuragao z. Alternativamente, podemos considerar
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via transformda de Fourier, o estado 1 (que descreve momento), que tem
densidade |1/A1(p)\2, e que, por sua vez, estd definida no espaco dos momentos
p. Gostarfamos de obter alguma espécie de densidade conjunta (das duas
variaveis) definida no espago de fase (x, p) e que descrevesse a0 mesmo tempo
posicao e momento. Note que na Mecanica Hamiltoniana Cléssica este é o
ponto de vista natural. A medida de Wigner W (x,p) vai desempenhar tal
papel. Uma referencia bastante completa sobre este assunto é o texto [446].

Uma descricao das medidas de Wigner quando o espaco de estados tem
dimensao finita aparece em [34]. A referencia [176] relaciona medidas de
Wigner com medidas de Aubry-Mather.

Considere f (a1,a2), f: R — C, que se denomina de transformada de
Fourier simplética de f(q,p), f: R — C, que é descrita como

f(al,ag):/ f(q7p)€%(a1p—a2q) M
R? 27mh

Ressaltamos a notacao aqui utilizada, onde usamos o tilda (acima) para
a transformada de Fourier simplética, e guardamos o chapéu (acima) para
a expressao que envolve a transformada de Fourier usual, isto é,

flaran) = [ flap)et oo S
R2 2mh

A transformada de Fourier simpletica é algumas vezes denominada de
"twisted” Fourier transform. Lembre que a 2-forma simpletica w natural na
Mecéanica Classica (quando (g, p) € R?, por exemplo) é tal que w( (p, q), (az,a1)) =
pai1—qaz. Em alguns dominios da Mecanica Quantica é mais natural tratar
da transformada de Fourier simpletica do que transformada de Fourier usual
(ver [155]).

A transformada de Fourier simpletica inversa é dada por

) da1 dCLQ

F—1 _ —f(aip—azqg
[~ (a,p) /RQf(al,az)e 2 P

Vale neste caso algo que ocorre de forma similar para a transformada
de Fourier usual. Para toda f vale o seguinte: aplicar a transformada de
Fourier simpletica inversa na transformada de Fourier simpletica de f resulta
na propria f.

E natural considerar que estas operagoes agem no espago das distribuigoes
S(R?) (conforme secdo 1.14). Note que f — f é um operador unitario em
L2(R?) (ver [107]).
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Lembre que
)
Ular,az) = el“p(—ﬁ(alp —az)).

Por definigao [106] [107] [438] [315]

da1 dCLQ
2mh '

OZV (f) :/R? f(ay,a2)U(ay,a2)

é o operador quantizagdo de Weyl agindo em S(R x R).

Se f é uma fungao tomando valores reais, entao OZV (f) é um operador
auto-adjunto. Obtemos assim uma associagdo de observaveis cldssicos a
observaveis quanticos de uma forma sistematica e definida de forma tnica.

Desta forma, para todo ¢ € S(R?), temos que

da1 da2 .

0¥ (1@ @ = [ Flara) [V )] 0) GF

) 7 dai das

/}R2 flay,as) 63329(—%@1&2) 655‘17(5@255‘) Y(xr —ay) 57

define uma funcao ¢ que estd em S(R?).

Por exemplo, se pode mostrar que {[OZV (22)] (1/1)} (r) = 2%P(x) =
X2 (1) (z). Ou seja, [0} (z?)] = X% Da mesma forma, [0}V (p?)] = P2.

Se f € S(R?), entdo OV (f) ¢ trace class. Além disto 7(O) (f)) =
5 | fla1, az)day ap [107].

f(.,.) € S(R?) é chamado de sfmbolo de Weyl de O}V (f). Da mesma
forma, (mas, de maneira mais geral) podemos dizer que f € S (R?) é o
simbolo de OEV (f). Por exemplo, 31i:0(z — 0) é o simbolo do operador
identidade I : S(R?) — S(R?) [107].

Pode-se mostrar que para todo a e f € S(R x R), f(¢q,p) — C, temos
(usando a notacao da segao anterior) que

(na, (O f11a) = f(a),

= ¢(x)

lim

h—0

onde 7, foi obtida a partir do pacote de ondas Gaussiano como descrito na
secao anterior.

Desta forma os estados coerentes e a quantizacao de Weyl se harmonizam

na formulacao de uma estrutura que de certa forma traduz, no limite em
h — 0, o que se espera do mundo classico.
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Outra questao interessante é a eventual relacao entre o colchete de Pois-
son (mundo classico na segdo 1.2) e o Comutador de operadores (mundo
quéantico na segao 1.2). Se pode mostrar (ver [112]) que dados f(.,.),9(.,.) €
S(R?)

[0 (1), 0 (9)] = O ({f,9}) +O(H?).

Desta forma no limite semi-classico h — 0, neste sentido, o mundo
quantico se torna similar ao mundo cldssico. Vamos explorar um pouco
mais as questoes do limite semi-classico relacionadas ao conceito de micro-
suporte.

Limite semi-cldssico e microsuporte

O pacote Gaussiano x € R, ¢ € R é descrito por

~ 'L _ @ Z _ (z—z)2
z = Ppe(2) = exp(ﬁmvz) e 4a? :exp(ﬁfz) e~ 4h

Ele descreve um particula quantica com posi¢do = e momento & = mwv.
A variancia da posicao estamos tomando a = v/h. Podemos também tomar

a = \/h/m e desta forma obteriamos a expressao

(z—x)?

exp(%{z) e 4R/m .

Neste tltimo caso podemos considerar /i e vy constantes, tomar m — oo,
(em vez de h — 0) e deduzir um resultado semelhante ao que serd obtido
abaixo

Quando A — 0 a distribuicao da posicao de ¢, ¢ vai ficar mais e mais
concentrada em =z € R. Vamos elaborar sobre isto em seguida.

Vamos no desenvolvimento abaixo considerar a = /.

Dizemos que z(h) (indexadas por h) é da ordem O(h*°) se para qualquer
N > 0 existe Cy e § > 0 tal que

|z(h)| < Cy BN, para |k <.

Neste sentido z(h) vai muito rapido a zero quando i — 0.

Dada uma familia de funcoes ¥y, h ~ 0, em £?(R), dizemos que ela esta
microlocalizada infinitamente pequena perto de (xg,&p) se

2(h) =| < @ug,n > |

¢ O(h*) uniformemente numa vizinhaga fixa de (2o, &p). O complemento de
tais pontos (zg,&p) é chamado de micro-suporte da familia vy,.
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Sendo assim no limite semiclassico se entende que pontos fora do micro-
suporte nao sao observados.
Uma boa referencia para o tépico em consideragao é [315] e em particular

o chapter 3.

(z

. 2
. i _(z=z)®
No caso do pacote Gaussiano ¥p,(z) = e #%0% ¢~ an ~ é natural pergun-

tar sobre seu microsuporte.
Para (y,n) # (x0,&0) o valor 2(h) = | < @y, Page > | € O(R™).

. i _G—w?
Acima @y ,(2) =er* e” 4n

Vamos mostrar agora que o microsuporte de ¢z ¢, = Q)ZO £ é apenas o
b

ponto (xg,&p) .
Vamos usar algums ideias originarias do método da fase nao estaciondria

(ver [413] ou [116]).
O método da fase nao estacionaria diz que se a(x) for de classe C e
¢(z) diferencidvel e tal que ¢'(x) nao se anula no suporte de a, entao

/a(az) ei)\(b(x) < )\fN

para todo inteiro N > 0, quando A — oo.
Em vez de usar tal resultado vamos fazer as contas no exemplo especifico
que iremos considerar abaixo.

Note que

X =?+e-29)? iz(n—¢&)

< Sé(y,n)a @(xo,go) >= / e 4h2 e h dz

—00

Caso 1: Suponha que y # xp, entdo temos que

(2=t (z—20)?

| < Py Plaogo) > | < / e an2 dz

—0o0

Note que (z —y)? + (z — 20)? = 2(z — 25)2 + (xogy)Q portanto

B N 00 _Q(Z*IOTM)2+M
| < @lym)s Plaogo) > 1 < / e an? dz =
—o0
T0+Y.\2 2
NG L e G ) _(z0-y)
=e 8 / e 2n2 dz =e  8h2  hV 2.
—o0
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Caso 2: Suponha que 1 # &y e y = xg, entao vale que

By @ X m)? o)
< Pyn)» Plzo,o) == e 22 e dz

—00
Seja 6(2) = 2(n — &), assim ¢/(z) = n — & # 0 para todo 2, j& que
n # &. Defina o operador L := 234 ¢ note que L(e%) = e%, assim

1 ¢'(z) dz
usando a propriedade de L e integrando por partes temos

0 G-z)? ig(2)
e 202 e h dz =

—00

0 (z—xg)? ib(2)
/ e ot L(e™n )dz =

—0o0

(z—zq)?
Ly Lk VR SV
i) e (2) dz N
h % _Gom? d o ie)
= —_— d =
@ L we
o0 z—zg)? ip(z
e | T
o—"n _ z

(zfan) _ (g )2 _ .
2? ) =e =2 (=252 ) muda de sinal apenas em

d J—
Note que g(e
Z = X-
Assim temos que
<

(Z x ip(z o
‘/ 2h§ ¢}(l)dz < h /
60 —MNJ-x

CC()*hN 2—zn)2 x0+hN z—2q)? —
= : h </ di(e_( 2h§)) )dz—i—/ e_( 2hg) <|Zh7—;$o‘>dz—
0o—"n —00 z T

o—h¥

o0 (z—z )2 2N N
_ / i (67 an? )dz) < h (26 };hQ + o2nv h2 >
zo+hN dZ §o—n h

[ (2 ),
&

Assim concluimos que o microsuporte estd localizado em (g, &).

d;i(e(zgfzg))?)

dz =
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Um estado Lagrangiano é uma func¢ao da forma ¢ : R — C, onde
p(a) = alz)er®™),

a:R—R,a>0eS:R— R sio fungdes reais e [ a?(z)dr = 1.

Pode se mostrar (ver [15] e [315]) que o microsuporte de ¢ é o con-
junto dado pelo grafico da fun¢ao S’(z). Em [302] os autores analisam es-
tados Lagrangianos periédicos e questoes que envolvem dinamica e o limite
semiclésico.

2.17 Medidas de Wigner

O kernel ou medida de Wigner associado a uma certa ¢ € £2(R) é

s ds

Wy(q,p) = /R o(q+ %)eb(q— 5)6"% P

Referimos o leitor interessado em mais detalhes sobre o tépico para chap-
ter 6 in [107], [450], [109], [34], [155], [311], [288], [106], [438] ou [410].
Fixado ¢ os valores de Wy(q,p) sao reais mas podem ser negativos.

Vamos analisar agora algumas propriedades basicas da medida de Wigner.

//ab W (q,p) dgdp = /ab |6(q)[” dg,

/ /Cd W(g,p) dq dp = /Cd |6(p)|*dp,

Demonstracao _
~ .y ~ 2 ,
Lembre que como fungao da varidvel s, a expressao [ et n?®dp ¢ uma
distribuicao, mais precisamente, a delta de Dirac em s = 0, denotada por
1
(27r h) 50'
A associagao

Proposigao 2.43.

and

£ g [Uf erirean) s

é a delta Dirac em zero. Ou seja, f — f(0).
Este resultado é semelhante ao que foi deduzido antes (ver 1.44 e 1.45
na secio 1.14) mas com uma mudanga de sinal (14 seria [ e~ #P%dp).
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~ . i .
Vamos mostrar a afirmacao no caso acima [ et nP%dp. Segue facilmente
do uso da Transformada de Fourier inversa que

1
21 h

1 1/2 —izp 1 1/2 igp
(27Th) /6 " |:(27Th) e f(s)ds]dp.
Consideraremos agora a expressao acima apenas quando x = 0. Obtemos
assim
10 =G [ [ [erer ds |ap
21 h 21 h

Acima f pode ser tomada indistintamente como fungao de x ou s.

Assim, para ¢ fixo, tome acima f(s) = ¢(q + 5) #(¢ — §), entdo

f(2) = (s )12 / F(p)dp =

/ W (q,p) dp =/ [/R dlq + §)<b(q — %)eip_hs Qish Jdp = ¢(q) p(q).

Isto mostra que | Wy(q,p)dp = |¢(q)|*.

Vamos agora demostrar a outra afirmacao.

Para um p fixo, considere agora a mudanga de varidvel 2’ = (¢ + 5) and
2 = (q— 5). Note que a matriz Jacobiana da mudanca de coordenadas
(q,s) — (2/,2") tem determinante de modulo igual a 1. Note ainda que
s=1a" —a".

Obtemos entao

’ pa!! /
/W¢(q,p)dq:// gb(x’)e*i% qb(g;”)eﬂph didx// _
R JR 27 h

pa” dx”

[ otane ™ ar x [ o e S =500 ) = 60

O resultado acima indica que a medida de Wigner é uma espécie de
medida com sinal (lembre que pode tomar valores negativos) tal que suas
marginais descrevem a posi¢ao e o momento de uma particula quantica. Em
[384] resultados explicitos sao apresentados. A relagao entre quantizagao de
Weyl e a medida de Wigner é descrita pelo préximo resultado.
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Proposicao 2.44. O}‘,’V satisfaz, para todo ¢ € L>(R) e f tomando valores
Teals:

< $,0) f(¢) >= /R2 f(a:p) Wy(q,p) dq dp.

De fato, a expressao para Wy pode ser derivada por integragao por partes
a partir desta propriedade e da defini¢ao de OZV.

Demonstracgao:
De fato, basta verificar que

< $,0) f(¢) >=

2mh

ar dzdaidas

2)"mh

/¢( )f(a1>a2)€2ha1a2€ RS g 21h

faze gy U dxdaydas _
/(b flemaeiole + 5)=50

ay a1\ _igon ar s—any) Qydzdzrdar das
o

@\ (e 1 A1) %alz %ag( —x)
B /[¢($ 20wt F)e Hf<y72)€ ’ |daidasdydzdr =

27h 2mh

—fas(y—x)
/W(b(x,z)[f(y’z);ﬂ;i |dydasdxdz =

¢ %azx
/ We(z, 2) [%]dagdxdz =

/ We(x, 2) f(z, z)drdz =

/RQ f(q,p) Wy(q,p) dgdp
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Observe que a segunda igualdade vem de uma substituicado na qual se

toma r = x + %, na terceira substituimos a; = —a;. Na quarta igual-
dade usamos a definicao de transformada de Fourier simplética. Logo apds,
substituimos az = —az e usamos a definicao de Wy. Nesta demonstracao,

f (p,y) denota a transformada de Fourier de f(x,y) na primeira variavel.
U

Observe ainda que a associagao de f(q,p) a um correspondente operador
quantizado OIIJ/V f, descrita pela quantizacao de Weyl, permite o calculo do
trago de OZV f via

trago O, f :// f(q,p)dq dp.

Referimos o leitor a [107] segao 9.2.2 para a prova desta afirmagcao.

Finalmente, podemos considerar (ver exercicio 2.15 em [106])

] —lemap? _ (oag)?
W(a1,a2)(§lap) = Wn(al’%)(q,p) — % e aZ e a2 ’

onde 14, 4,) foi obtido a partir do pacote de ondas Gaussiano como na segao
anterior.

As tnicas fungoes de Wigner que sao totalmente nao negativas sao aque-
las associadas a pacotes de onda Gaussianos [28] section 15.2 (como descrita
acima).

Vamos considerar agora outro exemplo importante em que ¢ esta no toro
n-dimensional e o momento p em R", sendo assim ilimitado.

Abaixo vamos considerar h = 2rA,;A,. Os valores A, e A, sao apenas
constantes de normalizagao que irao aparecer nas contas em breve.

Lembre que o toro T? é obtido como o conjunto [0,27) x [0,27) C R?
com a identificacdo usual da fronteira.

Para f € S(T? x R?), da forma para f(q1,q2,p1,p2), temos que a (série-
transformada) de Fourier é definida como

f(n1,n2,61,62) =

/Aq /A‘J / f(q1,q2,pP1 Pz)e%([("l a1+n2 a2)] — (€1 p1+E2 p2) h) @41 daz dp1 dpy
o Jo Jr2 ey (27 h)2

Desta forma obtemos de volta a f via a expressao (ver [176])

f(ni,n2,81,82) =
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> /2 f~(n1,n2,51,52)e}%(*(€1P1+€2P2>+[Aq(”1<11+'n2<12>]) €1 dgo
Jr

=
n1€Z no€L (2mAg)

Finalmente, para f € S(T? x R?),
(0 (f) =

3 / Fnsna. €1, 6) e+ (18 (m Prna Po)] ~(6 Qu62 @2)) 461 462
RQ ) ) ) 27'['Aq )

n1,n2€Z

onde X é a multiplicacao por x1, Xs é a multiplicagao por xa, [P1(¥)](x) =
B2V (0 o [Py()](z) = & 2% (a).

Conforme descrito anteriormente considere a familia { P, },cq de estados
coerentes.

Nés chamamos a func¢ao densidade O, : Q — RT, dada pela férmula
O,(a) = trago (P, p),

de distribuicao de Husimi generalizada correspondente ao estado p.

Exemplo 2.26. Considere H = L2(R?), e seja P, Q os operadores posicio
e momento. Seja o € H um vetor de norma um no dominio de @) and P tal
que < Paja >=< Qala >= [z |a(z)* dz = 0.

Vamos definir oy, € H por

ay:(q) = ¢ (i1 % 4s) ala—y),

para ¢ € R? and (y, z) € R. Entao, oy, sdo estados coerentes.

Considere 2 = R m a medida de Lebesgue, e P, = |ay. >< .|, para
todo (y,2) € RS.

A funcao (y,2) — O,(y,2) =< ay.| < play, > é chamada de dis-
tribuicao de Husimi ordinéria.

¢

2.18 Calculo das Variacoes e a equacao de Schrodinger

O ponto principal nesta secao é apresentar uma versao alternativa para a
dedugao da fundamental equacao de Schrodinger. A evolucao temporal dos
estados serd descrita por fluxos de probabilidades, equacbes de transporte
e principios variacionais de minima agdao. Uma expressao mais geral da
equacao de Hamilton-Jacobi desempenha um papel crucial neste ponto de
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vista (ver [332], [131]). Alguns textos se referem a tal formalismo como um
parte integrante do ponto de vista de Bohm da Mecanica Quantica. Nao
vamos discutir aqui o que significa isto exatamente do ponto de vista do
fendmeno fisico.

Uma referencia abrangente cobrindo varios aspectos da Mecanica de
Bohm ¢ [127]. Um étimo resumo dos principais aspectos necessarios para
entender a Mecanica de Bohm aparece em [420]. O material desta segao
(tirado de [220]) tem certa relacdo com a Mecanica de Bohm, e a assim
chamada Mecanica Quantica Estocéstica (ver [333] e [332]). Nestas refer-
encias se pode obter a equagao de Schrodinger a partir de procedimentos
diversos daqueles que seguimos no inicio do nosso texto. Referimos o leitor
para [172] para uma detalhada discuss@o sobre o assunto. Para aprofundar
tal ponto de vista referimos o leitor [356], [355], [357], [385] e [354].

A Mecanica d Bohm nao estd em contradicao com a teoria da Relativi-
dade (ver segao 6 em [430]).

Para motivar o assunto vamos primeiramente apresentar brevemente o
formalismo da equagao de Hamilton-Jacobi no setting da Mecanica Classica.

Assumimos que S(t,x), x no toro n—dimensional A, satisfaz a equacao
de Hamilton-Jacobi

oS 1
S24+V =0 2.151
S g V()P +V =0, (2.151)
associada ao Hamiltoniano H(q,p) = % + V(q), onde V é diferencidvel

infinitas vezes. Esta equacao esta ligada a Mecanica Classica e nao Quantica.

Acima estamos considerando o toro com a métrica flat.

Ressaltamos que nem sempre este S pode ser definido em todo toro de
forma diferencidavel. A partir de condicoes iniciais fixadas se pode definir
localmente uma solucao infinitamente diferencidvel (ver [12], [319] e [291]).
Muitas vezes ocorrem singularidades (pontos de cdusticas) e em certos casos
se pode extender a solucao infinitamente diferencidvel de forma continua,
mas isto depende muito da forma especial do potencial.

O estudo das solugoes de viscosidade e da Teoria de Aubry-Mather per-
mite encontrar solugoes da equacao acima de um ponto de vista diferente
[146]. Se busca fungoes continuas S(z,t), para todo = no toro A e t € R, tais
que para x fora de um conjunto de medida de Lebesgue zero no Toro exista
a derivada parcial de S em relag@o a x, e nestes pontos a equagao acima seja
verdadeira. Este seria um ponto de vista de obter solucoes globais, mas de
uma forma dita fraca.

Assumimos agora que exista uma evolucao temporal de probabilidades
cujas densidades sejam denotadas por P:(z) = P(t, ).
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Desta forma, para qualquer ¢ temos que [ P(t,z)dx = 1.

Assumimos também que esta evolucao temporal seja governada por um
fluxo gradiente nao autonomo dado por V,S(¢,z), onde, S : [0, R] x T — R.
Isto significa que a equagao de continuidade seja preservada, ou seja, que
P(t,x) satisfaga

oP

1
— iv, (P — =0. 2.152
5 + divy( mVS) 0 (2.152)

S descreve a acado associada os sistema mecanico classico.

Lembre que a equacao do transporte apareceu na secao 1.11 de maneira
natural a partir da equacao de Schrodinger.

P % VS é chamada de corrente de probabilidade associada a P e S. Se
P(t,xz) é tal que nao depende de t (estacionariedade), entdo se obtem a
expressio: div,(P L VS)=0.

Note que se ¢ é da forma ¢(z) = AeS/" onde A > 0 e S sio funcdes
reais, entao, podemos escrever P % VS, que é a corrente de probabilidade,
na forma 27?“, (V¢ — ¢V ) (ver [196] Definicao 2.5.1).

Podemos considerar outro tipo de problema (que serd o mesmo ao final):
seja T > 0 fixo, entdo para quaisquer S(t,z) e P(t,x) (uma familia de
densidades parametrizadas por t) denote sua agao por

T

A(S, P) = / Pty (2202 L LG s + Viw)) du dt.

0 8t 2m

Considere para um dado 7' > 0 que estao fixadas as condicOes iniciais e
finais So(0,x), S1(T,z), Py(R,x), Pi(R,x).

Estamos interessados nos S(z,t) and P(x,t) que sdo criticos para a a¢ao
A acima descritas, com as condicoes fixas em t = 0 e t =T, dados pelos Sy,
S1, Py, P1 acima.

Dizer que um certo par S(z,t) and P(z,t) é critico para a agio A
significa que para qualquer familia de variagoes Ss(x,t) and Py(x,t), index-
ada por s € (—€,€), € > 0, tal que So(x,t) = S(z,t) e Py(x,t) = P(x,t)
temos que

d A(Ss, Ps)
ds

Note que se o par S(z,t) and P(z,t) for minimo para A entdo ele é
critico.

Observe que, a menos do termo P(t,x), o problema acima tem uma certa
similaridade com o principio clédssico de acao critica [292].

Resultados relacionados ao tépico em andlise apareceram em [220] [434]
[180] [133] [331], [442], [437] e [81].

‘3:0 =0.
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Pode-se mostrar que as familias S(t,z) e P(t,x) que sdo criticas para
a agao satisfazem (2.78) e (2.79) acima. A prova desta propriedade segue
de um resultado mais geral que serd considerado em breve. Esta agdo que
consideramos acima nao tem sentido quantico. Ela descreve a evolucao tem-
poral natural de probabilidades (densidades) segundo o fluxo Hamiltoniano
Classico.

Vamos considerar agora um novo tipo de acao: para quaisquer familias
S(t,z) e P(t,z) (uma familia de densidades no Toro indexada por t) denote
a g-action [220] [231] (¢ de quantum) por

T X
A (S, P) = /O P(t,x)[asgt’ ) + ﬁ Vo (S(t,2)> + V() +

(h/2)? 2
—————— |V, (P(t, dx dt.
2mP2(t,x) Vo (P(t,2))|" | dx
A diferenga do caso anterior é que apareceu um novo termo (o dltimo)
que de certa forma é um potencial que depende de P:

(h/2)” :
U,(P)(x) = —=——|V.(P(t,x
J(P)@) = gy V(P )
O efeito deste potencial é diminuir o potencial classico V' onde P tem
pontos de maximo. U, foi denominado de potencial quantico a secao 1.11.
De forma andloga ao caso anterior fixe So(0,z), S1(T,z), Py(0,T,z),
P1 (0, T, J}) .
Considere os S e P que sao criticos para as variagoes da acao A, com
extremos fixos em t = 0 e t =T, dados respectivamente por Sy, S1, Py, Pi.
Vamos mostrar abaixo que as variagoes criticas implicam que
oS 1 h2 A, a
— + — |V SP+ V() = .
8t+2m‘ S+ V(@) [Qma]

Mais precisamente, as variagoes criticas por P resultam na condicao

2 2
A g VSR +V+ [l (VP - G2 a0

para a solugao critica.
Isto também pode ser escrito como

aSt,z) 1
T Vo (S(t,2))|? + V(z) — |

h? A, PV3(t,x)
2m PY2(t,x)

]=0 (2.153)
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Lembre que na secdo 1.11 mostramos que se (¢, z) = a(t, z)e’ S&2)/0
onde a e S sao funcgoes reais, satisfaz a equacao de Schrodinger
oy h?

entdo, denotando P = a?, temos que P e S satisfaz(2.151) e (2.152).
Em termos de a obtivemos naquela secao que

Oa? . 1
E"i_dlva:( 2EV$S):O
¢ 25 1
oo 1 2
BN + \V S+ V(x) =
[hQAgC a]
2ma

Segue do desenvolvimento abaixo que um principio de minima agao pode
substituir a equacao de Schrodinger.
Lembre que se a condigdo inicial 1(0,z) = a(0,x)e’S©*)/" em tempo
= 0 for uma autofuncao de H entao a evolugao temporal é tal que a
amplitude a? ndo varia. Neste caso obtemos a condicdo

div,(a? % V.S) = 0.

Vamos agora apresentar as provas dos enunciados acima.
Primeiro vamos descrever um problema variacional sem a componente
quantica. Mais tarde consideraremos o outro caso.

Seja um aberto A € R™ e seja P : [0,7] x A — R uma familia a um
parametro de densidades de probabilidades sobre A, i.e.

/ P(z,t)de =1, Vt € [0,T].
A

Seja ainda S : [0,7] x A — R uma familia a um parametro de fungoes
diferenciaveis. Definimos a a¢do em P e S por

A(S, P) / /P [ +—|VS|2+V( )| dadt, (2.154)

onde V : A — R é um potencial e V denota o gradiente na coordenada
espacial.

Primeiro iremos tratar do caso classico.
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Teorema 2.45. Seja A o operador definido pela equagao (2.154). Entao se
o par (P, S) é um ponto critico de A, ele satisfaz as sequintes equagoes:
9 4 L IVSP+V(z) = 0
98 +ain (BX2) = o

Demonstragao. Seja (P,S) um ponto critico de A e considere para 7 €
(—e, €) Pr, S; uma familia de variagdes de P e S, respectivamente, satis-
fazendo, V7 € (—¢, ¢)

/P (t,z)dx = Yt € [0,T7;

P;(0,x2) = P(0,2), P-(T,z) = P(T,z), Vx €A,
S-(0,z) = S(0,x), ST(T,JL‘) =S(T,z), Vxe€A,

ou seja, a variacao é propria e preserva o fato de P ser probabilidade. Defina
a agdo A(1) = A(P;, S;). Entao, derivando A segue que

/T/aPT S

0 A 67' at
T 89S, 1 S,

+/0 /AP<&8 o >da:dt.

Como (P, S) é critico de A, temos que A’(0) = 0 para qualquer variagao
de (P, S). Com isso, definindo as fungoes

1
%\VSTF - V(x)} dadt

OP;
W(x,t) = o (x,t)
7=0
0S;
U(z,t) = o (z,t),
7=0

obtemos que

/ / [_+_‘VS\Q+V( )} da:dt+/ /P—d:cdt

(2.155)
/ / P—VS - VUdzdt.
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Utilizando integragao por partes e observando que a variagao é propria,
chegamos as identidades

T ou Top
P—dt = - —Udt
/0 ot o Ot
/ PiVS -VUdxr = / div (PVS> Udz.
A T A m

Na expressao acima podemos supor U e W com suporte compacto em x
para cada t. Com esta condigao é valida a igualdade.
Com isso, a equagao (2.155) torna-se

// [—+i\v5\2+V( )}dazdt—
[0 [2 s (25 a0

Pela arbitrariedade de U e W, segue o resultado.

0

Vamos definir agora uma acao com componente quantico. Isto significa
acrescentar um termo mais a agéo anterior. Obteremos desta forma uma
equagcao diferencial parcial associada a Mecanica Estocdstica de Nelson (ver
segOes 13 e 14 em [333]). Novamente para P e S como anteriormente defina

(S.P) / / [_+_\vs\2+V( )+c—\vp\2 dadt. (2.156)

Vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.46. Seja (S, P) um par critico para o funcional A, definido por
(2.156). Entao S e P satisfazem as sequintes equagoes:

&+ aalVSP + V(@) + ez |VPP —2¢ (57) = 0

92 + div (2¥5) = 0.

Desta forma recuperamos a equacdo anteriormente obtida na secdo 1.11
via um principio variacional.
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A expressao

O 4 VS + V(@) + ey VPP — 2 <P> 0

pode ser escrita como

oS 1
E+—|VS|2—|—V( x)—2mv

2 AVP
VP

onde assumimos que 2mv = h (ver (9), (10) (12) em [181]).
A equagdo nesta forma é conhecida com a equagao de Hamilton-Jacobi-
Madelung (conforme [181])

=0, (2.157)

Demonstra¢do. Sejam novamente Py, S; variacoes de P e S como na demon-
stragao do teorema anterior. Entao, definindo novamente A,(7) = A4(Pr, S;),
derivando e fazendo 7 = 0 na expressao encontramos

/ /W —+—\VS\2+V( )+c—|VP| | dxdt

T oU T 1
+/ /P—da:dt—l—/ /P—VS-VUd:cdt (2.158)
o Ja Ot o Jan m

- /T/ 29GP . VW dzdt /T 2W\VP\2d dt
c - . xrat — ¢ — xdat,
o JaP o Ja P?

onde novamente denominamos

oP;
Wt = I (@)
7=0
0S;
Ut = 2| (@),
7=0

Para P e S serem criticos, qualquer variacao deles deve resultar no an-
ulamento da expressao acima.

Utilizando integracao por partes, podemos observar novamente as seguintes
identidades:
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T ou Top
P—dt = -— —Udt,
/0 ot 0 Ot
/ EVS -VUdx = / div <PVS> Udzx,
AT A m
1 . (VP
/AFVP -VWdx = —/Adlv <?> Wdzx.

Substituindo tais expressoes em (2.158), podemos reorganizar os termos
e ficamos com

/ /W—+—\VS\2+V( )+c—\VP\ |dxdt

T T
—/ /Ua—Pd:vdt—/ /Udiv <P—VS> dxdt
o Ja Ot o Ja m
T P T 1
—2c/ /Wdiv VP dxdt—Qc/ /W—\VPPth =0,
0o Ja P o Ja P?

e portanto

o_/ /W —+LIVS|2+V( )+

P
\VP\Q — 2cdiv (VP > - 2c—|VP| | dadt

[ o (72

T
/ /W[a_S+L|VS|2—|—V( )—c—\VP\Q—chlv (VPP>} dxdt
0

/ v [—erv(PZLS)]dazdt

Como a expressao acima deve ser zero para todo U e W obtemos o
resultado desejado.
Agora, observe que

P
—2cdiv (%) =2c —\VP\Q —2c —AP (2.159)
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portanto
oS 1 9 9 VP
E—F%\VS\ +V(x )—c—|VP| —26d1V< P)
= 8—5+i\v5\2+w ) — —|VP|2+2 \vp\Q—z —AP
~ ot 2m ¢ P2
oS

_ 1 2 2
= o T [VSP V() +cP2|VP| QCPAP.
(2.160)

Com isso, a equagao anterior se torna

/ / [_+—|VS|2+V( )—|—c—|VP|2—2c AP| dadt

[ ol ()

Disto segue o que afirma o teorema.
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2.19 Espalhamento

Vamos analisar nesta secao o espalhamento de estados. O modelo que o
leitor deve ter em mente é o seguinte: consideramos um potencial para o
qual existe uma certa regiao delimitada e finita do espaco em que ele tem
maior influéncia. Sua acdo se torna bem mais fraca sobre particulas que
estao a distancias muito grandes. Uma particula quantica muito longe desta
zona é governada praticamente pelo potencial nulo; ao se aproximar da zona
de maior acao do potencial, ela se altera, e, apds esta ocorréncia, ela se afasta
novamente da zona de influéncia do potencial.

Sendo assim, a evolugao temporal do estado, que inicialmente era proxima
daquela governada pelo potencial nulo, é tal que com o decorrer do tempo
ele é refletido, e, posteriormente, volta a ter outra vez um comportamento
estatistico temporal similar a de uma particula livre quantica.

Vamos analisar aqui a descricao matematica deste fendbmeno apenas no
caso de dimensao um. Uma descrigao bastante completa do assunto no caso
geral pode ser encontrada em [372] ou Lecture 10 em [117].

O tépico desta secao é de grande importancia nas questoes praticas.
Muitas vezes é dificil inferir qual o potencial que realmente atua num sistema
quantico dado. Este entdao é bombardeado com outras particulas. A Teoria
do Espalhamento (via o assim chamado problema inverso) permite descobrir
qual o potencial que deve ser considerado no problema em analise.

Considere um Hamiltoniano H = —%A + V(z), onde V(z) pmasy 0,
e, um estado ¢ que é solugao da equagao de Schrédinger
o
th— =H
ot v
Y=o = Yo (1).
Intuitivamente, H é muito proximo a Hy := —%A para |z| grande,

assim espera-se que Y se comporte como uma particula livre longe da origem.

Definigao 2.31. Denominamos Hjp o fecho do espago gerado pelos autove-
tores de H.

Sendo assim, Hé‘ denota os estados que sao ortogonais a este subespago
‘Hy. Estes dois subespagos sao invariantes pela acao do operador linear H.

Exemplo 2.27. Suponha que V seja da forma acima e seja 1y uma aut-
ofungdo de H, associada ao autovalor A, com [[¢g|[z2@®) = 1. Neste caso
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a solucao ¥, t > 0, da equagao (1) é dada por ¥(x,t) = 67%1/)0. Para
qualquer intervalo limitado I = (—R, R) C R temos

P(t.1v0) = [ fin@)Pde = [ e F e Foo@itr = [ o) < vl
Assim, limy— o0 [; [¢4(2)|?dz = [, [¢o(2)|?dz > 0, para algum I grande e
fixo. Desta forma, com o decorrer do tempo, a probabilidade de encontrar
a particula numa fixada regiao limitada é positiva.

Por outro lado se ¢y € Hg- ¢é possivel provar que para qualquer intervalo
finito I temos que lim¢, o [; [¢+(x)[*dz = 0 (ver Remark apds a defini¢ao
2.29).

Ou seja, a probabilidade da particula quantica ficar na regiao limitada
I vai a zero com o decorrer do tempo.

Assim, é natural de chamar os estados ¥y em H; de limitados e os em
Hbl de ilimitados.

O exemplo anterior justifica a seguinte definigao:

Definigao 2.32. Um estado de espalhamento é uma solugao de (1) com
Py € H#‘

Vamos primeiro trabalhar um pouco com o caso degenerado H = Hj.

Proposicao 2.47. Sejam 1y € L*(R), ¢ solucdo de (1) acima com H = Hy
e I C R intervalo limitado. Entao lim P(t,1,1y) = 0.

[t|—=+o0

Demonstracao. Usaremos aqui alguns resultados da secao 1.5.
Assuma sem perda de generalidade que I = (—R, R). Suponhamos ini-
cialmente que ¥y € CF°(R), conforme a discussao da segao 6 do quantum

3, vale
omiht\ "2 [T im|z—y|?
wo:,t):( ) [ e vty

m —00

Note que,

R 7% R
P(t,],zpo):/R |¢(w’t)|2dw:(27rnz|t|) /R

i 1
orhltl\ "2 B +oo 2 2mhlt]\ 2 [t| =+ o0
(—| |> / (/ |¢o(y)|dy> dr < (J) 2R|[ol[7am 0
m —R —o0 m

Provamos assim o resultado para ¢ € C.7°(R). O caso geral segue-se por
um argumento de densidade.

+oo i'm\wfy\2 2
[ e | o<




Secao 2.19 Espalhamento 415

Estamos interessados no comportamento de 1)y, solugao da equacao de
Schrodinger para H = ——A—H/( ), quando t — +o0. E natural perguntar
se dado a condicao inicial ¥y € ’Hb , existe ¢g € L?(R) tal que

b — e~ 1" oll = [l W b — e & ol | "5 0 (2.161)

Este é chamado o problema da completitude assintotica; isto é, quando para
todo 1y € Hi-, existir ¢g € L?(R) como acima. Intuitivamente (2) nos diz
que ¢ se comporta como uma particula livre (com condigao inicial ¢q) para
t (com moédulo) bem grande.

Definicao 2.33. O conjunto X* é o conjunto dos vy para os quais existe
¢g tal que

i iH,
lim ||e= % o — e i ol| = 0 (2.162)

t—o00

Definigao 2.34. O conjunto X~ é o conjunto dos 1y para os quais existe
¢g tal que

iHL iHgt
i fle” g —em ol = 0 (2.163)

Pode se mostrar que H;- = Xt N X~ (ver [224]).

Remark: Se 1)y € XT entao pela Proposicao 2.47 vale que

lim |1/1t( )|? dz =0,

t—o00

e se 1y € Hj temos 9 € XT. Entdo, pela igualdade H;" = Xt N X~
concluimos o que afirmamos anteriormente.

Proposicao 2.48. Se 1y € X1, entio se I = (—R, R) C R temos que
tiw P(.1,00) = [ i) P = 0.
t—o0 I

Demonstracao. Se ¢y € X, entdo, pela desigualdade triangular

limsup/ |t ()] dx—hmsup/\e Ea (z)*dx <

t—o00

. _iHL
lim sup le” nyy—e
t—o0 I

ZHOth)O‘Q d$ 1/2 / |€ h ¢0|2 d$)1/2> S
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4 iHot iHgt 2
hmsup((/ o - o) ([ \e-%bom)w) |
1

t—o0

O limite da expressao do primeiro termo acima vai a zero pela hipétese
de 19 € XT e o segundo termo vai a zero pela proposicao anterior.

A propriedade andloga vale para ¥y € X~.

Queremos introduzir agora os operadores de onda associados a H e Hy.
Para justificar a definicao observamos que

. iHt .
_ it _iHpt como e : h_ é isometria it _ iHot
lim [le” A 9o—e R ¢gl[=0 — lim |[jyo—e h e ~h ¢gl[=0
t—too t—+oo
iHt _ iHot
= YPo= lim e R e R ¢g-
t—+too

Vamos agora introduzir os operadores Q7 e Q.

Definicao 2.35. Definimos os operadores de onda associados a H e H(, por

. iHt _ iHot
OFp= lim ene " n ¢,
t—=+o0

se o limite existir.

E facil ver que QF sdo isometrias. Os operadores Q1 e Q™ estao bem
definidos, se sé se, existe completitude assintética. Nao provaremos aqui
a existéncia (e bem definicdo) dos operadores Q7 e o leitor interessado na
quest@o pode consultar [191] [224].

O operador 2~ associa assim de maneira natural o ¥y € ’Hbl eo ¢y €
L?(R) da completitude assintética.

D(Q%) denota o dominio de QF. Em geral D(Q%) # L?(R) e a proposicao
seguinte nos d4 um resultado mais preciso.

Proposicao 2.49. Imagem (%) C Hi-

Demonstracgao.
Sejam ¢g € L'(R) = {4 tal que [ | (x)|dr < oo} e assumamos que

Q¢ estd bem definido. Seja g € H,, tal que Hg = Ag. Entao

+ . iHt _ iHgt . _ it __iHqgt
<9,V ¢po>= lim <g,eh e ° Ppo>= lim <e R ge " ¢g>=
t—too t—too
ANt iHgt it iHgt

lim e hge R = lim e * e R
t—+oo < 9 > t—+oo < 9 ¢0 >

Ora,

1
_iHgt 277-th T2 +0o0 _im\zfy\Q
e h <bo=< - > / e 2w ¢o(y)dy,

—0o0
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portanto,

1

i 2miht \ 2 +oo +oo wn\m
e e

27rh|t| “3 oo re omhlt]\ "2 tor koo
@)lléo(y)ldyde = | == llgll1ll¢ollLr —"0

Onde supomos g, ¢g € LI(R).

0% ¢y estd na imagem de QF. Portanto, todo elemento da imagem é
ortogonal a Hy.

Em [224] pode ser encontrada uma demonstracao mais geral do teorema
acima, isto é, sem assumir que g, ¢p € L*(R).

Se para toda vy € H;- existe ¢y € L*(R) satisfazendo (2.88), entdo a
imagem de Q2 = H; (detalhes podem ser encontrados em [224]).

O

Seja QF* o operador adjunto de QF. Entao, sejam quais forem ¢, 1) € £>
vale que < ¢,19 >=< QFp, QT >=< ¢, QT*OFY) >, ou seja QO QF = 1.
Por outro lado QO é projecdo sobre D(Q%), uma vez que QFQHQFQ* =
Q:I:IQ:I:* — Q:I:Q:I:*'

Definigao 2.36. O operador S = (27)*Q~ é denominado de operador
scattering (ou, de espalhamento).

Proposigao 2.50. Se assumirmos a propriedade da completitude assinto-
tica, entao o operador H é unitariamente equivalente ao operador Hy em
HE

Demonstracao.

Vamos entao supor que para todo vy € ’Hbl existe o correspondente
$o € L*(R) desejado.

Observe inicialmente que

_atH itH  isH _ isHg

fLQQ/)_ lim e " rere hw—
s—Foo
. i(s—t)H _ isHg . is*H _is*HO __itHgp
lim e~ % e "% Y= lim e & e "/ e & =
s—Foo s—Foo
__itHg _itH ,ZtHo
OF (e r ) e n QF =QFe

Derivando a expressdo acima em ¢t = 0 obtemos HQ* = QF Hy, para finalizar
a prova observe que QF* = Q* ! em ’Hbl.
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Assim, temos que

H = QT Ho(QF)*
em ’HbL.
O resultado acima nos assegura que restrito sobre Hg- os espectros dos

operadores ‘H e Hy sdo os mesmos (podem ser identificados via a isometria
Qr).
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2.20 Exponencial de Operadores nao limitados

Nesta secao vamos mostrar como proceder para definir o exponencial de um
operador nao limitado.

Proposicao 2.51. Seja A : D(A) — Ha operador limitado, com D(A)
dominio denso em Hi. Entdo A pode ser estentida a A : H1 — Hs, linear e
limitada.

Demonstragao. Vamos definir Ay para ¢p € Hy \ D(A). Como D(A) é
denso, hé seqiiéncia (¢,) em D(A) com 9, — 1. Vamos definir A(1)) como
limy, 00 A(¢n).

Primeiro vamos garantir que tal limite existe. Espacos de Hilbert sao
sempre completos por natureza, bastando-nos mostrar que (Av,) é seqiiéncia
de Cauchy.

Seja e > 0. Como (¢,) converge, é de Cauchy. Existe N tal que |[¢, —
U] < ﬁ para n,m > N. Entao se n,m > N

v — 4] < 1Al — ] < 1Al =

o que demonstra que Ay = lim A, existe.

Precisamos garantir que A independa da seqiiéncia, ou seja, que se
Yn — Y entao Ap, — A = limy, o Ay,.

Seja ¢ > 0. Entao, existe Ni tal que |[Ay, — AY|| < § para n >
N;. Existe também Ny tal que ||p, — 9| < ﬁ para n > Ny. Entao
| Apn — AY|| < ||Allllen — || < HAH?HZII = % Usando a desigualdade
triangular, obtemos

£ £
1A — Ayl < ||Apn — An|| + |40 — AY[| < 5 + 5 =€

sempre que n > N = Nj + No. Isso mostra que o limite A independe
da seqiiéncia tomada em sua definicao, e portanto esta estd bem posta.
A definicao de A1 como limite de seqiiéncias pode ser feita também para
1 € D(A) (com uma seqiiéncia constante) e coincide com a original.

Sejam agora (¢n,) e (pn) seqliéncias em D(A), com 9, — P € @, — ¢.
Entao ay, + by, — ap + bp.

A(ay) + bp) = lim A(arhy, + bpy,) = lim a Ay, + bAp, = aAy + bAp
o que mostra que A é linear e é limitado. De fato, para v, — ¢

1AY[| < |[AY — Apul| + [[Aul] < [[AY — A¢nl + [|Al[[¢n]]
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Se n — oo, [|A¢ — Aty || = 0 e ]| = [[¢]], e portanto
149l < Al

mostrando que a extensao é limitada (e que sua norma coincide com a norma
original).

Lema 2.52. (Lema de [191] pdgina 20) Seja A : D(A) — H operador
autoadjunto e ¥ € C, Im(z) # 0. Entdo o operador A — z tem inversa
(A—zI)7t : H — H. Tal inversa é limitada, valendo |[(A — zI)7Y| <
[Im(z)| 7"

Demonstracgao. Seja i) € D(A). Calculamos

I(A—=zDl? = ((A-2D)y,(A—=z1)¢)
= |IA¥IP® — 2Re(2)(®, AY) + |2P[[¥][?

Dois (A, —21) = —3(At, ) = —5{ib, Au) e = + 2 = 2Re(2).
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz |(¢), )| < [|2||||¢|| e a iden-
tidade |z|? = |Re(2)[? + |[Im(2)]?, temos

I(A=zDyl* > [|49[]* = 2| Re(2)[[[9]]||AY]] + [Re(2)*[[9]]* + [Tm(2) |||
= (Il4yl] = [Re(2)l[[#I)* + [ITm(2)]* |||
> |Im(2) 9]

Isso implica que (A — 2 I)(¢)) = 0 somente para 1) = 0; Assim, A — z [ é
injetiva. Podemos definir um operador

(A=zD)"':Im(A—21) = H

com (A — ZI)_I(A — ZI) = ZdD(A) (§ (A — ZI)_I(A — ZI) = id[m(A—zI)'
(Nao confundir Im(A — zI), a imagem de um operador linear, com Im(z),
a parte imaginaria de um nimero complexo.) Mostraremos que Im(A —z 1)
é denso em H. Seja ¢ € Im(A — zI)*. Temos entdo (@, (A —z1)yp) =0
para todo 9 € ‘H. Ora,

0=(p,(A=zD)p) = (p, AY) + {p, —2¢)) =

para todo ¢ € H e portanto ¢ = 0. Assim, (ImA — zI)*+ = {0} e portanto
Im(A—z1) =Im(A - zI)* = {0} = H, demostrando que Im(A — z 1)
é denso em H.
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O operador (A — zI)™' : Im(A — 2I) — H ¢é limitado. De fato, para
todo ¢ = (A —2z1)Yp € Im(A — z1I) temos

(A =zDyll = [Imz][[¢]] 1
el = mz[[[(A =2 1) ¢l
I(A=zD) |l < [Imz|7Y|¢l]

donde segue ||(A — 2z 1)~ Y| < [Imz|~L.
A partir do que vimos acima garantimos a existencia de uma inversa
(A—21)"' :H — H, com a mesma norma |Imz|~t.

Proposicao 2.53. Seja A : D(A) C H — H operador autoadjunto e ilimi-
tado. Entao para X\ > 0 os operadores

Ay = %)F[(A N 4 (A—in)Y

sdo autoadjuntos e limitados, com limy_,o, Axt) = At para todo 1) € D(A?) C
D(A).

Além disso, limy_,o €21 existe para todo ¥ € D(A?), e definimos e*\1)
como sendo esse limite. Se obter uma extensdo limitada €4 : H — H.

Observagao 2.11. Devemos ter D(A) C H, pois um operador autoadjunto
definido em todo H seria necessariamente limitado (ver [439] pagina 195).
Este resultado é consequencia imediata do Teorema do grafico fechado. Seja
T : H — H autoadjunto e ¢, — ¢, T'(¢n) — ¥ em H. Entdo, para todo
0eH:
<T¢,0>=<¢,TO>= lim < ¢,, THO>=
n— o0

lim <T ¢y, 0 >=<,0>.

n—o0

Ou seja, T'(¢p) = 1.

Demonstragio. Segundo o Lema 2.52, (A £ i)\)~! estd definido em todo
H, e vale ||[(A £i)\)7L| < AL Entdo

1 - Ny — 1 - -
[ANGI] = SAPI(A+iX) T+ (A =N ol < AP+ ATl = Al
e portanto Ay ¢é limitado, [|Ax|| < A.

Consideremos sempre ¢ € D(A2%) C D(A), que é o ambiente no qual as
contas seguintes fazem sentido.
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N2 A+ A = (A+iA)"HA2 = A(A + i\
= (A+iN7IAZ— A2 — MY
= (A+iN"I AN —id) — A2y
= (A+iN)"—iNA +iX) — A2
= [—id— (A+ix) 1Ay

Analogamente obtemos
V(A —id) " = Al = [id — (A —iN) 1A%y
Unindo,

1(Ax = Ayl = N A+ + A2 (A—in) T —24] v |

M (A+iN)7! A+)\2(A—i)\)_ Al ¢

S| [0 0 [ =0 | =
b .— .—. ~=
/\
N
_l’_
~.
>
\—/ —~

_ —iA = A2(A N HiIA - AA N Y
- “1AZ— (A—iN)TlAY %bl\
< 5l 2w\l

Daf limy o0 |[(Ax — A)9|| = limy_ye0 +|[A%¢[| = 0 para todo ¢ € D(A?),
como queriamos.

Além disso, Ay ¢ autoadjunto. Com efeito, sejam ¢ e ¢ em H. Vimos
que existem 1 e ¢ com (A — A\ =¥ e (A+iX)¢ = ¢. Entao

(W, (A+iN19) = (A= i\, (A+iN) " (A +iNF)
= ((A=iN,¢)
= W, (A+iNG) )
= (A=A =Ny, (A+iN)g)
= (A=), 0)

e portanto (A +i\)~1* = (A —iA\)~! e vice-versa. Assim,

A3 = SVIA+N) T (A— i) = S - )T (A4 = Ay

Pela autoadjuntividade de Ay, temos ||e* || = |[2)]].

A derivada para operadores mantém algumas propriedades da deriva-
da usual, como a linearidade, a derivada de uma exponencial, a regra do
produto e o Teorema Fundamental do Célculo. Nao demonstraremos tais
fatos.
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Vamos mostrar agora que {e*4*}y~¢ (operadores bem definidos visto
que Ay é limitado) é uma familia de Cauchy com A — oo, ou seja, ||(e*
e[| — 0 quando N, A — oc.

Repare que Ay, Ay, e4r e ¢!

Temos que

Al
A comutam.

1
iy _ gid :/ g(eisAf\e(l—s)iAA)dS
0 S

Juntando as expressdes acima, obtemos, para ¢ € D(A?)

lleidvap — eyl = || [ 2 (elAve=) i) yds]|
| fi €A @=9Ax Ay — Ay)opds||
< [ lletsAv 095 Ay — Ay)y|lds
= Jo 1Ay — A\)¢||ds
= [[(Axy — A\

Como {Ax(¥)} é familia de Cauchy, segue que {e*4 (1))} é familia de
Cauchy. Isso nos permite definir, para ¢ € D(A?2),

ey = lim ey
A—00

Como ||e" || = ||¢|| para todo A > 0 e ¢ € D(A?), temos ||e*de|| =
||4|| para todo 1 € D(A?), e portanto €4 é limitada neste espago. Como
D(A?) é denso, podemos usar a Proposicdo 2.51 para obter uma extensao
limitada e : H — H.



Bibliografia

1]

N. Akhiezer and I. Glasman, Theory of Linear Operators in Hilbert
Space, Dover.

M. Aguiar, Tépicos de Mecanica Classica, Editora Livraria da Fisica,
2011.

S. Albeverio, N. Cangiotti and S. Mazzucchi, A rigorous mathematical
construction of Feynman path integrals for the Schrodinger equation
with magnetic field, Arxiv (2019)

R. Alicki and R. Koslov, Introduction to Quantum Thermodynamics:
History and Prospects, arXiv (2019)

C. D. Aliprantis and K. C. Border, Infinite Dimensional Analysis: A
Hitchhiker’s Guide, Springer (2006)

R. Alicki and M. Fannes, Quantum Dynamical Systems, Oxford Press
(2001)

M. Aguiar, O Limite semicldssico da Mecanica Quantica, Notas de aula,

http://www.ifi.unicamp.br/~aguiar/Notas/notas.html

S. Albeverio, Mathematical Theory of Feynman Path Integrals : An
Introduction, Springer Verlag.

A. O. de Almeida, Sistemas Hamiltonianos: caos e quantizagao, Editora
Unicamp, 1993.

A. Amblard and A. Drezet, How Hamilton-Jacobi formalism helps to
address the physical meaning of the wave function in Bohmian mechan-
ics, Arxiv (2025)

T. Aoki, S. Kanemitsu, M. Nakahara and Y. Ohno, Zeta Functions,
Topology and Quantum Physics, Springer (2005)

424



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]
[20]

[21]

[23]

[24]

[25]

[26]

Bibliografia 425

V. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer
Verlag, 2010.

B. Amaral, A. Baraviera e M. Terra Cunha, Mecanica Quéntica para
matematicos em formacao, 28 Coléquio Brasileiro de Matematica

M. Amy and V. Gheorghiu. staq - A full-stack quantum processing
toolkit, ArXiv (2019)

N. Anantharaman, Entropie et localisation des fonctions propres, Doc-
ument de Synthese, Ecole Normale Superieure de Lyon (2006)

N. Anantharaman and A. Backer, Quantum ergodicity and beyond
(with a gallery of pictures), IAMP News Bulletin, April 2013, 10-28.

A. Arai, Analysis on Fock Spaces and Mathematical Theory of Quan-
tum Fields, World Scient (2017)

V. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer
Verlag (1991)

V. Arnold and A . Avez, Ergodic Problems of Classical Mechanics
S. Attal, Lectures in Quantum Noise Theory.

S. Atal, Lecture 8, Fock spaces
http://mat.ufrgs.br/~alopes/pub3/Atal-FockSpaces.pdf
http://math.univ-lyonl.fr/ attal/chapters.html

S. Attal, Lecture 6, Quantum Channels,
https://ncatlab.org/nlab/files/Attal-QuantumChannels.pdf

S. Attal, Lecture 8 Fock Spaces
http://mat.ufrgs.br/~alopes/pub3/Atal-FockSpaces.pdf

S. Attal, A. Joye and C-A Pillet, Open Quantum Systems I: The Hamil-
tonian approach, Lecture Notes in Mathematics 1880

G. Auletta, M. Fortunato, and G. Parisi, Quantum Mechanics, Cam-
bridge University Press, 2009.

B. Baaquie, Path Integrals and Hamiltonians, Cambridge Press, 2014



426

[27]

28]

[29]

[30]

[32]

Bibliografia

A. V. Balakrishnan, Applied Functional Analysis. Springer-Verlag,
1976.

L. Ballentine, Quantum Mechanics, World Scientific Press, 1998.

A. Baraviera, Introducao a Mecéanica Quéantica, Primeiro Coloq Mat.
Reg. Sul (2010)

A. Baraviera, C. F. Lardizabal, A. O. Lopes e M. Terra Cunha, A
dynamical point of view of quantum information: entropy and pres-
sure. Dynamics, games and science. II, 81-122, Springer Proc. Math.,
2, Springer, Heidelberg, 2011.

A. Baraviera, C. F. Lardizabal, A. O. Lopes e M. Terra Cunha, A dy-
namical point of view of quantum information: discrete Wigner mea-
sures. Dynamics, games and science. 11, 161-185, Springer Proc. Math.,
2, Springer, Heidelberg, 2011.

A. Baraviera, C. F. Lardizabal, A. O. Lopes e M. Terra Cunha, A Ther-
modynamic Formalism for density matrices in Quantum Information,
Applied Mathematics Research Express, Vol. 2010, No. 1, pp. 63-118
(2010)

A. T. Baraviera, L. M. Cioletti, A. Lopes, J. Mohr, R. R. Souza, On
the general one dimensional XY Model: positive and zero temperature,
selection and non-selection, Reviews in Math. Physics, VOI 23, N. 10,
pp 1063-1113 (2011)

R. Bartle, The Elements of Real Analysis, Wiley, 1964.
R. Bartle, The Elements of Integration, Wiley, 1964

G. Baumann, Mathematica for Theoretical Physics: Electrodynamics,
Quantum Mechanics, General Relativity, and Fractals, Springer

C.Beck and F.Schlogl, Thermodynamics of chaotic systems, Cambridge
University Press, Cambridge (1995)

S. Becker, N. Datta, L. Lami and C. Rouze. Convergence rates for the
quantum central limit theorem, ArXiv (2019)

C. M. Bender and S. A. Orszag, Advanced Mathematical Methods for
Scientists and Engineers I, Springer Verlag (1999)



[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

Bibliografia 427

A, V. Belinsky and A. K. Zhukovsky, Nonlocality in Quantum Theory,
Arxiv (2015)

F. Benatti, Dynamics, Information and Complexity in Quantum Sys-
tems. Springer, 2009.

C. M. Bender, D. C. Brody and M. P. Muller, Hamiltonian for the zeros
of the Riemann zeta function, Arxiv (2016)

G. Benenti, G. Casati and G. Strini, Principles of Quantum Computa-
tion and Information, Vol I and II, World scientic, 2007

T. Benoist, M. Fraas, Y. Pautrat, and C. Pellegrini, Invariant measure
for quantum trajectories, Prob. Theory and Related Fields, 174 (2019),
no. 1-2, 307-334

J. Bernard, Iterates of Quantum operations, ArXiv (2019)

E. DiBenedetto and A. Friedman, Holder estimates for nonlinear de-
generate parabolic sytems, Journal fiir die reine und angewandte Math-
ematik, 357, 1-22 (1984)

C. Beny and F. Ricther, Algebraic approach to quantum theory: a
finite-dimensional guide, Arxiv (2015)

F. A. Berezin and M.A. Shubin, The Schrodinger equation, Kluwer
Press

M. V. Berry and J. P. Keating, H = zp and the Riemann zeros. In
Supersymmetry and Trace Formulae: Chaos and Disorder, edited by
L.V. Lerner et al. Kluwer Academic, New York, (1999).

R. Bissacot and L. Cioletti, Introducao as medidas de Gibbs, Notes
USP (2013)

J. Blank, P. Exner and M. Havlicek, Hilbert Space Operators in Quan-
tum Physics, Springer Verlag

P. Blanchard, Mathematical Methods in Physics: Distributions, Hilbert
Space Operators, Variational Methods, and Applications in Quantum
Physics, (2015) Springer

E. Bogomolny and M. Carioli, Quantum maps of geodesic flows on
surfaces of constant negative curvature, IV International Conference



428

[60]

[61]

Bibliografia

on PATH INTEGRALS FROM meV TO MeV, Tutzing May, (1992)
18-21.

A. Bovier. Statistical Mechanics of Disordered Systems. A Mathemati-
cal Perspective. Cambridge University Press (2006).

A. Bohm, A. Mostafazadeh, H. Koisumi, K. Niu and J. Zwangizer, The
Geometric Phase in Quantum Systems, Springer verlag (2003)

J. Brasil, A. Lopes, J. K. Mengue and Carlos G. Moreira, Quantum
Spin probabilities at positive temperature are Holder Gibbs probabili-
ties, Comm. in Contemporary Math. Vol. 23, No. 1 (2021) 1950050 (32

pages)

J. E. Brasil, J. Knorst, and Artur O. Lopes, Thermodynamic Formalism
for Quantum Channels: Entropy, Pressure and Gibbs Channels, Comm.
in Contemporary Math. Volume 25, Issue 04, 2150090 (2023)

J. E. Brasil, J. Knorst and Artur O. Lopes, Lyapunov exponents for
Quantum Channels: an entropy formula and generic properties, Jour-
nal of Dynamical Systems and Geometric Theories, Vol 19(2) 155-187
(2021)

J. E. Brasil, J. Knorst and Artur O. Lopes, Thermodynamic formalism
for continuous-time quantum Markov semigroups: the detailed balance
condition, entropy, pressure and equilibrium quantum processes, Open
Systems and Information Dynamics, Vol. 30, No. 4 (2023) 2350018 (13

pages)
J. Brasil, Probabilidades de spin quantico em temperatura positiva,

Master dissertation, Pos. Grad. Matematica, UFRGS (2018)

W. M. M. Braucks and A. O. Lopes, The Dirac operator for the pair
of Ruelle and Koopman operators and a generalized Boson formalism,
arXiv (2024)

O. Bratteli and D. Robinson, Operator algebras and quantum statistical
mechanics, vols. 1 e 2. Second edition. Springer-Verlag, 1997.

E. Butkov, Mathematical Physics, Academic Press, Addison-Wesley,
1968.

I. Bengstsson and K. Zyczkowski, Geometry of Quantum states, Cam-
bridge Press (2006)



Bibliografia 429

[65] M. Brack and R. Bhaduri, Semiclassical Physics, Addison Wesley.

[66] H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential
Equations, Springer Verlag, (2011)

[67] A. Buchleitner, C. Viviescas and M. Tiersch, Entanglement and Deco-
herence, Springer Verlag

[68] H.-P. Breuer and F. Petruccione, The Theory of Open Quantum Sys-
tems. Univ. Press (2002).

[69] J . Bricmont, Making sense of Quantum Mechanics, Springer, (2016)
[70] T. Norsen, Foundations of Quantum Mechanics, Springer, 2017

[71] J-B Bru and W. S. Pedra, C*-Algebras and Mathematical Foundations
of Quantum Statistical Mechanics, to appear Springer Verlag

[72] M. Bugden, KMS states in Quantum Statistical Mechanics, Preprint -
University of Wollongong (2013)

[73] S. Capozziello and W-G Boskoff, A Mathematical Journey to Quantum
Mechanics, Springer Verlag (2021)

[74] E. A. Carlen and J. Maas, Gradient flow and entropy inequalities for
quantum Markov semigroups with detailed balance, Journal of Func-
tional Analysis, 273. 1810-1869 (2017)

[75] M. do Carmo, Geometria Diferencial de Curvas e Superficies, Textos
Universitarios, SBM, (2006)

[76] M. do Carmo, Geometria Riemanniana, Projeto Euclides, IMPA

[77] S. L. Carvalho, L. F. Guidi C. F. Lardizabal, Site recurrence of open and
unitary quantum walks on the line, Quantum Information Processing
16:17 (2017)

[78] J. Ossorio-Castillo and J. M. Tornero, Quantum computing from a
mathematical perspective: a description of the quantum circuit model,
arXiv (2018)

[79] G. Castro, A. Lopes and G. Mantovani, Haar systems, KMS states
on von Neumann algebras and C*-algebras on dynamically defined
groupoids and Noncommutative Integration, ”Modeling, Dynamics,
Optimization and Bioeconomics IV”Editors: Alberto Pinto and David



430

[36]

[87]

(3]

[89]

Bibliografia

Zilberman, Springer Proceedings in Mathematics and Statistics,pp 79—
137 Springer Verlag

A. A. de Castro Junior, Fungoes de Operador e o estudo do Espectro,
XXIX Colbquio Brasileiro de Matematica, IMPA, Rio de janeiro (2013)

A. M. Cetto, L. de la Pena and A. Valdes-Hernandez, Specificity of
the Schréodinger equation, Quantum Studies: Mathematics and Foun-
dations

Mou-Hsiung Chang, Quantum Stochastics, Cambridge Press (2015)
Yi-Zen Chu, Analytical Methods in Physics, Arxiv (2017)

L. Cioletti and A. O. Lopes, Interactions, Specifications, DLR probabil-
ities and the Ruelle Operator in the One-Dimensional Lattice, Discrete
and Cont. Dyn. Syst. - Series A, Vol 37, Number 12, 6139 — 6152 (2017)

L. Cioletti, L. Hataishi, A. O. Lopes and M. Stadlbauert, Spectral
Triples on Thermodynamic Formalism and Dixmier Trace Representa-
tions of Gibbs Measures: theory and examples, Nonlinearity, Volume
37, Number 10, 105010 (56pp) (2024)

A. Cintio and A. Michelangeli, Self-adjointness in quantum mechanics:
a pedagogical path, Quantum Stud.: Math. Found. 8:271-306 (2021)

M. Combescure and D. Robert, Coherent states and applications in
mathematical physics, Springer (2012)

C. Cohen-Tannoudji, B. Diu and F. Laloe, Waves and particles. Intro-
duction to the fundamental ideas of Quantum Mechanics, 1992

A. Connes, Trace formula in noncommutative geometry and the zeros of
the Riemann zeta function. Selecta Mathematica, New Series 5, 29-106
(1999).

A. Connes, Sur la theorie non commutative de 'integration, Lect. Notes
in Math, vol 725, Springer 19-143 (1979)

A. Connes, A. Connes. Noncommutative differential geometry. Inst.
Hautes Etudes Sci. Publ. Math., (62):257-360, 1985.

A. Connes, Noncommutative geometry. Academic Press, Inc., San
Diego, CA, 1994.



Bibliografia 431

[93] G. Contreras and R. Iturriaga, Global minimizers of autonomous La-
grangians, 22° Coléquio Brasileiro de Matemética, IMPA, 1999.

[94] J. Conway, A Course in Functional Analysis, Springer
[95] J. Conway, Functions of one Complex Variable, Springer Verlag, (1978).

[96] A. Coppo, N. Pranzini and P. Verrucchi, Quantum model for black
holes and clocks, arXiv (2026)

[97] D.S.F. Crothers, Semiclassical Dynamics and Relaxation, Springer Ver-
lag

[98] T. L Curtright, D. Fairlie and C. Zachos, A Concise Treatise on Quan-
tum Mechanics in Phase Space, World Scientific (2014)

[99] L. Cycon, R. G. Froese, W. Kirsch and B. Simon, Schrodinger Opera-
tors, Springer Verlag (1987)

[100] D. Damanik, Schrodinger Operators with dynamically defined poten-
tials, survey (2014)

[101] D. Darrow, Convergence to Bohmian mechanics in a de Broglie-like
pilot-wave system, arXiv (2024)

[102] I. Daubechies, Continuity statements and counterintuitive examples
in connection with Weyl quantization, J. Math. Phys. 24(6), 1453-1461
(1983)

[103] S. Das and U. Sen, Maximum entropy principle for quantum processes,
arXiv (2025)

[104] F. David, The Formalisms of Quantum Mechanics, Springer Verlag
(2015) a

[105] E. Davies, Spectral Theory and Differential operators, Cambridge
Press (1995)

[106] S. De Bievre, Quantum chaos: a brief visit, Contemp. Math., 289, pp
161-218, (2001)

[107] M. de Gosson, Sympletic Geometry and Quantum Mechanics. Ed.
Birkhauser, 2006

[108] M. de Gosson, Quantum Harmonic Analysis of the Density Matrix:
Basics, Arxiv (2017)



432 Bibliografia

[109] M. de Gosson, The Wigner Transform, World Scientific (2017)

[110] M. de Gosson, Emergence of the Quantum from the Classical: Math-
ematical Aspects of Quantum Processes, World Scientific (2018)

[111] M. de Gosson, A Geometric Picture of the Wave Function: Fermi’s
Trick, Arxiv (2012)

[112] Y. C. de Verdiere, Methods semi-classiques et Theorie Spec-
trale, Inst. Fourier, https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~ycolver/All-
Articles/93b.pdf

[113] Y. C. de Verdiere, Ergodicite et fonctions propres du Laplacien.
Comm. Math. Phys. 102 no.3 497-502 (1985)

[114] L. de la Pena, A. M. Cetto and A. Valdes-Hernandez, The Emerging
Quantum. The Physics Behind Quantum Mechanics, Springer (2015)

[115] E. de Farias and W. de Melo, Mathematical aspects of Quantum Field
Theory, Pub. MAt. - IMPA

[116] G, DellAntonio, Lectures on the Mathematics of Quantum Mechanics
I, Atlantis Press (2015)

[117] G. DellAntonio, Lectures on the Mathematics of Quantum Mechanics
IT, Atlantis Press (2016)

[118] W. V. der Linden and U. V. Toussaint, Bayesian Probability Theory,
Cambridge Press (2014)

[119] D. Dieks, Von Neumann’s impossibility proof: Mathematics in the
service of rhetorics, Studies in History and Philosophy of Science Part
B: Studies in History and Philosophy of Modern Physics Volume 60,
November, Pages 136-148 (2017)

[120] J. Dimock, Quantum Mechanics and Quantum Field Theory, Cam-
bridge Theory. Commun. in Math. Phys., 244, 311-334, 2004

[121] C. Doering and A. O. Lopes, Equagoes Diferenciais Ordindrias, Col
Mat Universitaria, IMPA

[122] W. Dittrich and M. Reuter, Classical and Quantum Dynamics,
Springer Verlag



Bibliografia 433

[123] I. Dolgachev, Introduction to quantum physics for mathematicians,
Lecture Notes Ann Harbor, 1996

[124] B. K. Driver, Lecture Notes, Univ. of San Diego, 2013

[125] N. Dunford and Schwartz, Linear Operators, Part 1, Intersience , New
York (1958).

[126] N. Dunford and Schwartz, Linear Operators, Part 2, Intersience , New
York (1958).

[127] D. Durr and S. Teufel, Bohmian Mechanics, Springer (2009)

[128] I. H. Duru, Solution of the Path Integral for the Quantum Pendulum,
arXiv (2019)

[129] Yu. Egorov and M. Shubin, Foundations of the Classical Theory of
Partial Differential Equations, Spinger Verlag (1998)

[130] R. S. Ellis, Entropy, Large Deviations, and Statistical Mechanics.
Springer-Verlag, 1985.

[131] F.vom Ende, From Kraus Operators to the Stinespring Form of Quan-
tum Maps: An Alternative Construction for Infinite Dimensions Fred-
erik vom Ende

[132] D. Evans and R. Hoegh-Rohn, Spectral properties of Positive Maps
on C*-Algebras, J. London Math. Soc. 17 (1978), 345-355.

[133] L. C. Evans, Towards a Quantum Analog of Weak KAM Theory. Com-
mun. in Math. Phys., 244, 311-334, 2004

[134] L. C. Evans, Partial Differential Equations. AMS, 2000.

[135] L. C. Evans and M. Zworski, Lectures on semclassical analysis, Univ.
Cal - Berkeley (2015)

[136] L. Evans and G. Gomes, Effective Hamiltonians and averaging for
Hamiltonian Dynamics I, Arch. Rat. Mech Anal 157, 1-33 (2001)

[137] D. Evans and Y. Kawahigashi, Quantum symetries and operator alge-
bras, Claredon Press, (1998)

[138] R. Exel, Uma introdugao as C*-Alebras, preprint



434 Bibliografia

[139] R. Exel and A. Lopes, C*-algebras, approximately proper equivalence
relations and thermodynamic formalism, Ergod. Theo. and Dynam.
Sys., 24, 1051-1082 (2004)

[140] R. Exel and A. Lopes, C*- Algebras and Thermodynamic Formalism,
Sao Paulo Journal of Mathematical Sciences - (USP-Sao Paulo) Vol. 2
(1), 285-307 (2008)

[141] Y. Miyanishi, Notes on Feynman path integral-like methods of quan-
tization on Riemannian manifolds, Arxiv (2015)

[142] L. Faddeev, Lectures on Quantum Mechanics for Students of Mathe-
matics, AMS.

[143] P. Faist and S. Khatri, The thermal channel: maximum channel en-
tropy principle and the microcanonical channel,arXiv (2025) (2025)

[144] M. Fannes, An introduction to quantum probability, Theoretical foun-
dations of quantum information processing and communication, Lec-
ture Notes in Phys., 787, 1-38 (2010)

[145] M. Fannes, Canonical Commutation and anticommutation relations,
Quantum Prob. Comm, Vol XI, 171-198 (203)

[146] A. Fathi, Weak KAM Theorem and Lagrangian Dynamics, (2004), To
appear.

[147] F. Faure, Semiclassical origin of the spectral gap for transfer operators
of a partially expanding map, Nonlinearity 24, 1473-1498 (2011)

[148] J. Feagin, Quantum Methods with Mathematica, Springer Verlag
(1994)

[149] P. Fernandez, Teoria da Medida, Proj. Euclides, IMPA

[150] V. Fedoryuk and P. Maslov, Semi-Classical approximation in Quantum
Mechanics, Redidel (1981)

[151] A. Figalli, C. Klein, P. Markowich and C. Sparber, WKB analysis
of Bohmian dynamics. Comm. Pure Appl. Math. 67, no. 4, 581-620
(2014).

[152] A. Fisher and A. O. Lopes, Exact bounds for the polynomial decay
of correlation, 1/f noise and the central limit theorem for a non-Holder
Potential, Nonlinearity, Vol 14, Number 5, pp 1071-1104 (2001).



Bibliografia 435

[153] S. Floquet, A. A. de Castro Junior, M. A. S. Trindade e J. D. M.
Vianna, C*-Algebras e a Descricio da Mecanica Quantica, Revista
Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n° 3, 3303 (2018)

[154] G. Folland, Quantum Field Theory, AMS

[155] G. B. Folland, Harmonic analysis on phase space, Princeton Press,
(1989)

[156] A. C. C. van Enter, R. Fernandez R. and A. Sokal, Regularity prop-
erties and pathologies of position-space renormalization-group trans-

formations: Scope and limitations of Gibbsian theory, Journ. of Stat.
Phys., Vol 72, N 5/6, 1993 pp 879-1187.

[157] Y. Fukui and T. Horiguchi, Ground state properties of one-dimensional
quantum chiral XY-model. Interdiscip. Inform. Sci., n.1, pp 57-66
(2002)

[158] U. Franz and N. Privault, Probability on Real Lie Algebras, Cam-
bridge Press

[159] B. Fritzsche, B. Kirstein, I.Ya. Roitberg and A.L. Sakhnovich, Con-
tinuous and discrete dynamical Schrodinger systems: explicit solutions,
Arxiv (2017)

[160] J. Frohlich, Z. Gang and A. Pizzo, A Tentative Completion of Quan-
tum Mechanics, arXiv (2023)

[161] A. Friedman, The asymptotic behaviour of the first eigenvalue of
second order elliptic operators with a small parameter in the highest
derivative, Indiana Univ. Math J. 22 (10) 1005-1015 (1973)

[162] A. Friedman, Stochastic differential equations and applications, Vol I,
Academic Press

[163] A. Friedman, Stochastic differential equations and applications, Vol
II, Academic Press

[164] M. Friedlin and A. Wentzell, Random perturbation of Dynamical Sys-
tems, Springer Verlag (1984)

[165] G. Gallavotti, Statistical Mechanics: A Short Treatise, Springer Verlag

[166] A. Galindo and P. Pascual, Quantum Mechanics, Springer Verlag,
(1990)



436 Bibliografia

[167] A. Gerolin, Un probleme Spectral inverse Semi-Classique, Document
de Synthese, Inst. Fourier (2009)

[168] H. Girotti, An Introduction to the Functional Formulation of Quantum
Mechanics, World Scientific Publishing (2013)

[169] Y, Ge, The Weyl Quantization: a brief introduction, Notes on line,
Leiden Univ. (2021)

[170] Hans-Otto Georgii, Gibbs Measures and Phase Transitions, ed. De
Gruyter

[171] D. Gillespie, A Quantum Mechanics Primer, John Wiley (1970)

[172] P. Ghose, Quantum, Stochastic, and Classical Dynamics Within A
Single Geometric Framework, arXiv (2025)

[173] Y. E. Gliklikh, Global and Stochastic Analysis with Applications to
Mathematical Physics, Springer Verlag

[174] J. Gleason, The C*-algebraic formalism of Quantum Mechanics,

http://www.math.uchicago.edu/ may/VIGRE/VIGRE2009/
REUPapers/Gleason.pdf

[175] J. Glimm and A. Jaffe, Quantum Physics: A Functional Integral Point
of View, Springer Velag (1981)

[176] D. A. Gomes , A. O. Lopes and J. Mohr, Wigner measures and the
semi-classical limit to the Aubry-Mather measure, Applied Mathemat-
ics Research Express, Volume 2012, Issue 2, 152-183 (2012)

[177] Entropy of a quantumchannel G. Gour and M. Wilde, Physical Review
Research 3, 10.1103 (2021)

[178] M. de Gosson, Sympletic geometry and Quantum Mechanics,
Birkhauser (2006)

[179] K. Gottfried and T-M Yan, Quantum Mechanics: Fundamentals,
Springer Verlag (2003)

[180] F. Guerra and L. Morato. Quantization of dynamical systems and
stochastic control theory. Phys. Rev. D 27, 1774-1786, (1983)



Bibliografia 437

[181] F. Guerra, Stochastic variational principles and quantum mechanics.
Quantum nonlocality and the global structure of space time, Ann. Inst.
H. Poincare Phys. Theor. 49, no. 3, 315-324 (1988)

[182] M. S.Guimaraes, I.Roditi andS. P. Sorella Introduction to Bell’s in-
equality in Quantum Mechanics, arXiv (2024)

[183] L. Gyongyosi, S. Imre and H V. Viet Nguyen, A Survey on Quantum
Channel Capacities, IEEE COMM. SUrv. and Tutorials, VOL. 20, NO.
2, Sec. Quarter 1149-1205 (2018)

[184] W. Greiner, Quantum Mechanics, an introduction, Springer Verlag
[185] D. Griffiths, An introduction to Quantum Mechanics, Prentice Hall.
[186] R. B. Griffiths, Quantum Theory, Cambridge Press (2003)

[187] R. B. Griffiths, Consistent Quantum Theory, Cambridge Press (2003)

[188] A. Grunbaum, L. Vinet and A. Zhedanov, Birth and death processes
and quantum spin chains. J. Math. Phys 54 (2013), no. 6, 062101, 12

pp.

[189] V. Guillemin and S. Sternberg, Semi-Classical Analysis, International
Press of Boston (2013)

[190] Martin C. Gutzwiller, Chaos in Classical and Quantum Mechanics,
Springer (1990)

[191] S. Gustafson and I. Sigal, Mathematical concepts of Quantum Me-
chanics, Springer Verlag, (2000).

[192] B. C. Hall, Quantum theory for mathematicians, Springer Verlag
(2013)

[193] M. J. W. Hall and M. Reginatto, Schrodinger equation from an exact
uncertainty principle, J. Phys. A: Math. Gen. 35, 3289-3303, 2002

[194] P. Halmos, Finite dimensional vector spaces, Spinger Verlag

[195] A. Hawkins. Constructions of spectral triples on C*-algebras. PhD
thesis, University of Nottingham, 2013.

[196] K. Hannabuss, An Introduction to Quantum Theory, Oxford Press
(1997)



438 Bibliografia

[197] R.J. Harvey, Navier-Stokes analog of Quantum Mechanics, Phys. Rev.
152, 1115 (1966)

[198] C. Haupt, A Quantum Mechanical Bound for Space-Energy Cost with
Respect to the Von Neumann Entropy, Arxiv (2016)

[199] J. Heading, An Introduction to Phase-Integral Methods, Dover Pub.
(2013) Physical Review, 152(4):1115, 1966.

[200] S. Helgason, Topics in Harmonic Analysis on Homogeneous Spaces,
Birkahauser, Kluwer, 1981.

[201] G. Helmberg, Introduction to Spectral Theory in Hilber Space, Dover,
(1997)

[202] B. Helffer, Semi-classical analysis for the Schrodinger operator and
applications, Springer Lect. Notes in Math., 1336 (1988).

[203] B. Helfer, Spectral theory and applications. An elementary introduc-
tory course. Bucarest Version (2010)

[204] B. Helffer and J. Sjostrand, Multiple Wells in the semi-classical limit
I, Comm. in P.D.E 9, 337-408 (1984)

[205] K. Hepp, The Classical Limit for Quantum Mechanical Correlation
Functions, Commun. math. Phys. 35, 265-277 (1974)

[206] A. Heslot, Quantum Mechanics as a classical theory. Phys. Rev. D (3)
31 (1985), no. 6, 1341-1348.

[207] E. Hewitt and K. Stromberg, Real and Abstract Analysis, Springer
Verlag, (1965)

[208] F. Hiai and D. Petz, Introduction to Matrix Analysis and Applications,
Springer Verlag (2014)

[209] F. Hofbauer, Examples for the non-uniqueness of the Gibbs states,
Trans. AMS , (228), 133-141,(1977)

[210] D. Holecman and I. Kupka, Singular perturbation for the first eigen-
value and blow up analysis, Forum Math. 18, 445-518 (2006)

[211] D. Holcman and I. Kupka, Semi-classical limits of the first eigenfunc-
tion and concentration on the recurrent sets of a dynamical system,
Forum Math. 23, 1-74 (2011)



Bibliografia 439

[212] D. Holcman, Nonlinear pde with vector fields, J. Anal. Math 81, 111-
137 (2000)

[213] A. Holevo, Statistical Structure of Quantum Theory, Springer (2001)

[214] A. Holevo, Quantum Systems, Channels, Information, de Gruyter
(2019)

[215] C. S. Honig, Anélise Funcional e o problema de Sturm Liouville, Ed.
Edgard Blucher (1978)

[216] L.P. Horwitz, Fourier Transform on a Manifold, Arxiv (2019)

[217] L.P. Horwitz, Fourier transform, quantum mechanics and quantum
field theory on the manifold of general relativity, Eur. Phys. J. Plus
(2020) 135:479

[218] J. Hounie, Introducao aos operadores Pseudo-diferenciais, 16. Coloq
Bras. Matematica, IMPA, Rio de Janeiro

[219] M. Horodecki, P. Horodecki and R. Horodecki, Separability of mixed
states: necessary and sufficient conditions. Phys. Lett. A 223, no. 1-2,
1-8 (1996)

[220] M. Hall and M. Reginatto, Schrodinger equation from exact uncertinty
principle, J. Phys. A: Math. Gen. 35 , pp 3289-3303 (2002)

[221] J. Helm, Classical vs. Quantum Decoherence, Dissertation, Fakultét
Mathematik und Naturwissenschaften der Technischen Universitat
Dresden (2011)

[222] P. Hislop and I. Sigal, Introduction to Spectral Theory, Springer

[223] R. Horodecki, P. Horodecki, M. Horodecki and K. Horodecki, Quan-
tum Entanglement,arXiv: quant-ph/0702225

[224] R. Iorio, Tépicos na teoria da equagao de Schrodinger, 16 Coloquio
Brasileiro de Matematica, IMPA,

[225] C. Isham, Lectures on Quantum Theory. Imperial College Press, 1995.

[226] W. Ichinose, From each of Feynman’s and von Neumann’s postulates
to the restricted Feynman path integrals: a mathematical theory of
temporally continuous quantum measurements, arXiv 2023



440 Bibliografia

[227] E. T. Jaynes, Information theory and statistical mechanics, Physical
Review 106, 620 (1957).

[228] E. T. Jaynes, Information theory and statistical mechanics. ii, Physical
Review 108, 171 (1957).

[229] E. T. Jaynes, On the Rationale of Maximum Entropy Methods, Proc.
IEEE, 70, pp. 939-952, 1982

[230] V. R. F. Jones, Von Neumann algebras, notes on line

[231] O. D. Johns, Analytical Mechanics for Relativity and Quantum Me-
chanics, Oxford Press

[232] G. Johnson and M. Lapidus, The Feynman Integral and Feynman’s
Operational Calculus, Oxford Press, (2002)

[233] P. Jorgensen and F. Tian, Non-Commutative Analysis, World Sic.
(2017)

[234] E. Joos, H. D. Zeh, C. Kiefer, D. Giulini, J. Kupsch, I.-O. Stamatescu,
Decoherence and the Appearance of a Classical World in Quantum
Theory, Second Edition, Springer (2003)

[235] P. Kalaunia and K. A. Miltonb Supersymmetric quantum mechanics
and the Riemann hypothesis, arXiv (2022)

[236] D. Kondauro and E. Polyakov, Quantum Brownian Motion as a Clas-
sical Stochastic Process in Phase Space, arX ’ iv (2025)

[237] T. Kato, Perturbation Theory for Linear Operators, Springer

[238] M. Kac, Integration in Function Spaces and some applications, ENS
Pisa, 1980

[239] I. Karatzas and S. Shreve, Brownian Motion and Stochastic Calculus,
Springer Verlag, 1991

[240] A. N. Khondker, Harmonizing de Broglie-Bohm’s Causal Interpreta-
tion with the Copenhagen Interpretation of Quantum Mechanics, arXiv
(2025)

[241] A. A. Kryukov, The classical and the quantum, ArXiv (2019)



Bibliografia 441

[242] G. Kuperberg, A concise introduction to quantum probability, quan-
tum mechanics, and quantum computation, preprint U. C. Davis (2007)
https://www.math.ucdavis.edu/ greg/intro.pdf

[243] Y. Kifer, Principal eigenvalues, topological pressure, and stochastic
stability of equilibrium states. Israel J. Math. 70 (1990), 1-47

[244] Y. Kifer, On the principal eigenvalue in a singular perturbation prob-
lem with hyperbolic limit points and circles. J. Differential Equations
37 (1980), 108-139

[245] U. Klein, What is the limit 7 — oo of quantum theory, Arxiv 2012

[246] J. Knorst, Semigrupos dinamicos quanticos a tempo continuo, Master
dissertation, Pos. Grad. Matematica, UFRGS (2018)

[247] J. Knorst and A. O. Lopes, On the quantum Guerra-Morato action
Functional, Journ. of Math. Physics 65, 082102 (2024)

[248] A. I. Komech, Lectures on Quantum Mechanics for mathematicians,
arXiv (2019)

[249] E. Kreyzig, Introduction to Functional Analysis with Applications,
Wiley

[250] A. Knauf and Y. Sinai, Classical nonintegrabilty, quantum chaos,
Birkhauser (1997)

[251] M-L Kakkuri-Knuuttila, David Bohm’s philosophy of science in his
causal interpretation of quantum mechanics, Synthese (2025) 206:223

[252] S. Karlin and H. Taylor, A First course in Stochastic Processes, Aca-
demic Press.

[253] S. Karlin and H. Taylor, A Second course in Stochastic Processes,
Academic Press.

[254] A. Kempf, Advanced Quantum Theory, Lecture notes, University of
Waterloo (2020)

[255] V. Kondratev and M. Shubin, Discreteness of spectrum for the
Schrodinger operators on manifolds of bounded geometry. The Mazya
anniversary collection, Vol. 2, 185-226, Oper. Theory Adv. Appl. (1999)



442  Bibliografia

[256] V. N. Kolokoltsov, Semiclassical analysis for diffusions and stochastic
processes, volume 1724, Lecture Notes in Mathematics. Springer, 2000.

[257] IBM site oficial

https://www.ibm.com/quantum-computing/

[258] C. Kubrusly, Spectral Theory of Operators on Hilbert Spaces,
Birkhauser (2012)

[259] G. Landi, An Introduction to Noncommutative Spaces and Their Ge-
ometries, Springer Verlag (2014)

[260] F. Kuipers, Stochastic Mechanics and the Unification of Quantum
Mechanics with Brownian Motion, arXiv (2023)

[261] K. Hoffman and R. Kunze, Algebra Linear,

[262] D. Kurzyk, L. Pawela, and Z. Puchala, Relating entropies of quantum
channels, Entropy, 23, 1028 (2021)

[263] G. Landi, Second Quantization,
http://www.fmt.if.usp.br/~gtlandi/courses/second-quantization-4.pdf

[264] K. Landsman, Foundations of Quantum Theory, Springer Verlag
(2017)

[265] N. Landsman, Mathematical Topics Between Classical and Quantum
Mechanics, Springer Verlag (1998)

[266] N. Landsman, Lecture Notes on C*-Algebras and Quantum Mechan-
ics, Univ. of Amsterdam (1998)

[267] O. Lanford and D. Ruelle, Observables at infinity and states with short
range correlation in statistical mechanics. Comm. Math. Phys. Vol. 13,
194-215, (1969).

[268] S. Lang, Algebra, Springer Verlag (2002)
[269] S. Lang, Differential manifolds, Addison-Wesley Publishing Co (1972)

[270] S. Lang, Introduction to Differentiable Manifolds, Springer Verlag
(2002)

[271] C. F. Lardizabal, Cadeias de Markov Cléassicas e Quanticas, Dis-
sertacao de Mestrado, UFRGS (2006)



Bibliografia 443

[272] C. F. Lardizabal, Open Quantum Random Walks and the Mean Hit-
ting Time Formula. Quantum Information and Computation, Vol. 17,
No. 1-2 (2017) 79-105.

[273] C. F. Lardizabal and R. Souza, Open Quantum Random Walks: er-
godicity, hitting times, gambler’s ruin and potential theory, Journal of
Statistical Physics, 164: 1122-1156 (2016). doi

[274] C. F. Lardizabal and R. Souza, On a class of quantum channels, open
random walks and recurrence, Journal of Statistical Physics, 159: 772-
796 (2015).

[275] C. F. Lardizabal A quantization procedure based on completely posi-
tive maps and Markov operators. Quantum Information Processing, 12:
1033-1051 (2013).

[276] S. Levit, Quantum Mechanics Lecture Notes, Weizmann Institute of
Science on line (2023)

[277) H. Leschke, The Quantum Formalism revisited, arXiv (2025)

[278] F. Leditzky, E. Kaur, N. Datta, and M. Wilde, Approaches for ap-
proximate additivity of the Holevo information of quantum channels.
Physical Review A, 97(1):012332, January (2018)

[279] B. M. Levitan and I. Sargsjan, Sturm-Liouville and Dirac Operators,
Kluwer (1991)

[280] H. Lieb and M. Loss, Analysis, AMS (2001)

[281] J. Leray, Analyse Lagrangienne en Mecanique Semi-classique, Cours
au Coll. de France (1976-1977)

[282] E. L. Lima, Algebra Linear, Col. Mat. Univ., IMPA, (2006)
[283] E. L. Lima, Espacos Métricos. Projeto Euclides, (1996).

[284] E. L. Lima, Curso de Analise, Vol I, Projeto Euclides, (1981).
[285] E. L. Lima, Curso de Analise, Vol II, Projeto Euclides, (1981).

[286] B. N. B. Lima, L. M. Cioletti, M. de O. Terra Cunha, G. A. Braga, En-
tropia: introdugao a Teoria Matematica da (des)Informagao, Minicurso
na I Bienal da SBM- UFBA (2004) on line



444  Bibliografia

[287] B-S Lin, H-L Chen and T-H Heng, Note on Connes spectral distance
of qubits, arXiv (2022)

[288] P. Lions and T. Paul, Sur les measures de Wigner, Rev. Mat.
Iberoamerican 9 (3), 553-618 (1993)

[289] P. Lions, P. Papanicolau and G. Varadhan, Homogenization of
Hamilton-Jacobi equations, unpublished, circa (1988)

[290] Y. Li, F. Li, S. Chen and Y. Chen, Approximation states and fixed
points of quantum channels, Vol. 91 (2023) Rep. in Math. Phys. No. 1

[291] A. O. Lopes, Introdugao & Mecanica Cléssica, Edusp (2006)
[292] A. O. Lopes, Tépicos de Mecanica Classica, IMPA (2012)

[293] A. O. Lopes e S. Lopes, Introdugao aos Processos Estocasticos para
estudantes de Matemadtica (2012)

[294] A. O. Lopes, Thermodynamic Formalism, Maximizing Probabilities
and Large Deviations, notes on line

[295] A. O. Lopes, The Zeta Function, Non-Differentiability of Pressure and
the Critical Exponent of Transition, Advances in Mathematics, Vol.
101, pp. 133-167, (1993).

[296] A. Lopes and P. Thieullen, Eigenfunctions of the Laplacian and asso-
ciated Ruelle operator, Nonlinearity, Volume 21, Number 10, 2239-2254
(2008)

[297] A. Lopes, J. Mengue, J. Mohr and R. R. Souza, Entropy and Vari-
ational Principle for one-dimensional Lattice Systems with a general
a-priori measure: positive and zero temperature, Erg. Theory and Dyn
Syst. 35 (6), 1925-1961 (2015)

[298] A. O. Lopes and P. Thieullen, Transport and large deviations for
Schrodinger operators and Mather measures, ”Modeling, Dynamics,
Optimization and Bioeconomics III”Editors: Alberto Pinto and David
Zilberman, Proceedings in Mathematics and Statistics, 247-255 (2018)
Springer Verlag

[299] A. O. Lopes, E. R. Oliveira, W. de S. Pedra and V. Vargas, Grand-
canonical Thermodynamic Formalism via IFS: volume, temperature,
gas pressure and grand-canonical topological pressure arXiv (2023)



Bibliografia 445

[300] A. Lopes and M. Sebastiani, Generic properties for random repeated
quantum iterations, Quantum Studies: Mathematics and Foundations,
Vol 2, pp 389-402 (2015)

[301] A. Lopes and M. Sebastiani, A detailed proof of the von Neummann’s
Quantum Ergodic Theorem, Quantum Studies: Mathematics and Foun-
dations - Vol 4 - Issue 3, 263-285 (2017)

[302] A. Lopes and J. Mohr, Semiclassical limits, Lagrangian states and
coboundary equations, Stochastics and Dynamics, Vol 17. N 2, 1750014
(19 pages) (2017)

[303] A. Lopes and G. Mantovani, The KMS Condition for the homoclinic
equivalence relation and Gibbs probabilities, Sao Paulo Journ. of Math.
Volume 13, Issue 1, pp 248-282 (2019)

[304] A. O. Lopes, J. K. Mengue, J. Mohr and C. G. Moreira, Large Devia-
tions for Quantum Spin probabilities at temperature zero, Stochastics
and Dynamics, Vol. 18, No. 06, 1850044 (2018)

[305] A. O. Lopes and J. Mengue, Thermodynamic Formalism for Haar sys-
tems in Noncommutative Integration: transverse functions and entropy
of transverse measures, Erg. Theo. and Dyn. Systems, (2021), 41, 1835~
1863

[306] A. O. Lopes and R. Ruggiero. Nonequilibrium in thermodynamic
formalism: the second law, gases and information geometry. Qual.
Theory Dyn. Syst., 21(1):44, 2022. 1d/No 21.

[307] Y-G Lu, Quantum Markov Chains and classical random sequences.
Nagoya Math. Journal. Vol. 139 (1995), pp. 173-183.

[308] A. Lozinski, K. Zyczowski and W. Slomczynski, Quantum iterated
function systems, Physical Review E, Volume 68, 046110, (2003)

[309] I. Madsen and J. Tornehave, From calculus to cohomology: De Rham
cohomology and characteristic classes. Cambridge University Press,
1997.

[310) W. A. Majewski, Quantum correlations; quantum probability ap-
proach, preprint Arxiv (2014)

[311] A. Mann, P. A. Mello and M. Revzen, A family of Weyl-Wigner trans-
forms for discrete variables defined in a finite-dimensional Hilbert space,
Quantum Studies (2017)



446 Bibliografia
[312] T. Matsui, On non-commutative Ruelle transfer operator. Rev. Math.
Phys. 13, no. 10, 1183-1201 (2001)

[313] T. Matsui, Bosonic central limit theorem for the one-dimensional XY
model. Rev. Math. Phys. 14, no. 7-8, 675-700 (2002)

[314] V. Marchenko, Sturm-Liouville Operators and applications,
Birkhauser (1986)

[315] A. Martinez, An introduction to semiclassical and Microlocal Analysis,
Springer (2002)

[316] S. Mazzucchi, Mathematical Feynman path integrals and their appli-
cations, World Scientific.

[317] E. Merzbacher, Quantum Mechanics, John Wiley

[318] C. Majenz Entropy in Quantum Information Theory, PhD thesis,
School of The Faculty of Science, University of Copenhagen (2018)

[319] V. Maslov and M. Fedoryuk, Semiclassical approximation in Quantum
Mechanics, Reidel, Boston.

[320] P. D. Miller, Applied Asymptotics analysis, AMS, 2006

[321] M. M. Miranda, Analise Espectral em Espacos de Hilbert, Textos de
Métodos Mateméticos, UFRJ (1990)

[322] N. Moiseyev, Non-Hermitian Quantum Mechanics,Cambridge Univer-
sity Press (2011)

[323] H. Muller-Kirsten, Introduction to Quantum Mechanics, World Scien-
tific.

[324] J. D. Murray, Asymptotics analysis, Springer Verlag, 1984
[325] G. Murphy, C* algebras and operator theory, Academic Press

[326] M. Nagasawa, Schrodinger Equations and Diffusion Theory,
Birkhauser

[327] M. Nagasawa, Stochastic Processes in Quantum Physics

[328] P. Naaijkens, Quantum Spin Systems on Infinite Lattices, A concise
introduction. Lecture Notes in Physics, 933 (2017)



Bibliografia 447

[329] J. Naudts, Generalised thermostatistics, Springer (2011)

[330] I. Nechita and C. Pellegrini, Random repeated quantum interactions
and random invariant states, Prob. Theory Relat. Fields, 152, pp 299-
320 (2012)

[331] R. Newton, Quantum Physics, Springer Verlag

[332] E. Nelson, Dynamical Theories of Brownian motion, Princeton Press,
1985.

[333] E. Nelson, Quantum fluctuations, Princeton Press, 1985.
[334] B. Nelson, von Neumann Algebras, Notes online U. of Berkeley (2017)

[335] S. Neshveyev and E. Stormer, Dynamical entropy in operator algebras,
Springer Verlag (2006)

[336] K. Netocny and F. Redig, Large deviations for quantum spin systems,
Journal of Statistical Physics volume 117, 521-547 (2004)

[337] J. B. Neto, Teoria de Campos e a Natureza: Parte Quantica, Livraria
da Fisica (2017)

[338] M. Nielsen and I. Chuang, Quantum computation and quantum infor-
mation. Cambridge University Press, 2000.

[339] S. Neshveyev and E. Stgrmer, Dynamical Entropy in Operator Alge-
bras, Springer Verlag, (2006)

[340] T. Osborne, Lecture notes of Advanced Quantum Theory, University
of Waterloo (2021)

[341] M. J . de Oliveira, Stochastic interpretation of quantum mechanics,
arXiv (2025)

[342] Cesar R. de Oliveira, Introducao a Anélise Funcional, Proj. Euclides,
IMPA

[343] Cesar R. de Oliveira, Intermediate Spectral Theory and Quantum Dy-
namics, Birkhauser.

[344] 1. S. Oliveira e R. S. Sarthour, Computacao Quantica e Informacao
Quantica, V Escola do CBPF - Rio de Janeiro. (2004)



448  Bibliografia

[345] M. Ohya and D. Petz, Quantum entropy and its use, Springer-Verlag,
Berlin. 1993.

[346] F. Olver, Asymptotics and Special Functions, Academic Press (1974)

[347] K. Osterwalder and R. Schrader, Feynman-Kac formula for Euclidean
Fermi and Bose Fields, Phys. Rev. Lett. 29 (1972) 1423

[348] K. Osterwalder and R. Schrader, Euclidean Fermi Fields and a
Feynman-Kac formula for boson-fermion models, Helv. Phys. Acta 46,
277, (1973).

[349] J. Panangaden, Energy Full Counting Statistics in Return-to-
Equilibrium Jane Panangaden, thesis McGill Univ (2016)

[350] J. B. Parkinson and D. Farnell, An Introduction to Quantum Spin
Systems, Springer Verlag, 2010.

[351] K. R. Parthasarathy, Quantum Probability and strong Quantum
Markov Processes, Quantum Prob. Comm, Vol XII, 171-198 (2003)

[352] K. R. Parthasarathy, An Introduction to Quantum Stochastic Calcu-
lus, Birkhauser (2012)

[353] F.Paugam, Les mathematiques de la physique moderne, notes Institut
de Mathématiques de Jussieu (2009)

[354] W. Paul, Quantum Analytical Mechanics: Quantum Mechanics with
Hidden Variables, arXiv (2025)

[355] M. Pavon, Hamilton’s principle in stochastic mechanics. J. Math.
Phys. 36 (1995), no. 12, 6774-6800.

[356] M. Pavon, Stochastic mechanics and the Feynman integral. J. Math.
Phys. 41 (2000), no. 9, 6060-6078.

[357] M. Pavon, A new formulation of stochastic mechanics, Phys. Letters
A, 209 (1995) 143-149

[358] F. Paugam, Towards the mathematics of quantum field theory,
Springer, (2014)

[359] E. Prugovecki, Quantum Mechanics in Hilbert space. Academic Press,
(1971)



Bibliografia 449

[360] W. S. Pedra, C*-Algebra and Mathematical Foundations of Quantum
Statistical Mechanics, Lecture Notes, Dept. Fisica Matematica - USP

[361] A. Perelomov, Generalized coherent states and their applications,
Springer Verlag (1986)

[362] A. Peres, Separability criterion for density matrices. Phys. Rev. Lett.
77 (1996), no. 8, 1433-1415.

[363] D. Petz, Quantum Information Theory and Quantum Statistics,
Springer Verlag (2008)

[364] D. Petz, An invitation to the algebra of canonical commutation rela-
tions, Leuven Univ Press. (1989)

[365] G. Pedersen, C*-algebras and their automorphism groups, Academis
Press, 1979

[366] G. Pedersen, Analysis now, Springer Verlag (1991)

[367] M. Pollicott and Yuri, Dynamical Systemas and Ergodic Theory, Cam-
bridge Press

[368] W. Parry and M. Pollicott, Zeta functions and the periodic orbit struc-
ture of hyperbolic dynamics, Astérisque N. 187-188 (1990).

[369] C-A. Pillet, Quantum Dynamical Systems, in Open Quantum Systems,
I. Lecture Notes in Math, 1880, pp 107-182, Springer Verlag (2006)

[370] J. Naudts, Generalised thermostatistics. Springer-Verlag London,
Ltd., London, 2011.

[371] C. Pinzai, Y. Watatani and K. Yonetani, KMS states, entropy and the
variational principle in full C*-dynamical systems, Communications in
Mathematical Physics 213 (2), 331-379 (2000)

[372] E. Prugovechi, Quantum Mechanics in Hilbert Space, Academic Press.

[373] T. C. Raszeja, An Introduction to C*-algebras and KMS states for
Physicists, preprint USP (2018)

[374] J. Renault, A Groupoid approach to C*-algebras, Lecture Notes in
Mathematics 793, Springer-Verlag, (1980)

[375] J. Renault, C*-Algebras and Dynamical Systems, XXVII Coloquio
Bras. de Matematica - IMPA (2009)



450 Bibliografia

[376] G. Riviere, Long-time dynamics of the perturbed Schrodinger equation
on negatively curved surfaces, Arxiv 2014

[377] D. Robert, Autour de l'approximation semi-classique, Birkhauser
(1987)

[378] W. Reed and B. Simon, Methods os Modern Mathematical Physics, I,
Functional Analysis, Springer.

[379] W. Reed and B. Simon, Methods os Modern Mathematical Physics,
II, Fourier Analysis and Self-adjointness, Springer.

[380] W. de Roeck, C. Maes, K. Netockny and M. Schitz, Locality and nonlo-
cality of classical restrictions of quantum spin systems with applications
to quantum large deviations and entanglement, Arxiv 2013

[381] W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw Hill, 1970
[382] W. Rudin, Functional Analysis, Press.
[383] S. R.A. Salinas, Introduction to statistical physics. Springer (2001)

[384] Jonas F. G. Santos, Carlos H. S. Vieira and Pedro R. Dieguez, Quan-
tum information in phase space, arXiv (2019)

[385] A. S. Sanz, Bohmian mechanics: A legitimate hydrodynamic picture
for quantum mechanics, and beyond, Arxiv 2026

[386] P. Sarnak, Arithmetic quantum chaos. In The Schur lectures (1992)
(Tel Aviv), volume 8 of Isracl Math. Conf. Proc., pages 183-236. Bar—
Ilan Univ., Ramat Gan, (1995)

[387] P. Sarnak, Recent progress on the quantum unique ergodicity conjec-
ture, Bull. of the AMS, Volume 48, Number 2, April, Pages 211-228
(2011)

[388] R. T. Scalettar, An Introduction to the Hubbard Hamiltonian, in E.
Pavarini, E. Koch, J. van den Brink, and G. Sawatzky (eds.) Quantum
Materials: Experiments and Theory

[389] M. Schechter, Operator Methods in Quantum Mechanics, Dover.
[390] F. Schwabl, Quantum Mechanics, Springer Verlag

[391] F. Schwabl, Advanced Quantum Mechanics, Springer Verlag



Bibliografia 451
[392] M. D. Schwartz, Quantum Field Theory and the Standard Model,
Cambrigde Press (2013)

[393] M. Schlosshauer, Decoherence and the Quantum-to-Classical transi-
tion, (2007) Springer

[394] L. Schulman, Tecniques and Applications of Path Integration, Dover
[395] R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics, Kluwer

[396] B. Simon, Quantum Mechanics for Hamiltonians defined as quadratic
forms, Princeton Series in Physics (1971)

[397] B. Simon, Functional Integration and Quantum Physics, Academic
Press.

[398] B. Simon, Semiclassical Analysis of low lying eigenvalues. I Non-
degenerate Minima: Asymptotic expansion, Ann. Inst. Henry Poincare
Vol XXXVIII, (3) , 295-307 (1983)

[399] B. Simon, Semiclassical Analysis of low lying eigenvalues. II tunneling,
Ann. of Math 120, 89-118 (1984)

[400] W. Simon, Mathematics of the Spin,
https://www.urmec.rochester.edu/labs/Simon-
Lab/publications/pdfs/Spin.pdf

[401] Ya. Sinai, Probability Theory. Springer-Verlag, 1992.

[402] F. Spitzer, A variational characterization of finite Markov chains. An-
nals of Math. Statistics, Vol 43, No. 1, 1972, p. 303-307.

[403] A. Sinha, A. Vijay and U. Sinha, On the superposition principle in
interference experiments, Arxiv (2015)

[404] C. Sogge, Hangzhou Lectures on Eigenfunctions of the Laplacian, Prin-
centon Press (2014)

[405] C. Sparber, Semiclassical Quantum Dynamics and Bohmian trajecto-
ries, Notices of the AMS, Vol 63, n. 9 (2016)

[406] W. Slomczynski and K. Zyczowski, Quantum chaos: an entropy ap-
proach, J. math. Phys. 35 (11), (1994) pp 5674-5700

[407] W. Slomczynski, Dynamical Entropy, Markov Operators and Iterated
Function Systems. Jagiellonian University Press, (2003).



452  Bibliografia

[408] S. Sternberg, A Mathematical Companion to Quantum Mechanics,
Dover (2019)

[409] V.S. Sunder: An Invitation to von Neumann Algebras, Springer (1987)
[410] M. Swanson, Path Integrals and Quantum Processes, Dover (2014)

[411] B. Shoshany, ” Thinking Quantum”: Lectures on Quantum Theory for
High-School Students Arxiv (2018)

[412] W. Steeb and Y. Hardy, Bose, Spin and Fermi Systems, World scien-
tific (2015)

[413] E. M. Stein and R. Shakarchi, Fourier Analysis: An Introduction,
Princeton Press, (2003)

[414] E. Stein, Harmonic Analysis, Princeton University Press, (1993)

[415] F. Strocchi, An introduction to the mathematical structure of Quan-
tum Mechanics, World Scientific, (2008)

[416] E. Stormer, Positive Linear Maps of Operator Algebras, Springer Ver-
lag

[417] T. Sunada, Quantum ergodicity, Trend in Mathematics, Birkhauser
Verlag, 175-196 (1997)

[418] L. A. Takhtajan, Quantum Mechanics for Mathematicians, AMS
(2008)

[419] D. Tausk, Notes on Mathematical Physics for Mathematicians (USP)

[420] D. Tausk, Some considerations on the mathematical formalism of a
generic physical theory and on the mathematical formalism of quantum
mechanics (preprint USP)

[421] D. Tausk, Short description of the mathematical formalism of quantum
mechanics (preprint USP)

[422] D. Tausk, Foundations of quantum theory and comments on a recent
article, (preprint USP)

[423] D. Tausk, A brief introduction to the foundations of quantum theory
and an analysis of the Frauchiger-Renner paradox (preprint USP)



Bibliografia 453

[424] M. Taylor, Partial Differential Equations - Volume 2 Springer Verlag

[425] S. Teufel, Bohmian Mechanics: The Physics and Mathematics of
Quantum Theory, Sprnger Verlag (2009)

[426) M. Terra Cunha, Nogbes de Informacao Quantica, 26 Colquio
Brasileiro de Matematica, (2007)

[427] J. Thayer, Operadores Auto-adjuntos e Equagoes Diferenciais Parciais,
Impa, Rio de Janeiro (1987)

[428] S. C. Tiwari, Schroedinger equation, spin and topology,Quantum
Stud.: Math. Found. (2023) 10:293-305

[429] M. Tomamichel, Quantum Information Processing with Finite Re-
sources (2015)

[430] R. Tumulka, Bohmian Mechanics, Arxiv (2017)

[431] W. van Suijlekom, Noncommutative Geometry and Particle Physics,
Springer (2015)

[432] A. F. Verbeure, Many-Body Boson Systems, Springer (2011)
[433] V. Vladimirov, Equations of mathematical physics, MIR- 1984

[434] S. Vollinger, Geometry of the Schrodinger equation and stochastic
mass transportation, Journal of Mathematical Physics, 46, (2005)

[435] J.von Neumann (Translator: Roderich Tumulka), Proof of the Ergodic
Theorem and the H-Theorem in Quantum Mechanics, Arxiv (2010)

[436] J. von Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik,
Springer, Berlin (traduzido em 1955 como Mathematical Foundations
of Quantum Mechanics) (1932)

[437] Max-K. von Renesse, An optimal transport view on Scrodinger’s equa-
tion, Canad. Math. Bull. 55, no. 4, 858-869 (2012)

[438] M. W. Wong, Weyl trasforms, Springer Verlag, (1998)
[439] K. Yoshida, Functional Analysis, Oxford Press

[440] J. Watrous, Understanding Quantum Information and Computation,
arXiv (2025)



454  Bibliografia

[441] Yifeng Yu, A remark on the semi-classical measure from —%A +V
with a degenerate potential V. Proc. Amer. Math. Soc. 135, no. 5,
1449-1454 (2007)

[442] J. M. Yang, Variational Principle for Stochastic Mechanics Based on
Information Measures, arXiv (2025)

[443] S. Zelditch, Quantum ergodicity and mixing of eigenfunctions, in J-P
Francoise, G. Naber, and T. Tsun, (editors), Encyclopedia of math-
ematical physics. Vol. 1, 2, 3, 4, 5, Academic Press/Elsevier Science
(2006)

[444] S. Zelditch, Uniform distribution of eigenfunctions on compact hyper-
bolic surfaces. Duke Math. J. 55 (1987), no. 4, 919-941 (1987)

[445] A. Zeilinger, R. Gahler, C. G. Shull, W. Treimer, and W. Mampe,
Single-slit and double-slit diffraction of neutrons, Rev. Mod. Phys. 60,
1067 (1988).

[446] P. Zhang, Wigner Measure and Semiclassical Limits of Nonlinear
Schrodinger Equations. AMS, 2008

[447] J. Zinn-Justin, Path Integrals in Quantum Mechanics, Oxford Press
(2005)

[448] M. Zworski, Semiclassical Analysis, AMS, (2012)

[449] M. Waldschmidt, P. Moussa, J.-M Luck and C. Itzykson, From Num-
ber Theory to Physics, Springer (1992)

[450] N. Weaver, Mathematical Quantization, Chapamnn and Hall (2001)

[451] H. Wio, Path Integrals for Stochastic Processes, World Scientfic,
(2013)

[452] P. Woit, Quantum Theory, Groups and Representations: an introduc-
tion - Lecture Notes, Columbia University (2015)

[453] M. Wolf, Quantum Channels and Operations - Guided Tour (preprint
on line)

[454] W. Wrezinski, Mecanica Classica Moderna, Edusp (1997)



Indice

C*-algebra, 267
C*-estado KMS, 274, 277
W*-Algebra, 269
Algebra, 266

Algebra de Banach, 266
Algebra normada, 266

a esfera de Bloch, 284

acao, 405

acao do caminho classico, 342

annihilation, 298

annihilation operator, 104, 302

aplicacao positiva, 252

associacao de observaveis classicos
e quanticos, 87

autofuncao, 11

automatriz, 252

automorfismo lineares na C*-Algebra
U, 270

autovalor, 10

autovalores do operador Hamilto-
niano, 45, 46

autovetor, 10

Bell state, 242
bi-partite system, 234
Bosons, 66, 67, 105, 286
braket, 17

cadeia de spin quanticos, 294, 356
caminho critico, 384
caminho critico para a acgao, 371

455

campos de Jacobi, 383

canal quantico, 252, 254

canal quantico dual, 255, 257

canal quantico unital, 252

canonical equilibrium state, 305

CAR, 68, 300

CAR C*-algebra of Spin Fermions,
304

CAR relation, 283, 302

CCR, 66, 67, 104, 105

cell problem, 159

cilindro, 323

coherent, 243

colapso do estado na medicao, 82

colchete de Poisson, 64, 79, 395

completude assintética, 415, 417

comutador de dois operadores, 395

condicao KMS, 153, 274

conjunto ortonormal completo, 3

conjunto ortonormal completo de
autofuncgoes, 14

conjunto ortonormal completo de
autovetores, 14

constante de Boltzmann, 149

constante de Planck, 24

convergencia na norma de operadores,
8

convergencia no espaco das distribuigoes,
181

convergencia para operadores no
sentido forte, 8, 267, 269



456

convergencia para operadores no
sentido fraco, 8

convolucao, 93

correlacao do sistema quantico, 310

correlagao entre as variaveis na Mecanica

Quantica, 311
creation, 298
creation operador, 104, 302

D’Alambertiano, 367

decoerencia, 44, 57

Decoherence, 245

decoherent, 244

decomposicao de Kraus, 251, 254,
256

decomposicao de Schmidt, 246

decomposicao de Stinespring, 251,
254

decomposicao em estados coerentes,
388, 389, 392, 403

delta de Dirac no ponto xg, 41, 90,
91, 177

densidade da posicao da particula,
34, 42

densidade do momento da particula,
94

densidade do tempo de ocupacgao
assintética, 108

derivada de funcao definida em espago
de funcoes, 360

derivada de Gateaux, 361

derivada de uma distribuicao, 177

derivada segunda de funcao definida
em espaco de fungoes, 361

desigualdade de Cauchy-Schwarz,
2

desigualdade de Cauchy-Schwarz para
matrizes, 136

desigualdade de Jensen para canais
quanticos, 259

Bibliografia

desigualdades de Bell, 250

determinante de um operador, 374

dimensionless, 51, 57, 166

Dirac operator, 282, 283

dispersao do estado, 121

distancia de Connes, 284

distribuicao de Gibbs, 149, 320, 322

distribuicao de Husimi, 403

distribuicao de Husimi generalizada,
403

distribuicao Gaussiana, 89

divergéncia de Kulback-Lieber, 280

dominio de definicao de operador,
20

dual channel, 256

dual de uma aplicacao positiva, 256

dualidade onda-particula, 53, 160,
166

dualidade particula-onda, 57

elemento analitico numa C*-Algebra,
273

energia do operador Hamiltoniano,
48

Energia especifica, 326

Energia livre, 150, 326

energia livre de Helmholtz, 151

Energia média, 150, 326

entangled entropy, 249

entropia, 149

Entropia de uma medida, 324

Entropia de uma particao, 324

entropia de von Neumann, 150, 279,
297

enviroment, 251

equacao da eikonal, 160

equacao de Kuler-Lagrange, 116,
337

equacao de Hamilton, 32, 64



equacao de Hamilton-Jacobi, 159,
404

equacao de Hamilton-Jacobi esta-
cionaria, 159

equacao de Hamilton-Jacobi-Madelung,

410
equacgao de Jacobi, 384, 387
equagao de Schrodinger, 34
equagao de Schrodinger numa var-
iedade Riemanniana, 117
equagao do transporte, 156, 157
esfera de Bloch, 296
espaco das distribuigoes, 394
espaco de Bernoulli, 319
espaco de Hilbert, 3
espago de Hilbert separavel, 4
espago de Sobolev, 115, 360
espago Fermidnico com N graus de
liberdade, 302
espaco normado completo, 2
espectro, 185
espectro continuo, 12, 202
espectro de operador, 11
espectro pontual, 11, 202, 268
estado, 33
estado C*-dinamico, 271
estado C*-dinamico faithful, 271
estado de espalhamento, 414
estado decomponivel, 246
estado emaranhado, 237, 242
estado estaciondrio, 45
estado invariante por translacao,
307
estado KMS, 151, 307
estado Lagrangiano, 399
estado nao emaranhado, 244
estado puro, 140
estado separavel, 244
estados coerentes, 44
evolucao da densidade cldssica se-

Bibliografia 457

gundo o fluxo Hamiltoni-
ano, 170

evolucao da média da posicao do
estado, 173

evolugao da média do momento do
estado, 173

evolugao temporal de observavel se-
gundo o ponto de vista de
Heisenberg, 84

evolucao temporal de operador den-
sidade, 142

evolugao temporal do estado ini-
cial, 46

evolucgao temporal do valor esper-
ado de um estado inicial,
7

evolucao temporal segundo a equacao
de Schrédinger, 41

experimento da dupla fenda, 54

exponencial de operador, 18

exponencial de operador nao limi-
tado, 19, 421

expressao de Van Vleck para a den-
sidade, 164

expressao integral para a evolugao
temporal da particula livre,
98

Férmula Produto de Trotter, 337
familia espectral, 194

Fermions, 68, 283, 301

fluxo de probabilidade, 169

Fock Space, 302

funcao de Husimi, 393

funcao de onda, 33, 34

funcao de quadrado integravel, 5
funcao gamma, 374

fungao generalizada, 176

funcao teste, 176

funcao zeta, 374



458

fungoes de Schwartz, 182
funcgoes definidas em espacgos de fungoes,
361

geodésica, 117, 387

gerador infinitesimal, 83
gran-canonical equilibrium state, 305
ground state, 48

Hamiltoniano classico, 31

Helgason kernel, 117

hidden variables, 250

homomorfismo de C*-algebra, 268

homorfismo de grupo sobre C*-Algebra,
270

identidade da polarizacao, 93

integral de caminho classica, 339

integral de caminho de Feynman,
343, 348

integral de caminho de Feynman
da particula livre unidimen-
sional, 348

Integral de Feynman, 342, 370

integral de Feynman para o oscilador
harmonico, 350

integral de Riemann-Stieltjes, 185

Integral de uma curva tomando val-
ores em operadores, 223,
230

integral de uma funcao tomando
valores em operadores, 187,
191, 193

interacao de vizinhos no lattice, 295

interacgao invariante por translagao,
305

interacdo num quantum spin lat-
tice, 294, 305

interferometro de Ramsey, 57

interferencia, 51, 53-55

Bibliografia

interferencia no sistema composto,
312

interpretacao estocastica da Mecanica
Quantica, 155

interpretagao hidrodinamica da Mecanica
Quantica, 155

inverso de operador, 7

Involugao, 267

Ising model, 298

iteragoes quanticas repetidas aleatérias,
260

Lagrangiano, 342, 350

lattice de spin quantico, 294

Lei de Newton, 32

limite semi-classico, 51

limite semi-classico, 160, 166

limite semicléssico, 43, 50, 109, 167,
174, 371, 393, 396

limites classicos de um nivel de en-
ergia, 108, 109, 111

localidade, 259

logaritmo de uma matriz, 258

método da fase estacionaria, 371,
373

método da fase nao estacionaria,
397

método de Laplace, 359

método maxent, 288

métrica no espaco de Bernoulli, 319

métrica Riemanniana, 116

matriz estocastica, 327

matrizes de Pauli, 295, 297, 307,
310

matrizes densidades reduzidas, 248

maxent method, 254

Mecanica de Bohm, 155, 168, 404

Mecanica Estatistica Quantica, 150



Mecanica Quantica Estocastica de
Nelson, 356, 409

medigao, 48

medicao da energia de um estado
via o Hamiltoniano, 73

medigao do observavel, 196

medicao e autovalor, 72

medicao e espectro, 47, 72, 196

medicao em vetor estado composto,
245

medida de Feynman sobre o espago
dos caminhos, 343

medida de Gibbs, 149, 277, 327,
330

medida de Wigner, 399, 400

Medida ergddica, 330

medida invariante pelo fluxo Hamil-
toniano no nivel de ener-
gia, 108

microlocalizada infinitamente pe-
quena, 396

microsuporte, 396

modelo XY quantico, 307

modular authomorphis group, 271

multi-partite system, 239

Multiplicadores de Lagrange, 217

multiplicidade do autovalor, 10

n-Fock space, 302

niveis de energia do Hamiltoniano
quantico, 47

nicleo de operador, 7

nicleo integral, 339

nucleo integral de operador, 359

nao localidade, 312

norma, 2

norma do operador, 8

norma em £2, 5

Number operator, 300

number operator, 66, 104

Bibliografia 459

o comutator de dois operadores, 61

O modelo XY quantico, 297

o operador Hamiltoniano associado
a um potencial periddico
unidimensional, 113

o operador Hamiltoniano do oscilador
harmonico, 70

observavel classico, 80

observavel quantico, 80

onda piloto, 155

onda plana, 101

operador adjunto, 8

operador autoadjunto, 9

operador compacto, 13

Operador completamente positivo,
252, 292

operador da classe Hilbert-Schmidt,
146

operador de espalhamento, 417

operador de onda, 416

operador densidade, 133

operador densidade emaranhado,
248

operador densidade KMS, 151, 276,
278

operador densidade separavel, 248

operador Hamiltoniano associado
a um campo eletromagnético
externo, 118

operador Hamiltoniano quantizado,
37

operador Hessiano, 373, 382

operador injetivo, 7

operador Integral, 27, 100

operador inversivel, 7

operador KMS, 305

operador Laplaciano, 26, 37

operador Laplaciano associado a métrica
hiperbdlica no semiplano
superior, 117



460

operador Laplaciano associado a uma
métrica Riemanniana, 117

operador limitado, 7, 199

operador linear, 6

operador momento, 24, 25, 282, 284

operador momento ao quadrado,
25

operador multiplicagao por coor-
denada, 21

operador Multiplicacao por uma funcao,
22

operador Nimero, 299

operador nimero, 304

operador positivo, 28, 199, 271, 373

operador projecao, 9

operador projecao ortogonal, 9

operador quantizacao de Weyl, 395

operador simétrico, 21

operador sobrejetivo, 7

operador Trace Class, 144

operador unitario, 10

operadores que comutam, 86

operadores simultaneamente diag-
onalizaveis, 87

operator contagem para Fermions,

304

pacote de onda Gaussiano, 126, 391,
394, 396, 402

par critico para a acao, 405, 409

particula livre num intervalo, 111

polinomio de Hermite, 393

ponto conjugado, 383

ponto de vista de Heisenberg, 83

ponto de vista de Schrodinger, 83

Porta Hadamard, 315

Porta CNOT, 315

portas légicas, 316

POSTULADO 1, 40

POSTULADO 2, 72

Bibliografia

POSTULADO 3, 80

POSTULADO 4, 82

POSTULADO 5, 85

POSTULADO 6, 87

POSTULADO 7, 94

POSTULADO 8, 196

POSTULADO 9, 239

potencial quantico, 161

potencial quimico, 287

potencial quimico, 305

preparacao de um estado, 84

Pressao topolégica, 321

Principio da incerteza de Heisen-
berg, 96, 125

principio de minima acao, 337, 343,
371, 373

Principio de Maupertius, 387

Principio do Mini-max, 216

Principio Variacional de Ritz, 219

principio da correspondencia, 160,
166

probabilidade da medicao de um
estado segundo um observavel,
74

probabilidade da ocorrencia de au-
tovalor, 85

probabilidade invariante para o shift,
320, 324

Problema de Sturm-Liouville, 49,
113, 376

Produto de Kronecker, 249

produto interno, 1

produto interno de matrizes, 142

produto interno de operadores da
classe Hilbert-Schmitd, 148

Produto interno em £2, 5, 33

produto interno no conjunto das
matrizes, 256

produto interno no produto tenso-
rial, 245



produto tensorial, 233-235, 240

produto tensorial de operadores, 237

produto tensorial infinito, 290

projecao ortogonal, 16

propagador, 44, 339, 349

pureza de um operador densidade,
135

gbit, 314

quantizacao de observavel classico,
80

quantizacao de Weyl, 389

quantizacao do oscilador harmonico,
102

Quantum Channels capacities, 250

raiz quadrada de operador positivo,
29

Regra de Born, 139

regra de selecao, 143

regra de superselecao, 143

relagoes CAR para Fermions, 282

representacao de uma C*-algebra,
281

representagao fiel, 281, 283

resolucao da identidade, 195

resolvente, 184

resolvente de um operador, 12, 202

Segunda Lei da Termodinamica, 288

seqiiéncia de Weyl, 202

sequéncia convergente, 2

sequéncia de Cauchy, 2

shift, 294

sistema composto, 236, 239, 309,
314

solucao KAM fraca da equacao de
Hamilton-Jacobi, 161

Spectral triples, 281, 282

Spin Fermions, 300

spins lattices quanticos, 289

Bibliografia 461

spreading sequence, 208
Stinespring dilation, 251, 254, 264

Teleporte, 315, 317

tempo de ocupacao assintotica da
particula classica, 106

Teorema da decomposicao espec-
tral, 14

Teorema de Birkhoff, 335

Teorema de Ehrenfest, 78, 173

Teorema de Krein-Milman, 335

Teorema de Perron-Frobenius, 256,
328, 333

Teorema de Plancherel, 89

Teorema de Tychonoff-Schauder, 252

Teorema de Van Vleck, 164, 386

Teorema do indice, 387

Teorema Ergddico Quantico de von
Neumann, 44

Teorema Espectral, 12

Teorema espectral para o operador
Hamiltoniano no caso periédico
unidimensional, 50

teorema espectral para operadores
auto-adjunto nao limitado,
193

Teoria da Informagao Quantica, 260,
313

thermal state, 134, 150

thermalization, 254

toro de dimensao n, 6

trago, 133, 358

trago de estado C*-dinamico, 271

trago de operador, 131, 374, 401

trago parcial, 251, 261, 291

transformada de Fourier, 88, 89

transformada de Fourier da delta
Dirac, 183

transformada de Fourier de distribuicao,
182



462 Bibliografia

transformada de Fourier inversa,
90, 392

transformada de Fourier simplética,
394

transicao entre estados, 143

tunelamento, 103, 109

vacuum, 67, 105

valor esperado da posicao da particula
num estado, 69

valor esperado de observavel segundo
operador densidade, 138

valor esperado de um estado, 119

valor esperado de um estado via
um operador autoadjunto,
69

valor esperado de um vetor segundo
operador densidade, 138

valor esperado do momento de uma
particula num estado, 70

valor esperado do observéavel cléssico,
79

valor esperado do operador Hamil-
toniano num estado, 71

valor médio da posicao da particula,
39

valores atingidos por um observavel,
205

Variagoes em espagos de funcoes,
360

variedade diferencidvel, 5

vetor estado composto, 245

von Neumann Algebra, 269



