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A Mecânica Quântica é a teoria que descreve as leis fı́sicas que regem as partı́culas
de massa muito pequena. O seu entendimento foi sem dúvida umdos grandes feitos
cientı́ficos do século XX.

Meu objetivo ao escrever este texto foi permitir que os estudantes dos nossos cur-
sos de Matemática possam entender e apreciar a beleza destateoria. Foi planejado
para ser uma primeira leitura sobre este tópico. O texto foiescrito por e para pes-
soas que são principiantes neste tópico. Tentei aqui apresentar as idéias fundamentais
desta teoria partindo do princı́pio que o leitor é um estudante que raciocina de forma
matematicamente rigorosa. A fundamentação matemáticacompleta destas requer, no
entanto, o estudo de tópicos mais avançados e que estão acima do escopo do presente
texto.

Sobre os pré-requisitos para entender o livro posso afirmarque o primeiro capı́tulo
exige apenas aquele conhecimento básico que constitui o material coberto nos primeiros
três anos de um Bacharelado em Matemática. Aqui e ali mencionamos algum tópico
mais avançado, mas, certamente, não é algo que o seu desconhecimento possa preju-
dicar o entendimento da seqüência lógica da narrativa. Destaco aqui o fato inequı́voco
que a Análise Funcional é uma das ferramentas fundamentais para o entendimento da
Mecânica Quântica, mas de fato, nesta primeira parte nãose usa realmente nenhum
resultado sofisticado desta teoria. Um estudante que entendeu bem os tópicos usuais
deÁlgebra Linear em Espaços Vetoriais (dimensão finita) não vai ter dificuldade em
extrapolar os resultados básicos já conhecidos para espaços de dimensão infinita.

Existem alguns livros excelentes que foram publicados recentemente sobre este
assunto. Minha intenção foi produzir um texto em portuguˆes que descreva a Mecânica
Quântica de forma que seja matematicamente inteligı́vel,e, ao mesmo tempo, que não
se prenda a detalhes de formalização excessiva. Numa primeira leitura, este excesso
a que me refiro, pode comprometer o entendimento das idéias fundamentais. Tentei
manter a redação dentro de um equilı́brio entre estes doisextremos.

Os resultados considerados no texto, ou são rigorosamentedemonstrados, ou, então
são descritos através do apelo ao bom senso e a intuição matemática. No último
caso sempre menciono referencias para consulta que permitirão ao leitor interessado
aprofundar o material exibido. Exemplos são apresentadosa cada momento em que
introduzimos um novo conceito. Exemplo aqui significa exemplo matemático e não
oriundo da Fı́sica.

A Mecânica Quântica é daquelas teorias em que se precisa compreender certa quan-
tidade razoável de resultados para que o ”todo”faça sentido. Assim, minha sugestão é
que o leitor tente entender a cada passo o que vai sendo exposto, mas sem se prender
demais a aspectos que, eventualmente, não ficaram de todo claro. Muitas vezes, um
pouco mais adiante no texto, aquilo que não foi de todo compreendido se esclarece
quando olhado de um panorama mais amplo. Esta teoria é cheiade aspectos surpreen-
dentes e que conflitam com a percepção do mundo sensı́vel a nossa volta. Mas, após
certo tempo para amadurecimento dos conceitos em nossa mente, percebemos que
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a estrutura é bastante natural e simples.É claro, que existem aspectos técnicos da
teoria que requerem a análise de questões matemáticas bastante complexas e sofisti-
cadas. Mas, é possı́vel obter um quadro razoavelmente consistente da teoria se nos
permitirmos deixar ”alguma sujeira matemática debaixo dotapete”. Fiz isto no texto
algumas poucas vezes, mas, asseguro, que de forma bem intencionada; foi em nome
da didática do entendimento. Tentei dar no livro uma visãoglobal (embora modesta
dentro da amplidão do assunto) dos aspectos básicos da teoria.

Certa intuição do que acontece no fenômeno fı́sico que a cada momento estamos
matematicamente analisando é sem dúvida muito importante. Aqui este ponto é ap-
resentado de forma breve e na maioria das vezes pictórica. Aênfase foi dada na
apresentação de um formalismo matemático que descreva de forma compreensı́vel a
Fı́sica da Mecânica Quântica. Não é exigido nenhum pré-requisito de Fı́sica para en-
tender o material que vamos cobrir. Apresentamos no texto alguns postulados cujo
objetivo é apenas estabelecer o que o modelo matemático deveria incorporar para de-
screver a realidade observada nos fenômenos fı́sicos. Servem basicamente de baliza-
mento para a seqüência lógica dos resultados apresentados. Eles não são, necessaria-
mente, um conjunto mı́nimo de postulados. Eventualmente, um deles pode aparecer
mais tarde no texto como conseqüência de um teorema de car´ater mais geral (que
requer mais teoria).

Não irei discutir no texto os aspectos mais diretamente ligados a interpretação fı́sica
dos fenômenos discutidos. Existem na teoria vários paradoxos e até mesmo conflitos
de interpretação entre os eminentes fı́sicos que trabalham nesta área. Por exemplo, a
passagem gradual e continua da Mecânica Quântica (a Fı́sica das partı́culas com massa
de dimensões atômicas) para as Leis da Mecânica Clássica (a Fı́sica das partı́culas com
massa de dimensões macroscópicas) é um fenômeno que precisa ser melhor entendido.

Após um breve introdução de alguns pré-requisitos matemáticos apresentamos no
texto dois grandes capı́tulos. O primeiro tem a intenção de dar ao leitor uma visão
global do assunto. No segundo apresentamos vários tópicos que abordam questões
um pouco mais especı́ficas.É claro que apenas num livro não vamos poder abordar os
incontáveis tópicos importantes nesta teoria. Varias seções da segunda parte podem
ser lidas sem a leitura das outras. Eu entendo que o capı́tulo2 pode ser dividido em
varios blocos mais ou menos independentes

I. as seções 2.1 a 2.4 é um bloco,
II. as seções 2.5 a 2.7 é outro,
III. as seções 2.9 a 2.15 mais um,
IV. as seções 2.16 e 2.17 mais outro.
As outras duas seções são totalmente independentes.
Na seção 0, onde apresentamos alguns pré-requisitos, tentamos explicar de forma

breve e resumida o pouco que se vai precisar. Para o capı́tulo2 as exigências de
pré-requisitos são maiores. Estes vão depender da seç˜ao especı́fica em consideração.
Uma seção que tem importância fundamental (a 2.1) é a quetrata do Teorema da
decomposição espectral (o qual é enunciado sem demonstração). Este resultado é
ilustrado com alguns exemplos. Mais uma vez, se bem compreendido o que afirma
este teorema, o leitor pode prosseguir e entender certos aspectos cruciais da teoria
sem o conhecimento da prova do mencionado resultado.



4 ARTUR O. LOPES

Acredito que o entendimento dos princı́pios básicos da Mecânica Quântica por
parte de um matemático genérico (que trabalha em qualquerárea) vai enriquecer seu
trabalho cientı́fico. Existem distintos aspectos da teoriaque intersectam diversas áreas
da Matemática: Análise Funcional, Equações Diferenciais Parciais, Geometria, Sis-
temas Dinâmicos, Processos Estocásticos, Teoria da Informação,Álgebra, etc... Prob-
lemas matemáticos nestas áreas de pesquisa podem ser algumas vezes considerados
numa formulação mais ampla de tal forma que contemple os aspectos associados à
quantização ou a não comutatividade.

Desejo agradecer a vários colegas com quem tive o prazer de discutir questões rel-
ativas ao presente texto: Ph. Thieullen, A. Baraviera, S. Prado, M. Terra Cunha, M.
Disconzi, M. Sebastiani, C. F. Lardizabal, J. Mengue, J. Mohr, R. Souza, R. Bissacot,
L. Ciolleti, R. Exel, Agradeço sobremaneira aos estudantes que assistiram a diversas
edições do curso de Mecânica Quântica que ministrei no Inst. Mat. da UFRGS: Car-
los Scarinci, Gilles Castro, Vilarbo Junior, Alvaro KrugerRamos, Douglas dos San-
tos, Eduardo Fischer, Fagner Rodrigues, Mirian Telichevesky, Otavio Menezes, Patri-
cia Klaser, Rangel Baldasso, Thomas Bartlett, Felipe Guarnieri, Jader Brasil, Josué
Knorst, Luı́sa Borsato, Newton Loebens, Lucas Hataishi, Gustavo Pessil e William
Braucks. Eles participaram da elaboração de diversas partes do presente texto. As
eventuais incorreções, naturalmente, devem ser atribu´ıdas ao autor. Os leitores que
desejarem fazer comentários, apontar erros tipográficos, matemáticos, conceituais, ou,
propor exercı́cios interessantes podem escrever para arturoscar.lopes@gmail.com Eles
poderão ser de grande utilidade para alguma eventual nova edição do texto.

Alguns textos que fortemente recomendo e que, de alguma forma, influenciaram o
presente livro são:

1. S. Gustafson and I. Sigal, Mathematical concepts of Quantum Mechanics,
Springer Verlag

2. K. Hannabuss, An introduction to Quantum Theory, Oxford Press.
3. M. Schechter, Operator Methods in Quantum Mechanics, Dover.
4. L. Ballentine, Quantum Mechanics, World Scientific Press

O autor informa que o presente manuscrito ficará sempre disponı́vel para acesso
livre.
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2.1 Teoria Espectral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

2.2 Valores atingidos por observáveis . . . . . . . . . . . . . . . . 214
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2.8 Formalismo Termodinâmico e Mecânica Estat́ıstica . . . . . . 319

2.9 A Integral de Caminho de Feynman . . . . . . . . . . . . . . 337

2.10 Sobre a amplitude de Feynman . . . . . . . . . . . . . . . . . 344

2.11 Um paralelo com o Movimento Browniano . . . . . . . . . . . 355

1
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0.1 Alguns pré-requisitos

Vamos inicialmente considerar algumas propriedades básicas dos espaços
vetoriais de dimensão infinita (sobre o corpo dos números complexos) com
produto interno. O caso em que o espaço vetorial tem dimensão finita é
tratado com bastante detalhe na seção 21 de [282].

Referimos o leitor a [381] ou [342] para um aprofundamento dos diversos
resultados e conceitos que vez por outra serão usados nesta seção.

Um elemento genérico em C é expresso como z = a+ b i, onde, i 2 = −1
e a, b ∈ R.

Se u = a+ bi e v = c+ di então

u v = (a+ b i) (c + d i) = a c+ a di+ bci+ b d i 2 = (ac− bd) + (ad+ bc) i.

Todo número complexo a+ bi se escreve como

a + b i = α eβ i = α (cos(β) + i sin(β)),

onde α ≥ 0 e 0 ≤ β < 2π são reais. Se chama α = |z| de norma (ou,
amplitude) de a + bi e β de fase de a + bi. Acima β= arc tang b

a e α =√
a2 + b2.

Note que, dado β ∈ [0, 2π), então e β i + e (β+π) i = 0.
z = (a − b i) denota o complexo conjugado de z = a+ b i.
Note que se z = z, então a − b i = a + b i, logo, b = 0. Assim, z ∈ R.
Ainda, vale que z = z e z z = a2 + b2 = |z|2.
Observe que z1 + z2 = z1 + z2 e z1 z2 = z1 z2.

Vamos considerar aqui prioritariamnte espaços vetoriais E sobre o corpo
dos escalares complexos (ver seção 21 em [282] para definição exata). Assim,
se v1, v2 ∈ E, e α1, α2 ∈ C, então está bem definido α1 v1 + α2 v2 ∈ E.

Se E é um espaço vetorial sobre o corpo dos complexos C, então um
produto interno < , > sobre E é uma função de E×E → C, tal que, para
qualquer u, v, v′ ∈ E, e λ em C, vale o seguinte:

1) < u, v > = < v, u >; 2) < u + u′, v > = < u, v > + < u′, v > ; 3)
< λu, v > = λ < u, v >; 4) < u, u > > 0, se u 6= 0.

Para mais detalhes recomendamos o leitor a seção 21 em [282] ou seção
60 em [194].

Fizemos a escolha < λu, v > = λ < u, v > e não < u, λ v > = λ <
u, v > , o que seria tambem possivel assumir como definição.
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Note que segue do que foi dito acima que < u, λ v > = λ < u, v > .
Ainda, < u, v + v′ >=< u, v > + < u, v′ > .

Ainda, para todo v ∈ E vale que < v, v > é real e não negativo. Além
disso, < v, v >= 0, se e só se, v = 0.

Dado um produto interno < , > sobre um espaço vetorial E podemos
definir a norma associada através de

|v| =
√
< v, v >.

Uma norma | | sobre E possui as propriedades: a) |0| = 0, b) |v| ≥ 0,
c) |v| > 0 se v 6= 0, d) |u + v| ≤ |u| + |v|, para qualquer u, v, e finalmente,
e) |λv| = |λ| |v|, para qualquer escalar λ ∈ C e qualquer v ∈ E.

A propriedade |u+v| ≤ |u|+|v| é denominada de desigualdade triangular.

Assim, dado um espaço vetorial E com produto interno existe uma
maneira natural de se obter uma norma em E.

Uma propriedade importante é a desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver
prova em [282] ou [283]) que diz que dados v1, v2 ∈ E, então

| < v1, v2 > | ≤ |v1| |v2|,

Dada uma sequência de vetores vn ∈ H, diremos que a sequência vn
converge ao vetor w ∈ H, se para qualquer ε > 0, existe um N > 0, tal que
para todo n > N , vale |w − vn| < ε. Este fato será denotado por

lim
n→∞

vn = w.

A expressão vn converge a w quando n→ ∞ também é bastante usada.

Dada uma sequência de vetores vn ∈ H, diremos que a sequência vn é
de Cauchy se para qualquer ε > 0, existe um N > 0, tal que para todo
m,n > N , vale |vm − vn| < ε.

É fácil ver que toda sequência convergente é de Cauchy (isto segue da de-
sigualdade triangular). Para espaços vetoriais de dimensão finita a rećıproca
é verdadeira. Para espaços de dimensão infinita nem sempre vale a rećıproca.

Um espaço normado é dito completo quando toda sequência de Cauchy
converge.

Dizemos que a série
∑∞

n=0 xn, onde xn está num espaço normado com

norma | |, converge a x se limk→∞
∑k

n=0 xn = x. Denotamos
∑∞

n=0 xn = x.
Se o espaço normado é completo vale a seguinte propriedade fundamental:
se
∑∞

n=0 |xn| <∞, então existe x tal que
∑∞

n=0 xn = x.
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Definição 0.1. Um espaço vetorial H sobre o corpo dos complexos com
produto interno < , >, e a correspondente norma

|v| =
√
< v, v >,

para cada vetor em H, será chamado de espaço de Hilbert se ele for completo
para tal norma [249] [372] [94] [439].

O exemplo mais simples de espaço de Hilbert é o conjunto dos números
complexos C com o produto interno< u, v >= u v, onde z denota o complexo
conjugado de z. Mais exatamente, se u = a + bi e v = c + di, então,
u v = (a+ bi) (c − di). Neste caso, |z| =

√
x2 + y2, se z = x+ y i.

E = Cn = C× C× ...× C︸ ︷︷ ︸
n vezes

é um espaço vetorial sobre o corpo dos com-

plexos C.

Dados u = (u1, u2, ..., un) e z = (z1, z2, ..., zn) em Cn, o produto interno
de u e z é, por definição,

< u, z > = u1 z1 + u2 z2 + ...+ un zn.

Note que para λ, u, v ∈ C, vale

< u, λ v > = λ < u, v >

e
< λu, v > = λ < u, v > .

O espaço vetorial complexo E acima é de Hilbert e tem dimensão finita.
Os espaços vetoriais de Hilbert que vamos prioritariamente considerar no
texto tem dimensão infinita.

Algumas vezes usamos também a notação < x|y > em vez da expressão
< x, y > .

Note que < u, v > = < u|v > = < v|u > = < v, u >.

As vezes se diz que < u|v > é o ”braket”do vetor u com o vetor v.

Definição 0.2. Dizemos que um conjunto ψn, n ∈ N é um conjunto enu-
merável ortonormal completo em H se,

1) |ψn| = 1, ∀n ∈ N,
2) < ψn, ψm >= 0, ∀m 6= n,
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3) para qualquer ψ existe uma escolha αn ∈ C, n ∈ N, tal que

ψ = lim
k→∞

k∑

n=0

αn ψn.

Acima queremos dizer que se vk =
∑k

n=0 αn ψn ∈ H, então esta sequência
vk converge ao vetor ψ quando k → ∞, na norma do espaço de Hilbert.

Alguns textos requerem que na Definição 0.1 se exija que o espaço de
Hilbert possua um conjunto enumerável completo denso (chamado de espaço
de Hilbert separável). Todos os espaços que vamos considerar aqui, entre
eles o espaço das funções de quadrado integrável em Rn (ver definição a
seguir) satisfazem tal propriedade.

O limite acima será descrito pela expressão formal

ψ =

∞∑

n=0

αn ψn.

É fácil ver que neste caso vale ψ =
∑

n < ψn|ψ > ψn, ou seja, temos
que αn =< ψn|ψ >. Além disto,

|ψ| =

√∑

n

|αn|2 =

√∑

n

| < ψn|ψ > |2.

Em muitas situações (e problemas) o interesse maior é identificar se existe
um particular conjunto ortonormal enumerável completo que seja útil (em
alguns casos não vai existir, mesmo que o espaço de Hilbert seja separável).

A partir de agora denominamos conjunto ortonormal completo um con-
junto conjunto ortonormal enumerável completo (a palavra enumerável fica
assim impĺıcita).

É importante não confundir o conceito de conjunto ortonormal completo
com o conceito de base de um espaço vetorial (que considera apenas somas
finita).

Se f : R → C é da forma f(x) = f1(x) + i f2(x), onde f1, f2 : R → R,
então

∫
f(x)dx =

∫
f1(x)dx + i

∫
f2(x)dx.

Os exemplos de espaços de Hilbert que consideraremos usualmente (to-
dos separáveis) são
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1) H = L2
C(Rn)(dx) é o conjunto dos φ : Rn → C tais que,

∫ ∫
...

∫
|φ|2(x)dx =

∫
|φ(x1, x2, .., xn)|2 dx1 dx2 ... dxn <∞,

onde dx = dx1 dx2 ... dxn é a medida de Lebesgue usual. Uma função φ do
tipo acima é chamada de função de quadrado integrável.

Para φ : Rn → C, e ψ : Rn → C, tais que,
∫
|φ|2(x)dx <∞,

∫
|ψ|2(x)dx <

∞, definimos o produto interno < φ,ψ >=
∫
φ(x)ψ(x) dx. Neste caso,

|φ| =
√∫

|φ(x)|2 dx =
√
< φ, φ > define uma norma que o torna um espaço

de Hilbert. Note que uma função ψ neste espaço esta definida a menos de
um conjunto de medida de Lebesgue zero [149]. Dizer que duas funções φ,
ψ estão ε próximas significa que

√∫
|φ(x) − ψ(x)|2 dx < ε.

Referimos o leitor a [34] para maiores detalhes sobre o assunto. Obser-
vamos que não necessitaremos no texto de um entendimento maior sobre a
medida de Lebesgue em Rn; apenas saber que a classe das funções integráveis
à Lebesgue é maior do que aquelas integráveis no sentido usual de Riemann e
ainda que a norma |φ| =

√
< φ, φ > torna as funções de quadrado integrável

(considerando a integral de Lebesgue) um espaço normado completo.
Este espaço vetorial tem dimensão infinita. Para maiores detalhes sobre

o espaço L2 referimos o leitor a [34].
2) Seja A um retângulo finito em Rn, ou seja,

A = [c1, d1] × [c2, d2] × ...× [cn, dn].

Então consideraremos o espaço vetorial complexo H = L2
C(A)(dx), onde

dx é a medida de Lebesgue em A, e para φ : A → C, e ψ : A → C,
tais que,

∫
A |φ|2(x)dx < ∞,

∫
A |ψ|2(x)dx < ∞, nós definimos < φ,ψ >=

∫
A φ(x)ψ(x) dx. Neste caso |φ| =

√∫
A |φ(x)|2 dx.

Este espaço também é de Hilbert e tem dimensão infinita.
3) Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n e uma forma vol-

ume dx (ver [285] ou [270] para definição e propriedades). Denote também
por dx sua extensão a uma medida de Lebesgue em M . Então consid-
eraremos H = L2

C(M)(dx). Para φ : M → C, e ψ : M → C, tais
que,

∫
M |φ|2(x)dx < ∞,

∫
M |ψ|2(x)dx < ∞, nós definimos < φ,ψ >=∫

M φ(x)ψ(x) dx.
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Neste caso |φ| =
√∫

M |φ(x)|2 dx.
Um caso particularmente interessante é o toro de dimensão n que pode

ser descrito por [0, 2π)n ⊂ Rn onde os pontos da fronteira são identificados
da forma usual. Neste caso, se toma dx como a medida usual de Lebesgue
em [0, 2π)n ⊂ Rn (algumas vezes dividida por (2π)n para ser normalizada).
Por exemplo, o ćırculo S1 será identificado com [0, 2π).

Note que para λ ∈ C, and, φ,ψ ∈ L2
C(Rn)(dx), vale

< λφ,ψ > = λ < φ,ψ >

e

< φ, λψ > = λ < φ,ψ > .

Observação 0.1. Se para v1, v2 fixos, vale que para todo v

< v1, v > = < v2, v >,

ou, de forma equivalente se vale que

< v1 − v2, v > = 0,

então v1 = v2.

De fato, tome v = v1 − v2, e então, se v1 − v2 6= 0, temos contradição
(porque < v, v >= 0, se e só se, v = 0).

♦

Uma função L : H1 → H2 é linear se para qualquer α1, α2 ∈ C e v1, v2 ∈
H1, vale

L(α1 v1 + α2 v2) = α1 L(v1) + α2L(v2).

Dados dois espaços de Hilbert complexos H1 e H2, uma função linear
L : H1 → H2, é denominado de Operador Linear.

Dados dois operadores lineares L1 : H1 → H2, e L2 : H2 → H3, fica bem
definida a composta L = L2 ◦L1, onde L : H1 → H3. Note que L também é
linear. As vezes se escreve L2 L1 para representar L2 ◦ L1.

Note que nem sempre L2 ◦L1 = L1 ◦L2, mesmo quando H1 = H2 = H3.

O operador indentidade I : H → H é aquele que para cada x ∈ H temos
que I(x) = x.
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Note que para qualquer operador linear A : H → H vale que AI = A =
IA.

Dado L : H → H, e n > 0, temos que Ln : H → H denota a com-
posição de L consigo mesmo n vezes. Note que Ln ◦Lm = Ln+m. De forma
consistente com esta propriedade denotamos L0 = I.

Dado o operador linear L : H1 → H2, dizemos que o operador linear
G : H2 → H1, é o inverso de L se G ◦ L = I = L ◦ G. De forma um
pouco mais precisa: G ◦ L = I1 onde I1 é o operador identidade em H1, e
L ◦G = I2 onde I2 é o operador identidade em H2.

O operador inverso de L é denotado por L−1. Se L tem inverso dizemos
que ele é inverśıvel. A composta de operadores inverśıveis é inverśıvel. Mais
exatamente, neste caso (AB)−1 = B−1A−1.

Dado o operador linear L : H1 → H2 o núcleo de L é o conjunto dos
v ∈ H1 tais que L(v) = 0. O operador L é injetivo se e só se o núcleo de L
é só o vetor 0.

A imagem de L : H1 → H2 é o conjunto dos vetores da forma L(v) ∈ H2

quando v varia em todo domı́nio H1. Dizemos que L é sobrejetivo se a
imagem de L é todo H2.

L tem inversa se e só se L é injetivo e sobrejetivo.

Vamos considerar abaixo dois espaços de Hilbert H1 e H2, com os re-
spectivos produtos internos < , >1 e < , >2, e as respectivas normas | |1 e
| |2.

Note que segue da última observação acima que se dois operadores
lineares L1 : H1 → H2, e L2 : H1 → H2, forem tais que, para todo
v1 ∈ H1, v2 ∈ H2 vale

< L1(v1), v2 > = < L2(v1), v2 >,

então L1 = L2.

De fato, para cada v1 fixo, aplique o resultado acima para todos os v2
posśıveis. Segue que L1(v1) = L2(v1).

Dado o operador linear L : H → H, onde H é um espaço de Hilbert
sobre os escalares complexos, se pode mostrar que se para todo v ∈ H vale
< L(v), v >= 0, então L = 0 (ver seção 2.2 em [94])

Definição 0.3. O operador linear L : H1 → H2 é dito limitado (ou, con-
tinuo) se

sup
v 6=0

|L(v)|2
|v|1

<∞.
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Denominamos de B(H1,H2) o espaço vetorial dos Operadores Linea-
res limitados de H1 em H2. Ainda, B(H) denota os Operadores Lineares
limitados de H em H.

Denotamos por L(H1,H2) o espaço vetorial complexo de todos os oper-
adores lineares de H1 para H2.

Em dimensão infinita, nem sempre um operador linear é uma função
continua (usando as normas correspondentes).

Definição 0.4. Seja L : H1 → H2. O valor supv 6=0
|L(v)|2
|v|1 é denotado por

|L| e é chamado de norma do operador L em B(H1,H2).

Um fato importante é que B(H1,H2) munido desta norma de operado-
res é um espaço completo [378]. Assim, dada uma sequência de operadores
Ln ∈ B(H1,H2) tal que

∑∞
n=0 |Ln| < ∞, então o somatório

∑∞
n=0 Ln = L

para um único L ∈ B(H1,H2).
Note que para todo L ∈ B(H) vale que |Ln| ≤ |L|n.
Segue disto que todo operador limitado é cont́ınuo, isto é, se xn → x

quando n→ ∞, então, L(xn) → L(x) quando n→ ∞.
A composta de operadores limitados é um operador limitado.

No espaço vetorial B(H1,H2) o sentido de convergencia de elementos
An ∈ B(H1,H2) → A ∈ B(H1,H2) pode ter varios sentidos.

a) Dizemos que limn→∞ An = A no sentido da convergencia na norma
se limn→∞ |An −A | = 0.

b) Dizemos que limn→∞ An = A no sentido forte se para qualquer x ∈
H1, temos que limn→∞ | (An −A ) (x )| = 0.

c) Dizemos que limn→∞ An = A no sentido fraco se para qualquer x ∈
H1, temos que limn→∞ | < x , (An −A ) (x ) > | = 0.

Finalmente, H∗ denota o conjunto dos operadores lineares limitados L :
H → C. Para cada L ∈ H∗ existe um único u ∈ H, tal que para todo v ∈ H,
vale L(v) =< v, u > (ver Theorem 4.12 in [382] ou [389]).

Definição 0.5. Dado L ∈ B(H1,H2) existe um único operador L∗ ∈ B(H2,H1)
tal que para qualquer u ∈ H2, v ∈ H1 vale

< L(v), u >2 = < v,L∗(u) >1 .

O operador L∗ existe pelo parágrafo anterior e é denominado de adjunto de
L.

Segue da definição que se A,B ∈ B(H1,H2), então (A+B)∗ = A∗ +B∗.
Note ainda que se A,B ∈ B(H1,H1), então (AB)∗ = B∗A∗.
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Seja (a+bi) matriz um por um, que age em C. Então, (a+bi)∗ = (a−bi).
Ainda, ( (a+ b i)A )∗ = (a− b i)A∗.

Pode-se mostrar que a igualdade |L| = |L∗| vale para operadores limita-
dos (ver seção 2.6). Portanto, a função L→ L∗ é uma isometria.

Além disso vale, |L∗
1 − L∗

2| = |L1 − L2|. Portanto a função L → L∗

é cont́ınua quando restrita ao operadores limitados (e usando a norma de
operadores).

Pode-se mostrar que |LL∗| = |L|2 (ver seção 2.6).

Dado um subespaço linear fechado M de H denominamos de M⊥, o
conjunto dos vetores v de H, tal que, para todo u em M vale que< u, v >= 0.

Todo v ∈ H pode ser escrito de maneira única como v = u1 + u2, onde
u1 ∈ M e u2 ∈M⊥. Podemos definir PM (v) = u1. Isto define um operador
limitado com norma 1 que é denominado a projeção ortogonal de v sobre
M . Note que P 2

M = PM ◦ PM = PM . Ainda, vale que P ∗
M = PM .

Um operador P que satisfaz P 2 = P é chamado de operador projeção.

Definição 0.6. Um operador P em B(H) que satisfaz P 2 = P ◦ P = P ∗ e
P = P ∗ é denominado genericamente de operador de projeção ortogonal.

Pode se mostrar que dado tal P existe M subespaço linear fechado tal
que P = PM .

Mais detalhes sobre operadores projeção podem ser encontrados na seção
2.3 em [94].

Exemplo 0.1. Dado λ ∈ R, considere o operador Pλ : L2(R)(dx) →
L2(R)(dx), tal que para ψ ∈ L2(R)(dx), temos que Pλ(ψ) = I(−∞,λ) ϕ,
onde, I(−∞,λ) é o indicador do intervalo (−∞, λ).

É fácil ver que Pλ é um operador de projeção ortogonal.

♦

Definição 0.7. Um operador L em B(H) é dito autoadjunto se L = L∗.

Também é usual a nomenclatura operador Hermitiano (estamos con-
siderando no texto espaços vetoriais sobre o corpo dos complexos).

A importância do estudo dos operadores autoadjuntos em Mecânica
Quântica é descrito de forma bastante detalhada e pedagogica em [86].

A soma de operadores autoadjuntos é autoadjunto. A composição de
operadores autoadjuntos nao é autoadjunto. Isto é valido somente
se os operadores comutam. Se L é autoadjunto e β é real, então, β L é
autoadjunto.
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Definição 0.8. Um operador U em B(H) é dito unitário se ele satisfaz
U∗ ◦ U = I = U ◦ U∗.

Sendo assim U é inverśıvel e U−1 = U∗. Note que se U é unitário, então,
para todo v ∈ H, vale que |v| = |U(v)|.

De fato,
|v|2 = < v, v > = < I(v), v > =

< (U∗ ◦ U) (v), v > = < U(v), U(v) > = |U(v)|2.
A composição de operadores unitários é unitário. Se U é unitário e β ∈ C

tem norma 1, então, β U é unitário.
Um operador unitario preserva o produto interno:

< U(v1), U(v2) >=< v1, U
∗ U(v2) >=< v1, v2 > .

Definição 0.9. Dado um operador L : H → H, dizemos que λ ∈ C é
autovalor se existe v 6= 0, v ∈ H, tal que, L(v) = λ v. Neste caso dizemos
que v é autovetor associada ao autovalor λ.

A multiplicidade de um autovalor é a dimensão do espaço vetorial dos
autovetores associados a este autovalor.

Exemplo 0.2. Suponha que H = C2.
A matriz

1√
2

(
1 i
i 1

)

é unitaria.
Seus autovalores e autovetores são

√
2

2
(1 − i), com autovetor (−1, 1)

√
2

2
(1 + i), com autovetor (1, 1)

♦

Num certo sentido, como veremos mais tarde, os operadores lineares
auto-adjuntos correspondem aos números reais e os unitários aos números
complexos de norma 1.

Um operador autoadjunto limitado L : H → H num espaço de Hilbert
de dimensão infinita pode não possuir autovalores.
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Definição 0.10. Chamamos de espectro de L : H → H, o conjunto

σ(L) = {λ ∈ C tais que (L− λ I) não tem inversa em B(H)}.

Um autovalor λ está sempre no espectro (o núcleo de (L− λ I) não é so
o vetor 0).

Observação 0.2. O interesse nos autovalores de um operador se deve ao
fato que na Mecânica Quântica os observáveis são descritos por operadores
auto-adjuntos L, e os valores que podem ser observados através de medições
de um observável serão os elementos do espectro de L, do qual os autovalores
fazem parte (ver Seção 1.3). Como veremos em breve, neste caso, estes
autovalores serão números reais.

♦

Algumas vezes λ está no espectro porque (L − λ I) não tem inversa;
algumas vezes λ está no espectro porque (L−λ I) tem inversa mas (L−λ I)−1

não é um operador limitado (mais detalhes na section 1 do chapter X em
[94]).

Dizemos que o autovalor é isolado se existe um intervalo aberto que o
contem que não possui outros elementos do espectro. Se H tem dimensão
finita o espectro são apenas os autovalores e todos são isolados (um autovalor
pode não ter multiplicidade um é claro).

Definição 0.11. O conjunto dos autovalores de L que são isolados do es-
pectro e de multiplicidade finita é denominado de espectro pontual de L e
denotado por σp(L).

No caso em que H = L2
C(Rn)(dx) o autovetor é chamado de autofunção.

Seja o espaço de Hilbert complexo H = L2
C([0, 2π])(dx) e L o operador

tal que para uma ψ : [0, 2π] → C temos L(ψ) = φ, onde φ(x) = d2 ψ(x)
dx2

. Mais

precisamente, se ψ(x) = a(x)+i b(x), temos que L(ψ)(x) = d2 a(x)
dx2

+ i d
2 b(x)
dx2

.
Este operador L não está definido para todo ψ em L2

C([0, 2π])(dx), mas
apenas para as funções ψ que são duas vezes diferenciáveis (e a segunda
derivada está em L2

C([0, 2π])(dx)). O conjunto de tais funções define um

conjunto denso em L2
C([0, 2π])(dx). É usual na teoria, como veremos, que os

operadores mais importantes estão definidos num domı́nio denso no espaço
de Hilbert.
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Para um n ∈ Z fixo tome ψn(x) = ei n x = cos(nx)+i sin(nx). É fácil ver
que L(ψn) = −n2 ψn. Assim, cada ψn é uma autofunção para L. Observe
que os ψn, n ∈ Z, definem os elementos em que se expressa a Série de Fourier
na sua forma complexa (ver [63] ou [413]).

O autovalor −n2 tem multiplicidade (complexa) igual a 2.

Outro exemplo: seja o espaço de Hilbert real H = L2
R([0, 2π])(dx) e

L o operador tal que para uma ψ : [0, 2π] → R temos L(ψ) = φ, onde

φ(x) = − d2 ψ(x)
dx2

. Observe que para cada n ∈ N fixo temos que L(cos(nx)) =
n2 cos(nx). Ainda, L(sin(nx)) = n2 sin(nx). Note, neste caso, que uma
função qualquer φ em L2

R([0, 2π])(dx) pode ser expressa em Série de Fourier
na sua forma real (em função de seno e coseno) conforme [63] ou [413].

O autovalor n2, n ≥ 1, tem multiplicidade (real) igual a 2.

Se pode escrever qualquer φ : [0, 2π) → C que esteja no espaço L2 na
forma

φ =
∑

n∈Z
αne

i n x = lim
N→∞

n=N∑

n=−N
αne

i n x.

onde αn ∈ C.

É claro que σp(L) ⊂ σ(L) pois, se λ ∈ σp(L), então (L − λ I) não tem
inversa.

Definição 0.12. Os elementos do espectro que não fazem parte do espectro
pontual constituem o que se denomina espectro cont́ınuo.

Definição 0.13. O complemento do espectro é chamado de resolvente e
denotado por ρ(L).

Para todo λ no resolvente temos que (L− λ I)−1 ∈ B(H).

Referimos o leitor a seção 4 em [27] ou cap. 2 em [94] para mais detalhes
sobre os tópicos acima. Estes conceitos serão considerados mais tarde para
operadores L não limitados (ver também section 1 no chapter X em [94]).

Se L é autoadjunto então os autovalores λ de L são reais. De fato, note
que se L(v) = λv, deduzimos que

< L(v), v > = < λv, v > = λ |v|2,
e

< L(v), v > = < L∗(v), (v) > = < v,L(v) > = < v, λ v > = λ |v|2.
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O Teorema Espectral no caso de dimensão finita (ver [282]) afirma o
seguinte: se L : Cn → Cn é autoadjunto, então existem n vetores v1, v2, ..., vn ∈
Cn, e valores reais λ1, λ2, ..., λn, tais que L(vj) = λj vj , j = 1, 2, ..., n.

Ainda, v1, v2, ..., vn geram Cn. Além disso, < vj , vk > = 0, para j 6= k.

Existem versões deste teorema para operadores autoadjuntos em espaços
de Hilbert de dimensão infinita (ver [378]). Na seção 2.1 este resultado
desempenha um papel fundamental.

Se U é unitário então os autovalores λ de U são números complexos de
norma igual a 1. De fato, note que se U(v) = λv, para v 6= 0, então

|v|2 = < v, v > = < U∗ ◦ U(v), v > = < U(v), U(v) > =

< λv, λv > = λ λ|v|2 = |λ|2 |v|2.
Uma versão do Teorema Espectral é válido para operadores unitários

(ver [282] para o caso de dimensão finita).

Note que para um operador auto-adjunto os autovetores associados a
autovalores distintos são ortogonais. De fato, suponha que L(v1) = λ1v1 e
L(v2) = λ2v2, então como os autovalores são reais

(λ1 − λ2) < v1, v2 > = < λ1 v1, v2 > − < v1, λ2 v2 > =

< L(v1), v2 > − < v1, L(v2) > = < L(v1), v2 > − < L(v1), v2 >= 0.

Assim, se λ1 6= λ2, então, < v1, v2 > = 0. Os operadores unitários e
auto-adjuntos desempenham um papel important́ıssimo na Mecânica Quântica.
Vamos precisar em breve de um conceito um pouco mais geral do que o de
auto-adjunto.

Definição 0.14. Dizemos que um operador A em L(H1,H2) é compacto
se ele leva conjuntos limitados contidos em H1 em conjuntos cujo fecho é
compacto em H2. O conjunto dos operadores compactos é denotado por
C(H1,H2).

Este conceito não deve ser confundido com o conceito de base de um
espaço vetorial (que é sempre relativo a somas finitas).

O teorema fundamental para os operadores autoadjuntos compactos, ou
seja, L ∈ C(H) (ver Theorem 5.1 na section 2.5 em [94], [215] cap III.3 ou
Theorem 4.22 in [105]) ou [342] [343] [249], [439] [378] afirma que existe um
conjunto enumerável de autovetores ψn, n ∈ N, associadas a autovalores
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λn ∈ R, dois a dois ortogonais, tais que para qualquer ψ em H existem
αn ∈ C, n ∈ N, tais que

ψ = lim
n→∞

n∑

j=0

αj ψj .

O complemento do Kernel do operador compacto L ∈ C(H) é constituido
por um número finito de autofunções ortogonais ψj , ou então o conjunto dos
infinitos autovalores λj, j ∈ N, se acumula em 0.

Acima utilizamos no limite, é claro, a convergência na norma do espaço
de Hilbert.

Pode se assumir que < ψn, ψn > = 1 para todo n. Neste caso, dizemos
que os ψn, n ∈ N, formam um conjunto ortonormal enumerável com-
pleto de autovetores de L. No caso em que H é o espaço vetorial complexo
L2
C(Rn)(dx) diremos que os ψn, n ∈ N formam um conjunto ortonormal

enumerável completo de autofunções (ou autovetores) de L.

Os operadores autoadjuntos e unitarios agindo em Cd possuem ambos
um conjunto ortonormal (finito) completo de autovetores (Teorema da de-
composição espectral conforme [282])

Infelizmente, os operadores naturais na Mecânica Quântica são difer-
enciáveis (ver a próxima seção 1.1) e não são compactos. Mas em muitos
casos o inverso G (a direita) deste operador é compacto (ver [215]). Assim,
se pode obter para cada autovalor βn 6= 0 do operador compacto G obtido
acima que seu inverso β−1

n = λn, n ∈ N, é autovalor do operador diferenciável
em análise. A autofunção ψn, n ∈ N, (associada a βn) do operador compacto
será também autofunção (associada a λn = β−1

n ) do operador diferenciável.
Referimos o leitor ao Theorem 6.12 na seção 2.6 em [94], ou ao cap IV de
[215], ou [424], ou [105] para maiores detalhes sobre estas considerações.

Observação 0.3. Nem sempre os operadores autoadjuntos que iremos con-
siderar possuem um conjunto orthonormal completo enumerável. O espec-
tro, em geral, não precisa ser constitúıdo só de autovalores e pode ser um
conjunto não enumerável. Em alguns casos o operador pode até não possuir
autovalor algum. Um resultado importante que iremos utilizar mais tarde
se chama o Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos não-limitados
(ver Teorema 4.11 na section 10.4 em [94]).

♦
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Voltando ao caso que mencionávamos antes, em que existe um conjunto
ortonormal enumerável completo de autovetores de L, podemos considerar
também a expressão

ψ = lim
n→∞

n∑

j=0

< ψ,ψj > ψj .

Disto vai seguir que (se L é uma função cont́ınua)

L(ψ) = L( lim
n→∞

n∑

j=0

αj ψj) = lim
n→∞

L(

n∑

j=0

αj ψj )

lim
n→∞

n∑

j=0

αj λj ψj, onde αj = < ψ,ψj >

Desta forma a ação de L num vetor qualquer tem uma forma muito
simples de ser calculada.

Usaremos, para simplificar a notação, expressões do tipo

L(

∞∑

j=0

αj ψj) =

∞∑

j=0

αj λj ψj ,

para descrever a passagem dos limites acima.
Note o seguinte fato extremamente importante: dado ψ , ele pode ser

escrito como
∑∞

j=0 αj ψj , onde αj ∈ C. Os ψj , j ∈ N, associados aos λj são
dois a dois ortogonais, assim, se pode mostrar que

< L(ψ), ψ > = < L(

∞∑

j=0

αj ψj),

∞∑

j=0

αj ψj > =

<

∞∑

j=0

αj λn ψj ,

∞∑

j=0

αj ψj > =

∞∑

j=0

λjαj αj =

∞∑

j=0

λj |αj |2 ∈ R.

Ou seja, se L é autoadjunto, então < L(ψ), ψ > ∈ R para qualquer
ψ.

Podemos mostrar isto de outra forma: se L é autoadjunto

< L(ψ), ψ > = < ψ,L(ψ) > = < L(ψ), ψ > .

Note que no exemplo mencionado antes em que H = L2([0, 2π])(dx) e L o

operador tal que L(ψ)(x) = d2 ψ(x)
dx2 , as autofunções ψn, n ∈ Z, associadas ao
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autovalores n2, são tais que qualquer φ ∈ L2([0, 2π])(dx) pode ser expressa
em Série de Fourier

φ =
∑

n∈Z
an

ψn
|ψn|

= lim
N→∞

N∑

n=−N
an

ψn
|ψn|

,

an ∈ C (ver [63]). Note que < ψn, ψm >= 0 para n 6= m. Este exemplo
ilustra o caso em que existe um conjunto ortonormal completo para um certo
operador L.

Lembre que fixado um subespaço fechado F do Espaço de Hilbert H,
a projeção ortogonal PF de H sobre F foi definida da seguinte forma:
seja o subespaço vetorial F⊥ = {v ∈ H tais que < v, f >= 0, para todo
f ∈ F}. Então, H é soma direta de F e F⊥. Assim todo vetor u ∈ H pode
ser escrito de maneira única como u = v + f , onde, v ∈ F⊥ e f ∈ F . Por
definição, PF (u) = f ∈ F .

Note também que |PF (u)| = |f | ≤ |u|. Assim, se F 6= 0, então PF é
sempre limitado e tem norma igual a 1.

Note que P 2
F = PF .

Os operadores projeção ortogonal desempenham um papel muito impor-
tante na teoria.

Seja u1 = v1 + f1 e u2 = v2 + f2, vi ∈ F⊥ e fi ∈ F , i = 1, 2, como acima.
Ora, < PF (u1), u2 > = < f1, v2 + f2 > = < f1, f2 > = < v1 + f1, f2 > = <
u1, PF (u2) >, sendo assim conclúımos que PF é autoadjunto.

Fixado um elemento ψ de norma 1 no espaço de Hilbert H, então Pψ
denota a projeção no espaço vetorial unidimensional Y gerado por
ψ.

Fizemos a escolha < λu, v > = λ < u, v > e não < u, λ v > = λ <
u, v > , e assim Pψ(φ) =< φ|ψ > ψ = ψ < φ|ψ > .

De fato na decomposição de φ = u + v, onde v ∈ Y⊥ (o subespaço
ortogonal ao gerado por ψ) tome u =< φ|ψ > ψ e assim vai decorrer que
v ∈ Y⊥. De fato, v = φ− < φ|ψ > ψ e desta forma

< v , ψ , >=< φ− < φ|ψ > ψ ,ψ >=< φ ,ψ > − << φ|ψ > ψ ,ψ >=

< φ,ψ > − < φ|ψ >< ψ,ψ >=< φ,ψ > − < φ|ψ >= 0

Uma notação muito útil é a seguinte: denotamos vetores v no espaço de
Hilbert H por < v|. Assim, segundo esta convenção, um operador linear A
aplicado a < v| resultará (agindo a esquerda) no novo vetor < A(v)| =<
v|A.



Alguns pré-requisitos 17

A projeção Pψ, sobre o vetor ψ pode ser expressa na notação de Dirac
como

Pψ = |ψ >< ψ|
agindo em vetores < φ| a esquerda

De fato,

< φ| Pψ = < φ|ψ > < ψ| =< φ| |ψ > < ψ| =< φ| ( |ψ > < ψ| ).

Por exemplo, neste formalismo se pode escrever de maneira natural

< Pψ(φ) , θ > = << φ|ψ > ψ, θ > =

=< φ,ψ >< ψ|θ > = < φ| |ψ >< ψ| |θ >=< ψ|θ >< φ,ψ > .

Se denomina < ψ| de ”bra”e |ψ > de ”ket”. Note que o ”bra-ket”<
ψ|ψ > é um escalar em C e o ”ket-bra”|ψ >< ψ| é um operador.

Esta notação, conhecida como de Dirac, é muito apropriada nos cálculos
envolvendo operadores e vetores.

Suponhamos que o operador autoadjunto A é tal que existem ψn, n ∈ N,
que formam um conjunto ortonormal completo enumerável. Denote por λn
os autovalores associados. Então, se pode escrever de maneira sintética

A =
∑

n

λn Pψn =
∑

n

λn|ψn >< ψn|.

Neste formalismo obtemos

< A(φ ) | = < φ |A =
∑

n

λn < φ|Pψn =

∑

n

λn < φ| |ψn >< ψn| =
∑

n

λn < φ |ψn >< ψn|.

Ainda,

v =
∑

n

< v |ψn >< ψn|.

Desta forma temos uma maneira alternativa de descrever a ação o oper-
ador identidade agindo (a esquerda) no vetor v =< v| através da expresão

∑

n

|ψn >< ψn| = I.

Destacamos aqui o fato acima ocorre quando existe um conjunto ortonor-
mal enumerável completo de autofunções de L
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Definição 0.15. Dado um operador linear A em B(H), onde H é um espaço
de Hilbert (sobre os complexos como sempre), então está bem definido

eA =

∞∑

n=0

1

n!
An.

Chama-se eA de exponencial do operador A.

Isto segue do fato que |An| ≤ |A|n, para todo n, que B(H) é completo e,
ainda que, toda série absolutamente convergente em B(H) é convergente.

Note que
∞∑

n=0

1

n!
|An| ≤

∞∑

n=0

1

n!
|A|n = e|A|.

Observe que e0 = I (o operador identidade).
Se AB = BA, então eA+B = eA eB (ver [94],[121]). Se AB 6= BA, pode

acontecer que não seja verdadeira a relação eA+B = eA eB .

Note que A (−A) = (−A)A, e assim

eA e−A = eA−A = e0 = I = e−A eA,

e portanto para qualquer A temos que eA é inverśıvel e (eA)−1 = e−A.

Seja A em B(H). Sabe-se [378] [94] que se considerarmos a norma de
operadores para considerar o limite na definição de derivada, então

d et A

dt
= Aet A = etAA, ∀t ∈ R.

Assim, para v fixo em H temos que

d et A(v)

dt
= A et A(v)∀t ∈ R.

Sendo assim, em dimensão finita, isto é quando o operador linear A é
descrito pela ação de uma matriz, a solução da equação diferencial linear

x′(t) = Ax(t), com a condição inicial x(0) = v,

é x(t) = etA(v).

Outro fato relevante na teoria é que se L é autoadjunto, e, se estiver bem
definido ei L =

∑∞
n=0

1
n! (i L)n, teremos que este último operador é unitário.

De fato note que (iL)∗ = −i L∗, e assim,

(ei L)∗ =
∞∑

n=0

1

n!
(− i L∗)n =

∞∑

n=0

1

n!
(− i L)n = e−iL.
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Como i L comuta com −i L, temos que [121]

(ei L)∗ ei L = (e−i L) ei L = e−i L+i L = e0 = I = ei L (ei L)∗.

Logo, ei L é unitário se L é autoadjunto. Da mesma forma, dado t real
temos que et i L é unitário se L é autoadjunto. Desta forma para qualquer
vetor w temos que | et i L(w) | = |w| para qualquer ≥ 0.

Observe que em dimensão finita, isto é quando o operador linear L é
descrito pela ação de uma matriz, a solução da equação diferencial linear

x′ = i L x, com a condição inicial x(0) = v,

é x(t) = et i A(v).

Assim, se a condição inicial v satisfaz |v| = 1, temos que para todo t ≥ 0
vale | et i A(v) | = 1. Este fato descreve em termos simplificados a ideia básica
por trás da equação de Schrodinger que apresentaremos em breve.

Observe que usamos na demonstração acima o fato que a função A→ A∗

é cont́ınua.

Uma espécie de rećıproca do resultado acima e que relaciona operadores
autoadjuntos e unitários é o Teorema de Stone que pode ser encontrado em
[51].

Observação 0.4. Para A : H → H autoadjunto não limitado podemos
definir o seguinte operador limitado:

Aλ =
1

2
λ2[(A+ iλI)−1 + (A− iλI)−1], λ > 0.

Então, tomando Aλ → A, quando λ→ ∞, e usando o fato que Aλ é limitado,
podemos definir ei Aλ → ei A via limite (para maiores detalhes ver seção 2.20
proposição 2.52). É possivel obter uma extensão limitada ei A : H → H.

♦

A solução de x′ = iA(x), quando A não é limitado, também pode ser
obtida via a expressão x(t) = et i A(x0), onde o exponencial foi definido (via
limite em λ) da forma acima.

Se A é da forma A =
∑

n λn Pψn , onde ψn, n ∈ N, define um con-
junto ortonormal completo, então é fácil ver que A2 =

∑
n λ

2
n Pψn . Mais
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geralmente, Ak =
∑

n λ
k
n Pψn . Dada um função f em série de potencias

f(z) =
∑

k ak z
k, com raio de convergência R, se o operador A é limitado

e tem norma menor que R, então está bem definido f(A) =
∑

k akA
k. Isto

segue da propriedade |Ak| ≤ |A|k, para todo k, e do fato que num espaço
normado completo, no caso B(H), toda série absolutamente convergente é
convergente [222] [121].

Segue também que f(A) =
∑

n f(λn)Pψn , contanto que todos |λn| < R.
Assim, o cálculo da exponencial de uma matriz fica mais fácil:

ei A =
∑

n

ei λn Pψn .

Será necessário considerar em breve operadores lineares A : H → H
definidos num subespaço denso do espaço de Hilbert H. Denotaremos por
D(A) ⊂ H o correspondente domı́nio de definição. Se nada for dito ao
contrário D(A) = {v tais que A(v) ∈ H}. Neste caso, usaremos indistinta-
mente a notação A : H → H, ou, A : D(A) → H.

Definição 0.16. A : D(A) → H operador no espaço de Hilbert H é limitado
se existe C > 0 tal que A(v) < C|v|,∀v ∈ D(A), onde D(A) é um domı́nio
denso em H.

O seguinte resultado será de grande utilidade (demonstração na proposição
2.50 seção 2.20).

Lema 0.1. : Seja A : H → H, operador linear no espaço de Hilbert H
definido em D(A). Se existe C > 0 tal que para qualquer φ em D(A)
(denso em H) vale |A(φ)| ≤ C |φ|, então, a ação de A pode ser extendida
a H, também denotada por A, que torna A : H → H um operador limitado
definido em todo H com norma menor ou igual a C.

Este lema segue do fato que dados espaços métricos completos M,N , se
S ⊂ M é denso em M , e f : S → N é uniformemente cont́ınua, então f se
estende a uma função cont́ınua em M (ver [283] para mais detalhes).

Apresentamos uma prova de tal resultado na última seção do livro.

Definição 0.17. Seja A : D(A) ⊂ H → H, operador linear no espaço
de Hilbert H definido em D(A), o adjunto de A é o operador A∗ tal que
〈A∗ψ, φ〉 = 〈ψ,Aφ〉, para toda φ ∈ D(A), e, para toda ψ ∈ D(A∗) = {ψ ∈
H| 〈ψ,Aφ〉 ≤ cψ‖φ‖, para toda φ ∈ D(A)}. Assumimos que D(A∗) é denso
em H.

Dado A o operador A∗ definido em D(A∗) fica definido de maneira única.
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Definição 0.18. Seja A : D(A) → H e D(A) = D(A∗). A é autoadjunto se
A = A∗ em D(A).

Definição 0.19. A é simétrico, se 〈Aψ, φ〉 = 〈ψ,Aφ〉 ,∀ψ, φ ∈ D(A).

Note que A autoadjunto ⇒ A simétrico, e, A autoadjunto ⇔ A simétrico
e D(A) = D(A∗)

Para mais detalhes sobre os tópicos relacionados com tais definições veja
sections 1 e 2 do chapter X em [94].

Vamos apresentar a seguir alguns exemplos de operadores que serão con-
siderados nas próximas seções.

1) A identidade: I : H → H, isto é I(ψ) = ψ, para todo ψ. Neste caso,
o domı́nio D(I) = H, e I é autoadjunto e limitado.

2) Multiplicação por coordenada:

ψ → xjψ(x) = xjψ(x1, x2, x3, ..., xn),

j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, onde A : D(A) ⊂ L2(Rn)(dx) → L2(Rn)(dx). Usaremos a
notação Xj : L2(Rn)(dx) → L2(Rn)(dx), j ∈ {1, 2, 3, ..., n}.

De outra forma: fixado j, dado ψ, se dizemos que Xj(ψ) = ϕ, então é
porque para todo x = (x1, x2, ..., xn) vale que

ϕ(x1, x2, ..., xn) = xj ψ(x1, x2, .., xn).

Neste caso, D(Xj) = {ψ | tais que xj ψ(x1, x2, x3, ..., xn) seja uma função
em L2(Rn)(dx)}.

Por exemplo, para n = 3, temos que dado ψ, tal que,

(x1, x2, x3) → ψ(x1, x2, x3) = sin(x1 + x2 + x3) e
−4 (x21+x

2
2+x

2
3)

6
,

então, X2(ψ) = φ, onde

φ(x1, x2, x3) = x2 sin(x1 + x2 + x3) e
−4 (x21+x

2
2+x

2
3)

6
.

Note que como xj é sempre um número real, para qualquer j ∈ {1, 2, 3, ..., n}

< Xjψ, φ >=

∫

xjψ(x1, x2, x3, ..., xn)φ(x1, x2, x3, ..., xn) dx =< ψ,Xjφ > .

Logo Xj é autoadjunto. Claramente Xj não é limitado. O espectro de Xj
não é enumerável. De fato, todo valor real λ está no espectro, pois, dado
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φ, a função (Xj − λ I)(φ), necessariamente se anula em xj = λ. Assim,
(Xj − λ I) não pode ser sobrejetiva.

Mesmo no caso n = 1, o operador φ(x) → xφ(x) = X (φ)(x) não possui
nenhuma autofunção.

3) Multiplicação por coordenada: ψ → xjψ(x) = xjψ(x1, x2, x3, ...,
xn), j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, onde A : L2([0, 2π)n)(dx) → L2([0, 2π)n)(dx). Us-
aremos também a notação Xj : L2([0, 2π)n)(dx) → L2([0, 2π)n)(dx), j ∈
{1, 2, 3, ..., n}. Neste caso, é usual considerar

D(A) = {ψ ∈ L2([0, 2π)n)(dx)

tais que ψ tem uma extensão cont́ınua a [0, 2π]n}.
O espaço (0, 2π)n quando se identificam de forma periódica os pontos da

fronteira é chamado de toro de dimensão n e denotado por Tn.
Como xj é sempre um número real, para qualquer j ∈ {1, 2, 3, ..., n}

< Xjψ, φ >=

∫

[0,2π)n
xjψ(x1, x2, x3, ..., xn)φ(x1, x2, x3, ..., xn) dx =< ψ,Xjφ > .

Logo Xj é autoadjunto. Claramente Xj neste caso é limitado.

4) Multiplicação por uma função V : Rn → R cont́ınua, ou seja, ψ →
V ψ.

O operador será denotado por V, onde V : D(V) ⊂ L2(Rn)(dx) →
L2(Rn)(dx).

De outra forma: dado ψ, se dizemos que V(ψ) = ϕ, então é porque para
todo x = (x1, x2, ..., xn) vale que

ϕ(x1, x2, ..., xn) = V (x1, x2, ..., xn)ψ(x1, x2, ..., xn).

Neste caso, D(V) = {ψ | tais que

V (x1, x2, x3, ..., xn) ψ(x1, x2, x3, ..., xn)

seja uma função em L2(Rn)(dx)}.
Por exemplo, para n = 3, se V (x1, x2, x3) = x21 + x42, então

V( sin(x1 + x2 + x3) e
−4 (x21+x

2
2+x

2
3)

6
) =

(x21 + x42) sin(x1 + x2 + x3) e−4 (x21+x
2
2+x

2
3)

6
.

Note que serão necessárias várias restrições a V para que D(V) seja
denso. Vamos sempre assumir implicitamente que isto ocorre.
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Note que como V (x) é sempre um número real

< Vψ, φ >=

∫
V (x1, ..., xn)ψ(x1, ..., xn)φ(x1, ..., xn) dx =< ψ,Vφ > .

Logo, V é autoadjunto. Claramente V é limitado se V é limitada. Se V não é
constante, então o espectro de V não é enumerável. De fato, todo valor real λ
na imagem de V está no espectro, pois, dado φ, a função ψ = (V − λ I)(φ),
necessariamente se anula em x tal que V (x) = λ. Isto, é ψ(x) = 0 se
V (x) = λ. Assim, (V − λ I) não pode ser sobrejetiva para tal λ.

É fácil ver que se λ é um número real que está a um distância positiva
da imagem de V , então (V − λ I)(φ) é injetivo e sobrejetivo.

Mesmo no caso n = 1, o operador φ(x) → V(φ)(x) não possui em geral
nenhuma autofunção.

Suponha que V1 denote o operador multiplicação pela função V1 e V2

denote o operador multiplicação pela função V2. A composta V2 V1 é dada
pela multiplicação pela funçao V2 V1. Assim, X1X2 denota a mutiplicação
por x1 x2. O operador multiplicação por x1 x3 + x22 pode ser descrito pelo
operador X1X3 + X 2

2 .

No mundo clássico os observáveis são descritos por funções V : Rn → R e
os valores que podem ser observados estão na imagem de V . No mundo quan-
tico os observáveis são descritos por operadores autoadjuntos e os valores
observados são os elementos do espectro (ver seções 1.1 e 2.2). O exemplo
particular acima (onde consideramos o operador V associado a V ) mostra
que neste caso esta analogia se encaixa perfeitamente.

5) Multiplicação por V : [0, 2π]n → R cont́ınua e periódica em [0, 2π]n,
ou seja, ψ → V ψ. O operador será denotado por V, onde

V : L2([0, 2π]n)(dx) → L2([0, 2π]n)(dx).

Neste caso, D(V) = L2([0, 2π]n)(dx).
Claramente V é limitado e autoadjunto.
Note que para todo ψ 6= 0 vale

|Vψ|
|ψ| =

√
< Vψ,Vψ >

< ψ,ψ >
=

√√√√
∫
[0,2π]n |V (x1, ..., xn)|2 |ψ(x1, ..., xn)|2 dx

∫
[0,2π]n |ψ(x1, ..., xn)|2 dx ≤ sup

x∈[0,2π]n
{|V (x)|}.
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Vai haver uma dramática diferença entre a análise dos autovalores dos op-
eradores autoadjuntos agindo em L2([0, 2π)n)(dx) e agindo em L2(Rn)(dx)
(ver [378])

O valor real ~ ∼ 6.626069...10−34 é denominado de constante de Planck
e desempenha um fundamental na teoria.

5) o operador momento: fixado j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, considere ψ → −i~ ∂ψ
∂xj

.

Note que ψ(x) = a(x)+ i b(x) toma valores em C, e, assim, ∂ψ
∂xj

= ∂a
∂xj

+ i ∂b
∂xj

também.

Neste caso, como veremos, o espectro é não enumerável.

Definição 0.20. O j-ésimo operador momento será denotado por Pj , j ∈
{1, 2, 3, ..., n}, onde Pj : D(Pj) ⊂ L2(Rn)(dx) → L2(Rn)(dx),

Pj(ψ) = −i~ ∂

∂xj
(ψ).

De outra forma: fixado j, dado ψ, se dizemos que Pj(ψ) = ϕ, então é
porque para todo x = (x1, x2, ..., xn) vale que

ϕ(x1, x2, ..., xn) = − i~
∂

∂xj
ψ(x1, x2, .., xn).

Por exemplo, para n = 3 temos que

P2(x22 e
−(x21+x

2
2+x

2
3) ) = −i~ ∂

∂x2
(x22 e

−(x21+x
2
2+x

2
3) ) =

−i~ [2x2 e
−(x21+x

2
2+x

2
3) − 2x32 e

−(x21+x
2
2+x

2
3)].

Dizemos que ψ é diferenciável com suporte compacto se é diferenciável
de classe C1, e, ainda quando existe uma bola compacta B(R) de raio R tal
que ψ seja nula fora desta bola.

Neste caso, D(Pj) = {ψ | tais que ψ é de classe C1 com suporte compacto

(assim, −i~ ∂ψ
∂xj

é uma função em L2(Rn)(dx) )}. Pode se mostrar que D(Pj)
é denso em L2(Rn)(dx).

Note que esta não é a única escolha de domı́nio que se vai fixar. Cada
escolha de posśıvel domı́nio vai definir um operador Pj agindo no espaço de
Hilbert H = L2(Rn)(dx).

Vamos mostrar que Pj é simétrico no caso n = 1. Assim, j = 1. Como
ψ tem suporte compacto, existe R tal que, ψ(x) = 0, se |x| > R.
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Resulta da integração em [−R,R] e de

∂[ψ(x1)φ(x1)]

∂x1
=
∂ψ(x1)

∂x1
φ(x1) + ψ(x1)

∂φ(x1)

∂x1
,

que, para todo φ,ψ ∈ D(P1) vale

< P1ψ, φ >=

∫ R

−R
− i~

∂ψ(x1)

∂x1
φ(x1) dx =

=

∫ R

−R
ψ(x1)− i~

∂φ(x1)

∂x1
dx =< ψ,P1φ > .

Logo, P1 é simétrico. Da mesma forma se mostra que Pj é autoadjunto (não
vamos entrar aqui em questões técnicas, mas é preciso escolher o domı́nio
denso de forma apropriada). O operador Pj não é limitado. O espectro de
Pj , como veremos, não é enumerável.

O exemplo 1.11 na section 1 do chapter X em [94] da mais detalhes do
que afirmamos acima.

Definição 0.21. O operador

P =
n∑

j=1

Pj

é chamado de operador momento. Neste caso, D(P) = ∩nj=1D(Pj).

6) O operador j-momento ao quadrado: fixado j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, con-

sidere Pj ◦ Pj = P2
j . Neste caso, ψ → − ~2 ∂

2ψ
∂2xj

= P2
j ψ.

Definição 0.22. O j-ésimo operador momento ao quadrado será denotado
por P2

j , j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, onde P2
j : D(P2

j ) ⊂ L2(Rn)(dx) → L2(Rn)(dx),

P2
j ψ = − ~2

∂2

∂2xj
(ψ).

D(P2
j ) = {ψ é de classe C2 e existe uma bola compacta B(R) de raio R tal

que ψ é nula fora desta bola}.

De outra forma: fixado j, dado ψ, se dizemos que P2
j (ψ) = ϕ, então é

porque para todo x = (x1, x2, ..., xn) vale que

ϕ(x1, x2, ..., xn) = − ~2
∂2

∂2xj
ψ(x1, x2, .., xn).



26 Alguns pré-requisitos Cap. 0

P2
j , j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, é autoadjunto pois é a composta de operadores

autoadjuntos que comutam. O operador P2
j , j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, não é limi-

tado.

7)

O operador 4 tal que f → 4(f) = ∂2

∂2x1
f+ .. + ∂2

∂2xn
f , quando f : Rn →

R é duas vezes diferenciável é denominado de Laplaciano.

Definição 0.23. O operador momento ao quadrado em Rn: denote P2 o
operador

P2 =
∑

j∈{1,2,3,...,n}
P2
j ,

P2 : ∩jD(P2
j ) ⊂ L2(Rn)(dx) → L2(Rn)(dx). Este operador é autoadjunto

por ser a soma de operadores autoadjuntos. Note que

P2ψ = −~24ψ,

onde 4 é o operador Laplaciano.

O espectro de P2 não é enumerável. Uma questão de notação: observe
que P2 não é P ◦ P. O domı́nio do operador Laplaciano agindo no espaço
de Hilbert L2(Rn)(dx) é o conjunto das funções que possuem a segunda
derivada em L2(Rn)(dx).

8) O operador momento ao quadrado em [0, 2π)n = Tn: denote P2

o operador
∑

j∈{1,2,3,...,n} P2
j , assim P2 : ∩jD(P2

j ) ⊂ L2([0, 2π)n)(dx) →
L2([0, 2π)n)(dx), onde,

D(P2
j ) = {ψ tem derivada parcial de ordem dois em relação a j e é

cont́ınua em (0, 2π)n, e, ainda, ψ tem uma extensão duas vezes diferenciável
a [0, 2π]n}.

Este operador é autoadjunto por ser a soma de operadores autoadjuntos.
O espectro de P2 é enumerável.

No caso n = 1 as funções do tipo φn(x) = en i x, n ∈ Z, são tais que
P2φn = ~2 n2φn. Os φn(x) = en i x, n ∈ Z, (os elementos da Série de Fourier)
formam um conjunto ortonormal completo de autofunções de P2.

9) O operador momento ao quadrado em uma variedade diferenciável
Riemanniana compacta M : denote P2 o operador −~24, onde o Laplaciano
é derivado a partir da estrutura Riemanniana (see [178]).
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∑

j∈{1,2,3,...,n}
P2
j = P2 : D(P2) ⊂ L2(M)(dx) → L2(M)(dx),

onde, dx é a extensão a medida de Lebesgue de alguma foma volume em M ,
e, D(P2) = {ψ é de classe C2 em M , ψ : M → C }.

O caso anterior é um caso particular deste.
O espectro de P2 é enumerável. No caso de superf́ıcies compactas de

curvatura negativa existem questões interessantes que relacionam os auto-
valores de −~24 com o espectro de comprimentos das geodésicas periódicas
via funções Zeta. A análise do limite semiclássico é um tópico muito estu-
dado neste caso (ver [53] [200]).

O fluxo geodésico descreve o sistema clássico associado (ver [291]).

10)

Definição 0.24. Um operador integral K : L2(Rn)(dx) → L2(Rn)(dy) é
aquele que pode se expresso por

K : ψ →
∫
K(x, ·)ψ(x)dx,

onde K(x, y) é uma função cont́ınua.
Mais precisamente, dizemos que K(ψ) = φ, quando φ(y) = K(ψ)(y) =∫

K(x, y)ψ(x)dx.

Observe que tal K descreve uma transformação linear.
Se K for uma função limitada então K é operador limitado. Neste caso,

D(K) = L2(Rn)(dx). Referimos o leitor a [27] para resultados gerais sobre
operadores integrais.

K(x, y) é chamado de núcleo (ou, kernel) integral do operador K.
Se K é tal que K(x, y) = K(y, x), e toma valores reais, então, K é

autoadjunto.
De fato, isto segue de

< Kψ, φ >=

∫ ∫
K(x, y)ψ(x)φ(y)dx dy =

∫ ∫
ψ(x)K(y, x)φ(y)dx dy =< ψ,Kφ > .

Da expressão acima segue que bastaria a igualdade K(x, y) = K(y, x)
para K ser autoadjunto.

Finalmente:
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Teorema 0.2. Supondo K limitada, se
∫ ∫

|K(x, y)|2dx dy < ∞, então o
operador K é compacto.

Assim, pelo Teorema da decomposição espectral vai possuir um conjunto
ortonormal completo enumerável de autovetores (seção X.2 [439]).

Proposição 0.3. Se K1 e K2 são operadores integrais (com núcleos K1 e
K2 respectivamente), então o núcleo integral de K = K1K2 é

K(x, y) =

∫

Rn
K1(x, z)K2(z, y)dz. (0.1)

De fato, dado ψ note que

K1K2(ψ)(x) =

∫
K1(x, z) [K2(ψ)(z)] dz =

∫
K1(x, z) [

∫
K2(z, y)ψ(y) dy] dz =

∫
[

∫
K1(x, z)K2(z, y) dz]ψ(y) dy.

Observe que a ação de um operador integral é uma extensão natural da
idéia de descrever uma transformação linear pela ação de uma matriz. De
fato, se em vez de x, y ∈ R considerassemos i, j ∈ {1, 2, .., d}, então K(x, y)
corresponde a matriz Ai,j , i, j ∈ {1, 2, .., d}. A matriz A agindo num vetor
(v1, v2, .., vd) resulta num vetor (u1, u2, .., ud).

Assim φ(y) = K(ψ)(y) =
∫
K(x, y)ψ(x)dx, corresponde a uj =

∑d
i=1Ai,jvi.

Nesta associação seria natural pensar que o traço da matriz A, ou seja,∑d
i=1Ai,i corresponde a

∫
K(x, x)dx. O traço do operador K resulta num

conceito extremamente importante na teoria como veremos. Como veremos
na seção 1.9 esta analogia de fato não é apenas uma mera formalidade para
certas classes de operadores integrais (ver [27]).

Definição 0.25. Um operador autoadjunto A é positivo (denotamos tal
fato por A ≥ 0), se 〈ψ,Aψ〉 ≥ 0, ∀ψ ∈ D(A). Um operador autoadjunto A
é estritamente positivo se 〈ψ,Aψ〉 > 0, ∀ψ ∈ D(A), ψ 6= 0.

Um operador autoadjunto positivo tem apenas autovalores não-negati-
vos. De fato, 0 ≤ < ψ,A(ψ) >=< ψ, λψ >= λ < ψ,ψ > .
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Exemplo 0.3. Suponha que H = C2.

A matriz

1

2

(
1 + 1√

2
− 1√

2
i

1√
2
i 1 − 1√

2

)

é autoadjunta é positiva. Seus autovalores são positivos e somam 1.

♦

Vamos mostrar que, por exemplo, P2
j , j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, é positivo. A

prova sera feita para o caso n = 1. Assim abaixo x1 = x.

Note que por integração por partes (para ∂
∂x1

[∂ψ(x1)∂x1
ψ(x1)])

< P2
1ψ,ψ >=

∫ R

−R

− ~2
∂2ψ(x1)

∂2x1
ψ(x1) dx =

∫ R

−R

~2
∂ψ(x1)

∂x1

∂ψ(x1)

∂x1
dx > 0.

Note que como ψ tem suporte compacto, se ∂ψ
∂x1

= 0, para todo x1, então,
ψ = 0.

Segue do demonstrado acima que P2 é também estritamente positivo.

De maneira mais geral, se A é autoadjunto, então A2 é sempre positivo.
De fato

< A2(ψ)ψ >=< A(ψ), A∗(ψ) >=< A(ψ), A(ψ) > ≥ 0.

Assim, o resultado mencionado anteriormente segue de tomar A = Pj e
usar o racioćınio acima.

Segue da mesma forma que todo operador projeção PF é positivo porque
PF = P 2

F .

Note que a composta de operadores positivos pode não ser positivo.

Na álgebra dos operadores A : H → H, os operadores autoadjuntos
desempenham o papel dos números reais (dentro da algebra dos complexos
C). Os da forma A2 desempenham o papel dos números reais não negativos.
Os unitários desempenham o papel dos números complexos de norma 1. Se
A é autoadjunto e positivo, existe B tal que B2 = A [382] [439]. Ou seja,
que A possui ”raiz quadrada”. É fácil deduzir este fato se A é da forma
A =

∑
n λn Pψn . Basta tomar B =

∑
n

√
λn Pψn .

Denotamos por ∇ψ = ∇xψ, a expressão

∇ψ(x) = (
∂ψ(x)

∂x1
,
∂ψ(x)

∂x2
, ...,

∂ψ(x)

∂xn
).
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Dependendo do contexto algumas vezes iremos denotar

∇ψ(x) = (
∂ψ(x)

∂x1
+
∂ψ(x)

∂x2
+ ...+

∂ψ(x)

∂xn
)

Uma notação melhor para a última expressão acima, e que é utilizada
em alguns textos, é ∇ · ψ



Caṕıtulo 1

Uma Visão Panorâmica da

Mecânica Quântica

1.1 Estados e a equação de Schrodinger

Para o leitor apreciar a diferença do setting Clássico e Quântico saiba que:

1)M = massa do Sol = 1, 99 1030Kg eD= distancia Terra-Sol: 149.597.891
km

Razão M/D = 1022g/m.

2) m = massa do núcleo do Hidrogênio = 1, 67 10−27Kg e d =raio da
primeira órbita do elétron = 0, 53 10−10m

Razão m/d = 10−14g/m.

É este quociente de escalas de unidade de medida que vai determinar a
natureza do problema. No segundo caso não teremos mais uma descrição
determińıstica mas sim estat́ıstica. As ”forças”(o que existe na verdade seria
”em termos”menos o gradiente do potencial) que agem ao ńıvel quântico
são de intensidade bem distinta das que agem ao nivel clássica (interação
gravitacional do Sistema Terra-Lua, por exemplo).

Se o sistema f́ısico a ser analisado for governado pelo Hamiltoniano,

H(x, p) =
|p|2
2m

+ V (x) =
p21 + p22 + p23

2m
+ V (x),

x, p ∈ R3, mas para uma massa m muito pequena, então não valem mais
as leis da Mecânica Clássica, e sim as leis da Mecânica Quântica. Vamos
elaborar um pouco sobre esta afirmação.
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No setting clássico
p21+p

2
2+p

2
3

2m é o termo de energia cinética e V (x) o termo
de energia potencial. Assim o Hamiltoniano H(x, p) é a soma destas duas
energias. Desta forma H descreve a energia total.

A particula é descrita na Mecânica Clássica de forma deterministica pela
trajetória (x(t), p(t)) que satisfaz a equação de Hamilton

x′j(t) =
∂H(x, p)

∂pj
, p′j(t) = −∂H(x, p)

∂xj
, j ∈ {1, 2, 3},

com condição inicial (x(t0), p(t0)) = (x0, p0) (ver [12], [291], [454] ou [2]).

Suponha que a força F (x) satisfaça a equação −∂V (x)
∂x = F (x) para todo

x. Neste caso dizemos que a força deriva do potencial V .
Note que a expressão da equação diferencial acima apenas afirma que

p(t) = mx′(t) e que p′(t) = F (x(t)). Ou seja, afirma que mx′′(t) = F (x(t)),
expressão esta que descreve a conhecida Lei de Newton.

Dizemos que x descreve a posição da part́ıcula e que p descreve o mo-
mento da part́ıcula. Note que o momento, neste caso, é a massa vezes a
velocidade da part́ıcula.

Em resumo, na Mecânica Clássica se a part́ıcula no tempo t0 esta em
(x0, p0) ∈ R6, ela então estará, de forma determińıstica, no tempo t em
(x(t), p(t)) ∈ R6, seguindo o caminho (x(t), p(t)) que satisfaz a equação de
Hamilton (uma equação diferencial ordinária de primeira ordem em R6)

x ′
j(t) = pj(t) e pj

′(t) = −∂V (x)

∂xj
, j ∈ {1, 2, 3}.

No caso em que H(x, p) : R2 → R e H(x, p) = p2

2m +V (x), onde V : R →
R, então a equação de Hamilton é

x ′(t) = p(t) e p ′(t) = −dV (x)

dx
.

Por exemplo, no caso unidimensional quando H(x, p) = p2

2 + x2

2 temos
que (x(t), p(t)) = R (cos t,− sin t), R > 0, descreve distintas soluções da
equação de Hamilton.

Na Mecânica Clássica os valores da energia varrem um cont́ınuo de pos-

sibilidades, ou seja, os valores de H(x, p) = p2

2m + V (x). Uma propriedade
importante é a conservação de energia total: se (x(t), p(t)) satisfaz a equação
de Hamilton para um dado Hamiltoniano H, então, H(x(t), p(t)) é constante
(isto é, não depende de t).

Na Mecânica Hamiltoniana as variáveis x e p estão em igualdade de
condições (coisa que não acontece com x e v = x′ na Mecânica Lagrangiana).
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Esta desvinculação de x e p está, de certa forma, dentro do esṕırito dos
fundamentos da Mecânica Quântica.

Na Mecânica Quântica só vamos considerar, inicialmente, a posição x
da part́ıcula. Esta vai ser descrita via a probabilidade de encontrá-la numa
certa região do espaço num certo determinado tempo.

A descrição no sentido quântico de uma densidade associada ao momento
p será analisada mais tarde.

Considere H = L2
C(R3)(dx) (onde dx é a integração usual em R3) que é

o conjunto das funções ψ : R3 → C, tais que
∫

|ψ(x)|2 dx =

∫
|ψ(x1, x2, x3)|2 dx1 dx2 dx3 < ∞.

ψ vai descrever o estado de uma part́ıcula quântica que pode ser obser-
vada de forma aleatória ao longo do espaço R3.

Neste espaço consideramos o produto interno definido por

〈φ,ψ〉 =

∫

R3

φ(x)ψ̄(x)dx

(ver [94] [382] [372]).

Uma função ψ : R3 → C em L2
C(R3)(dx) tal que

|ψ|2 =
√
< ψ,ψ > =

√∫
|ψ(x)|2 dx = 1

será chamado de estado (ou, função de onda). Ele é uma entidade matemática
que vai descrever a aleatoriedade de uma entidade f́ısica que é a part́ıcula
quântica. A distribuição da posição espacial x = (x1, x2, x3) da part́ıcula
quântica vai ser descrita pela densidade |ψ(x1, x2, x3)|2.

Mais precisamente, a probabilidade de encontrar a part́ıcula na posição
x = (x1, x2, x3) em (a1, b1) × (a2, b2) × (a3, b3) é dada por

∫

(a1,b1)×(a2,b2)×(a3,b3)
|ψ(x)|2dx.

Vamos supor agora que o estado quântico evolui ao longo do tempo t ≥ 0
quando sujeito a alguma forma de intervenção deterministica proveniente de
um potencial f́ısico V : R3 → R.

Considere uma familia ψt : R3 → C, indexada pelo tempo t, em L2(R3)(dx)
tal que

∫

R3

|ψt(x1, x2, x3)|2dx1 dx2 dx3 =

∫

R3

|ψt(x)|2dx = 1,
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para todo t.

Gostaŕıamos que a probabilidade de encontrar a posição x = (x1, x2, x3)
da part́ıcula em (a1, b1) × (a2, b2) × (a3, b3), no tempo t, fosse expressa por

P (Xt ∈ (a1, b1) × (a2, b2) × (a3, b3)) =

∫

(a1,b1)×(a2,b2)×(a3,b3)
|ψt(x)|2dx.

A familia ψt(x), t ≥ 0, vai descrever a evolução temporal da particula,
ou seja, para cada tempo t, vamos obter a densidade que descreve a posição
espacial da part́ıcula.

Isto de fato é posśıvel, mas a questão é como determinar tal ψt. Note
que desejamos encontrar ψt que descreve o fenômeno f́ısico observado
na natureza ao longo do tempo determińıstico t.

Definição 1.1. Um elemento genérico em ψ em H = L2
C(R3)(dx), tal que∫

|ψ(x)|2dx = 1, será denominado de estado, ou, função de onda. Assim,
ψt, t ≥ 0, é o estado no tempo t.

Destacamos o fato fundamental de que, embora o objetivo seja descre-
ver a probabilidade (da posição espacial) da part́ıcula no tempo t estar
em (a1, b1) × (a2, b2) × (a3, b3), via

∫
(a1,b1)×(a2,b2)×(a3,b3)

|ψt(x)|2dx, todo o

procedimento que será descrito abaixo envolve a ψt e não a |ψt|2. Vamos
dizer de qualquer forma, de maneira vaga, que ψ(t) descreve a probabilidade
da posição x da part́ıcula no tempo t. Observe que ψ(t) e ψ(t) eiαt, α ∈
R, irão descrever a mesma probabilidade (quando tomarmos o módulo e
elevarmos ao quadrado).

Ou seja, existe uma ambiguidade no estado ψ ∼ ψ eiθ com θ real.

No texto V é sempre uma função real.

Suponha que a part́ıcula em análise está sob a influência de um potencial
V (x). Como determinar ψt, t ≥ 0? A equação fundamental da ψt(x) =
ψ(t, x) na Mecânica Quântica é dada pela equação de Schrödinger:

i~
∂ψ

∂t
(t, x) = − ~2

2m
4xψ(t, x) + V (x)ψ(t, x). (1.1)

Ou seja, ψt(x) é tal que para todo x ∈ R3 e todo t ≥ 0 vale

i~
∂ψ

∂t
(t, x) = − ~2

2m
(
∂2ψ(t, x)

∂x21
+
∂2ψ(t, x)

∂x22
+
∂2ψ(t, x)

∂x23
) + V (x)ψ(t, x).
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O aparecimento do número complexo i na equação acima poderia parecer
neste momento meio misterioso, mas em um instante vai se mostrar bastante
natural.

Acima ~ ∼ 6.626069... 10−34 é uma constante conhecida com a constante
de Planck. Não é uma constante matemática. Esta constante é obtida para
uma certa escolha de unidades de medida (Joule e segundos).

Por exemplo, se uma part́ıcula de massa muito pequena estivesse sujeita
a ação de um potencial V da forma V (x1, x2, x3) = x21 + x22, então a corre-
spondente equação de Schrodinger seria tal que para todo x = (x1, x2, x3) e
todo t ≥ 0, temos que

i~
∂ψ

∂t
(t, x) = − ~2

2m
(
∂2ψ(t, x)

∂x21
+
∂2ψ(t, x)

∂x22
+
∂2ψ(t, x)

∂x23
) + (x21 + x22)ψ(t, x).

Qualquer ψ(t, x) que resolva a equação acima vai descrever uma posśıvel
evolução temporal desta part́ıcula. Vários exemplos interessantes são calcu-
lados explicitamente em [184], [122] e [51].

Um estudo detalhado desta equação aparece no caṕıtulo IV seção 3 em
[359], [48] e [326].

A condição inicial seria dada por uma certa densidade inicialmente fixada
ψt0 ∈ L2

C(R3)(dx) que tem sua norma neste espaço de Hilbert igual a 1, ou
seja, tal que |ψt0 | = 1. A densidade |ψt0(x)|2 descreve a estat́ıstica da posição
espacial x da part́ıcula no tempo incial t0. Para simplificar vamos supor que
t0 = 0. A evolução de ψt, ao longo do tempo t ≥ 0, ficará determinada de
forma única a partir desta ψ0 inicial.

Um ponto importante a destacar é que quando consideramos a densidade
acima, não estamos falando de um feixe de part́ıculas, mas a descrição de
uma única part́ıcula cujo comportamento a prinćıpio ignoramos, mas que
será descrita por esta função.

No caso em que x é unidimensional a equação de Schrödinger seria dada
por

i~
∂ψ

∂t
(t, x) = − ~2

2m

∂2ψ(t, x)

∂x2
+ V (x)ψ(t, x). (1.2)

Assim, fixada uma condição inicial ψ0 : R → C em L2
C(R)(dx), então a

probabilidade de encontrar a part́ıcula no tempo t no intervalo [a, b] seria

dada por
∫ b
a |ψt(x)|2 dx, onde ψt(x) satisfaz a equação acima. Na figura 1 o

valor da área achuriada descreve esta probabilidade.

Não vamos falar neste texto de questões que envolvem conjuntamente a
Teoria da Relatividade. Isto é necessário apenas quando se trabalha com
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part́ıculas que tem alt́ıssima velocidade. Por exemplo, o entendimento do
comportamento dos eletrons emitidos pelos filamentos incandescentes dentro
de um tubo catódico não requer uma descrição nos moldes da Mecânica
Quântica Relativ́ıstica. A teoria a ser descrita aqui basta, em prinćıpio,
para a sua comprensão.

a b
x

Figura 1.1:

Note que, aparentemente, nada se afirma sobre o momento p na equação
acima (este apareceu na equação clássica de Hamilton). O momento inicial
também será descrito por uma outra função densidade, via um elemento em
L2
C(R3)(dp), onde dp é a medida de Lebesgue em R3. Na verdade, uma vez

fixada a distribuição da posição x, dada pela condição inicial ψt0 , esta nova
distribuição espacial do momento p ∈ R3 ficará determinada de maneira
única a partir de ψt0 como veremos em breve.

Na Mecânica Quântica vamos associar ao Hamiltoniano inicialmente con-

siderado H(x, p) = p2

2m + V (x), um operador H agindo em certas funções
ψ em L2(R3)(dx), de tal forma que H(ψ) = φ, onde φ é dado para todo
x = (x1, x2, x3) por

φ (x) = − ~2

2m
4xψ(x) + V (x)ψ(x) =

− ~2

2m
(
∂2ψ(x)

∂x21
+
∂2ψ(x)

∂x22
+
∂2ψ(x)

∂x23
) + V (x)ψ(x).
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A associação de H(x, p) com o Operador Hamiltoniano

H = − ~2

2m
4 + V =

P2

2m
+ V

é chamado de quantização do sistema clássico definido pelo Hamiltoniano
H.

Uma discussão interessante sobre as diferenças e similaridades da Mecânica
Clássica e da Quântica é descrita em [277].

Note que, em primeiro lugar, uma ψ em L2
C(R3)(dx) não necessariamente

é duas vezes diferenciável. No entanto, o conjunto das funções de classe C2

é denso em L2
C(R3)(dx), e, para uma ψ geral a ação do operador H vai

ser descrito por uma procedimento limite (na norma do espaço de Hilbert
L2
C(R3)(dx)) a partir da expressão acima (que formalmente só faz sentido

para uma função duas vezes diferenciável). Este processo envolve muitas
tecnicalidades e no momento só vamos ressaltar que vale esta propriedade.

Observe também que na ausencia de potencial o operador H é basica-
mente menos o operador Laplaciano. Neste caso vamos denotar tal H por
H0. O sistema clássico associado considera part́ıculas livres que andam em
linha reta, ou seja, seguindo geodésicas para a métrica Euclidiana. Vamos
voltar a analisar este caso no cenário quântico mais tarde.

De forma sintetica a equação de Schrödinger afirma que para a desejada
ψt vale a expressão

H(ψ) = i~ψ′, (1.3)

ou seja, para todo t ≥ 0 e todo x, a ψ(t, x) satisfaz

dψ

dt
= ψ′(t) =

1

i~
H(ψ(t)) =

1

i~
(− ~2

2m
4 + V) (ψ(t)), (1.4)

onde ψ(0) = ψ0 ∈ L2
C(R3)(dx), ψ0 : R3 → C, foi fixada como condição

inicial.

Referimos o leitor a [359] (ou, [99]) para resultados gerais envolvendo
a equação de Schrodinger. Notas históricas sobre o desenvolvimento da
Mecânica Quântica aparecem em [116].

Vamos agora considerar um exemplo: seja V = 1
2 mX 2, então neste caso,

H =
P2

2m
+

1

2
mX 2.

Neste caso estamos quantizando o Hamiltoniano clássico H(x, p) = p2

2m +
1
2 mx2 que descreve o oscilador harmônico.
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Lembre que para qualquer constante α

d

dt
ei α t =

d

dt
( cos(αt) + i sin(αt) ) = α (− sin(αt) + i cos(αt) ) =

α i( cos(αt) + i sin(αt) ) = iα ei α t.

Ora,

ψ(t, x) = (
m

π ~
)
1
4 e−

m x2

2 ~ e−i
1
2
t = (

m

π ~
)
1
4 e−

m x2

2 ~ ( cos(−1

2
t) + i sin(−1

2
t) )

é tal que d
dt ψ(t, x) = (mπ ~)

1
4 e−

m x2

2 ~ (−i 1
2) e−i

1
2
t.

Note que

d

dx

d ψ(t, x)

dx
= (

m

π ~
)
1
4 e−

m x2

2 ~ e−i
1
2
t [−m

~
+
m2 x2

~2
].

Vamos agora calcular 1
~ i H (ψ), que resulta em

1

i~
(− ~2

2m

d 2

d 2 x
ψ(t, x) ) +

1

i~

1

2
mx2 ψ(t, x) = (

m

π ~
)
1
4 e−

m x2

2 ~ (−i 1

2
) e−i

1
2
t.

Observamos então que vale a equação 1
~ i H ψ(t, x) = d

dtψ(t, x).

Assim, conclúımos que neste caso ψ(t, x) = ( mπ ~)
1
4 e−

m x2

2 ~ e−i
1
2
t é solução

da equação de Schrödinger para V = m
2 X 2. Tal evolução temporal ψt, t ≥ 0,

corresponde a condição inicial ψ(0, x) = ( mπ ~)
1
4 e−

m x2

2 ~ .
A densidade da distribuição de probabilidade da posição x da part́ıcula

no tempo t ≥ 0 é dada por |ψ(t, x)|2 = ( mπ ~)
1
2 e−

m x2

~ (que por acaso não
depende de t).

Retornando ao caso geral, afirmamos que a solução que descreve a posição
espacial da part́ıcula será então descrita por uma curva ψ(t) = ψt parametrizada
por t ≥ 0 no espaço de Hilbert L2

C(R3)(dx). Na verdade a evolução ao longo
do tempo deveria estar sempre na esfera unitária de L2

C(R3)(dx), ou seja,
B(1) = {ψ ∈ L2

C(R3)(dx), tal que |ψ| = 1}. Isto de fato ocorre pela própria
estrutura da equação de Schrödinger como vamos ver a seguir.

A equação acima, se não fosse pelo termo 1
i~ , lembraria a equação da

difusão.
A solução ψt = ψ(t) que satisfaz ψ′ = 1

i~ H(ψ), e a condição inicial ψ0

no tempo t = 0, pode ser descrita, em prinćıpio, de forma simples [378] para
t ≥ 0 através de

ψt = ψ(t) = et
1
i~

H(ψ0). (1.5)
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Note que

et
1
i~

H(ψ0) = e−t i
1
~
H(ψ0). (1.6)

A função de onda no tempo t ≥ 0, obtida através da ação do exponencial
do Hamiltoniano H, denominada ψt, é determinada pela condição inicial ψ0.
A expressão |ψt(x)|2 vai descrever no tempo t a probabilidade de encontrar
a part́ıcula em uma certa região A atraves do valor

∫
A |ψt(x)|2 dx.

O valor médio da posição da part́ıcula no tempo t seria
∫

x|ψt(x)|2dx.

Note que como H é auto-adjunto então o operador de evolução temporal

e−t
i
~
H, t ≥ 0, é tal que para cada t fixo ele é unitário. Desta forma, como

〈ψ0, ψ0〉 = 1 e H é autoadjunto, então 〈e−i
~
Htψ0, e

−i
~
Htψ0〉 = 1. Assim, para

todo t ≥ 0 temos que |ψt|2 descreve a densidade de uma probabilidade em
R3.

Após o explicado acima, acreditamos que ficou mais claro agora o papel
do i na equação de Schrödinger H(ψ) = −i~∂ψ∂t . De forma expĺıcita: se H
fosse limitado, então para todo x e t ≥ 0 temos que

ψt(x) = e
−t i
~

Hψ0(x) =
∞∑

0

1

n!
[

(−iH t

~

)n
ψ0](x).

Observe que a lei (1.5) que determina ψt, t ≥ 0 (e assim |ψt|2) é de-
terministica e descreve a evolução temporal associada a densidade e não a
evolução temporal de uma part́ıcula individualizada, que por sua vez poderia
ser randomica. (uma discussão interessante do assunto aparece em [160]).

Em geral o operador H que devemos considerar aqui não é limitado, e, é
necessário expressar o que dissemos acima de outra forma (ver seção 2.20),
mas, entendemos que, neste momento, nossa liberdade poética é justificavel
por razões didáticas.

Considere um sistema com massa muito pequena que se encontra no
regime quântico. Suponha que o potencial clássico associado fosse

V (x1, x2, x3) = x21 + 7x32.

Seu Hamiltoniano quantizado associado seria o operador autoadjunto H =
P2

2m + X 2
1 + 7X 3

2 = 1
2m P ◦ P + X1 ◦ X1 + 7X2 ◦ X2 ◦ X2.

Fixada uma condição inicial ψ0, a sua evolução temporal t ≥ 0, é dada
por

ψt = e
−i t
~

( P2

2m
+X 2

1 +7X 3
2 )ψ0.
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Se o potencial fosse V (x1, x2, x3) = x1 x3 teŕıamos de enfrentar o prob-

lema de escolher entre o Hamiltoniano P2

2m + X1X3 e P2

2m + X3X1. Lembre
que em geral os operadores podem não comutar. Questões como estas são
o objeto da próxima seção. No presente caso não haveria problema pois
é fácil ver que X3 X1 = X1 X3. Na próxima seção vamos abordar questões
relacionadas a este assunto.

Observamos que se ψt satisfaz a equação de Schrödinger, entao ψt satisfaz
a equaçao de Schrödinger com tempo invertido

H(ψ) = −i~∂ψ
∂t
.

É importante separar aquelas propriedades básicas que provêm do fenômeno
f́ısico (observadas, direta ou indiretamente, na natureza através de experi-
mentos) daquelas que podem ser deduzidas matematicamente destas. Assim,
vamos enunciar ao longo do texto nove postulados (que devem ser entendi-
dos como as propriedades que devemos assumir da ”F́ısica”do problema)
que irão aparecer na medida da sua conveniência.

Destacamos aqui o fato que não existe consenso entre os f́ısicos sobre
um conjunto mı́nimo e consistente de postulados para a Mecânica Quântica.
Alguns destes Postulados não são sujeitos a comprovação através de exper-
imentos. Eles apenas estabelecem as fundações de uma teoria cujas con-
sequencias tem sido comprovadas em sua maior parte através de diversos
experimentos realizados ao longo de várias décadas. O sentido da palavra
Postulado no presente texto é apenas aquele de enunciar uma afirmação que
não é derivável matematicamente, mas que é necessário assumir para que o
modelo matemático a ser estabelecido descreva o fenômeno f́ısico observado
(através de experiências). A fomulação matemática precisa capturar estas
peculiaridades.

O autor gostaria de esclarecer que os postulados apresentados aqui po-
dem nem mesmo ser um conjunto minimal de postulados. Por exemplo,
como veremos na segunda parte do texto, alguns postulados da primeira
parte poderão ser deduzidos de um postulado mais fundamental (enunciado
por exemplo via o Teorema Espectral).

Nosso objetivo é tão somente permitir o entendimento da formulação
matemática dos fenômenos descritos pela Mêcânica Quântica. Uma certa
intuição do que acontece no fenômeno f́ısico é sem dúvida muito útil e im-
portante. Mas, este não é o foco principal do presente texto.
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POSTULADO 1. Suponha que uma certa part́ıcula (que é regida
pelas Leis da Mecânica Quântica) é descrita no tempo t = 0 pela densi-

dade |ψ0(x)|2, onde 1 = |ψ0| =
√∫

M |ψ0(x)|2 dx.
Então existe uma famı́lia ψt indexada por t ≥ 0, com |ψt| = 1, de-

nominada estado (ou função de onda) no tempo t, ψt : R3 → C, tal que
probabilidade de encontrar a part́ıcula num conjunto C ⊂ R3 no tempo t é
dada por ∫

C
|ψt(x)|2dx =

∫

C
|ψ(t, x)|2dx.

Se a part́ıcula esta sob a ação de um potencial V (independente de t),
então ψ(t, x) satisfaz a equação de Schrödinger correspondente (1.1) com
a condição inicial ψ0.

Note que ψ(t, x) e ψ(t, x) eic(t,x) descrevem a mesma probabilidade (quando
para um t fixo tomamos o módulo ao quadrado |ψ(x)|2). Se para um dado
t vale que ψt(x) = aei c dizemos que c é a fase associada e a a amplitude da
onda. Como veremos em breve a fase desempenha um papel fundamental
na interferencia entre distintos estados.

Podemos considerar em um certo tipo de problema que, inicialmente, no
tempo 0, a part́ıcula estava colocada num certo ponto x0 ∈ R3. Desta forma
a condição inicial na equação de Schrödinger seria ψ0 = δx0 , ou seja, a delta
Dirac em x0 (uma idealização matemática que definimos precisamente na
seção 1.14). A condição inicial não seria mais um elemento em L2

C(R3)(dx)
mas sim uma distribuição, ou, também chamada de função generalizada
(na seção 1.14 vamos elaborar sobre este conceito). A δx0 representa um
”densidade”que não possui dispersão.

Desta forma a evolução temporal seria dada por ψt, t > 0, que satisfaz
no sentido de distribuição

ψ′(t) =
1

i~
H(ψ(t)), ψ(0) = δx0 .

Neste caso, a densidade probabilistica do momento p no tempo 0, fi-
caria sem sentido como veremos. Este fato está associado ao Prinćıpio da
Incerteza.

Na verdade na Mecânica Quântica uma ”part́ıcula”localizada no ponto
x0 é descrita, mais precisamente, pelo que se vai chamar de pacote de ondas
(vamos preferir, em geral, considerar um caso particular, que é o assim
chamado pacote Gaussiano centrado em x0), este sim, um elemento em
L2
C(R3)(dx), e que será apresentado na seção 1.7. A esta ”part́ıcula”vamos
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poder associar o conceito de posição ”média”e momento. O conceito de
velocidade vai aparecer mais tarde (mas de uma forma um pouco distinta
do esperado).

O leitor pode encarar a questão da interpretação do sentido da densidade
do estado da seguinte forma: se colocarmos a part́ıcula no ponto x0, várias
vezes seguidas sob a ação do mesmo sistema descrito por H, ela poderá
evoluir ao longo do tempo de distintas maneiras. Assim, num tempo fix-
ado t não poderemos dizer de forma determińıstica onde ela está. Mas se
colocarmos, digamos, mil vezes a part́ıcula na mesma posição x0, e a seguir
observarmos a sua posição no tempo t, o número de vezes nt que ela está
em (a1, b1) × (a2, b2) × (a3, b3) será tal que aproximadamente

nt
1000

∼
∫

(a1,b1)×(a2,b2)×(a3,b3)
|ψt(x)|2dx.

Na Mecânica Quântica, de forma completamente diferente da Mecâ-
nica Clássica, não vai se determinar o comportamento individual de uma
part́ıcula, mas sim, a estat́ıstica do conjunto de soluções.

Em experiências em laboratório se consegue liberar através de um apar-
elho uma part́ıcula por vez. A maneira como o aparelho está preparado
determina o estado (digamos ψ). Se liberamos várias vezes a part́ıcula sob a
ação do mesmo aparelho, a estat́ıstica da sua colisão com um objeto fixado
(uma placa senśıvel), será descrita pela densidade |ψ(x)|2.

A necessidade da descrição probabiĺıstica da posição da part́ıcula segue
da nossa ignorância ”determińıstica”(para tentar prever o seu comporta-
mento). No entanto, a teoria afirma que não existe ignorância ”estat́ıstica”.

A estrutura conceitual da Mecânica Quântica é intrinsicamente aleatória
(esta afirmação é motivo de disputa como discutiremos mais tarde). Atómos
radioativos, mesmo que preparados da mesma forma em laboratório, decaem
aleatoriamente no tempo precisamente de acordo com as previsões proba-
biĺısticas da Mecânica Quântica ([26]).

Um dos primeiros experimentos em laboratório onde foram obtidos re-
sultados que estão em concordancia com a Teoria da Mecanica Quantica foi
o experimento de Stern–Gerlach. Uma sintética exposição do assunto pode
ser encontrada na seção 5.13 de [20].

Seria natural pensar que, numa certa determinada vez em que colocamos
a part́ıcula em uma posição x0, a sua evolução temporal seria descrita por
um caminho continuo em R3. Algo semelhante a uma trajetória amostral
de um movimento Browniano. Afirmamos que do ponto de vista da F́ısica
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esta concepção não está correta. Fixado um tempo t, se faz uma medição
da part́ıcula neste instante, e, ela tem uma certa estat́ıstica. Isto é tudo.

Na medida em que o sistema descrito por H(x, p) é considerado com
uma massa maior e maior, e se as distâncias forem muito grandes (e ainda
uma certa proporção entre elas) nos afastamos mais e mais da Mecânica
Quântica (ver [319], [394] e [9]). Observa-se no fenômeno f́ısico que diminui
mais e mais a votatilidade da part́ıcula. Este tópico esta descrito aqui nas
seções que consideram o chamado limite semiclássico que, num certo sentido,
significa assumir que a massa e as distâncias envolvidas estão ficando maiores
e maiores (chegando ao ńıvel dos objetos macroscópicos). Observamos aqui
que na verdade esta questão envolve uma análise mais complexa do que supor
apenas isto. Este tópico será abordado na seção 2.14. Nestas considerações
estamos supondo sempre que está mantida a forma do Hamiltoniano, ou
seja, o potencial V não muda.

No trabalho [245] o autor destaca e explica porque quando se toma na
”Mecânica Quântica”o limite em ~ indo a zero (questão rodeada de polêmica
cient́ıfica) não se determina o mundo da ”Mecânica Clássica”. Referimos o
leitor para [315], [202], [112], [150], [281], [167], [205] e [448] para consid-
erações e resultados matematicamente interessantes sobre o assim chamado
limite semiclássico da Mecânica Quântica. No texto vamos tocar neste tópico
em alguns momentos (por exemplo, antes da definição 1.28).

Um pouco antes da definição 1.4 mostramos um exemplo onde ao tomar
o limite da massa m → ∞ obtemos um resultado que faz sentido do ponto
de vista clássico. Note que neste caso este limite semiclássico irá considerar
apenas estados estacionários (conceito a ser introduzido em breve).

Para um certo tempo fixado t, a probabilidade espacial ψt vai descrever
no limite semiclássico um comportamento coletivo de soluções [28]. Estamos
sendo um pouco amb́ıguo aqui porque na equação de Hamilton se necessita
fixar uma posição e um momento inicial, mas isto pode ser corretamente
equacionado de outra forma (via pacote de ondas Gaussiano). Observamos
que só quando a massa cresce e fica a ńıvel macroscópico, que volta a ter
sentido o conceito de velocidade (como a conhecemos na Mecânica Clássica).

Quando a condição inicial ψ0 não é δx0 , mas sim uma função em L2(R3)(dx),
então estaremos analisando um caso em que a própria posição inicial da
part́ıcula não é determińıstica. Ou seja, ela tem uma certa distribuição de
posição inicial descrita pela densidade |ψ0(x)|2, onde

1 = |ψ0| =

√∫

M
|ψ0(x)|2 dx.
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O formalismo acima se estende de forma natural a L2
C(Rn)(dx). Este

elemento ψ : Rn → C é o que chamamos uma função de onda em Rn, ou,
um estado em Rn. Dizemos que está normalizada se ψ tem norma neste
espaço de Hilbert igual a 1.

Um dos objetivos das próximas seções é esclarecer o que corresponde
na Mecânica Quântica à posição x = (x1, x2, x3, .., xn) (que usualmente se
considera na Mecânica Clássica). O operador Xj, j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, vai
desempenhar o papel da coordenada xj da posição x da part́ıcula clássica.

Vamos analisar também em breve o que corresponde na Mecânica Quântica
ao momento p = (p1, p2, p3, .., pn) da Mecânica Clássica. O operador Pj ,
j ∈ {1, 2, 3, ..., n}, onde Pj(ψ) = −i~ ∂ψ

∂xj
vai desempenhar o papel da coor-

denada pj do momento clássico p.

Definição 1.2. É usual chamar U(t) = e−t i
1
~
H de propagador, ou, operador

de evolução, associado ao gerador infinitesimal − i 1~ H.

É fácil ver que U(t) satisfaz a propriedade de semigrupo (ver seção 4.3
in [27]): dados s, t ≥ 0, temos que

U(t)U(s) = U(t+ s).

Dados dois estados φ e ϕ (com norma igual a 1) é natural na Mecânica
Quântica entender que < φ,ϕ > é um número complexo mas seu módulo
| < φ,ϕ > | descreve num certo sentido o quanto um é similar ao outro.
Se eles são ortogonais | < φ,ϕ > | = 0, mas, se por acaso eles são iguais
| < φ,ϕ > | = 1. Se | < φ,ϕ > | é próximo de 1 dizemos que os estados
φ e ϕ são coerentes. Ainda, se | < φ,ϕ > | é próximo de 0 dizemos que
eles não são coerentes (ou, que são descoerentes). Um fenômeno bastante
investigado é o estudo de diversos processos que levam a que dois estados
φ,ϕ que eram inicialmente coerentes se tornam descoerentes. Por exemplo,
em certos casos φ e ϕ são coerentes mas, eventualmente, a evolução dinâmica
de ϕ, segundo o Hamiltoniano H, faz com que e−t i

1
~
H(ϕ) e φ se tornem mais

e mais descorentes a medida que t → ∞. Referimos o leitor a [104] onde
um certo caso é tratado e relacionado com o Teorema Ergódico Quântico de
Von Neumann (ver [435] e [301]).

Destacamos aqui o fato que a equação de Schrödinger (que é uma equação
diferencial parcial de segunda ordem linear) conduz de maneira natural a
um estudo de autovalores e autovetores de H. De fato, suponha que ψ(t, x)
que é uma solução de
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i~
∂ψ

∂t
(t, x) = Hψ(t, x),

seja escrita, via separação de variáveis, como ψ(t, x) = c(t)ψ(x).

Obtemos assim, substituindo a expressão na equação de Schrödinger, e,
a seguir, derivando em t

i~ c ′(t)ψ(x) = c(t)H(ψ)(x).

Logo existe uma constante λ tal que

λ =
i~ c ′(t)
c(t)

=
H(ψ)(x)

ψ(x)
.

Desta forma obtemos que c(t) = e
−i
~
λ t, para to t ≥ 0, e, ainda que

H(ψ) = λψ, para todo x.

Assim, tal ψ(t, x) = e
−i
~
λ t ψ(x), onde ψ é autovetor de H associado

ao autovalor λ, descreve uma classe ”especial”de soluções da equação de
Schrödinger com condição inicial ψ.

Se ψ0 não é autofunção de H, de qualquer forma, ψt = e
−t i
~

Hψ0 descreve
a evolução temporal do estado inicial ψ0 ao longo do tempo t ≥ 0.

Um estudo matematicamente rigoroso da equação H(ψ) = − ~2

2m 4 +
V(ψ) = λψ é apresentado ao final de [280] (ver também capitulo IV seção
3 de [359] ou [99]).

O conjunto dos autovalores λ de H, e mais geralmente o espectro deste
operador, desempenha um papel muito importante na Teoria (ver seção 11
em [280] para um estudo detalhado do espectro deste operador). Referimos
o leitor a seção 9.4 em [63] para o cálculo de autovalores e autofunções em
diferentes exemplos.

Vamos mostrar mais tarde na seção 2.1 que (sob certas hipóteses) o
conjunto dos valores do espectro do operador autoadjunto H está contido
na imagem do Hamiltoniano clássico H(q, p) associado. Em particular os
pontos de espectro pontual e cont́ınuo de H são sempre reais (ver seção
2.1).

Note que o operador Hamiltoniano P2ψ = −~2 d2

d2x
ψ (o caso em que V =

0 e m = 1), agindo em L2
C([0, 2π])(dx), é tal que para cada n natural, vale

que ψ(x) = ei n x é autofunção em L2
C([0, 2π])(dx) associada ao autovalor

~2 n2. A função cos(nx) também é autofunção associada ao autovallor ~2 n2.
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Definição 1.3. Um estado inicial ψ é dito estacionário para H se U(t)(ψ) =
ψt, é tal que para todo t ≥ 0, e, para todo x, vale

|ψ(x)|2 = |ψt(x)|2.

Ou seja, se ψt determina a mesma densidade que ψ para todo t ≥ 0.

Por exemplo, se V = m
2 X 2, sabemos que

ψ(t, x) = (
m

π ~
)
1
4 e−

m x2

2 ~ e−i
1
2
t

satisfaz a equação de Schrödinger. Note que neste caso

ψ(0, x) = (
m

π ~
)
1
4 e−

m x2

2 ~

define um estado inicial estacionário.

Note que |ψ(0, x)|2 = ( mπ ~)
1
2 e

− x2

~
m determina uma distribuição de prob-

abilidade Gaussiana fixa que tem média zero e variância ~
2m . Observe que

se a massa m for grande então a variância será pequena.

Voltando ao caso geral quando H(ϕn) = λn ϕn, n ∈ N, note que para n

fixo, independente de t, temos que ψt = e
−i
~
λn t ϕn determina a mesma dis-

tribuição de probabilidade que ϕn. Ou seja, como caso particular, as funções
|ψ3.1(x)|2 = |ψ7.2(x)|2 definem a mesma densidade de probabilidade. Con-
clúımos assim que para n fixo, se H(ϕn) = λn ϕn, então ϕn define um estado
inicial estacionário para a evolução temporal da equação de Schrödinger.

Sendo assim, dado H, para encontrar estados estacionários, devemos
então buscar ψ : Rn → C e λ ∈ R tais que H(ψ) = λψ

Suponha que H seja da forma

H =
∑

n

λn Pϕn ,

onde os ϕn (de norma 1) formam um conjunto completo enumerável (note
que nem sempre isto ocorre) e os λn são reais. Por convenção sempre index-
amos os autovalores em ordem crescente

λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn < ...

Estes autovalores vão corresponder a ńıveis de energia do Hamiltoniano
quântico. Ou seja, no presente caso, a medição da energia de um estado só
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poderá dar como resultado um destes autovalores do operador Hamiltoniano
H. Isto será mais bem explicado na seção 1.3. No caso do operador H ter
espectro cont́ınuo a situação é mais complexa e uma medição vai resultar
num elemento do espectro de H (detalhes na seção 2.1).

Sendo assim, obtemos a forma geral da função de onda

ψ(t, x) =

∞∑

n=0

αn e
−i
~
λn t ϕn(x),

onde ϕn é o autovetor associado a λn e αn ∈ C. A condição inicial ψ0 =∑∞
n=0 αn ϕn, determina os valores αn, n ∈ N. Observe que estamos assu-

mindo neste momento que V é tal que qualquer elemento no espaço de
Hilbert possa ser expresso como uma soma

∑
αnϕn.

Uma expressão mais geral como a descrita acima não é estacionária.

Note que ψ(t, x) =
∑∞

n=0 αn e
−i
~
λn t ϕn(x) está normalizada. Isto porque

para todo t temos |ψt| =
√∑∞

n=0 |αn|2.
Desta forma para qualquer t vale que

∫
|ψt(x)|2dx = 1.

Se o Hamiltoniano H definido acima esta agindo no toro de dimensão
n, ou, em uma variedade diferenciável compacta M , então, de fato, pode-se
mostrar que (sob conidições razoáveis sobre V ) existe um conjunto orthonor-
mal completo de autofunções.

Note que estamos sendo um pouco imprecisos aqui. O estado dado por∑
αne

−i
~
λntϕn poderia ser um elemento em L2(R3)(dx) que não tem norma

1. É usual falar do estado definido por um genérico φ como aquela obtido
a partir de 1

|φ|φ, ou seja, após ser normalizado. Isto será feito no texto em
várias situações sem ser mencionado.

Um dos resultados importantes que mostraremos mais tarde (seção 2.1)
é o seguinte:

Teorema 1.1. Seja V (x) uma função cont́ınua em Rd satisfazendo V (x) ≥
0, e V (x) → ∞ com |x| → ∞. Então

1. H = − ~2

2m 4 + V é auto-adjunto

2. σ (H) consiste de autovalores isolados {λn}∞n=0, com λn → ∞, quando
n→ ∞.

Ou seja, H é da forma

H =
∑

n

λn Pϕn ,
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onde os ϕn formam um conjunto ortonormal completo enumerável.

Este teorema permite exibir uma grande classe de exemplos em que o
espectro é constitúıdo apenas por autovalores e estes são em quantidade
enumerável. Isto acontece por exemplo para o oscilador harmônico (que
será descrito com detalhes na Seção 1.6).

Os autovalores λn, n ∈ N. descrevem os possiveis valores de energia
deste Hamiltoniano que podem ser obtidos via medição (ver seção 1.3). A
palavra ”Quanta”tem o sentido de quantidades discretas. Neste caso os λn,
n ∈ N, seriam os posśıveis ńıveis de energia λn que poderiam resultar
de uma medição (conforme seção 1.3). Medições são feitas através de
aparelhos em laboratórios. Por exemplo, se pode medir a energia de uma
part́ıcula quântica.

Mais geralmente, como já mencionado antes na Observação que vem logo
apos a Definição 0.10, na Mecânica Quântica os observáveis são descritos por
operadores auto-adjuntos L, e os valores que podem ser observados através
de medições de um observável serão os elementos do espectro de L (de acordo
com a Seção 1.3).

Na observação que faremos ao começo da seção 2.5 vamos nos referir ao
problema da medição de um estado (que estaria no domı́nio microscópico)
via um aparato de laboratório (que estaria no domı́nio microscópico). Para
a adequada formalização é necessário considerar estados compostos e o pro-
duto tensorial do estado com o aparato que faz medições (veja considerações
mais precisas em [393] e na seção 2.5).

O Hamiltoniano H(x, p) = p2

2m + x2

2 , que corresponde a V (x) = x2

2 , se
enquadra nas hipóteses do último Teorema acima. Conforme veremos na
seção 1.6 os autovalores do correspondente operador quantizado H = P2

2m +
X 2

2 são λn = (n + 1
2 )~ 1√

m
, n = 0, 1, 2, ..., n, ..., e assim apenas estes valores

podem surgir de medição da energia de um estado. Note que λn+1 − λn =
~ 1√

m
.

Observamos que a medida que a massa m cresce o espaçamento entre os
ńıveis de energia diminui. Neste sentido o limite semiclássico seria consid-
erar m → ∞ e desta forma o espaçamento tenderia a zero. Isto faz muito
sentido em função do fato que na Mecânica Clássica (em prinćıpio o limite
da Mecânica Quântica quando a massa é muito grande) existe um continuo
de possiveis ńıveis de energia.
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Definição 1.4. Caso exista o menor autovalor, a autofunção associada a
este autovalor é denominada de ”ground state”(ou, estado fundamental).

As outras autofunções - estados - são consideradas mais excitadas.

No cenário clássico os valores da energia varrem um cont́ınuo de possi-

bilidades, ou seja, os valores de H(x, p) = p2

2m +V (x). Note que estes valores
estão sempre acima do mı́nimo de V . No caso do Teorema acima os valores
de energia seriam os possiveis autovalores λn (contido nos valores da imagem
de H como veremos).

Dado um potencial V : R → R de classe C∞ e o correspondente H
suponha que λ seja um autovalor e ϕ : R → R a associada autofunção. Isto
é para todo x

− ~

2m

d2ϕ(x)

d2x
+ V (x)ϕ(x) = λϕ(x).

Assim,
~

2m

d2ϕ(x)

d2x
= (V (x) − λ)ϕ(x).

Se existir um ponto x onde ~
2m

d2ϕ(x)
d2x

= 0, então a menos que ϕ(x) = 0
teremos que λ está na imagem de V . Desta forma, neste caso, os valores da
energia estão dentro da imagem de V . Assim, valores de V e autovalores
do operador de Schrödinger estão relacionados. Este fato será descrito de
forma mais elaborada e com muitos detalhes na seção 2.2.

Dado um potencial V : [a, b] → R periódico, ou seja (V (a) = V (b)), e de
classe C∞, então existe um conjunto ortonormal completo de autofunções
periódicas ϕn : [a, b] → R, n ∈ N para o operador H. Uma maneira de
se obter isto é a seguinte: o operador H tem inverso compacto G e assim
se pode utilizar aqui o Teorema Espectral para o operador compacto G a
fim de indiretamente obter o conjunto orthonormal enumerável completo
ϕn, n ∈ N (e correspondentes autovalores λn para o operador Hamiltoniano
H (ver seção 8.3 e Theorem 2.105 pagina 204 em [129] ou [105]).

O espectro de H quando V periódico é analisado por exemplo na seção
1.4.1 em [279].

Neste caso os autovalores de H podem assumir valores que não estão
entre o máximo e o mı́nimo de V .

O conjunto enumerável dos autovalores βn do operador compacto G se
acumula em zero quando n → ∞. Desta forma existe um número infinito
de autovalores λn = 1

βn
para H e eles convergem a infinito. Este problem

é tratado via função de Green no Corolário 2 página 116 do Cap. IV em
[215]. Observamos que em [215] as condições de fronteira para as autofunções
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ϕn : [a, b] → R são gerais (por exemplo da forma ϕn(a) = 0 = ϕn(b)) mas
não exatamente periódicas da forma ϕn(a) = ϕn(b)). De qualquer forma os
mesmos prinćıpios gerais podem ser aplicados no caso periódico. Em [314]
na expressão (1.3.2) da seção 1.3 as condições periódicas de fronteira são
contempladas como caso particular.

O mesmo ocorre para o operador Hamiltoniano H correspondente a V :
M → R quando M é variedade Riemanniana compacta (sem bordo).

Estas questões unidimensionais estão relacionadas ao Problema de Sturm
Liouvile (num intervalo [a, b]) e são descritas com muitos detalhes em [215]
e também por J. Bellissard na seção 1.5 pagina 555 de [449]. Por exemplo,
as autofunções tomam valores reais (ver 2.5 na página 102 de [215]) e os
autovalores formam um conjunto enumerável (ver 2.6 página 103 e Cor. 4
página 117 em [215]). Referimos também o leitor a [105] para outros detalhes
sobre estas considerações.

A autofunção ϕ0 associada menor autovalor λ0 do operador H (ver seção
11.5 em [280]) satisfaz é claro a equação

H(ϕ0) = − ~2

2m
4(ϕ0) + V(ϕ0) = λ0ϕ0.

Assim, ϕt = e
−i
~
λ0 tϕ0 descreve a evolução desta condição inicial que é

estacionaria.
Denote por ϕm0 a solução para cada m distinto de H(ϕm0 ) = [− ~2

2m 4+
V ](ϕm0 ) = λ0ϕ

m
0

No caso unidimensional a autofunção associada ao menor autovalor é
única e estritamente positiva. No item 3) da seção 1.6 onde apresentamos
vários exemplos o caso espećıfico de potencial V periódico e as autofunções
de H será analisado com mais detalhe. O leitor interessado em mais detalhes
pode encontrá-los na proposition 2.9 chapter 8 in [424] ou em [280].

Em [405] o autor (que é um matematico expert no assunto de limite
semiclássico) explica que no caso de um eletron a equação

i ε
∂ψ

∂t
(t, x) = − ε2

2m

∂2ψ(t, x)

∂x2
+ V (x)ψ(t, x)

é aquela obtida reescalando todos os parametros f́ısicos da equação de Schrodinger
(massa, carga do eletron, constante de Plank, etc.). Este ε é uma con-
stante ”dimensionless”, ou seja, uma constante matemática sem atributos de
grandezas como metros, segundos, etc... Assim, o comportamento clássico
”deveria”emergir quando ε vai a zero assumindo a premissa básica que a
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Mecânica Clássica descreve sistemas que possuem escalas de energia-tempo
muito maiores que ~.

Mais precisamente, para t fixo, a distribuição de probabilidade de |ψt(x)|2
- onde ψt satisfaz a equação de Schorodinger acima com ε variável - deveria
descrever, de alguma forma, quando ε→ 0, um sistema mecânico clássico.

Mas uma análise completa e geral da questão, segundo o autor, ainda
não está totalmente contemplada em termos matemáticos (ver [151] para
maiores detalhes).

Observação 1.1. No caso de V periódico a análise do limite semiclássico
quando m → ∞ afirma que a probabilidade descrita pela densidade

|ϕm0 |2(x)dx

vai se concentrar nos mı́nimos do potencial V . Esta afirmação está matem-
aticamente fundamentada em vários casos e referimos o leitor a [204] [398]
[399], [161], [243], [244], [164] e [210] para a prova destes resultados. Observe
que do ponto de vista f́ısico faz sentido que o limite do estado quantico de
mı́nima energia, quando m→ ∞, vá determinar soluções no menor ńıvel de
energia para o Hamiltoniano clássico. Observamos que embora em [210] (e
em outras das referencias acima mencionadas) os autores falem em ~ → 0,
ou ε → 0, o resultado também pode ser lá enunciado alternativamente como
m→ ∞.

♦

Ao fim do exemplo 1 na seção 1.6 vamos discutir com mais detalhes
algumas questões básicas sobre limites semi-clássicos. Outro ponto de vista
sobre o limite semiclássico - associado a equação de Hamilton-Jacobi - vai
aparecer na seção 1.11.

Questões interessantes que relacionam a posśıvel descoberta de um certo
Hamiltoniano especial (tal que seus autovalores satisfaçam certas propriedades
determinadas) e a Hipótese de Riemman aparecem em [49], [89] and [42]

Note que para obter a densidade da posição do estado ψt, t fixo, nos
basta |ψt|2. O papel e a necessidade de se tratar o estado ψt, t fixo, como
uma função que toma valores complexos, no entanto, está associado ao seu
caráter de onda e sua sucetibilidade à interferência. Vamos elaborar sobre
isto.

Antes de tudo, devemos observar que a entidade a ser analisada (de di-
mensão comparável ao do átomo) não é apenas relativa a pura e simples
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existencia de uma minuscula part́ıcula, mas ao mesmo tempo, esta pos-
sui propriedades inerentes à uma onda, que devem ser levadas em conta.
Esta dualidade part́ıcula-onda está associada ao fenômeno da interferencia
entre possiveis probabilidades (fenômeno sem correspondencia no mundo
clássico). Os números complexos aparecem de forma natural para modelar
este fenômeno.

Fazendo um paralelo muito informal, o sentido de interferencia entre
ondas seria aquele observado quando se joga duas pedras ao mesmo tempo
num lago. Cada um forma um frente de onda circular na superf́ıcie do lago,
e depois de um tempo as duas frentes de onda colidem, e ao se encontrar,
formam um novo padrão que já não é mais circular; as ondas se interferem.

Suponha que

H =
∑

n

λn Pϕn .

Se por acaso o estado inicial fosse ψ0 = a2ϕ2 + a7ϕ7, então,

ψt = α2 e
−i
~
λ2 t ϕ2 + α7 e

−i
~
λ7 t ϕ7 (1.7)

vai definir a distribuição de probabilidade em x, via |ψt(x)|2, que vai variar
dependendo de t. Assim, não seria um estado estacionário.

Suponha ainda que t está fixo, e, que seja posśıvel construir um aparato
de tal forma que a part́ıcula sob a ação do Hamiltoniano H selecione no

tempo t um estado fixo (com norma 1), digamos, e
−i
~
λ2 t ϕ2. Então, a den-

sidade na variável x observada seria dada por

|ϕ2(x)|2.

Suponha que t está fixo, e, que agora construimos um novo aparato,
similar ao anterior, mas de tal forma que a part́ıcula sob a ação do Hamil-

toniano H selecione o estado (com norma 1) e
−i
~
λ7 t ϕ7. Então, a densidade

na variável x observada seria dada por

|ϕ7(x)|2.
Um fato surprendente na Mecânica Quântica é que as distintas possibili-

dades de probabilidade se interferem entre si! Esta interferência poderia
se dar de muitas formas distintas, mas a que realmente ocorre
na Natureza é aquela que é a mais natural em termos da estru-
tura subjacente de espaço vetorial. Mais exatamente, suponha que
contrúıssemos um terceiro aparato que se utiliza dos outros dois anteriores,
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que não privilegia em excesso nenhum dos dois, mas que permite a seleção
de part́ıculas sob as duas situações.

Pode ocorrer uma combinação do dois estados. Obteŕıamos assim um
estado mixto. Suponha que a2, a7 ∈ C são tais que a função resultante tenha
norma em L2(R3) igual a 1, ou seja, que

|a2 e
−i
~
λ2 t ϕ2 + a7 e

−i
~
λ7 t ϕ7 | = 1.

Ao se fazer uma medição deste novo estado, a densidade em x observada
no tempo t no fenômeno f́ısico em consideração, é dada por

| [ a2 e
−i
~
λ2 t ϕ2(x) ] + [ a7 e

−i
~
λ7 t ϕ7(x) ] |2 (∗).

O caráter da soma

[ a2 e
−i
~
λ2 t ϕ2(x) ] + [ a7 e

−i
~
λ7 t ϕ7(x) ] (∗∗),

é exatamente como aquela obtida através da soma de duas funções de ondas,

[ a2 e
−i
~
λ2 t ϕ2(x) ] e [ a7 e

−i
~
λ7 t ϕ7(x) ] (∗ ∗ ∗),

que se superpõem. Note como podem ser distintos os possiveis valores da
norma da soma ao variarmos apenas t. Se num certo tempo t e num certo
ponto x as parcelas estivessem positivamente alinhadas, por exemplo,

[ a2 e
−i
~
λ2 t ϕ2(x) ] = 0.5 e−0.3i,

e
[ a7 e

−i
~
λ7 t ϕ7(x) ] = 0.4 e−0.3i

a soma das parcelas seria máxima. Desta forma a probabilidade de encontrar
a part́ıcula perto deste ponto x no tempo t seria grande. Dizemos então que
as part́ıcula se interferem de forma construtiva.

Se, por outro lado, no tempo t e num certo ponto x as parcelas não
estivessem alinhadas, por exemplo, uma igual a 0.5 e−0.3i e a outra igual a
0.4 e (−0.3+π)i, então a soma seria bem menor. Dizemos então que as part́ıcula
se interferem de forma destrutiva.

O fenômeno que apresentamos acima (inteferencia construtiva e destru-
tiva) descreve o que se entende por dualidade part́ıcula-onda (a ser objeto
de futura discussão, ver (1.36) no fim da seção 1.11).

Uma expressão do tipo (*) e que é oriunda de (**) determina muitas
vezes um distribuição com muitas pequenas oscilações (grande variação da
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derivada). Isto ocorre mesmo que |ϕ2(x)|2 e |ϕ7(x)|2 não possuam muitas
oscilações. Uma descrição geométrica do que estamos dizendo: imagine que
na figura 1.3 temos que (a) descreve o gráfico de |a2 ϕ2(x)|2 e (b) descreve
o gráfico de |a7 ϕ7(x)|2. Então poderia eventualmente ocorrer em uma dada
situação que (d) descreve ”aproximadamente”o gráfico de (*).

Observe que sob as condições acima quando se fizer uma medição da
energia vamos obter ou λ2 ou λ7. Quando se faz uma medição existe um co-
lapso da indeterminação (oriunda da prévia aleatoriedade entre os posśıveis
eventos λ2 ou λ7) e se obtém apenas uma das duas possibilidades. Ao se
fazer uma nova medição nas mesmas condições do aparato experimental se
poderia obter de novo a mesma energia ou então a outra.

Em resumo: as distintas probabilidades individuais (em sepa-
rado) se interferem quando consideramos o coletivo delas. Esta
interferência se dá de uma forma análoga à interferencia de on-
das num meio ĺıquido. Note que a probabilidade é uma função
matemática e não é um objeto de natureza f́ısica como, por ex-
emplo, uma onda eletromagnética. A introdução da estrutura
complexa na questão em análise é que permite neste momento
expressar esta interferência de forma matematicamente simples e
elegante.

Para ilustrar o problema em consideração no mundo real, apresentare-
mos o seguinte experimento: de um lado, temos uma fonte emissora S de
part́ıculas (elétrons, por exemplo). Cada part́ıcula deve passar por um an-
teparo, que possui duas fendas, e atingir um detector D no outro lado (figura
1.2). Faremos a medição da posição da part́ıcula quântica ao colidir
com o detector sempre no mesmo tempo t após cada part́ıcula ser emi-
tida no tempo t = 0. Desta forma repetindo o experimento várias vezes
podemos obter uma distribuição de probabilidade da posição destas colisões
(sempre no mesmo tempo t após ser emitida a part́ıcula). Referimos o leitor
para a seção 1.1 em [242] para uma formulação mais precisa em termos do
fenômeno f́ısico em consideração.

Se fecharmos a fenda 2, podemos calcular a distribuição de probabilidade
P1(x) de o detector ser acionado por um elétron que passou pela fenda 1
conforme figura 1.3 (a) e colidiu no ponto x ∈ D no tempo t. A variável x
descreve a posição na placa detectora. Se ψt descreve o estado da part́ıcula
(sob tais condições) no tempo t então |ψt(x)|2 = P1(x).

Num outro experimento podemos fechar a fenda 1 conforme figura 1.3
(b)) e calcular a distribuição de probabilidade P2(x) de o detector ser acionado
por um elétron que passou pela fenda 2.
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Pareceria natural que a média destas duas distribuições nos forneceria
a probabilidade de o detector ser acionado por um elétron que passou pela
fenda 1 ou pela fenda 2 (ver figura 1.3 (c)) e colidiu no ponto x em D. De
outra forma: do ponto de vista clássico a probabilidade de que uma part́ıcula
atinja o detector no tempo t é

P (x) =
1

2
(P1(x) + P2(x))

onde P1 e P2 são respectivamente as probabilidades de a part́ıcula atingir o
detector passando pela fenda 1 ou 2, respectivamente.

Figura 1.2: S é a fonte de elétrons e D é um detector para as part́ıculas emitidas.

A distribuição de probabilidade (pensando classicamente) deveria ser
uma curva gerada pela superposição das probabilidades via fenda 1 e 2
(ver figura 1.3). Mas não é isto que acontece no experimento. Os dados das
medições f́ısicas nos mostra que não resulta uma densidade de probabilidade
da forma 1.3 (c) mas sim 1.3 d).

A distribuição que descreve as part́ıculas que colidem no ponto x do de-
tector no tempo t terá, na verdade, o aspecto aproximado de uma senóide
com amplitude decrescente à medida que nos aproximamos dos extremos
do anteparo (figura 1.3 (d)). Desta forma, obtemos os padrões de inter-
ferência entre posśıveis caminhos alternativos. Observa-se uma difração na
distrbuição probabiĺıstica dos dados o que revela o caráter ondulatório de
part́ıculas como elétrons (para mais detalhes sobre os dados experimentais
ver [445]). Para uma interessante discussão sobre o fenômeno da tripla fenda
recomendamos o leitor a [403].

Observe que este fenômeno depende de quão microscópicas são as part́ıculas
emitidas. No exemplo acima são eletrons, mas se as part́ıculas em consid-
eração fossem átomos ou moléculas, então o fenômeno da interferencia neste
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experimento (descrito pela figura 1.3 (d)) não ocorreria (ver Seção 2.5.3 em
[393]).

As distribuições de probabilidade (objetos matemáticos) individu-
alizadas (ou seja, P1 e P2) se interferem quando colocadas em conjunto. Este
experimento ilustra em termos f́ısicos o que descrevemos antes: o carater os-
cilatório da distribuição da dupla fenda está em consonância com expressões
do tipo (*) (**) e (***). Em termos matemáticos a estrutura de espaço
vetorial (soma de números complexos) captura a essência de como corre a
interferência.

Figura 1.3: (a) P1(x). (b) P2(x). (c) P1(x)+P2(x) (previsão clássica). (d) A distribuição
que é realmente observada no caso da dupla fenda.

Na Mecânica Quântica, os modelos não são observados sem que causemos
nele algum tipo de interferência. Ainda, o fato de observar simultanemente
dois eventos pode resultar em algo bem mais complexo que examinar cada
caso em separado.

Note o fato curioso que a possibilidade da observação por duas fendas
altera, instantaneamente, o comportamento estat́ıstico da part́ıcula a ser
emitida.

Na distribuição estat́ıstica do local em que colide a part́ıcula, se percebe
de maneira ineqúıvoca, uma influencia compat́ıvel com o comportamente de
onda; neste caso o sistema se encontra num estado de superposição quântica
(algo ao estilo da expressão (1.7)).

Podemos nos questionar sobre a real diferença do sentido de aleato-
riedade no sentido clássico e quântico. O leitor poderia considerar que o
lançamento de uma moeda (cara ou coroa) também é de certa forma impre-



Seção 1.1 Estados e a equação de Schrodinger 57

viśıvel, e está associado as probabilidades p1 = 1/2 e p2 = 1/2. Na verdade
existe um diferença fundamental. Se registrassemos no momento exato em
que a moeda foi lançada a posição do dedo, a distancia ao chão, etc, com os
principios da Mecânica Clássica o resultado cara e coroa estaria determinado.
O caráter impreviśıvel está associado a ignorancia prévia dos dados anteri-
ormente mencionados. Por outro lado, o canhão utilizado no experimento
da dupla fenda é ativado sempre da mesma forma; não há imprevisibildade
na fonte que emite as part́ıculas. Distintas aleatoriedades aparecem sob o
efeito de diferentes aparatos de medição.

Uma discussão sobre o interferômetro de Ramsey e o fenômeno de inter-
ferencia aparece na seção 6.2 em [13]. Num sistema quântico a entidade a
ser analisada é ao mesmo tempo part́ıcula e onda.

Em [405] o autor (que é um matematico expert no assunto de limite
semiclássico) explica que no caso de um eletron a equação

i ε
∂ψ

∂t
(t, x) = − ε2

2m

∂2ψ(t, x)

∂x2
+ V (x)ψ(t, x)

é aquela obtida reescalando os parametros f́ısicos da equação de Schrodinger
(massa, carga do eletron, constante de Plank, etc.). Este ε é uma con-
stante ”dimensionless”, ou seja, uma constante matemática sem atributos de
grandezas como metros, segundos, etc... Assim, o comportamento clássico
”deveria”emergir quando ε vai a zero assumindo a premissa básica que a
Mecânica Clássica descreve sistemas que possuem escalas de energia-tempo
muito maiores que ~.

Mais precisamente, para t fixo, a distribuição de probabilidade de |ψt(x)|2
- onde ψt satisfaz a equação de Schorodinger acima com ε variável - deveria
descrever, de alguma forma, quando ε→ 0, um sistema mecânico clássico.

Mas uma análise completa da questão, segundo o autor, ainda não está
totalmente contemplada em termos matemáticos (ver [151] para maiores
detalhes).

A terminologia estados coerentes está associada a descrição do fato que
estados quânticos se interferem. A medida que se considera massas maiores
num determinado sistema acontece o fenômeno denominado decoerencia
que significa que as interferencias começam a ficar mais fracas. Outros
fenômenos também podem produzir decoerencia e isto é muito importante
na Teoria da Informação Quântica. Na dissertação [221] é apresentada um
discussão interessante sobre este tópico.
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Uma questão natural é considerar fixado um Hamiltoniano

H(x, p) =
|p|2
2m

+ V (x),

mas de massa m variável. Quando a massa é pequena o caráter ondulatório
do estado se faz presente, no entanto, quando consideramos uma massa
maior e maior, nos aproximamos da Mecânica Clássica, onde não se percebe
a manifestação de tal fenômeno. A decoerencia é (aproximadamente) total.
Como se interpreta a passagem de uma teoria a outra? Mais tarde quando
tratarmos do limite semiclássico vamos abordar tal questão. Na verdade, vai
ser o método da fase estacionária [324] que vai dar a justificativa matemática
a tal fato. Quando a massa fica grande as oscilações ficam muito intensas
e se cancelam conforme seção 2.14. Mas então vamos necessitar assumir
certas hipóteses sobre em que sentido estamos fazendo isto.

Na Mecânica Clássica a adição de uma constante V0 ao potencial não
altera as equações de Hamilton, e, assim o mesmo acontece com a evolução
temporal do sistema.

Na Mecânica Quântica por sua vez a adição de uma constante ao po-
tencial clássico, e sua consequente quantização, leva ao aparecimento (mul-

tiplicativo) de uma fase da forma e
−i
~
V0 t na função de onda ψt. Ou seja,

ψt, t ≥ 0, muda. Naturalmente, isto não causa alteração nas probabilidades
de encontrar a part́ıcula em um dada região.

Note também que a adição de uma constante V0 ao potencial clássico,
e sua consequente quantização, não altera o conjunto das autofunções do
operador Hamiltoniano associado, mas, os correspondentes autovalores sao
transladados por V0.

Observamos antes que ψ(x) = a(x)ei c(x) e φ(x) = a(x)ei b(x), onde a(x) >
0 e b(x), c(x) são números reais, descrevem a mesma distribuição de proba-
bilidade da part́ıcula porque para todo x vale |ψ(x)|2 = a(x)2 = |φ(x)|2.

Segundo alguns autores o c(x) (que descreve uma fase na onda ψ) tem
relevância do ponto de medição probabiĺıstica e isto está relacionado com o
que se chama de Berry phase. Não vamos elaborar sobre isto (ver [55].

A teoria descrita nesta seção pode ser extendida em sua maior parte a
Hamiltonianos que possuem um potencial que depende do tempo, ou seja,

da forma H(x, p, t) = |p|2
2m + V (x, t). Para simplificar o desenvolvimento da

teoria vamos considerar no texto apenas Hamiltonianos autônomos.
Exposições matematicamente rigorosas e bem mais sofisticadas do que

a descrita no presente texto podem ser encontradas em [359], [408] [20]
[254] [452], [116], [450], [192], [25] ou [353]. Sobre os Fundamentos da Teoria
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referimos o leitor a [70], [422] e [423]. Referimos o leitor a [337] para questões
relativas a Teoria de Campos em Mecânica Quântica.

Em [116] o autor descreve com detalhes e de forma rigorosa alguns mod-
elos importantes do ponto de vista da F́ısica como os relacionados com o
átomo de Hidrogenio, Potenciais Coulomb, átomos de Hélio, etc... Estes
tópicos são também tratados com rigor em [25], [248] e [179].

Otimas exposições sobre Bosons, Fermions e espaços de Fock aparecem
no capitulo IV section 4.5 em [359], Section 16 in [196] section 4 in [72], em
[17], [370] [145], Vol. 2 de [62], [352], [351] e [20].

Questões que envolvem as desigualdades de Bell e hidden variables per-
mitem mostrar que não se pode tratar as questões da Mecânica Quântica
com o formalismo clássico da Teoria dos Processso Estocásticos. Uma bela
exposição ao mesmo tempo curta e simples de tais tópicos aparece em [20]
na seção 5.2.2 (ver também [25]).

Para questões relativas a Mecânica Quântica relativ́ıstica referimos o
leitor a Section 17 in [196].

Para uma descrição sumária de diferentes formalizações da Mecânica
Quântica referimos o leitor a [104], [423] and [241].

Um ponto de vista elegante é descrever a Mecânica Quântica via Mecânica
Estocástica (ver [357], [355], [333], [173], [326], [332], [180], [181], [434] e
[327].

No interessante artigo ”Gap Labelling Theorems for Schrödinger oper-
ators”de J. Bellissard no capitulo 12 de [449], ao lado de diversas consid-
erações históricas, o autor discute na seção 1.3 pagina 548 a questão de
considerar operadores limitados ou não no setting de C∗-Algebras. Neste
trabalho também é discutida a questão: é natural considerar os problemas
de Mecânica Quântica no setting de Geometria não Comutativa (ver seção
2.2) ? Referencias importantes no topico são [92], [90], [259] and [91]. No
trabalho [176] é apresentada uma breve introdução a integração não comu-
tativa, probabilidades quasi-invariantes e sua relação com estados KMS de
C∗-Algebras.

Um topico mais avançado é por exemplo a relação da Mecânica Quântica
com spectral triplets (uma boa exposição pode ser encontrada por exemplo
em [259] e [431]).

A t́ıtulo de ilustração, informamos que no site
http://www.instructioneducation.info/inhaltquant.html
é possivel encontrar uma sintética exposição da Mecânica Quântica acom-

panhada de alguns programas de computador que permitem ao leitor perce-
ber através de figuras e simulações algumas da propriedades básicas que
serão descritas de forma teorica aqui.
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Na seção 11.1 de [73] o leitor pode encontrar uma apresentação bastante
completa da descrição quântica do Electron Spin.

Em [148] são apresentados vários exemplos interessantes que podem ser
ilustrados e, eventualmente, melhor entendidos via simulação em computa-
dor usando o software Mathematica.

Nota histórica: a formulação da Mecânica Quântica descrita acima está
em consonância com a assim chamada interpretação de Copenhagen, um
ponto vista inicialmente introduzido por Niels Bohr and Werner Heisen-
berg. Posteriormente a estes, J. Von Neumann em seu celebrado livro [436]
estruturou esta concepção de forma matematicamente rigorosa. Isto foi feito
através da utilização de espaços de Hilbert sobre o corpo dos escalares com-
plexos, a ação de operadores lineares sobre estes, e estados (ou funções de
onda) que descrevem as observações do mundo real, e que possuem natureza
eminentemente aleatória. Esta interpretação é a mais em voga. Alguns
cientistas de prest́ıgio, como por exemplo A. Einstein, de certa forma con-
testam esta natureza aleatória e acreditam na existencia de outros principios
(que seriam de natureza determińıstica e não aleatória) que explicariam as
observações e medições obtidas em laboratório. Segundo estes, existe a ne-
cessidade da introdução de variáveis ocultas que seriam as ferramentas apro-
priadas para descrever tal formalismo. As tais variáveis ocultas não podem
ser medidas e fazem parte de um arcabouço teórico. J. Von Neumann no
texto acima mencionado cometeu um erro matemático em uma prova (nada
que invalide a teoria acima descrita) relacionada a questão de ser possivel
ou não a consideração da validade das variáveis ocultas na teoria (que es-
tariam em desacordo com sua concepção). Posteriormente, as desigualdades
de Bell confirmaram de forma ineqúıvoca que a prova de J. von Neumann
(sobre o mencionado tópico) não estava correta. Uma interessante discussão
da Metaf́ısica envolvida na questão aparece em [119]. Versões alternativas
aparecem em [127], [333] e [332]. Ressaltamos aqui que este sofisticado de-
bate não interfere em nada o que segue nas próximas seções.

Uma descrição alternativa da interpretação de Copenhagen seria via a
Mecânica de Bohm (ver [420] e também [69]). Mencionamos [101] onde o
author descreve o ponto de vista da dualidade onda-particula de Louis de
Broglie; isto se relaciona com a assim chamada onda-piloto e a Mecanica de
Bohm. Vamos elaborar brevemente sobre este tópico ao fim da Seção 1.11.

Um modelo quântico para black-holes aparece em [96].



Seção 1.2 O Comutador na Mecânica Quântica 61

1.2 O Comutador na Mecânica Quântica

Os observáveis clássicos são funções e os observáveis quânticos serão oper-
adores autoadjuntos. O produto de funções (que é comutativo) será sub-
stitúıdo no cenário quântico pela composição de operadores.

Vamos analisar algumas propriedades básicas da composição de alguns
dos operadores que desempenham um papel fundamental na teoria.

Definição 1.5. O comutador de dois operadores A e B é definido como

[A,B] = AB −BA.

Assim, se A e B comutam o seu comutador é o operador zero. Note que
para qualquer operador A vale [A,A] = 0.

Uma motivação para estudar tal questão é saber, por exemplo, se X1 P2 =
P2 X1.

Vamos mostrar no Teorema 1.7 que se dois operadores comutam então
eles são simultaniamente diagonalizáveis (usando um mesmo conunto ort-
normal completo).

Lema 1.2. Dados os operadores A,B, e C, então:

1) [A,B]= - [B,A]
2) [A,B C] = B [A,C] + [A,B]C.

3) [A, [B,C] ] + [B, [C,A] ] + [C, [A,B] ] = 0.

Demonstração. Vamos demonstrar apenas 3).
Ora,

[A, [B,C] ] = [A,BC]− [A,CB] = B[A,C] + [A,B]C−C[A,B]− [A,C]B =

B[A,C] − [A,C]B + [A,B]C − C[A,B] = [B, [A,C]] + [[A,B], C] =

− [B, [C,A]] − [C, [A,B]].

�

Lema 1.3. Para quaisquer j, k ∈ {1, 2.., n}

1)[Xk,Xj ] = [Pk,Pj ] = 0

e, ainda, para qualquer j ∈ {1, 2.., n}

2)
i

~
[Pj ,Xj ] = 1 (que representa o operador identidade).
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Finalmente, para j 6= k ∈ {1, 2.., n}

3)
i

~
[Pj ,Xk] = 0.

Demonstração. 1) Para uma dada ψ temos

[Xk,Xj ](ψ) = [XkXj − XjXk](ψ) =

xk xj ψ(x1, x2, x3, ..., xn) − xj xk ψ(x1, x2, x3, ..., xn) = 0.

Para uma dada ψ de classe C2 temos

[Pk,Pj ](ψ) = [PkPj − PjPk](ψ) =

~2
∂2ψ

∂xk∂xj
− ~2

∂2ψ

∂xj∂xk
= 0,

porque as derivadas parciais mistas comutam.

2) Para uma dada ψ temos

[Pj ,Xj ](ψ) = [PjXj − XjPj ](ψ) =

−i~{ ∂

∂xj
(xj ψ(x1, x2, x3, ..., xn))− xj

∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn)} =

−i~{[xj ∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn) + ψ(x1, x2, x3, ..., xn)]− xj

∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn) } =

−i~ψ(x1, x2, x3, ..., xn)

3) Suponha k 6= j. Para uma dada ψ temos

[Pj ,Xk](ψ) = [PjXk − XkPj ](ψ) =

−i~{ ∂

∂xj
(xk ψ(x1, x2, x3, ..., xn))− xk

∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn) } =

−i~{xk
∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn) − xk

∂

∂xj
ψ(x1, x2, x3, ..., xn) } = 0.

�
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O lema acima requer algum cuidado com os domı́nios dos operadores
envolvidos, mas não vamos aqui entrar em detalhes técnicos.

Suponha que dois operadores autoadjuntos A e B comutem e
que o estado tenha sido preparado em ψ ∈ L2

C(Rn)(dx). Então os
dois observáveis A e B podem ser medidos para ”certos estados”ψ
simultaneamente com infinita precisão. Não é posśıvel preparar o
estado ψ num laboratório de tal forma que se possa medir X2 e o
momento P2 simultaneamente com infinita precisão. Isto porque
[X2,P2] 6= 0. O sentido matematicamente exato do que estamos
afirmando será explicado de forma mais apropriada na seção 1.7
(ver considerações após a Proposição 1.9).

Se dois operadores autoadjuntos A e B satisfazem [A,B] = 0 então é
porque as medições correspondentes tem independencia - medições de um
não alteram a estat́ıstica das medições do outro - (ver considerações inter-
essantes na seção 5.12 de [20]).

Assim, não surprende que [X1,X2] = 0. O fato que [X2,P2] 6= 0 faz sen-
tido. De fato, classicamente p2(t) = mx2

′ (t) se p(t) = (p1(t), p2(t), p3(t)),
e portanto a componente 2 da velocidade x ′(t) = (x1

′(t), x2 ′(t), x3 ′(t)), ou
seja x′2, depende da posição x2.

Lema 1.4. Para qualquer j ∈ {1, 2.., n}, e, qualquer ψ

i

~
[H,Xj ](ψ) = − i~

m

∂

∂xj
ψ =

1

m
Pj (ψ).

Demonstração. Note que para todo j temos que 4(xjψ)(x) = xj4ψ(x) +

2∇jψ(x), onde ∇jψ = ∂ψ
∂xj

.

Ora,

H(xj ψ) (x) = − ~2

2m
4(xjψ)(x) + xj V (x)ψ(x) =

− ~2

2m
[xj4ψ(x) + 2∇jψ(x)] + xj V (x)ψ(x).

Desta forma, para um dado ψ temos

[H,Xj ](ψ)(x) = (HXj )(ψ)(x) − (Xj H )(ψ)(x) =

[− ~2

2m
[xj4ψ(x) + 2∇jψ(x)] + xj V (x)ψ(x) ]−

xj [− ~2

2m
4(ψ)(x) + V (x)ψ(x) ] = −~2

m
∇jψ(x).

Portanto, i
~ [H,Xj ] = − i~

m∇j = 1
mPj .
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�

De forma similar se pode mostrar que:

Lema 1.5. Para qualquer j ∈ {1, 2.., n}, e, qualquer ψ

i

~
[H,Pj ](ψ) = − ∂V

∂xj
ψ.

Faremos agora um breve paralelo com o mundo da Mecânica Clássica.
Considere o Hamiltoniano H(x, p), a equação de Hamilton e suponha que
(x(t), p(t)) descreva uma solução clássica.

Vamos mostrar que o comutador [A,B] dos operadores A e B correspon-
de na Mecânica Clássica ao colchete de Poisson [291].

Definição 1.6. Se f, g : R2n → R, definimos o seu colchete de Poisson

{f, g} =

n∑

j=1

(
∂f

∂pj

∂g

∂xj
− ∂f

∂xj

∂g

∂pj

)
,

onde, f(x, p) = f(x1, ..., xn, p1, .., pn), g(x, p) = g(x1, ..., xn, p1, .., pn).

Pode se mostrar ([291] Ex 5 seção 3.2) que para cada k, j ∈ {1, 2.., n}
vale {pk, pj} = {xk, xj} = 0, {pj , xk} = δkj.

Isto corresponde, na Mecânica Quântica, a [Xk,Xj ] = [Pk,Pj ] = 0,
i
~ [Pj ,Xj ] = Id, e, ainda, para j 6= k, i

~ [Pj ,Xk] = 0.

Se H(x, p) : Rn ×Rn → R é o Hamiltoniano no sistema clássico, então a
dinâmica clássica pode ser descrita pelas equações de Hamilton

ẋk = {H,xk}, ṗk = {H, pk}, k ∈ {1, 2.., n}.

De fato, por exemplo, para cada k ∈ {1, 2.., n}

x′k = {H,xk} =

n∑

j=1

(
∂H

∂pj

∂xk
∂xj

− ∂H

∂xj

∂xk
∂pj

)
=
∂H

∂pk
.

A expressão pk
m = x′k = {H,xk} é semelhante a que foi obtida acima

1

m
Pk =

i

~
[H,Xk] .
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Ainda, p′k = {H, pk} = − ∂V
∂xk

, corresponde a afirmação: para qualquer ψ

i

~
[H,Pk](ψ) = − ∂V

∂xk
ψ.

Desta forma se percebe que a quantização do colchete de Poisson corre-
sponde ao comutador de operadores.

Note que os operadores P2

2m e V não comutam.

Desta forma, não se pode afirmar que e
P2

2m
+V = e

P2

2m eV .
Observe ainda que o operador P2

2m + X2P2 não é autodjunto.

Referimos o leitor a [206] para algumas considerações interessantes rela-
cionadas com os tópicos descritos acima.

Uma questão interessante na Mecânica Clássica é sobre a existencia de
integrais primeiras f : Rn×Rn → R para o fluxo de Hamilton associado a um
Hamiltoniano H(x, p), onde H : Rn×Rn → R (ver [12] or [291]). O próprio
Hamiltoniano (x, p) → H(x, p) é uma integral primeira, por ser constante ao
longo das trajetórias (x(t), p(t)) ∈ Rn×Rn do campo Hamiltoniano. Pode-se
mostrar que se f : Rn ×Rn → R é uma integral primeira, então {H, f} = 0.
Ainda, se f1 e f2 são integrais primeiras então {f1, f2} também resulta ser
uma integral primeira (ver [12]). As versões quânticas de tais propriedades
(ralacionadas ao comutador) irão ser abordadas na seção 1.3.

Ao final da seção 2.16 vamos abordar a relação entre { ., . } e [ ., . ] no
limite semi-clássico ~ → 0.

Uma apresentação extensa e excelente sobre questões envolvendo a análise
de problemas não-comutativos aparece em [233]. O comutador desempenha
papel fundamental em C∗-Algebras onde o papel das funções de onda (funcões
em L2) são desempendas por operadores agindo em certas ∗-algebras (ver
por exemplo [62]).

Exemplo 1.1. CCR e Bosons - Considere um operador linear a : H → H
(não autoadjunto) agindo no espaço de Hilbert H e denote por a† : H → H o
seu dual. Assuma que o operador a† a (que é autoadjunto e positivo) pode ser
expresso como a† a =

∑∞
n=0 cn |ϕn〉〈ϕn|, onde os |ϕn〉 definem uma familia

orthogonal completa. Assim, cn ≥ 0 e vamos supor que os cn são todos dis-
tintos e ordenados de forma crescente. Por razões de conveniencia de notação
vamos denotar cada |ϕn〉, n = 0, 1, 2, 3, .. por |n〉, n = 0, 1, 2, 3, ... Assim,
vamos denotar por |0〉 o vetor associado ao menor dos cn, n = 0, 1, 2, 3, .., e
que vai corresponder a c0 ≥ 0. Ou seja, a† a (|0〉) = c0|0〉. O vetor |0〉 não é
nulo, ou seja não é o 0.
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Vamos assumir a propriedade

[a, a†] = 1 (1.8)

e determinar que propriedades sobre seu espectro podemos disto derivar.

A expressão (1.8) esta ligada ao estudo de Bosons e as assim chamadas
relações CCR (que serão discutidas novamente na Seção 1.6).

Vamos mostrar que os valores cn são números naturais. O operador
a† a em varios contextos é chamado de number operator (ou, operador de
contagem) e denotado por N̂ (ver [259]). Desta forma N̂ |n〉 = cn |n〉 = n |n〉
para todo n = 0, 1, 2, ..

Segue de (1.10) que

[a† a, a] = a† a a− a a† a = (a† a − a a†) a = −a (1.9)

e

[a† a, a†] = a† a a† − a† a a† = a† (a a† − a a†) = a†. (1.10)

Sendo assim, para n > 0,

(a† a) a (|n〉) = (a (a†a) − a) (|n〉) = a ( (a†a) − 1)(|n〉) =

a(cn|n〉 − |n〉) = (cn − 1)a (|n〉).
Disto concluimos que a (|n〉) é autovetor de N̂ com autovalor cn−1. Note

um ponto sutil no racioćınio acima: ele não pode funcionar para n = 0, a
menos que |0〉 = 0 (afinal, c0 é o mı́nimo valor dos posśıveis autovalores).
Ou seja, descobrimos que c0 = 0.

Assim, para n > 0, cada a (|n〉) deve ser colinear com algum dos vários
|m〉, onde m 6= n. Segue da expressão acima que c1 = 1, pois o unico
autovalor menor que c1 é c0 = 0. A partir disto obtemos que c2 = 2, e por
indução cn = n, n = 0, 1, 2, ....

Disto segue que a (|n〉) (que não esta normalizado) é colinear com |(n−
1)〉.

Mais precisamente, pode-se mostrar que

a(|n〉) =
√
n |(n− 1)〉 (1)

e esta propriedade pode ser entendida como a destruição de uma particula
(na etapa n).

Ainda,

a†(|n〉) =
√
n+ 1 |(n+ 1)〉 (2)
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e esta propriedade pode ser entendida como a criação de uma part́ıcula (na
etapa n).

Segue do acima que (a†)n(|0〉) é colinear com |n〉.
Tambem temos a partir de (1) e (2) acima que

a† a(|n >) = n |n > .

O vetor |0〉 se chama de vacuum state.
Note que a|0〉 = 0 (veja (1) para entendimento da questão). O elemento

|0〉 no espaço de Hilbert (não confunda com o vetor nulo) do ponto de
vista da F́ısica não significa o vazio e pode conter ondas eletromagneticas,
etc.. Mas o operador Número N̂ é o observável contagem de part́ıculas, e
não relativo a observar ondas eletromagnéticas. A descrição acima é a da
Matemática do estudo de Bosons.

Estas propriedadees estão associadas aos Bosons (ver expressão (1.16)
para exemplo expĺıcito).

Como foi mencionado na observação que foi feita logo após a Definição
0.10 na Seção 0, os observáveis são descritos por operadores auto-adjuntos,
e assim um exemplo seria N̂ . Os valores de um observável (que podem ser
obtidos por medição) são os autovalores do operador (mais detalhes na Seção
1.3). Sendo assim, medições de N̂ vão resultar em números naturais. Fica
então transparente o sentido de chamar N̂ de operador contagem.

Referimos o leitor para [41], [192], [390], [17], [340], [391], [20] and [254]
para um estudo mais detalhado de Bosons, Fermions e relações CCR e CAR.
Bosons e Fermions fazem parte fundamental do entendimento das part́ıculas
elementares que formam o universo.

♦

Exemplo 1.2. CAR e Fermions - Considere um operador linear a : H → H
(não autoadjunto) agindo no espaço de Hilbert H e denote por a† : H → H
o seu dual. Assuma que o operador a† a (que é autoadjunto e positivo)
pode ser expresso como a† a =

∑∞
n=0 cn |ϕn〉〈ϕn|, onde os |ϕn〉 definem uma

familia orthogonal completa. Por razões de conveniencia de notação vamos
denotar cada |ϕn〉, n = 0, 1, 2, 3, .. por |n〉, n = 0, 1, 2, 3, ...

O operador N = a† a é denominado de Number Operator.
Vamos agora assumir a propriedade CAR

{a, a†} = a a† + a†a = 1, (1.11)

e
{a, a} = a a+ aa = 0. (1.12)
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Vamos mostrar que os autovalores de a† a só podem ser 0 ou 1.
Se a(v) = 0 temos que a† a(v) = 0. Assuma que este não é o caso. Note

que se a† a(v) = λv, v 6= 0, então a(a† a)(v) = λa(v) = (aa†)(a(v)).
Logo λ é autovalor de (aa†).
Se a† a(v) = λv, então

v = a† a(v) + a a† (v) = λv + a a† (v),

o que implica que 1 − λ é autovalor de a a† (v) (ou seja, de a† a também).
Assim, λ não pode ser maior que um pois a† a é não negativo. Logo, os
autovalores de a† a estão no intervalo [0, 1].

Suponha a a†(v) = λv, onde λ 6= 0. Segue de (1.12) que

a(aa†)(v) + a(aa†)(v) = 0.

Logo, λa(v) = a(λv) = 0, e assim a(v) = 0. Portanto a†a(v) = 0.
A partir de (1.11), temos que

aa†(v) + 0 = a a†(v) + a†a(v) = v,

o que implica que λ = 1.
Desta forma só 0 e 1 podem ser autovalores. Se 0 é autovalor então 1

tambem é.
No caso dos modelos f́ısicos para Fermions os autovalores só podem ser

0 e 1.
Um operador N̂ expĺıcito aparece no Exemplo 2.17 (ver expressão (2.64)).

♦

1.3 Observáveis, valor esperado e o operador momento

No caso de uma certa part́ıcula ser descrita de forma probabiĺıstica por uma
densidade |ψ(x)|2, ou seja, a probabilidade de encontrá-la numa região A é
dada por ∫

A
|ψ(x)|2 dx,

observamos que as regiões onde |ψ(x)|2 é grande são aquelas que temos mais
chance de encontrá-la. Mesmo assim, é claro que se for muito muito pequeno
o volume de uma região B em que os valores |ψ(x)|2 são grandes, a integral∫
B |ψ(x)|2 dx poderá ter valor pequeno, ou seja será pequena probabilidade

de encontrar a part́ıcula em B.
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Na análise que de qualquer fenômeno de natureza aleatória é natural
tentar descobrir o comportamento médio associado. Por exemplo, suponha
que a posição espacial de uma part́ıcula sob a ação da equação de Schrödinger
seja descrita por (x1, x2, x3) no tempo t via ψt ∈ L2(R3)(dx).

Podemos estar interessados em saber o comportamento médio da sua
coordenada x2 no tempo t. A expressão

∫
x2‖ψt(x1, x2, x3)‖2 dx1 dx2 dx3,

descreve de forma anaĺıtica esta informação.
Este valor será denominado posteriormente de valor esperado no tempo

t da variável clássica x2 para a densidade ‖ψt(x1, x2, x3)‖2. Observe que

∫
x2‖ψt(x1, x2, x3)‖2 dx1 dx2 dx3 =< X2 ψ, ψ > .

Se, por exemplo, o valor de ‖ψt(x1, x2, x3)‖2 é muito grande perto do
ponto (4.3, 7.1, 2) ∈ R3 em comparação com os outros pontos de R3, ou seja
a densidade está muito concentrada em (4.3, 7.1, 2), então a integral acima
vai ficar perto do valor 7.1.

Definição 1.7. Um operador autoadjunto A agindo no espaço de Hilbert
H será chamando de observável. Vamos denotar de valor médio (ou valor
esperado) da part́ıcula descrita por ψ ∈ H sob o observável A a expressão

E(A)ψ =< A >ψ=< ψ,Aψ > .

No caso geral, o observável A pode ter o espectro constitúıdo por parte
cont́ınua e pontual (autovalores).

Como A é autoadjunto, este valor < ψ,Aψ > será sempre um número
real como já vimos na seção anterior.

Note que o o valor esperado de um A geral está sempre atrelado a uma
distribuição espacial oriunda do estado ψ fixado.

Por exemplo, se H = L2(R3)(dx), e, A = X2, então, para uma dada
fixada ψt

< X2 >ψt=< ψt, X2(ψt) >=

∫
x2‖ψt(x1, x2, x3)‖2 dx1 dx2 dx3 .

Uma pergunta natural é: quais são as propriedades da função de váriavel
t, dada por < X2 >ψt , que se pode obter a partir do fato que ψt satisfaz a
equação de Shrodinger?
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Na Mecânica Clássica os observáveis são funções f(x, p). Por exem-
plo, podemos estar interessados na evolução da coordenada x2 do sistema
mecânico governado por um certo Hamiltoniano clássico H(x, p). Neste
caso, f(x, p) = x2. Podemos estar eventualmente interessados na evolução
da coordenada p3 deste sistema clássico; assim, seria natural considerar
f(x, p) = p3. Se considerarmos o observável clássico f(x, p) = p21 + p22 + p23,
então estaŕıamos observando o módulo ao quadrado do vetor momento. E
assim, por diante. Mais exatamente, se

(x(t), p(t)) = (x1(t), x2(t), x3(t), p1(t), p2(t), p3(t))

satisfaz a equação de Hamilton com condição inicial (x0, p0) ∈ R6, então, por
exemplo, se f(x, p) = x2, teremos que x2(t), descreve ao longo do tempo a
evolução dinâmica da segunda coordenada da part́ıcula. Ainda, se f(x, p) =
p21+p22+p23, então p21(t)+p22(t)+p23(t), descreve ao longo do tempo a evolução
dinâmica do módulo ao quadrado do momento da part́ıcula.

Na Mecânica Quântica vamos trabalhar com a densidade da probabili-
dade da posição espacial x (ou do momento) da part́ıcula. Não será possivel
dizer de forma determińıstica que no tempo t a part́ıcula estará num deter-
minado ponto. Se a part́ıcula no tempo t tem distribuição caracterizada por
ψt então seu valor médio de momento P3 será descrito por

< P3 >ψt=< ψt, P3 (ψt) >=

∫
ψt(x1, x2, x3) [−i~ ∂

∂x3
ψt(x1, x2, x3)] dx1 dx2 dx3 .

O valor acima será um número real. Destacamos aqui o fato que foi
(de certa forma) inevitável, como vimos, o uso dos números complexos na
formulação da equação de Schrödinger. Mas quando vamos calcular o valor
esperado de um observável obtemos sempre números reais que é o que se
esperaria. Ou seja, ao calcular médias voltamos ao ”nosso bom mundo real”.
Num certo sentido, mais próximo, ao ”nosso conhecido mundo clássico”.

A introdução dos números complexos na teoria se deve principalmente a
necessidade de se produzir uma apropriada e elegante descrição do fenômeno
da interferencia (como foi descrito na seção 1.1). Na verdade, existem for-
mulações que dispensam a estrutura complexa e os mesmos resultados são
obtidos mas por outros prinćıpios (ver seções 1.11 e 2.18).

O oscilador harmônico corresponde ao Hamiltoniano H(x, p) = p2

2m +
mw2 x2

2 .
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O correspondente operador H será

φ(x) → − ~2

2m

d2

dx2
φ(x) + φ(x)

mw2 x2

2
.

Os autovalores são os números da forma λn = (n+ 1
2) ~w, n = 0, 1, 2, ...

Vamos mostrar em breve que o ground state (associado ao autovalor

λ0 = 1
2 ~w) do oscilador harmônico será da forma φ0 = Ae

−x2

α , onde α =
2 ~
mw . Escolhemos a constante A de tal forma que |φ0| = 1

O valor esperado do Hamiltoniano H em φ0 é a energia total do estado
φ0.

Assim, φ0 sob a ação de tal Hamiltoniano tem energia total

<
P2

2m
>φ0 + < V >φ0=

− ~2

2m
A2

∫
e−

x2

α
d2

dx2
(e−

x2

α )dx +A2

∫
e−2 x

2

α
mw2 x2

2
dx =

~2

2mα
+
mw2α

8
=

1

2
~w.

Se nosso objetivo fosse observar o momento ao quadrado de φ0 = Ae
−x2

α ,
então os posśıveis resultados (ver Postulado 2 a seguir) poderiam atingir
qualquer número não negativo (o espectro de P2 é a reta real não negativa).
O valor médio das observações seria

< P2 >φ0=
~2

α
.

Como vimos antes, o espectro do operador Xj, j ∈ {1, 2, ., n} contém
toda a reta real. Xj não possui autovalores.

Assim o operador autoadjunto Xj não possui um conjunto ortonormal
completo enumerável de autofunções.

Em qualquer caso, mesmo que o espectro não seja apenas pontual, o
espectro do operador H vai desempenhar um papel muito importante na
Mecânica Quântica.

No caso unidimensional, se o observável for X , então estaremos anali-
sando a posição espacial do estado.

A álgebra dos observáveis deve ser encarada como uma versão não co-
mutativa da álgebra das funções. A função real x → x23 vai corresponder a
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X 2
3 , as funções reais aos operadores autoadjuntos, o Hamiltoniano clássico

H a H, etc...

Uma questão fundamental na teoria é o que se pode obter de uma
medição f́ısica de um sistema quântico. O próximo postulado trata disto.

POSTULADO 2. Os observáveis em Mecânica Quântica são descritos
por operadores autoadjuntos A. Uma medição do observável A sobre um
estado ψ vai dar como resultado um autovalor, ou mais geralmente, um
elemento do espectro de A.

Suponha que medição seja descrita por A =
∑

n λn Pϕn , onde os ϕn
formam um conjunto ortonormal enumerável completo, e, os autovalores
correspondentes são denotados λn ∈ R. Neste caso o espectro é constiúıdo
pelo conjunto dos autovalores. Assuma que o estado ψ seja descrito por
ψ =

∑
βkϕk, βk ∈ C. Preparando o aparelho que fará a observação da

mesma forma e em se fazendo várias medições a frequencia do aparecimento
um determinado autovalor λk é descrita pela probabilidade |βk|2.

A palavra medição acima tem um sentido de algo que é medido por uma
aparato f́ısico. Nao é uma terminologia matemática.

Por exemplo se A for o Hamiltoniano H, então este observável, ao ser
medido sobre uma part́ıcula que está no estado ψ, vai resultar em algum au-
tovalor de H, o que vai corresponder a um certo ńıvel de energia. Existem
diversos aparelhos que em laboratórios de pesquisa conseguem medir a ener-
gia de um certo estado. Se repetirmos a medição, sob as mesmas condições,
poderá ocorrer um outro resultado (que será talvez um outro autovalor de
H). No exemplo do oscilador harmônico apenas os valores λn = (n+ 1

2) ~w,
n = 0, 1, 2, ..., podem resultar de uma medição de energia. Neste caso apenas
um conjunto enumerável de autovalores λn poderiam resultar da medição.
Fixado o estado ψ e o observável A então a correncia de cada λn tem uma
certa probabilidade (ver observação 1 abaixo).

Se repetirmos várias vezes estas medições o valor médio delas será

E(H)ψ =< ψ, H(ψ) >

(vamos elaborar sobre isto em seguida na observação 1).
Como dissemos antes vamos mostrar na seção 2 que os conjunto dos

valores do espectro do operador autoadjunto H está contido na imagem do
Hamiltoniano clássico H(q, p) associado. Assim, o postulado acima não é
assim tão surprendente.

Note que o observável posição X (caso unidimensional por exemplo) não
possui autovalores. Uma versão mais ampla do postulado acima afirma que
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apenas valores do espectro podem ser obtidos como fruto de uma medição
(mais tarde, na seção 2.1 e 2.2, vamos elaborar um pouco mais sobre este
ponto). Neste caso, como qualquer número real está no espectro, temos
que uma medição quântica da posição pode eventualmente atingir qualquer
número real. Note que no experimento da fenda dupla (que mencionamos
anteriormente) os valores atingidos na placa detectora (medição de posição
x) podem estar em qualquer lugar (qualquer ponto da reta real associada
ao detector).

Quando a part́ıcula num tempo t colide no ponto x com a placa detectora
conforme descrito no exemplo da figura 1.2, em função do seu impacto, se
pode ”medir”a sua energia (autovalor do Hamiltoniano H). Os possiveis
valores assim obtidos (sob certas hipóteses) estariam apenas entre um certo
conjunto enumerável de possibildades (os autovalores do observável H).

Ao passar um foton por um cristal, este ao sair, determina um estado
que é uma combinação de dois estados cada um com um spin. Isto não
caracteriza a ação de um operador autoadjunto. Após esta passagem, se
pode medir a sua colisão com uma placa e áı teremos uma medição (que
será descrito por operador autoadjunto).

A ação de um operador unitário sobre um estado resulta como output
um outro estado. Sendo assim não descreve uma medição.

A questão da medição e a interferencia na medição é assunto polêmico e
sujeito a diversas interpretações (por exemplo [186] aborda o assunto).

O estado deve ser encarado como uma potencialidade. Por exemplo,
suponha que o estado ψ = β1(1, 0) + β2(0, 1) ∈ C2, β1, β2 ∈ C com |ψ| = 1,
vai ser medido por um observável que correponde a um operador auto-
adjunto A - uma matriz dois por dois - que tem (0, 1) e (1, 0) como autove-
tores associados respectivamente aos autovalores 2.1 e 3.5. Prévio à medição
nada se sabe do estado. Quando se faz uma medição no laboratório os val-
ores obtidos só poderão ser 2.1 e 3.5. Ao se fazer várias vezes a medição os
distintos valores 2.1 e 3.5 irão aparecer. A frequencia - probabilidade - de
aparecimento da medição 2.1 é |β1|2 e da medição 3.5 é |β2|2.

Dado um operador autoadjunto A vamos descrever de outra forma o valor
< A >ψ para uma certa ψ em L2(Rn)(dx). Suponha que para o operador
autoadjunto A, definido num espaço de Hilbert H, vale o seguinte: existem
autovetores ϕn, n ∈ N, de multiplicidade finita, com autovalores λn ∈ R, que
definem um conjunto ortonormal enumerável completo. Em geral sempre se
ordena os autovalores em ordem crescente

λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn ≤ ...
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Ora, ψ pode ser escrito como ψ =
∑∞

n=0 αn ϕn.
Assim,

< ψ,A(ψ) >=<
∞∑

n=0

αn ϕn, A(
∞∑

k=0

αk ϕk) >=

<

∞∑

n=0

αn ϕn,

∞∑

k=0

αk λk ϕk >=

∞∑

n=0

λnαn αn =

∞∑

n=0

λn|αn|2.

Se |ψ| = 1, então vale

1 =<
∞∑

n=0

αn ϕn,
∞∑

k=0

αk ϕk >=
∞∑

n=0

αn αn =
∞∑

n=0

|αn|2.

Observação 1.2. a expressão acima deve ser entendida da seguinte forma.
Fixado ψ, cada valor |αn|2, n ∈ N, descreve a probabilidade de que a
part́ıcula descrita pelo estado ψ (com densidade de probabilidade |ψ(x)|2),
sob a ação do observável A, e após uma medição, resulte no valor real λn.
Esta afirmação complementa o postulado acima e será explicitado no Pos-
tulado 5. Mais detalhes e considerações sobre este ponto aparecem após
o Postulado 6 na seção 2.1. Podemos considerar então que é inerente
ao problema a existencia de uma medida de probabilidade P com pesos
|αn|2, n ∈ N. Desta forma podemos descrever o valor esperado do auto-
valor através da expressão

∑∞
n=0 λn|αn|2. Este sentido de valor esperado

descrito agora é, em prinćıpio, conceitualmente diferente do anteriormente
introduzido < ψ,A(ψ) >. Resulta ao fim serem os mesmos valores.

♦

Note que como
∑∞

n=0 |αn|2 <∞, os valores |αn|2 tendem a zero quando
n → ∞. Assim, os ńıveis correspondentes aos autovalores maiores tem a
tendencia de terem menor probabilidade.

Estamos afirmando (no presente caso) que os únicos possiveis resultados
da observação A seriam os autovalores λn. Esta afirmação requer um ex-
plicação mais cuidadosa do seu sentido preciso, e, será objeto do Postulado
4, e, das considerações subsequentes ao Postulado 6 (seção 2.1).

Observe que quando é feita uma medição existe um colapso
da indeterminação (oriunda esta da prévia aleatoriedade descrita
pelo estado) e a medição resulta num dos posśıveis autovalores
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do operador observável em consideração. O aparato que faz a
medição no laboratório pode ser descrito de forma matemática
via um certo operador autoadjunto L. O colapso do estado é um
postulado que não é governado pela equação de Schrodinger.

O sentido mais concreto do colapso do estado na autofunção associada
ao autovalor que foi medido pode ser melhor entendido quando se analisa
teleporte em sistemas compostos (ver por exemplo seção 2.7).

Existem questões conceituais sutis sobre medições e interferencia de
medições (ver por exemplo [187] e [393]) que não iremos abordar aqui.

Uma questão interessante é perguntar o que se pode dizer do ”sistema
quântico”(que ao ser observado colapsa num autovalor digamos) ”antes”de
uma medição. Referimos o leitor a [40] para a descrição de certos experi-
mentos feitos em laboratório que tentam entender o mencionado problema.

É importante destacar a diferença entre modelar matematicamente a re-
alidade e a realidade f́ısica em si mesma. Se L é um observável (um operador
autoadjunto) e ψ um estado, não existe uma interpretação f́ısica direta para
L(ψ). Por exemplo, não existe sentido f́ısico para −∆ψ. Observe entretanto
que < ψ,L(ψ) > nos dá o valor esperado; ainda, que os autovalores de L
determinam os posśıveis eventos obtidos via medição. Embora um certo
operador autoadjunto L (observável) fixado permita entender o que se pode
prever no mundo real, não é qualquer expressão matemática inerente ao
modelo que possui uma corresponente interpretação f́ısica.

No entanto, faz sentido do ponto de vista da realidade f́ısica aplicar um
operador unitário a um estado ψ e o resultado é um outro estado φ.

Existem outros operadores cujo input é um estado ψ e cujo output é
outro estado φ e que tem relevância f́ısica. Por exemplo, certas experincias
em laboratório são descritas por um operador projeção Pϕ onde está fixado
um estado ϕ. Um operador projeção não é unitário (não é inverśıvel).

Como dissemos antes a palavra ”quanta”tem o sentido de quantidade
discreta. Na Mecânica Clássica uma função (observável) pode assumir um
continuo de posśıveis valores. Na Mecânica Quântica, por sua vez, um
observável A (que satisfaz a hipótese acima, ou seja, seu espectro é con-
stitúıdo apenas por um conjunto enumerável de autovalores), medido para
uma part́ıcula no estado ψ, só poderá apresentar um certo conjunto enu-
merável de resultados (seus autovalores λn).

Observação 1.3. de forma heuŕıstica, podemos dizer que a medida que a
massa m do sistema em consideração cresce temos que o espaçamento en-
tre os autovalores (a energia) do Hamiltoniano diminui, de tal forma que
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quando a massa fica ”grande”temos a ilusão de que todos os valores reais
são possiveis para a energia (num cont́ınuo de possibilidades do observável
clássico). A formalização matemática rigorosa de tal afirmação (no entendi-
mento do autor) não está ainda no momento dispońıvel. No entanto, na
seção de exemplos (no caso do oscilador harmonico) vamos mostrar que esta
afirmação faz todo sentido.

♦

Num átomo existem posśıveis ńıveis de energia para os eletrons em
torno do núcleo. Estes seriam descritos pelos autovalores de um certo
H = − ~2

2m 4 + V. Se uma part́ıcula tem um certo ńıvel de energia de-
terminada, digamos λ2, então, sua densidade de posição espacial será dada
pela correspondente densidade |ϕ2(x)|2.

Inicialmente se pode pensar que o eletron estaria no estado de ńıvel de
energia mais baixo, ou seja, com energia λ0, e, descrito pela densidade de
posição |ϕ0(x)|2. Este é denominado de ground state.

Se fornecermos energia ao sistema ele poderá saltar a um ńıvel de energia
mais alto, digamos λ1, e assim seria descrito pela densidade de posição
|ϕ1(x)|2.

Estamos assim colocando o estado num numa certa particular escolha.
Existem outras maneiras de se preparar o sistema num laboratório para se
obter um determinado estado ψ.

Considere fixado em operador Hamiltoniano H que será encarado como
um observável. Uma dada part́ıcula quântica (um estado) pode exibir um
comportamento misto: ter um pouco de energia λ1 e um pouco de energia
λ3, mas suponha que apenas estes. Assim, a ψ que descreve tal part́ıcula
teria a forma ψ = α1 ϕ1 + α3 ϕ3, onde ϕ1 e ϕ3 designam as autofuções de
H associadas respectivamente a λ1 e λ3. Desta maneira, |α1|2 + |α3|2 = 1.
Após fixar o ψ, que foi preparado para estar nesta forma, é que iremos fazer
a medição via o observável A = H. Quando medimos várias vezes (estamos
com um observável A fixo) a sua energia, digamos 1000 vezes, e, calcularmos
o número a1000 de vezes que ”observamos”o valor de energia λ1, obtemos o
valor aproximado

a1000
1000

∼ |α1|2.

Um descrição interessante sobre a diferença entre medições repetidas e
medições sucessivas aparece na pagina 53 na seção 4.3a em [171].

O desenvolvimento a seguir vai ilustrar o papel dos observáveis na Mecânica
Quântica.
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Seja 〈ψt(x), x2ψt(x)〉 =
∫
x2‖ψt(x)‖2dx, então, usando a equação de

Schrödinger e o Lemma 1.4 temos que

d

dt
〈ψt, x2ψt〉 = 〈 d

dt
ψt, x2ψt〉 + 〈ψt, x2

d

dt
ψt〉

= 〈 1

i~
Hψt, x2ψt〉 + 〈ψt, x2

1

i~
Hψt〉

= 〈ψt,
i

~
H(x2ψt)〉 − 〈ψt, x2

i

~
Hψt〉

= 〈ψt,
i

~
[H,X2]ψt)〉

=
1

m
〈ψt,−i~

∂ψt
∂x2

〉 (1.13)

De forma semelhante se mostra que para qualquer j ∈ {1, 2, 3, ..., n} vale

d

dt
〈ψt, xjψt〉 =

1

m
〈ψt,−i~

∂ψt
∂xj

〉.

Segue disto que

m
d

dt
< Xj >ψt=< −i~ ∂ψ

∂xj
>ψt=< Pj >ψt .

Recuperamos assim, via valor esperado, uma expressão semelhante à
correspondente clássica, ou seja, para qualquer j ∈ {1, 2, 3, ..., n},

mx′j(t) = m
d

dt
xj(t) = pj(t).

Da mesma forma, se pode mostrar que para qualquer j ∈ {1, 2, 3, ..., n}
vale

d

dt
〈Pj〉ψt =

d

dt
〈ψt,Pj(ψt)〉 = 〈− ∂V

∂xj
〉ψt .

Assim recuperamos, via valor médio, também a expressão clássica em
termos de colchete de Poisson p′j = {H, pj} = − ∂V

∂xj
.

Reunindo as duas expressões, para todo t, temos que para qualquer j ∈
{1, 2, 3, ..., n} vale

m
d

dt
< Xj >ψt =< Pj >ψt , e

d

dt
〈Pj〉ψt = 〈− ∂V

∂xj
〉ψt .
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Desta forma recuperamos (num certo sentido) as Leis de New-
ton (e a equação de Hamilton) ao tomarmos os valores médios dos
observáveis envolvidos.

Assim, o que representaria a versão quantica da velocidade clássica seria
o operador 1

m P.
Vamos generalizar as expressões acima para um operador autodjunto A

qualquer.

Lema 1.6. Seja A autoadjunto, e, ψt satisfazendo a equação de Schrödin-
ger, então, para todo t

d

dt
〈ψt, Aψt〉 = 〈ψt,

i

~
[H,A]ψt)〉.

Ou, de forma equivalente,

d

dt
〈A〉ψt = 〈 i

~
[H,A]〉ψt .

Este resultado é conhecido como Teorema de Ehrenfest.

Demonstração.

d

dt
〈ψt, A(ψt)〉 = 〈 d

dt
ψt, A(ψt)〉 + 〈ψt, A(

d

dt
ψt)〉

= 〈 1

i~
H(ψt), A(ψt)〉 + 〈ψt, A(

1

i~
H(ψt))〉

= 〈ψt,
i

~
H(A(ψt))〉 − 〈ψt, A(

i

~
H(ψt))〉

= 〈ψt,
i

~
[H,A](ψt)〉.

�

Vamos elaborar mais sobre o resultado acima na seção 1.13.
Fazendo aqui um paralelo com a Mecânica Clássica do resultado acima

lembramos que se pode mostrar ([291] Ex 6 seção 3.2) que dado F (x, p),
F : R2n → R, e sua evolução ao longo de uma solução da equação de
Hamilton (x(t), p(t)), entao vale que

d

dt
F (x(t), p(t)) = {F,H}(x(t), p(t)),

onde {, } denota o colchete de Poisson.
Uma integral primeira para equação de Hamilton (para um Hamiltoni-

ano H) é uma função F que é constante ao longo da evolução temporal
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(x(t), p(t)), ou seja, tal que d
dt F (x(t), p(t)) = 0; uma condição suficiente

para isto é que {F,H} = 0.

De forma análoga, se desejamos obter um observável A tal que o valor es-
perado ao longo da evolução temporal descrita pela equação de Schrodinger
(associada ao Hamiltonian H) seja constante, então segue do Lema acima
que basta obter A tal que [H, A] = 0. Note que como [H,H] = 0 então o
valor esperado de H não muda ao longo da evolução temporal do estado
pela dinâmica de Schrodinger.

Como dissemos antes, o sentido f́ısico de um determinado observável
A está associado a uma medição obtida via algum aparelho. Dada uma
part́ıcula que se encontra num estado ψ, podemos medir a energia, o mo-
mento, e outras grandezas pertinentes.

Definição 1.8. A energia média de uma part́ıcula no estado ψ sob a ação
de H é

Eψ(H) =< ψ,Hψ >=< ψ, [
P2

2m
+ V ](ψ) > .

Se ψ é autofunção normalizada de H associada ao autovalor λ, então,
Eψ(H) = λ.

O operador observável I corresponde a não observar (não medir nada).

Note primeiro que estes observáveis quânticos A envolvem conceitos que
em geral possuem análogos clássicos. Quando a massa m é muito pequena
devemos proceder de maneira diferente (da clássica), e assim, surge o cenário
quântico. Em segundo lugar note que para calcular uma probabilidade as-
sociada ao observável A se faz necessário um estado ψ (que por sua vez
envolve a posição x da part́ıcula). Dito isto, podemos prosseguir.

Observáveis no Setting Clássico: suponha que uma densidade f(x),
onde temos que f : Rn → R, descreve a probabilidade da posição x, mais
exatamente, a probabilidade de encontrar x no conjunto C seria

∫
C f(x) dx ≥

0.

A média da posição x seria x =
∫
x f(x)dx.

Um observável clássico, dependente da posição x, seria uma função
cont́ınua g(x), onde g : Rn → R.

Definição 1.9. O valor esperado, ou média, do observável clássico g seria

Ef (g) = gf =

∫
g(x) f(x)dx.
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Vamos supor que o observável clássico g está fixo, e, consideramos várias
posśıveis densidades f . Uma possibilidade de densidade f seria, por exem-
plo, um |ψ|2 oriundo do mundo quântico.

POSTULADO 3. Para cada observável clássico g(x), g : Rn → R
(não necessariamente cont́ınuo), corresponde um operador autoadjunto A
com domı́nio denso em L2(Rn)(dx), tal que, para todo ψ em D(A) vale

g|ψ|2 =< ψ, Aψ > .

Se B é autoadjunto e D(A) ⊂ D(B) e, para todo ψ ∈ D(A)

g|ψ|2 =< ψ, B ψ >,

então B = A.

Dado o observável clássico g, o associado A será denotado porQg. Assim,
para qualquer tal ψ ∈ D(A) vale

∫
g(x) |ψ(x)|2 dx =

∫
ψ(x)Qg(ψ)(x) dx.

Por exemplo, dado g(x) = x2, temos que Qx
2

= X 2. Será importante
considerar tal expressão para funções que não são anaĺıticas nem mesmo
continuas, como por exemplo g(x) = I(−∞,c)(x), onde c é um número real.
A associação para o caso de oberváveis da forma g(x) será abordada num
exemplo na seção 2.1 após a apresentação do Teorema Espectral.

Observáveis clássicos da forma g(x, p) também podem ser quantizados.
A associação ao operador quantizado OW

p g a um dado observável clássico
da forma g(x, p) será feita via a quantização de Weyl na seção 2.16.

Vamos ilustrar num exemplo simples (ver [315] and [147]) o procedimento
de quantização de observáveis clássicos da forma g(x, p), onde x ∈ [0, 2π]
(ou, o ćırculo unitário S1). A cada função g(x, p) vamos associar um oper-
ador L agindo em L2.

Dada uma função peródica u : [0, 2π] → C em L2(dx, [0, 1]), podemos
escreve-la em termos de série de Fourier (ver por exemplo [63])

u(x) =
∞∑

n=−∞
û(k)e−i kx,

onde û(k) são coeficientes de Fourier de u.
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A série de Fourier da derivada de u pode ser obtida através dos coefi-
cientes de Fourier û(k), k ∈ Z, via

du(x)

dx
=

∞∑

n=−∞
(−i k)û(k)e−i kx.

Disto segue que

d2u(x)

d2x
= −

∞∑

n=−∞
k2û(k)e−i kx.

Identificamos z em S1 com [0, 2π) via z = e−i x = cos(−x) + i sin(−x),
onde x ∈ [0, 2π).

Assim, temos que

u(z) =

∞∑

n=−∞
û(k) zk.

Seja g : S1 ×R → C dada, então para ~ > 0, e u : S1 → C em L2(S1,C)
denotamos

Op~(g) (u)(z) =
∑

k∈Z
g(z, ~ k)û(k) zk.

Assim, para cada função u obtemos uma nova função na variável z dada
por z →∑

k∈Z g(z, ~ k)û(k) zk.

Isto define um operadorOp~(g), denominado a quantização do observável
clássico g(x, p):

Op~(g) : L2(S1,C) → L2(S1,C).

Quando g é constante e igual a 1, então, Op~(g) é a identidade.

Se g(z, p) = V (z), V : S1 → R, então, Op~(g) é a multiplicação por V ,
ou seja o operador V.

Se g(z, p) = p, então Op~(g) (u) = i~d udz .

Se g(z, p) = p2

2m , então Op~(g) (u) = − 1
2m~2 d

2 u
d2z

.

Sendo assim, se g(z, p) = p2

2m + V (z), então

Op~(g) (u)(z) = − 1

2m
~2
d2 u

d2u
(z) + V (z)u(z),

que é o operador de Schrodinger.

O desenvolvimento acima mostra que é natural a associação de g ao
operador L = Op~(g).
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Existem observáveis que são naturais na teoria mas que não são obtidos
via a associação com uma g(x, p).

POSTULADO 4. Fixado o estado ψ, suponha que medição seja de-
scrita por A =

∑
n λn Pϕn , onde os ϕn formam um conjunto ortonormal

enumerável completo, e, os autovalores correspondentes são denotados λn.
Se o resultado obtido for um determinado λk que tem multiplicidade 1, então
o estado ψ, imediatamente após a medição, passa a ser ϕk (colapsa)

Considerações interessantes sobre este ”colapso”aparecem na seção 5.12
de [20].

No caso em que o espaço de Hilbert tem dimensão finita o fenômeno
descrito acima é descrito com detalhes em [13]. Uma interessante discussão
sobre a distinção entre ”agir novamente no mesmo sistema e realizar o mesmo
experimento” pode ser encontrada na seção 6.1.2 do mencionado texto.

Alguns dos operadores A =
∑

n λn Pϕn , que aparecem nos problemas
reais f́ısicos são tais que eventuamente um autovalor pode não ter multi-
plicidade 1. Neste caso o postulado correspondente é mais complexo e não
vamos elaborar sobre o assunto.

Note que antes de se fazer uma observação o estado tem o potencial de,
ao ser subsequentemente medido, produzir como resposta qualquer um dos
autovalores do operador. Temos assim, prévio a observação, uma grande
indeterminação. O estado está em ”estado latente”. Após a observação,
ao se produzir um determinado autovalor, a nossa ignorância do resultado
desapareceu. Este postulado ficará bastante natural quando analisarmos o
conceito de dispersão do estado e sua relação com autovalores na seção 1.7.

O estado da part́ıcula ψ é um elemento de L2(Rn)(dx). Ele é uma ”poten-
cialidade” de posśıveis eventos. É somente ao ser observado que ele produz
uma ”resultado”. E, este, depende de qual observável A está ”medindo”ψ.

Fixado um estado ψ, sob a observação de A, será natural para
o seu entendimento estat́ıstico, expressar ψ através do conjunto
ortonormal completo dos autovetores de A. Se observarmos o
mesmo ψ através de um outro observável B, será natural, para
o seu entendimento estat́ıstico, expressar ψ através do conjunto
ortonormal completo dos autovetores de B.

Se A e B comutam, então como já dissemos certos estados ψ
(os autovetores comuns) podem ser preparados de forma que se
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possa medir simultaneamente A e B com infinita precisão. O Teo-
rema 1.7 irá ajudar a entender melhor tal afirmação. Em geral
dados dois observáveis A e B eles não comutam (ver considerações
interessantes na seção 5.12 de [20]).

O postulado acima possui uma versão mais geral que contempla qualquer
operador autoadjunto mas não vamos aqui tratar deste assunto (ver [154]).

O colapso de ψ, passando instantaneamente a ser ϕk, ao se obter a
medição λk tem aplicações interessantes em teleporte na Teoria da Informação
Quântica. Isto é brevemente descrito no apêndice da seção 2.7.

Fixada uma condição inicial ψ0, a expressão acima 〈ψt, A(ψt)〉 pode
também ser escrita como

〈ψt, A(ψt)〉 = 〈e−t i~ H(ψ0), A(e−t
i
~
H(ψ0))〉 = 〈ψ0, e

t i
~
HAe−t

i
~
H(ψ0)〉.

Se denotarmos
A(t) = et

i
~
HAe−t

i
~
H,

teremos que
< A >ψt=< A(t) >ψ0 .

Note que A(t) é autoadjunto porque et
i
~
H é unitário e A é autoadjunto.

É usual denominar o ponto de vista de considerar a evolução temporal
da condição inicial via o estado ψt em L2(Rn)(dx), e, depois estimar o valor
esperado de A de ponto de vista de Schrödinger (lado esquerdo). Ou

seja, ψ0 → e
i
~
tHψ0 = ψt (que evolui é o estado), assim o gerador infinites-

imal é ψ → i
~Hψ. Depois, dado o operador autoadjunto A calculamos no

tempo t o valor < Ae
i
~
tHψ0 , e

i
~
tHψ0 >.

Por outro lado, é usual denominar o ponto de vista de considerar a
evolução temporal A(t) (um operador para cada t) do observável A de ponto
de vista de Heisenberg (lado direito). De forma mais precisa, considere
a evolução do observável A(t), para uma dada condição inicial A(0) = A,
sujeita a equação

− i~
d

dt
A(t) = [H, A(t)].

O gerador infinitesimal do semigrupo A(t), t ≥ 0, ponto de vista de
Heisenberg é o operador

A→ 1

~
i [H, A].
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A solução A(t) da última equação pode ser expressao do forma expĺıcita
através de

A(t) = et
i
~
HAe−t

i
~
H.

De fato, note que

d

dt
A(t) =

d

dt
et

i
~
HAe−t

i
~
H =

d

dt
(et

i
~
H)Ae−t

i
~
H +et

i
~
HA

d

dt
(e−t

i
~
H) =

i

~
H et

i

~
HAe−t i

~
H − i

~
et

i

~
HA H e−t i

~
H =

i

~
H et

i

~
HAe−t i

~
H − i

~
et

i

~
HA e−t i

~
H H,

onde se usa igualdade e−t
i
~
H H = H e−t i

~
H, que segue do fato que e−t

i
~
H

é uma função anaĺıtica em H.
Assim, d

dtA(t) = i
~ [H, A(t)].

O ponto de vista de Heisenberg da mais ênfase aos operadores (e sua
evolução temporal) e o de Schrödinger aos estados no espaço de Hilbert (e
sua evolução temporal).

Referimos o leitor para o capitulo IV seção 3.4 de [359] para mais detalhes
sobre a evolução temporal sob o ponto de vista de Heisenberg.

Suponha agora que A =
∑

n λn Pϕn e B =
∑

m βm Pφm são dois op-
eradores autoadjuntos que não comutam. Qual o sentido de observar A e
depois B?

Dado o estado ψ, pelo Postulado 4, a medição por A resulta em um certo
ϕn0 . A medição sob B feita após esta medição vai ter probabilidade |cm|2
de resultar em βm se ϕn0 =

∑
m cmφm.

No caso em que o espaço de Hilbert tem dimensão finita o fenômeno
descrito acima é descrito com detalhes em na seção 6.1.3 [13].

Dado um certo estado ψ = a (0, 1) + b (1, 0) ∈ C2, a, b ∈ C podemos
modificá-lo via o uso de aparelhos em laboratório. Desta forma podemos
preparar em laboratório um estado de um certa forma desejada. Isto é
descrito de forma matemática via a ação de um operador unitário U e assim
se pode obter um novo estado U(ψ). Não estamos fazendo com isto uma
medição. Uma medição seria descrito pela ação de um operador autoadjunto
A =

∑2
j=1 λjPφj . Ao medir por A o sistema no estado ψ se obtém como

resultado um autovalor de A, digamos λ2 . O estado ψ então colapsa no
autovetor associado φ2. O uso de portas lógicas descritas por operadores
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unitários como acima é util em Informação Quântica. Uma breve descrição
deste tópico aparecerá no apêndice ao fim da seção 2.7.

Da mesma forma, dado o estado ψ ∈ L2(dx), podemos aplicar a ele um
operador unitário U e assim obter U(ψ). Pode-se assim preparar o sistema
quântico de acordo com conveniênica e obter um U(ψ) que eventualmente é
útil para alguma ação subsequente.

Na Algebra Comutativa (usando o produto usual) das funções (observáveis
clássicos) que tomam valores complexos isto não ocorre, ou seja, vale sempre
que f(x)g(x) = g(x)f(x).

A2 não representa observar A, e depois, ao que foi obtido, observar A de
novo.

Se a part́ıcula estivesse no estado ψ, então, E(A2)ψ =< ψ,A2(ψ) >=∫
ψ(x)A2(ψ)(x)dx. Podemos considerar também funções arbitrárias envol-

vendo o operador observável A. Isto será de grande importância na seção
2.1 e 2.3.

O próximo postulado é uma espécie de generalização do anterior.

Um exemplo pictórico, mas interessante é o seguinte: fixado um Hamil-
toniano H considere um estado ψ =

∑
j λjϕj , onde os ϕj são autovetores

com os distintos ńıveis de energia de H e λj os correspondentes autovalores.
Considere agora um operador projeção que vai representar um aparato (uma
espécie de filtro) que deixará passar apenas os que tem energia λn, λn+1,
..., λk (associados respectivamente aos autovetores ϕn, ϕn+1, ..., ϕk). Vamos
descrever o que de fato ocorre no cenário quântico através do seguinte pos-
tulado que sintetiza muitas das nossas considerações anteriores:

POSTULADO 5. Suponha que ψ seja da forma ψ =
∑∞

j=1 λj ϕj .
Suponha que se possa aplicar no estado inicial ψ, um ”filtro”descrito por
um ”aparato”que deixa passar apenas

∑k
j=n λjϕj , ou seja a parte que cor-

responde aos estados que tem autovalor λn, λn+1, ..., λk.

Se a medição resultar em um certo λj, j = n, n+ 1, .., k, o estado passa
a ser ϕj . A probabilidade da ocorrencia de λj é igual a

|cj |2
|cn|2 + |cn+1|2 + ...+ |ck|2

.
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Uma discussão interessantes sobre certos aspectos relacionados com o
Postulado acima aparecem em 5.1.2 em [20].

Um foton ao passar por certos tipos de cristal se transforma em uma
combinação linear de duas autofunções (aqui apareceu a projeção) em que
cada uma delas corresponde a um tipo de spin. Esta não é uma medição.
Um outro anteparo subsequente vai poder depois fazer uma medição em que
as duas possibilidades poderão resultar como output.

O que ocorre em termos de medição quando dois operadores autoadjuntos
A e B comutam? Uma discussão interessante sobre o assunto aparece em
5.1.2 em [20]. O próximo resultado vai auxiliar neste entendimento.

Teorema 1.7. Suponhamos que os operadores limitados autoadjuntos A e
B comutem. Então existe um conjunto enumerável ortonormal completo de
autovetores ϕn, n ∈ N, comum aos dois operadores.

Ou seja, é posśıvel escrever A e B da forma

A =
∑

n

cnPϕn

e

B =
∑

n

dnPϕn .

Ou seja, é posśıvel usar um sistema comum de projetores.

Demonstração. Denote por |αn > e |βn >, n ∈ N, respectivamente, os dois
conjuntos enumeráveis ortonormais completos associados a A e B. Seus
respectivos autovalores são denotados por an e bn, n ∈ N em ordem crescente.

A idéia da prova é mostrar que para todo autovalor an de A, o con-
junto dos autovetores associados a an (um subespaço vetorial Nn) é também
o conjunto dos autovetores associados autovalores de B. Para obter isto
mostramos que este subespaço de autovetores para o autovalor de A dado
fica invariante pela ação de B. Assim, restringindo B a este subespaço
(que é autodajunto como operador agindo neste subespaço) podemos usar
o Teorema espectral e encontrar autovetores para B.

Lembre que para um operador A autoadjunto dados dois autovalores dis-
tintos o espaço dos correspondentes autovetores são subespaços ortogonais
(mais detalhes podem ser obtidos em [282]).

Ora, para n fixo, denote por N = Nn o núcleo de (A − an I). Note que
este espaço pode não ser unidimensional.
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Note que como AB = BA, temos que, para cada n, o operador B deixa
Nn invariante. De fato, seja v ∈ Nn,

A(B(v)) − anB(v) = B(A(v)) − anB(v) = B [A(v) − an v] = B(0) = 0.

Assim, B(v) está em Nn.
Note que A = λI quando restrito a Nn. Para qualquer escolha de con-

junto ortonormal completo de vetores vj em Nn temos que a correspondente
matriz que descreve A é a ”matriz”diagonal λI.

Observe agora que a restrição de B a Nn define também um operador
autoadjunto. Via o Teorema espectral aplicado a B|Nn podemos então en-
contrar um conjunto ortonormal completo de autovetores vj para B|Nn .
Assim, A e B restritos a Nn são simultaneamente diagonalizaveis. Note que
os espaços Nn e Nk são para n 6= k. ortogonais

O resultado segue de aplicar o racioćınio acima para cada Nn, n ∈ N.

�

Assim, se os operadores comutam eles podem ser simultaneamente dig-
onalizados. Os seus autovetores são comuns. Este resultado será de grande
importância nas considerações que serão feitas após a Proposição 1.9.

Mais detalhes envolvendo resultados relacionados ao assunto podem ser
encontrados na secão 8.8 de [261]

Suponha que A e B comutem e estejam sob as hipóteses do resultado
acima. Fixado um estado ψ podemos tomar um conjunto ortonormal com-
pleto de autofunções comum ϕn, n ∈ N e realizar a medição de ψ =

∑
n cnϕn

primeiro via A e depois via B. Para um determindo n fixado a probabilidade
do resultado cn (obtido via a medição A) é a mesma do resultado dn (obtido
via medição B).

A sequencia de medições primeiro A e depois B vai resultar na mesma
estat́ıstica que se fosse feito primeiro B e depois A. Para mais detalhes
sobre o assunto referimos o leitor a seção 6.1.3 em [13] onde a noção de
testes compat́ıveis e incompat́ıveis é apresentada.

POSTULADO 6. Uma função de um observável quântico é um ob-
servável quântico. Assim, se A é o operador observável associado ao clássico
g : R3 → R (não necessariamente cont́ınuo), segundo o Postulado 3, então,
An é o correspondente a
gn = g × g × ...× g︸ ︷︷ ︸

n

.
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Desta forma, tomando como exemplo um observável clássico da forma
g(x), e seu operador associado A, então para qualquer tal ψ ∈ D(A) vale

∫
g(x)2 |ψ(x)|2 dx =

∫
ψ(x)A2(ψ)(x) dx.

Denotamos porQg o operador autoadjunto associado ao observável clássico
g (uma função real).

Assim, se considerarmos uma função anaĺıtica f(λ), vale
∫
f(g(x)) |ψ(x)|2 dx =

∫
ψ(x) f(Qg)(ψ)(x) dx.

O observável B vai agir sobre um certo estado ψ. Suponha que escol-
hamos um certo ψ espećıfico. Num experimento real, é preciso prepará-lo
para se obter tal ψ. Questões interessantes envolvendo este tópico podem
ser obtidas em [28]. Uma estratégia natural seria encontrar um potencial
V que tivesse como ground state tal ψ. Assim, ao observarmos via o cor-
respondente H = − ~2

2m 4 + V um φ qualquer, pelo Postulado 4 obteŕıamos
com alta probabilidade o almejado ψ. Após isto, então aplicamos o operador
observável B ao resultado obtido (aplicar antes H).

1.4 Transformada de Fourier

Será necessário para a apropriada descrição do momento na Mecânica Quântica
o entendimento de algumas propriedades básicas da Transformada de Fourier.

A transformada de Fourier F vai agir em funções ψ em L2(Rn)(dx).

ψ : Rn → C
F−→ ψ̂ : Rn → C.

Usaremos a notação F(ψ) = ψ̂.
Uma excelente referencia para os assuntos apresentados brevemente aqui

é section 6 no chapter X em [94], ou section 3 do chapter 3 de[424] (ver
também [378], [379] ou [413]). O tópico é descrito de maneira mais elementar
(mas suficiente boa para o que precisamos aqui) em [63].

Vamos assumir que ψ age numa variável denotada por x ∈ Rn, e, ψ̂ age
numa variável denotada por p ∈ Rn

Definição 1.10. Dado ψ : Rn → C, uma função na variável x, denotamos
para cada p ∈ Rn

ψ̂(p) = (2π~)−
n
2

∫
e

−i〈p,x〉
~ ψ(x)dx.
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Fica definida assim a função ψ̂ : Rn → C, na variável p, que se denomina
a Transformada de Fourier de ψ (mais detalhes na section 6 no chapter X
em [94], ou em [379] [63] [249]).

A transformada de Fourier F agindo em L2(Rn)(dx) preserva a norma
do espaço de Hilbert. Ou seja, se

∫
|ψ(x)|2dx = 1, então também vale que∫

|ψ̂(x)|2dx = 1. Note a existência de ~ na expressão acima.

Teorema 1.8. Teorema de Plancherel [379] [94] [382] [63]: F é um opera-
dor linear unitário em L2(dx), i.e., preserva a norma em L2(dx).

Se ψ é uma função real par, ou seja, se para todo x real vale ψ(x) =
ψ(−x), então, sua transformada de Fourier é uma função real. Isto segue de
fazer a mudança de coordenadas y → −x abaixo

ψ̂(p) = (2π~)−
n
2

∫
e
i〈p,y〉

~ ψ(y) dy = ψ̂(p).

Um fato importante é o seguinte ([63] [379]): se Re (a2) > 0.

e−
x2

2a2
F−→ (

a2

~2
)
n
2 e−

a2|p|2

2 ~2 .

Sabe-se que para x0 e a fixos, temos que

φ(x) =
1

a
√

2π
e

−(x−x0)
2

2a2

é tal que
∫
φ(x)dx = 1.

Tal φ é denominada de distribuição (ou densidade) Gaussiana de média
x0 e variância a.

Ainda, vale que ∫
φ(x)x dx = x0

e ∫
φ(x) (x− x0)

2 dx =

∫
φ(x) (x− [

∫
φ(x)x dx] )2 dx = a2.

Para x = 0 vale independente de a que existe um valor fixo para a
integral da φ acima em

∫ a

−a
φ(x) dx = 0.682...

Esta função φ é conhecida com a densidade Gaussiana de média zero e
variância a > 0. Quanto mais pequeno for a, mais concentrada em torno do
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zero esta a densidade. Quanto maior for o a então mais ”esparramada”vai
ficar a densidade ψ.

Ainda, quando n = 1, e fixado a, segue da expressão acima que a
transformada de Fourier da densidade Gaussiana de média zero e variância
(a > 0) é densidade Gaussiana de média zero e variância h

a . Assim, a
Transformada de Fourier leva Gaussianas concentradas em torno de zero
em Gaussianas esparramadas, e, vice versa. Esta é a primeira manifestação
matemática do Prinćıpio da Incerteza que será considerado em breve. Desta-
camos que, mais geralmente, vale que funções muito concentradas ”concen-
tradas em torno de zero”(pouca dispersão) são levadas pela transformada
de Fourier em funções ”muito esparramadas em torno do zero”(grande dis-
persão), e, vice versa. Isto será cuidadosamente analisado em breve.

Estaremos interessados, entre outras, na função de onda

ψ(x) =

√
1

a
√

2π
e

− (x−x0)
2

4 a2 ,

que é tal que
∫
|ψ(x)|2dx = 1. Assim, |ψ(x)|2 é a densidade Gaussiana de

média x0 e variância (ou, dispersão) a > 0. Propriedades similares ao caso
anterior também ocorrem.

A delta de Dirac no ponto x0 pode ser entendida como o ”limite”de uma
distribuição Gaussiana com média x0 e variância a, quando a→ 0.

Se A é uma matriz simétrica positiva definida n× n

e−
1
2~

〈x,A−1(x)〉 F−→ (~)
n
2 (detA)

1
2 e−

1
2
〈p,Ap〉

Se n = 3 e b > 0

√
π

2~

e−
√
b/~2|x|

|x|
F−→ (|p|2 + b)−1

Ainda, para a > 0 fixo, temos que F(I(−a,a)(x))(p) = c sin(a p/~)
p/~ , onde c

é constante (ver Example 3 section 7.2 [63]).

Ver [216] para uma versão da Transformada de Fourier em variedades
Riemannianas.

Definição 1.11. A adjunta de F , que denotaremos por F∗ = F−1, é dada
por

F∗ : ψ → ψ̌(x) = (2π~)−
n
2

∫
e
i〈x,p〉

~ ψ(p)dp.
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Denominamos de transformada de Fourier inversa tal função F∗. Ou seja,
ψ̌ é a transformada de Fourier inversa de ψ.

Assim,

f(s) = (2π~)−
n
2

∫
e

−i〈s,x〉
~ f̌(x)dx.

Note o chapéu invertido na expressão acima.

Isto significa que F(f̌) = f. De forma similar se pode mostrar que
F∗(ψ̂) = ψ. De outra forma, para qualquer ψ em L2(Rn)(dx) vale que
(F∗ ◦ F) (ψ) = ψ = (F ◦ F∗) (ψ).

A diferença entre F e F∗ está no sinal que multiplica i no termo e
i〈x,p〉

~

da integral.

Se pode considerar mais geralmente a transformada de Fourier de uma
função generalizada (também chamada de distribuição) conforme será de-
scrito na seção 1.14.

Note que para p fixo, a função φ(x) = e−
i
~
<p,x> é solução de H0(φ) =

− ~2

2m 4(φ) = λφ = |p|2
2m φ. A função φ não é autofunção de H0 pois não está

em L2(Rn)(dx) (
∫
|φ(x)|2dx não é finito). No entanto, uma combinação

(integrada) de distintas φ(x) = e−
i
~
<p,x>, em prinćıpio, poderia. Queremos

dizer com isto que ψ(x) =
∫
g(p) e−

i
~
<p,x> dp, para algum certa g, pode

ser um elemento em L2(Rn)(dx). Em resumo, a transformada de Fourier
inversa pode ser pensada como um procedimento para combinar de forma
ponderada distintas ”quase autofunções”de H0.

Note também que se tomarmos como g a delta Dirac em p0, então,

F∗ (δp0(p)) = (2π~)−
n
2 e

i
~
<p0,x>. De outra forma, no sentido de distribuições

(mais detalhes na seção 1.14) temos que

F ( (2π~)−
n
2 e

i
~
<p0,x> ) = δp0(p).

Algumas propriedades da transformada de Fourier são:

1) −̂i~ ∂ψ
∂xj

(p) = pj ψ̂(p)

Demonstração. Vamos mostrar o resultado para n = 1. Suponha que ψ
tenha suporte compacto e seja diferenciável. Então, via integração por
partes, dado ~ e p, vale

ψ(x) cos( (p x)/~ )|R−R =

∫

ψ′(x) cos( (p x)/~ )dx − p/~

∫

ψ(x) sin( (p x)/~ ) dx.
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Uma fórmula similar vale para ψ(x) sin( (p x)/~ ). Como ezi = cos(z) +
i sin(z), quando z é real, então a fórmula desejada segue do descrito acima.

No caso n = 1, para ψ(x) vale −i~ ψ̂ ′(p) = p ψ̂(p).
No caso n dimensional temos a expressão equivalente: para todo j

P̂j(ψ) (p) =
̂

−i~ ∂ψ
∂xj

(p) = pj ψ̂(p)

�

2) Aplicando duas vezes o resultado acima, temos, no caso n = 1, que
para ψ(x) ∈ C∞

0 (R) vale

−~2ψ̂′′(p) = p2 ψ̂(p)

3) F(ψ(x) ea x) = ψ̂(p− ~ a i).

Demonstração. Vamos demonstrar no caso n = 1.
O resultado segue de

ψ̂(p) = (2π~)−
n
2

∫
e

−i p x
~ ψ(x) eaxdx =

(2π~)−
n
2

∫
e

−i(p−~ ai) x
~ ψ(x) dx.

�

As seguintes expressões seguem de mudança de variável e integração por
partes [63].

5) x̂ψ(p) = i~∇xψ̂(p)

6) F(ψ(x − a) ) = e
−i
~
<a , p> ψ̂(p).

Outra expressão equivalente a esta é F(ψ(x) e−i p0 x) = ψ̂(p0 − p).
Como a transformada de Fourier leva densidades Gaussianas em densi-

dades Gaussianas, aplicando a expressão acima obtemos para a, p0 fixados
que

F(
e

−x2

2a2 e−ip0 x√
2π a

) = c e

−(p−p0)
2

2 1
a2 .

A transformada de Fourier de uma Gaussiana com variancia a2 é uma
Gaussiana com variancia a−2. Note que se a2 é pequeno então a−2 é grande.
Isto esta relacionado de certa forma com o Prinćıpio da Incerteza que será
descrito posteriormente.
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A relevância deste resultado vai também aparecer quando analisarmos o
pacote de ondas Gaussiano [88] [395].

A partir de 6) e do conhecimento de F(I(−a,a)(x))(p) (calculado no Ex-
ample 3 section 7.2 in [63]) se pode calcular facilmente F(I(c,d)(x))(p) para
qualquer intervalo real (c, d).

Definição 1.12. A função em x dada por (f ∗ g)(x) =
∫
Rn f(y)g(x − y)dy

é denominada de convolução de f e g.

7) φ̂ ψ = (2π~)−n/2 ψ̂ ∗ φ̂

Demonstração. Note que de 3) segue que para um fixo x, a transformada

na variável ξ satisfaz φ̂(x− ξ) = F(φ(p) e
i ξ
~
p). Disto segue

F(φψ)(x) = (2π~)−
n
2

∫
(φ(p)ψ(p))e

−i p x
~ dp =

∫
(φ(p) e

−i p x
~ [

∫
e
i p ξ
~ ψ̂(ξ) dξ ] ) dp =

∫
ψ̂(ξ) [

∫
e
i p ξ
~ φ(p) e

−i p x
~ dp ] ) dξ =

(2π~)−n/2
∫
ψ̂(ξ) φ̂(x− ξ) dξ = (2π~)−n/2 ψ̂ ∗ φ̂.

�

8) φ̂ ∗ ψ = (2π~)
n
2 (φ̂ · ψ̂)

A demonstração deste fato é similar ao caso anterior.

9) Para qualquer φ,ψ ∈ L2(Rn)(dx) vale

〈φ,ψ〉 = 〈φ̂, ψ̂〉.

Demonstração. Isto segue do fato que F é uma isometria em L2(Rn)(dx) e
da identidade da polarização [378]

< ψ,φ >=
1

4
( |ψ + φ|2 − |φ− ψ|2 − i |φ+ i ψ|2 + i |φ− i ψ|2 ).

�
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Propriedades análogas as descritas acima para a tranformada de Fourier
valem para a Transformada inversa de Fourier. Por exemplo

10) F∗(φψ)(x) = (2π~)−n [F∗(ψ) ∗ F∗(φ)].

Para concluir observamos que a Transformada de Fourier é uma ferra-
menta de fundamental utilidade e importância na análise de estados sobre
Rn, mas, que, infelizmente, não se dispõe de análogos simples que possam
fazer seu papel em uma variedade diferenciável compacta qualquer.

1.5 O Momento via Transformada de Fourier

Afirmamos antes (no começo da seçao 1.3) que

< Pj >ψt=< ψt, Pj (ψt) >=

∫
ψt(x1, x2, x3, ..., xn) [

∂

∂xj
−i~ψt(x1, x2, x3, ..., xn)] dx1 dx2 dx3 ... dxn,

descreve a média do operador momento Pj ao longo do tempo.

Uma outra expressão similar pode ser obtida (usando a propriedade 1)
da ultima seção) da seguinte maneira: para um estado ψ

〈ψ,Pjψ〉 = 〈ψ̂, P̂j(ψ)〉 = 〈ψ̂, pjψ̂〉 =

∫
pj|ψ̂(p)|2dp,

ou, unidimensional: 〈ψ,Pψ〉 = 〈ψ̂, P̂(ψ)〉 = 〈ψ̂, pψ̂〉 =
∫
p|ψ̂(p)|2dp.

De forma consistente com isto, se soubermos qual é exatamente a onda
que descreve a posição espacial via ψ : R → C, podemos, tomar sua Trans-
formada de Fourier ψ̂ : R → C, e assim, obter a densidade do vetor momento
p que seria dada por |ψ̂(p)|2.

Sendo assim, dado o estado x → ψ(x) se pode determinar determinar
o ”estado”na variavel p que descreve a probabilidade do momento P. Ele
seria p → ψ̂(p) (ver próximo postulado). Assim, por exemplo < P2 >ψ=∫
p2|ψ̂(p)|2 dp.

Neste sentido, no caso n-dimensional se sabemos qual é exatamente a
distribuição da posição ψt, podemos, tomar sua Transformada de Fourier
ψ̂t, e assim, obter a distribuição da j-ésima componente do vetor momento
p no tempo t, ou seja, de Pj(p) no tempo t.

O momento da part́ıcula é uma grandeza que pode ser medida através
de experimentos f́ısicos (Compton scattering).
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POSTULADO 7. A probabilidade de que o momento p da part́ıcula
no tempo t esteja no conjunto C é dada por

∫

C
|ψ̂ (t, p)|2 dp,

onde ψ(t, x) = ψt(x) denota o estado que descreve a probabilidade (via
|ψt(x)|2) de posição de x no tempo t.

Lembre que ψ̂(p) = (2π~)−
n
2

∫
e

−i〈p,x〉
~ ψ(x)dx.

Afirmamos que se uma part́ıcula quântica tem sua posição x descrita
pela probabilidade associada a onda ψ : R → C, então, sua transformada
de Fourier ψ̂ : R → C descreve a probabilidade do seu momento. Ou seja, a
informação do momento p está contida na informação da posição espacial x.
Referimos o leitor a [408] para mais detalhes sobre o uso da Transformada
de Fourier em Mecânica Quântica.

Dado o operador Hamiltoniano H e uma condição incial ψ0 se obtem via
equação de Schrödinger a evolução ψt = e−t i

1
~
H ψ0.

Considere agora ψ̂0 a Transformada de Fourier de ψ0. Esta define via
|ψ̂0(p)|2 a densidade do momento p no instante t = 0.

Observe o seguinte fato fundamental: vamos considerar

ψ̂(p) = (2π~)−
n
2

∫
e

−i〈p,x〉
~ ψ(x)dx

para uma função ψ tal que
∫
|ψ|2 dx = 1. Não vamos considerar a

integral (2π~)−
n
2

∫
e

−i〈p,x〉
~ |ψ(x)|2dx

Se supusermos que a part́ıcula quântica está posicionada no ponto x0
e que não tem dispersão, então, devemos considerar que sua ”densidade”é
a delta Dirac em x0. Como é explicado com detalhes na última seção, no
sentido de distribuições, a transformada de Fourier da delta Dirac em x0

é a função p → e−
ipx0
~ . Esta função não está em L2(dp). Desta forma, o

momento não tem uma densidade bem definida. Mas, heuristicamente, se
pode pensar que o momento associado ao ”estado” delta de Dirac em x0 é
descrito por p→ e−i

1
~
p x0 .

Note que |e−i 1
~
p x0 |2 = 1 e isto ”poderia” ser entendido como a descrição

estat́ıstica mais ”esparramada” posśıvel do momento p. Esta manifestação
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radical do momento está associada - via transformada de Fourier no sentido
de distribuição - a mais concentrada das posśıveis descrições da posição (a
delta Dirac em x0). Esta é uma versão extrema do prinćıpio da incerteza
(ver seção 1.8).

Na seção 1.13 mostramos também que no sentido de distribuição a trans-
formada de Fourier de x → e−i

1
~
p0 x é a delta Dirac em p0. Assim, para o

”estado”dado por x→ e−i
1
~
p0 x obtemos que o momento associado é descrito

pela delta Dirac em p0.

Nos trabalhos [216] e [217] o autor apresenta uma versão da Transfor-
mada de Fourier em variedades Riemannianas.

Suponha que
∫
x|f(x)|2 dx = 0 =

∫
p2|f̂(p)|2 dp, ou seja, a média da

posição e do momento da part́ıcula descrita pelo estado f é zero. A seguinte
relação entre uma função f : R → R e sua transformada de Fourier f̂ é uma
manifestação do assim chamado Prinćıpio da Incerteza de Heisenberg que
será abordado na seção 1.7:

∫
x2|f(x)|2 dx

∫
p2|f̂(p)|2 dp ≥ ~

4
(

∫
|f(x)|2dx)2.

Vamos ver agora que via a Transformada de Fourier podemos quantizar
distintas funções clássicas g(p), g : Rn → R.

Por exemplo, qual operador A vai corresponder em Mecânica Quân-

tica a g(p) = g(p1, p2, p3) = ‖p‖2
2m + 3p22 p3? Isto será útil se quisermos

considerar, por exemplo, a versão quântica de um Hamiltoniano da forma,

H(x, p) = ‖p‖2
2m + 3p22 p3 + V (x).

Em outras palavras, dado g(p) = g(p1, p2, ..., pn), gostaŕıamos de obter
de uma forma bem estruturada e coerente g(P1,P2, ...,Pn).

De uma forma ingênua podeŕıamos associar a g(p1, p2, p3) = 3p22 p3 o
operador 3P2

2P3. Mas cabe a pergunta: porque não: 3P2P3P2.
Bem, neste caso isto não se torna um problema porque P2 e P3 comutam

(lembre que [P2,P3] = 0).
Problemas poderiam ocorrer se desejássemos quantizar g(x, p) = x23p3 =

x3p3x3, isto porque, X3 e P3 não comutam. Mais tarde iremos tratar deste
assunto quando analisarmos a quantização de Weyl na seção 2.16. Fica
transparente aqui uma diferença fundamental entre o cenário clássico e
quântico. O produto de funções é comutativo mas o produto (composta)
de operadores não.

Via transformada de Fourier vamos poder introduzir uma quantização
que descreve de forma apropriada o fenômeno observado na Natureza. Dado
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Figura 1.4: Um estado ψ tal que é quase |ψ(x)|2 = cos(αx). No tom mais escuro as
regiões de maior probabilidade de encontrar a part́ıcula na posição x (Wikipedia).

g(p) = g(p1, p2, ..., pn) em L2(Rn)(dp) (satisfazendo certas condições técnicas)
e ψ desejamos definir g(P) = g(P1,P2, ...,Pn)(ψ). Note que para isto basta
dizer quem é a função

F (g(P1,P2, ...,Pn)(ψ) ) = ĝ(P),

pois,
F∗ (F (g(P1,P2, ...,Pn)(ψ)) ) = g(P1,P2, ...,Pn)(ψ).

Definimos
̂g(P)(ψ) (p) = g(p) ψ̂(p).

Note que este procedimento é consistente com o fato que dado g(p) =
g(p1, p2, p3) = p2, temos que P2(ψ) satisfaz

P̂2(ψ)(p) = p2ψ̂(p).

Ainda, a partir do descrito acima, se g(p) = g(p1, p2, p3) = p23, então

P̂2
3 (ψ) = p23 ψ̂(p).

Logo, P2
3 (ψ)(x1, x2, x3) = F∗(p23 ψ̂(p1, p2, p3))(x1, x2, x3).

Em resumo, para determinar g(P) devemos descrever sua ação sobre

cada ψ. Ora, dado ψ, se soubermos quem é ̂g(P)(ψ), obtemos g(P)(ψ) =

F∗(P̂(ψ)). Vamos nos valer da expressão ̂g(P)(ψ) (p) = g(p) ψ̂(p).
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Nosso objetivo final será encontrar uma expressão integral para

o operador e− i t
h
(− ~

2

2m
4) .

Antes disso vamos considerar agora um caso particular importante. É
fácil ver que dado qualquer polinômio quadrático g(p) nas variáveis p1, p2, .., pn,
o operador g(P) é obtido mediante a substituição de pi por Pi, na expressão
anaĺıtica de g. Da mesma forma, por limite, uma série de potências em
p21, p

2
2, p

2
3, ..., p

2
n pode ser aplicado a P e o resultado é obtido apenas substi-

tuindo os p21, p
2
2, p

2
3, ..., p

2
n, respectivamente por, por P2

1 ,P2
2 ,P2

3 , ...,P2
n.

Note então que

P̂2(ψ) = −~2 4̂(ψ) = (p21 + ...+ p2n) ψ̂.

Finalmente, observamos que se g(p) for uma função que toma apenas valores
reais, então g(P) é autoadjunto.

De fato,

< g(P)(ψ), φ >=< ̂g(P)(ψ), φ̂ >=

< g(p)(ψ̂), φ̂ >= g(p) < ψ̂, φ̂ >= g(p) < ψ,φ > .

De forma análoga, temos

< ψ, g(P)(φ) >= g(p) < ψ,φ >= g(p) < ψ,φ > .

O fato não trivial (relacionado ao Teorema Espectral como descrito na
Seção 2.1) é que se pode considerar acima funções g não anaĺıticas. No caso
de p unidimensional, por exemplo, g(p) = I(a,b)(p), onde (a, b) é um intervalo
(lembre que sabemos calcular ĝ via [63]).

Assim, I(a,b)(P)(ψ)(x) = F∗(I(a,b)(p) ψ̂(p)).

Desta forma, via transformada de Fourier, podemos quantizar qualquer
Hamiltoniano da forma H(x, p) = g(p) + V (x), V : Rn → R, onde g pode
ser bastante geral (nem precisa ser diferenciável).

Desejamos descrever a evolução temporal da equação de Schrodinger via
uma expressão integral no caso do potencial nulo. Mais exatamente, vamos
mostrar que dada uma condição inicial ψ então para qualquer t ≥ 0

ψt(x) = (e− i t
h
(− ~

2

2m
4) ψ) (x) = (

2π i ~ t

m
)−n/2

∫
e
im |x−y|2

2 ~ t ψ(y) dy.

Primeiro no que foi descrito acima considere g(p) = e−
a ~

2 (p21+...+p
2
n)

2 , onde
a parte real de a é maior que zero.
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Neste caso, como P2 = −~2 4, temos

̂g(P)(ψ) (p) = e−
a ~

2 (p21+...+p
2
n)

2 ψ̂ (p).

Ainda, como P2 = −~2 4, obtemos eaP(ψ), e assim podemos aplicar
F∗ dos dois lados da expressão acima para obter

(ea
~
2

2
4 ψ) (x) = (2πa ~2)−n/2

∫
e−

|x−y|2

2 a ~2 ψ(y) dy.

Acima usamos o fato que F∗(φ1 φ2)(x) = (2π~)−n/2 [F∗(φ2) ∗ F∗(φ1)]
e que temos conhecimento da transformada de Fourier (e sua inversa) da
densidade Gaussiana.

Assim a associação ψ → (ea
~
2

2
4 ψ) pode ser obtida via integração.

Destacamos aqui o fato que ea
~
2

2
4 ψ só faria sentido para ψ que fosse difer-

enciável. No entanto, a expressão integral que envolve o kernel acima pode
ser aplicado em funções mais gerais e que estão em L2(Rn)C.

No caso em que Re a = 0 se pode fazer uma estimativa similar tomando
um procedimento limite via a propriedade obtida para Re a > 0.

Considerando acima a = i t
m ~ se obtem que

ψt(x) = (e− i t
h
(− ~

2

2m
4) ψ) (x) = (

2π i ~ t

m
)−n/2

∫
e+

im |x−y|2

2 ~ t ψ(y) dy.

Observe que acima usamos o fato que
√
i = (1 + i)

√
2
2 .

Como
∫
|ψt|2dx < ∞ decorre da fórmula acima que para qualquer par-

alelepipedo K = [a1, b1] × [a2, b2] × ...× [an, bn], aj, bj , j = 1, 2, ..., n, finitos
fixados em Rn, temos que

lim
t→0

∫

K
|ψt(x)|2dx = 0.

Isto está de acordo com nossa intuição: a part́ıcula quântica tem, a longo
prazo, probabilidade nula de ser encontrada numa parte finita do Rn.

Se considerarmos o kernel

Kt(x, y) = (
2π i ~ t

m
)−n/2 e

im |x−y|2

2 ~ t ,

t ≥ 0, podemos definir o operador integral associado

Kt(ψ)(x) =

∫
Kt(x, y)ψ(y) dy.
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Figura 1.5: A transformada de Fourier ψ̂(p) de um estado ψ tal que aproximadamente
vale |ψ(x)|2 = cos(αx). A região mais escura descreve a área de maior probabilidade de
encontrar o momento p do estado ψ (Wikipedia)

O kernel acima, embora tome valores complexos, lembra o kernel da
equação do calor.

Dado Hamiltoniano clássico H(x, p) = p2

2m , e, sua quantização H0 =

− ~2

2m4, e uma condição inicial ψ0, a equação de evolução satisfaz, para
todo t ≥ 0,

ψt(x) = et
1
i~

H
0(ψ0) = Kt(ψ0).

Assim, obtivemos uma expressão via Operador Integral (usando Kt) que
permite descrever a evolução temporal do Sistema Quântico quando não
existe força externa (V = 0, ou, constante).

Operadores integrais são sempre mais fáceis de lidar do que operadores
que envolvem a derivada, ou seja, os operadores diferenciais. O kernel Kt é
uma espécie de versão quântica da distribuição Gaussiana.

Suponhamos que a posição inicial da part́ıcula seja em x0, ou seja, ψ0 =
δx0 .

A evolução então seria dada por

ψt(x) = et
1
i~

H0(ψ0)(x) = (
2π i ~ t

m
)−n/2 e−

im |x−x0|
2

2 ~ t .

Neste caso, para cada t fixo, |ψt(x)|2 é constante, e, não define assim
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um elemento em L2(Rn)(dp). Isto é esperado em função do Prinćıpio da
Incerteza como veremos em breve na seção 1.7.

Se a posição estiver muito localizada o momento fica, estatisticamente
falando, muito indefinido.

Existem expressões parecidas (mas não iguais) as descritas acima para
a equação do calor (ver [63]). Mais tarde na seção 2.11 vamos fazer um
paralelo da Mecânica Quântica com o Movimento Browniano e difusões.

Note que formalmente, para p0 fixo, a função x → e−
i <x ,p0>

~ é aut-
ofunção para o operador H0 = − ~2

2m4. Esta função se chama de onda
plana associada a p0. O problema é que não está em L2(Rn)(dx). Como

a transformada de Fourier de x → e−
i <x ,p0>

~ , onde p0 esta fixo, no sentido
de distribuições, é a delta Dirac em p0, podemos pensar que esta função

(distribuiçao) e−
i <x ,p0>

~ descreve um estado na variável x em que não há
dispersão do momento p. A formalização da afirmação acima requer o uso
da Teoria das Distribuições; isto será analisado de forma mais precisa em
uma futura seção.

Note que V é um operador integral (no sentido degenerado de tal forma
que seu kernel integral é K(x, y) = V (x)δy(dx)). Como, infelizmente, V e
P2 não comutam, não se obtem diretamente um resultado desta natureza
para o exponencial de H. Lembre que, conforme seção 0, a composição de
operadores integrais é um operador integral.

Como veremos na seção 2.9, muitas vezes, também o operador et
1
i~

H

pode ser expresso via operador integral.

Suponha que et
1
i~

H, para todo t fixo, tenha kernel integral K(t, x, y),
t ≥ 0, x, y ∈ Rn. O Kt(x, y) é denominado de nucleo propagador (que leva
x no tempo t = 0 a y no tempo t). Sob estas condições temos:

Definição 1.13. Dado Hamiltoniano clássico H(x, p) = p2

2m + V (x), e, sua
quantização H, a equação de evolução satisfaz, para todo t ≥ 0,

ψt(x) = et
1
i~

H(ψ0) = Kt(ψ0).

Fazendo uma analogia da ação do propagador et
1
i~

H com a Teoria dos
Processos Estocásticos (conforme [252], [332] e [253]) podemos dizer que
Kt(x, y) é tal que |Kt(x, y)|2 faz o papel da probabilidade de passagem da
part́ıcula que esta na posição x no tempo 0 até a posição y no tempo t (ver
seção 2.11).
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Vamos mostrar mais tarde, via integrais de caminhos, que, no caso do

oscilador harmônico, H(x, p) = p2

2m + mw2 x2

2 , o propagador que leva o ponto
x (no tempo t = 0) ao ponto y no tempo t é dado por

Kt(x, y) =

(
mω

2π i~ sin(ωt)

)1/2

e
imω

2~ sin(ωt) [(x
2+y2) cos(ωt)−2xy].

1.6 Exemplos

Referimos o leitor a [36] para uma série de exemplos e simulações computa-
cionais envolvendo os tópicos aqui analisados.

1) Considere o Hamiltoniano H(x, p) = p2

2m+mw2 x2

2 do oscilador harmônico.
A equação para ψ(x) na equação de Schrödinger para os autovalores da

quantização H de tal H se torna

− ~2

2m

d2

dx2
ψ(x) +

mw2 x2

2
ψ(x) = λψ(x).

Estamos considerando aqui o operador H = − ~
2m

d2

dx2
+ V definido no

espaço de Hilbert H = L2(R)(dx), que é o fecho do conjunto D(H) = {ψ :
(−∞,∞) → C de classe C2 } ⊂ L2(R)(dx).

Via separação de variáveis obtemos que a solução da equação de auto-
valor determina λn = (n+ 1

2) ~w, n ∈ N, e ainda que (ver exemplo 4 seção
3.6 em [63]) a autofunção correspondente é

ϕn(x) = (
mw

π ~
)
1
4 Hn(

√
mw

2~
x) e−

mwx2

2 ~ ,

onde Hn é o n-ésimo polinômio de Hermite.

O ground state ψ0, estado de energia mı́nima E0 = 1
2 ~w, é descrito por

ψ0(x) = (
mw

π ~
)
1
4 e−

mwx2

2 ~ .

Assim, |ψ0|2 vai determinar uma densidade Gaussiana com variância a =√
h

2mw .

Esta coleção de ϕn, n ∈ N, determina um conjunto ortonormal completo
para o operador

H =
P2

2m
+

1

2
mw2 X 2.
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Note que para o caso do Hamiltoniano clássico H(x, p) = p2

2m + mw2 x2

2
todos os valores reais nao negativos podem ser atingidos como posśıveis
niveis de energia. No caso quântico somente os valores da forma λn =
(n+ 1

2)w ~, n ∈ N, podem ser atingidos como posśıveis valores de energia.
Note também que para qualquer n e para qualquer intervalo (a, b), temos

que ∫ b

a
|ϕn(x)|2 dx > 0.

Assim, existe probabilidade positiva de encontrar a part́ıcula no estado
ϕn em qualquer parte da reta real. A projeção em x de cada ńıvel de energia
de tal H é sempre um intervalo limitado. Desta forma o comportamento da
part́ıcula quântica no ńıvel de energia λn é bastante distinto da sua análoga
clássica. Este fenômeno é denominado de tunelamento.

Figura 1.6: Na Mecânica Clássica num certo ńıvel de energia fixo E os valores posśıveis
de x estão somente na região clássica exibida pela figura. Na Mecânica Quântica existe
probabilidade positiva de encontrar a part́ıcula fora da região clássica (tunelamento)

Nas figuras 1.9, 1.10 e 1.11 mostramos do lado esquerdo a autofunção e
do lado direito a autofunção ao quadrado, no caso correspondente a n = 0,
n = 1, e n = 2. Ou seja, o gráfico das primeiras três autofunções do oscilador
harmônico quântico.

Note que no oscilador harmônico o ground state é da forma |φ0|2 =

Ae
−x2

α , onde α = 2 ~
mw . Assim, quando a massa tende a infinito temos que a
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variância (que é da ordem de
√

1/m) vai a zero e assim a distribuição prob-
abiĺıstica da part́ıcula (via função de onda) converge a delta Dirac centrada
em 0. Esta é uma descrição bem sucedida da passagem do mundo quântico
ao clássico.

Dado o Hamiltoniano H = p̂2

2m + mw2 x̂2

2 , o operador de criação â (cre-
ation) e o operador de destruição â† (annihilation) (ver see Section 11 in
[192]) são dados, respectivamente, por

â =

√
mw

2~
x̂+ i

√
1

2mw ~
p̂ =

√
mw

2~
x̂+

√
1

2mw ~

d

dx
(1.14)

e

â† =

√
mw

2~
x̂− i

√
1

2mw ~
p̂ =

√
mw

2~
x̂−

√
1

2mw ~

d

dx
. (1.15)

A partir do fato que [p̂, x̂] = −i~ 1 se obtém que

[â, â†] = 1. (1.16)

Uma relação semelhante foi discutida no exemplo ao fim da Seção 1.2.
Esta propriedade está ligada as assim chamadas CCR (Canonical Com-

mutation Relations) e à Boson Systems (ver [20] e Section 5.3 in [393]).
Pode-se obter também as expressões

q̂ =

√
1

2mw~
(â+ â†) (1.17)

e

p̂ = −i
√
mw

2~
(â− â†) (1.18)

Além disto temos que

H = ~w ( â† â +
1

2
1 ).

O number operator é dado por (compare com (2.70))

N̂ = â† â,

e a terminologia é justificada por (1.20).
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Além disso, se pode expressar

H = ~w ( N̂ +
1

2
1 ).

É usual denotar por |n〉, n = 0, 1, 2, ..., a n-ésima autofunção de H.
Assim

H|0〉 =
~w

2
|0〉 e â|0〉 = 0. (1.19)

A função Gaussiana |0〉 desempenha o papel do vacuum quando se con-
sidera o estudo de Bosons neste setting relacionado ao oscilador harmonico
(ver [41], [20] ou [388]). O vacuum para caso de Fermions é considerado no
Exemplo 2.18 que trata de spin quânticos.

Note que
â†(|n〉) =

√
n+ 1 |(n + 1)〉

e esta propriedade pode ser entendida como a criação de uma particula (na
etapa n). Relações semelhantes apareceram ao Exemplo 1.1 ao fim da Seção
1.2

Ainda,
â(|n〉) =

√
n |(n − 1)〉

e esta propriedade pode ser entendida como a destruição de uma particula
(na etapa n).

Assim, (â†)n(|0〉) é colinear com |n〉. Além disso,

â†â(|n〉) = n |n〉. (1.20)

De forma figurada, podemos pensar que â† age como se fossemos subindo
os degraus de uma escada e â como se estivessemos descendo.

Podemos resumir as propriedades que obtivemos acima através de

H(|n〉) = ~w (n+
1

2
) |n〉

Para mais detalhes sobre os operadores de criação e destruição, rela-
cionados ao oscilador harmônico quântico, referimos o leitor a [388] e [20].
Estas propriedades são associadas aos Bosons.

Tomando agora w tal que w2 = 1
m no Hamiltoniano H(x, p) = p2

2m +
mw2 x2

2 obtemos o Hamiltoniano H(x, p) = p2

2m + x2

2 .

Neste caso a massa não interfere no potencial V (x) = x2

2 . Isto nos parece
mais razoável do ponto de vista do fenômeno f́ısico.
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Neste caso os autovalores são λn = (n+ 1
2)~ 1√

m
. Note que λn+1 − λn =

~ 1√
m
.

Observamos que a medida que a massa m cresce o espaçamento entre os
ńıveis de energia diminui. Neste sentido o limite semiclássico seria considerar
m→ ∞ e desta forma o espaçamento tenderia a zero.

O que queremos dizer com isto é o seguinte: fixe (x0, p0) e para cada

massa m considere o correspondente Hamiltoniano H(x, p) = p2

2m + x2

2 ; con-
sidere ainda n ∈ N e o ńıvel de energia clássico que passa por (x0, p0) com
energia E0 = H(x0, p0) = λn = (n + 1

2)~ 1√
m

. O espaçamento entre estes

ńıveis de energia tende a zero com m → ∞ e assim no cenário clássico se
tem a ilusão de que os ńıveis de energia variam num cont́ınuo.

O tempo de ocupação assintótica da part́ıcula clássica num ńıvel de en-
ergia E (próxima a um ponto de mı́nimo quadrático do potencial V , que
supomos aqui ser o ponto 0 na reta real) é definido da seguinte forma (para
mais detalhes referimos a seção 3.7 em [291]): vamos supor que (x, p) está
em R2 para simplicar a descrição. Fixada uma condição inicial (x0, p0), con-
sidere (x(t), p(t)) a correspondente trajetória do campo de vetores Hamil-
toniano definido pela equação de Hamilton para H(x, p). Pelo teorema de
conservação de energia existe E tal que H(x(t), p(t)) = E para todo t.

x

f(x)

Região Clássica

Figura 1.7: densidade f(x) do tempo de ocupação assintótico.

Fixada uma trajetória periódica (x(t), p(t)) de peŕıodo TE > 0, seja
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γ a órbita do campo Hamiltoniano, ou seja, γ é o conjunto dos pontos
percorridos pela trajetória (x(t), p(t)).

Fixado o ńıvel de energia E existe uma probabilidade ρE con suporte
em {(x, p)|, |H(x, p) = E} tal que é invariante pelo fluxo Hamiltoniano φt,
t ∈ R, restrito a {(x, p) |H(x, p) = E} (ver seção 5 [292]). Isto é, dado um
conjunto A ⊂ {(x, p) |H(x, p) = E} vale que ρE (φt(A)) = ρE(A) para todo
t.

Vamos projetar esta medida ρE na reta {(x, 0) |x ∈ R} e obter uma
probabilidade natural µE . Vamos descrever abaixo como se obter isto.

Fixado o ńıvel de energia E existe um intervalo [aE , bE ] que é a projeção
de γ = γE na coordenada x, ou seja,

[aE , bE ] = {x(t) | t ∈ R, (x(t), p(t)) ∈ γE}.
Fixado um intervalo [a, b] contido em aE , bE e um tempo T , considere

G[T, a, b] = {t ∈ R , T ≥ t ≥ 0, tais que x(t) ∈ [a, b] (x(t), p(t)) ∈ γE}.

O conjunto G[T, a, b] é uma união de intervalos disjuntos cuja soma total
de comprimentos será denotada por l(T, a, b).

Definição 1.14. Se γE é uma órbita periódica de peŕıodo TE > 0 do campo
Hamiltoniano H, obtida a partir de uma condição inicial (x0, p0), dizemos
que

ô([a, b]) = lim
T→∞

l(T, a, b)

T
≤ 1

é o tempo de ocupação assintótico do intervalo [a, b].

Assim, o tempo de ocupação ô([a, b]) do intervalo [a, b] é sempre um
número real entre 0 e 1. Ele fornece o tempo médio que a projeção da
trajetória (x(t), p(t)) permanece em [a, b]. Em prinćıpio este valor deveria
depender de (x0, p0), mas no caso do presente exemplo, tal não acontece (ver
seção 3.7 em [291]).

Pode-se mostrar que ô define uma probabilidade µE na variável x sobre
o intervalo [aE , bE ]. Usando coordenadas ação-ângulo (ver [291]) se pode
obter uma densidade f = fE , tal que, para todo intervalo [a, b] ⊂ [aE , bE ]
vale

µE([a, b]) = ô([a, b]) =

∫ b

a
f(x)dx.

Pode-se mostrar que a projeção da medida ρE sobre a reta {(x, 0) |x ∈ R}
é a probabilidade µE (mais detalhes na seção 3.7 em [291]).
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Observe que é natural que o tempo médio de estadia nas regiões extremas
da região clássica (perto de onde a velocidade é zero) é mais alto.

Figura 1.8: A linha pontilhada descreve o tempo de ocupação assintótica da part́ıcula
no ńıvel de energia E segundo a Mecânica Clássica. A linha cheia descreve a densidade
|ψ|2 associada a um estado ψ que se encontra neste mesmo ńıvel de energia E = E20 =
(20 + 1/2)w ~. Note que existe uma probabilidade positiva de se encontrar a part́ıcula
fora da região clássica. Isto descreve o fenômeno do tunelamento. Ver tambem figuras 1,
2 e 3 em [144].

Denominamos f : [aE , bE ] → R a densidade do tempo de ocupação
assintótica do ńıvel de energia E.

Fica assim definida no conjunto [aE , bE ] uma medida µ = µE que é a
projeção na variável x de uma medida invariante ρ = ρE pelo fluxo Hamil-
toniano no ńıvel de energia. No caso de um Hamiltoniano H(x, p) qualquer
existem condições razoavelmente gerais para a existencia de medidas ρE in-
variantes pelo fluxo Hamiltoniano em cada ńıvel de energia (ver Proposição
5.5 cap. 5 em [292])

Vamos agora retornar ao cenário quântico.

Denotamos por α0 a constante ( ~
mw )1/2 e esta pode ser encarada como

uma unidade de medição normalizada. Vamos fazer uma mudança de escala
e denotar s = x/α0.

No caso do ńıvel de energia En = λn = (n + 1/2)w ~ a densidade do
tempo de ocupação asintótica em s está confinada a região clássica [−(2n+
1)1/2 , (2n + 1)1/2 ].
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De fato, se
p2

2m
+
mw2 x2

2
= (n+ 1/2)w ~,

os extremos ocorrem para p = 0. Assim, segue a afirmação acima.

Ainda, se pode calcular a densidade classica (ver [291]) associada ao ńıvel

f(x) = fn(x) =
1

π
√

2n+ 1 − x2
.

Referimos o leitor ao exerćıcio 1 da seção 3.7 [291] para a idéıa da prova
desta afirmação.

Associado ao autovalor λn existe uma autofunção ϕn(x) para o operador
Hamiltoniano (que foi descrita acima).

A partir do que discutimos acima fica determinado uma medida µEn
(clássica) com densidade fn com suporte na região clássica [−(2n+1)1/2 , (2n+
1)1/2 ]. Esta medida não é igual a medida (quântica) com densidade |ϕn(x)|2
(que corresponde a probabilidade da posição da part́ıcula quântica que tem
ńıvel de energia En). As duas ficam ”parecidas”se λn (ou seja a energia)
fica grande. Isto é descrito pela figura 1.8.

De forma semelhante se pode projetar a probabildiade ρEn agora na
variável p (e não x) obtendo uma densidade gn(p) e uma medida νEn com
esta densidade (e que tem suporte na projeção do ńıvel de energia En na reta
{(0, p), p ∈ R}). Resultados semelhante são verdadeiros para a transformada
de Fourier ϕ̂n(p) de ϕn(x), se λn (ou seja a energia) fica grande.

Agora voltamos ao estudo da projeção na variável x. Seria natural, para
um certa massa m fixada, comparar a probabilidade da função de onda
estacionária associada a um ńıvel de energia En = λn = (n + 1

2 )w ~ do
oscilador harmônico quântico e a correspondente densidade do tempo de
ocupação assintótico (clássico) neste ńıvel de energia. A figura 1.8 ilustra
tal comparação. A curva pontilhada descreve a densidade do tempo de
ocupação e a curva cheia o gráfico da densidade do estado no mesmo ńıvel
de energia E20 = (20 + 1/2)w ~.

Fixado o ńıvel de energia E, existe uma probabilidade positiva de se
encontrar a part́ıcula fora da região clássica. Isto descreve o fenômeno do
assim chamado tunelamento.

Referimos o leitor a seção 4.2.2 do capitulo 4 de

http://www.instructioneducation.info/inhaltquant.html

para uma descrição com muitas ilustrações e figuras do que consideramos
acima.
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Um comentário final a respeito do descrito acima em termos de limite
semi-classico: quando ~ → 0 (caso A) e quando consideramos o limite -
quando n→ ∞ - de estados associados a energias λn (caso B).

Dado um Hamltoniano clássico H(x, p) é natural pensar que uma medida
obtida por alguma forma de limite semiclássico do Hamiltoniano quantizado
deveria capturar propriedades da equação de Hamilton do Hamiltoniano H.
Seria natural então esperar invariancia pela ação do fluxo. As medidas obti-
das através de função de onda estacionárias (estado) - e que estão definidas
na variável x - estão associadas a um ńıvel de energia único. Assim, se esper-
aria obter no limite semiclássico - de alguma forma - a projeção na variável
x de uma medida invariante num ńıvel de energia fixo.

A) Primeiro vamos supor que o sistema Hamiltoniano classico H(x, p)
seja integravel. Para simplificar vamos pensar que x é unidimensional e que
os ńıveis de energia sejam curvas no espaço de fase (x, p). Por exemplo como
acima quando consideramos o caso do oscilador harmônico. Cabe observar
neste caso que é da natureza da Mecânica Quântica que para um certo
Hamiltoniano fixado as medidas naturais (estacionarias) aparecem associ-
adas a niveis de energia. Ou seja, na variavel x mas não correspondem
exatamente a uma probabilidade no espaco total x ∈ Rn (não levando em
conta tunelamento). Este ponto importante deve ser levado em conta na
hora em que a gente se pergunta: o que pode esperar no limite semiclassico?
Não se esperaria obter uma probabilidade no espaco total mas algo que tem
que ver apenas com a variavel x associado a ”um”ńıvel de energia. Mais
especificamente, o ground state, por exemplo, deveria convergir no limite a
”uma certa medida de probabilidade”associada ao nivel de energia clássico
mais baixo (ver [210] e [211]). As outras autofunções no setting quântico
(com energia acima desta) deveriam determinar ”cada uma delas”(no lim-
ite ~ → 0) uma medida µE na variavel x que corresponderia a projeção na
variável x de uma medida invariante ρE para o fluxo Hamiltoniano clássico
”num certo ńıvel de energia fixo E”(elas ficam com suporte mais e mais
próximos um dos outros quando ~ → 0 pois o espaçamento entre niveis
deveria ir a zero). Ou seja, cada medida limite deveria respeitar os limite
clássicos, como descrito acima, e ainda ser igual a projeção da medida invari-
ante pelo fluxo Hamiltoniano (a medida de Liouville com suporte no ńıvel
de energia conforme [18] e [292]) na variável x (a medida descrita acima pelo
tempo de ocupação assintotico). Os resultados na Teoria de Aubry-Mather
(ver [133] [180], [15], [298], [176]), em termos de limite semiclássico, estão
alinhados com tal ponto de vista ao fixar uma posição homológica.

B) Outra situação bem distinta é quando o sistema Hamiltoniano clássico
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descrito pela equação de Hamilton para o Hamiltoniano H(x, p) não é in-
tegrável. Pelo resultado da conservação de energia total se sabe que as tra-
jetórias (x(t), y(t)) estão dentro de superficies do tipo {(x, p) |H(x, p) = E},
onde E é uma constante. Como exemplo considere uma variedade Riemanni-
ana compacta M e o seu operador Laplaciano associado. Considere o Hamil-

toniano H(x, p) = |p|2
2 (do fibrado cotangente T ∗(M) em R) e seu quantizado

H = ∆
2 . Neste caso o fluxo Hamiltoniano deixa invariante o fibrado unitário

{(x, p)| |p| = 1} (ver [75] ou Appendix 21 em [19]). Suponha agora que a
variedade Riemanniana tenha curvatura constante negativa (ver [75] para
definições). Existe neste caso uma medida natural µ denonominada de me-
dida de Liouville (com suporte em {(x, p)| |p| = 1}) que é invariante para o
fluxo Hamitoniano restrito ao ńıvel de energia E (ver [19] ou [292]). Neste
caso o fluxo Hamiltoniano (restrito ao fibrado unitário) é um fluxo de Anosov
e a medida de Liouville é ergódica (ver [18] e Chapter 3 e Appendix 21-22-
23-24-25 em [19]). Para um ~ fixado denote H = ∆

2
=
∑∞

j=1 λj |ψj >< ψj|,
ou seja, H possui um conjunto ortonomal completo ψj , j ∈ N. A teoria da
Quantum Ergodicity (ver [417] e [16]) tenta analisar no caso não integrável
(como acabamos de descrever) o que acontece com a medida de probabil-
idade |ψj |2 : M → R, (no espaço x ∈ M) quando j → ∞. Existe uma
similaridade deste procedimento com o descrito anteriormente nesta seção
para o Hamiltoniano integravel descrito pelo oscilador harmonico, mas agora
a situação é bem mais complexa.

O teorema da ergodicidade quântica de Shnirelman, de Verdiere e Zelditch
(ver [113] e [444]) afirma que uma variedade Riemanniana compacta - cujo
fibrado unitário é ergódico para o fluxo geodésico - é tal que a densidade de
probabilidade |ψj |2 : M → R converge fracamente, quando j → ∞, para a
projeção da medida de Liouville projetada em M . Isto ocorre quando a
sequencia de j é escolhida num subconjunto dos números naturais K ⊂ N
de densidade 1 sobre o conjunto dos naturais.

2) O segundo exemplo considera uma part́ıcula que pode se mover livre-
mente no intervalo [0, a], a > 0.

Sendo assim, como não existem forças externas podemos supor que V é
constante igual a zero.

A equação para ψ(x) que é autofunção de H se torna

− ~

2m

d2

dx2
ψ(x) = λψ(x).

Como a part́ıcula quântica deve estar confinada ao intervalo [0, a] é ”nat-
ural”(pelo menos para quem não está familiarizado com o cenário quântico)
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considerar apenas ψ tais que ψ(0) = 0 = ψ(a). Na verdade estamos pen-
sando que no sistema clássico associado a part́ıcula colide com os extremos
e é jogada de volta para dentro do intervalo.

É importante destacar que estamos considerando aqui o operador d2

dx2

definido no espaço de Hilbert H que é o fecho em L2([0, a])(dx) de {ψ :
(0, a) → C de classe C2 tal que ψ(0) = 0 = ψ(a)}.

A função ψ constante igual a zero não nos interessa.
Uma vez encontrada a ψ então, a solução ao longo do tempo seria ψt(x) =

e−i
t
~
λ ψ(x).

A solução geral da equação diferencial de segunda ordem acima é

A cosh(
√

2m|λ|x
~

) +B sinh(
√

2m|λ|x
~

), se λ < 0

A+Bx, se λ = 0,

e

A cos(
√

2mλ
x

~
) +B sin(

√
2mλ

x

~
), se λ > 0,

onde A,B são constantes reais.
A condição ψ(0) = 0 força A a ser nulo. Se λ ≤ 0, então B tem que se

anular, porque f(a) = 0.
Se λ > 0, obtemos ψ = B sin(

√
2mλx~ ). As condições de fronteira fazem

com que λ deve ser necessariamente da forma
√

2mλa~ = nπ, para algum n
natural.

Desta maneira obtemos que os autovalores são da forma

λn =
n2 ~2 π2

2ma2
, n ∈ N

As autofunções ϕn, n ∈ N, correspondentes, já normalizadas, são

ϕn(x) =
sin(

√
2mλn

x
~ )

| sin(
√

2mλn
1
~(.)) |2

=
sin(

√
2mλn

x
~ )√

π n ~
2
√
2mλn

=
sin(

√
2mλn

x
~ )√

a/2
.

Note que esta coleção define um conjunto ortonormal completo no espaço
de Hilbert H em consideração.

Os λn correspondem aos posśıveis ńıveis de energia do sistema
Desta forma se o estado se encontra no ńıvel de energia λ3, a probabili-

dade de encontrá-la na posição x entre [c, d] ⊂ [0, a] é dada por
∫ d

c
|ϕ3(x)|2 dx =

∫ d

c

| sin(
√

2mλn
x
~ )|2√

a/2
dx.
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Na figura 1.12 mostramos o gráfico das três primeiras autofunções ao
quadrado no caso de presente exemplo.

O valor esperado de X será

E(X ) =

∫ a

0
x|ϕ3(x)|2 dx.

A solução geral da equação de Schrödinger será

ψt(x) =

∞∑

n=0

αne
−i t

~
λnϕn(x) =

∞∑

n=0

αne
−i t

~
λn sin(

√
2mλn

x

~
)

1√
a/2

,

onde αn, n ∈ N, são números complexos.
Por exemplo,

ψt(x) = (7 + 3i) e−i
t
~
λ2 sin(

√
2mλ2

x

~
) + (2 − 3i)e−i

t
~
λ5 sin(

√
2mλ5

x

~
)

é uma solução. Este estado vai permitir observar a part́ıcula em ńıveis de
energia λ2 e λ5.

No caso geral, seja V : [0, a] → R cont́ınuo e considere o espaço de
Hilbert L2([0, a], dx) em que assumimos que ψ(0) = 0 = ψ(a).

O estudo dos autovalores e autofunções associados a equação

H(ϕ) = − ~

2m

d2ϕ(x)

d2x
+ V (x)ϕ(x) = λϕ(x)

faz parte do assim chamado problema de Sturm-Liouville. Referimos o leitor
a [215] ou [279] para o estudo do espectro do operador Hamiltoniano H neste
caso.

3) O terceiro exemplo considera uma part́ıcula que pode se mover livre-
mente no ćırculo S1, ou seja, em [0, 2π), onde identificamos 0 e 2π.

Este problema é conceitualmente distinto do anterior. Aqui a part́ıcula
(que digamos se encontra um pouco a esquerda de 2π) poderia ”passar”via
o ponto 2π, de forma cont́ınua para os pontos um pouco maiores que 0
(estamos no ćırculo). O caso anterior descreve uma part́ıcula que ao chegar
ao extremo direito a, ”colide”e volta de forma cont́ınua para dentro do
intervalo [0, a], e, em pontos próximos a a.

Não vamos assumir que ψ(0) = 0 = ψ(2π) mas apenas que ψ(0) = ψ(2π).
Sendo assim, como não existem forças externas podemos supor que V é

constante igual a zero.
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A equação para ψ(x) a autofunção se torna

− ~

2m

d2

dx2
ψ(x) = λψ(x).

Como a part́ıcula quântica deve estar confinada em S1 é ”natural”considerar
apenas os ψ tais que ψ(0) = ψ(2π).

Estamos considerando aqui o operador d2

dx2
definido no espaço de Hilbert

H que é o fecho em L2([0, 2π])(dx) de {ψ : [0, 2π] → C de classe C2 tal que
ψ(0) = ψ(2π)}.

Da mesma maneira como procedemos no exemplo anterior obtemos que
os autovalores, neste caso, são da forma

λn =
n2 ~2

m 2
, n ∈ N.

As autofunções ϕn, φn, n ∈ N, correspondentes, já normalizadas, são

ϕn(x) =
sin(

√
2mλn

x
~ )

| sin(
√

2mλn
1
~ (.)) |2

,

e

φn(x) =
cos(

√
2mλn

x
~ )

| cos(
√

2mλn
1
~ (.)) |2

.

Note que esta coleção define um conjunto ortonormal completo no espaço
de Hilbert H em consideração.

Desta forma a solução geral da equação de Schrödinger será

ψt(x) =
∞∑

n=0

αne
−i t

~
λnϕn(x) +

∞∑

n=0

βne
−i t

~
λnφn(x),

onde αn, βn, n ∈ N, são números complexos.

Conforme mencionamos (de acordo com a pagina 206 e Theorem 2.105 de
[129] por exemplo) antes dado um potencial V em S1, ou seja, V : [0, 1] → R
periódico (isto é: V (0) = V (1)), e de classe C∞, então existe um conjunto
ortonormal completo de autofunções periódicas diferenciáveis ϕn : [0, 1] →
R, n ∈ N para H. As ϕn são ortogonais em relação ao produto interno em
L2(dx), ou seja

∫
ϕn ϕkdx = 0, quando n 6= k. Uma prova deste resultado

aparece em [433].
Não vamos assumir no espaço de Hilbert L2(dx) que ψ(0) = 0 = ψ(1)

mas apenas que ψ(0) = ψ(1).
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O caso descrito acima é apenas um caso particular deste caso em que V
é periódica mas qualquer.

Embora V seja um função limitada e os autovalores de H atingem valores
ilimitados.

Note ainda que ϕn satisfaz a equação diferencial ordinária de segunda
ordem

− ~

2m

d2ϕn(x)

d2x
+ V (x)ϕn(x) = λnϕn(x),

onde V é de classe C∞. Assim, qualquer autofunção é de classe C∞.

Observe que só existe uma autofunção ϕn que é estritamente positiva. De
fato se existissem duas autofunções positivas ϕn e ϕk, então

∫
ϕn ϕk dx 6= 0,

o que seria contradição.

Caberia ainda a possibilidade de haver mais de uma autofunção associado
ao menor autovalor. Vamos elucidar tal questão.

Seja λ0 o menor autovalor. Vamor mostrar na seção 2.3 que qualquer
autofunção ground state ϕ0 minimiza

λ0 =

∫
~2

2m
|dψ
dx

(x) |2 + V (x)|ψ(x)|2 dx, (1.21)

entre os diversos ψ de norma 1.

Ainda, se um certo ψ mimiza tal expressão então será uma autofunção
(e assim de classe C∞)

O espaço natural para tratar tal problema é o das funções ψ de quadrado
integrável tais que

∫
|dψdx d (x) |2 dx < ∞. Este espaço é conhecido como o

espaço de Sobolev H0,1 (mais detalhes em [424]).

Observe que qualquer autofunção ϕn não pode em um dado ponto y
satisfazer simultaneamente ϕn(y) = 0 e ϕ′

n(y) = 0. Isto iria contrariar
o teorema de existencia e unicidade pois a função constante igual a zero
satisfaz a equação diferencial de segunda ordem e as duas condições.

Se houver alguma autofunção ϕ0 que assume valores negativos e positivos
então |ϕ0| também sera minimizante da integral acima (1.21) e assim a
autofunção |ϕ0| atinge o valor 0 em algum ponto y. Como |ϕ0| é diferenciável
(como afirmamos antes qualquer autofunção é de classe C∞) então |ϕ0|′(y) =
0. Isto como vimos no desenvolvimento acima isto não é posśıvel.

Assim a autofunção que é estritamente positiva corresponde ao ground
state.

Suponha que existam duas autofunções reais distintas f1 e f2 associadas
ao menor autovalor λ0. Como

∫
(f21 (x) − f22 (x)) dx = 0, então existe ponto

x0 tal que f21 (x0) − f22 (x0) = 0. Disto segue que f = f1 − f2 é autofunção
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associado ao autovalor λ0 e além disso f(x0) = 0. Como isto não é posśıvel
conclúımos que a multiplicidade do menor autovalor é 1.

O estudo do limite semiclássico do ground state em superf́ıcies aparece
por exemplo em [210].

A equação

H(ϕ) = − ~

2m

d2ϕ(x)

d2x
+ V (x)ϕ(x) = λϕ(x).

e sua relação com a formula de Feymnan-Kac aparece em [326] [397] e
no caṕıtulo 15 em em [253].

n = 0

1

Figura 1.9: Seja ψ0 o ground state do oscilador harmônico. A esquerda seu gráfico e a
direita o gráfico de |ψ0|2

4) Seja A(x) = (aik(x)), i, k = 1, 2..., n, x = (x1, x2, .., xn), matriz
simétrica real positiva definida indexada por x ∈ B ⊂ Rn, que determina
desta forma uma métrica Riemanniana no aberto B do plano Rn, isto é,
|v|x =< v,A(x)v >, onde v ∈ Rn é um vetor tangente com ponto base
x ∈ B, e, <,> é o produto interno canônico (ver seção 2 em [291]).

Isot é < u, v >x= uA(x)v ∈ R, u, v ∈ Rn, onde u é visto como vetor
linha e v como vetor coluna.

As soluções da equação de Euler Lagrange para o Lagrangeano L(x, v) =
m
2 |v|2x são geodésicas da métrica Riemianna. Neste caso o o potencial V é
nulo.

No caso de um Lagrangeano L geral a equação de Euler-Lagrange é dado
pelo sistema de e.d.o. de segunda ordem

∂xiL (x(t), x′(t)) − d

dt
∂viL(x(t), x′(t)) = 0,
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i = 1, 2..., n.

O correspondente operador Laplaciano é

∆F (x1, x2, .., xn) =
1√

det A(x)

n∑

k,i=1

∂

∂xi
(
√

det A(x) aki(x)
∂ F (x)

∂xk
).

Referencias gerais sobre tópicos em Geometria Riemanniana podem ser
encontrados em [75]. O texto [265] cobre na seção II. 3 alguns aspectos
gerais da quantização em variedades Riemannianas.

Se pode considerar mais geralmente uma métrica Riemanniana numa
variedade diferenciável M que define em cada ponto x ∈M para cada vetor
tangente v a M no ponto x um valor |v|2 (ver [75]). A soluções da equação
de Euler-Lagrange são as geodésicas da variedade Riemanniana (ver seção
2 em [291]). Existe uma maneira geral de definir o operador Laplaciano ∆
a partir da métrica Riemanniana (ver [424]).

Dada uma função V : M → R diferenciável se pode considerar o operador
Hamiltoniano H

f → H(f) = − ~2

2m
∆f + V f.

Assim, para ψ : R × M → C obtemos a correspondente equação de
Schrodinger

dψ

dt
= ψ′(t) =

1

i~
H(ψ(t)).

No caso da métrica hiperbólica (ver seção 5 chapter 8 in [424], section
2 em [291] ou [75]) temos que B = {(x, y)| y ≥ 0} é o semi-plano superior
contido em R2, e, para (x, y) ∈ R2

−∆F (x, y) = − y2 (
∂2 F (x, y)

∂2x
+
∂2 F (x, y)

∂2y
)

descreve o operador de Schrodinger quando não existe energia potencial (ou
seja, V = 0).

No caso de se considerar apenas a energia cinética estaremos buscado
autovalores λ do operador de Schrodinger (que são expressos usualmente
como λ = −s (s− 1), onde s é da forma s = 1/2 + iρ, ρ ∈ R).

Sendo assim uma autofunção deve satisfazer

−y2 (
∂2 ψ(x, y)

∂2x
+
∂2 ψ(x, y)

∂2y
) = −s (s− 1)ψ(x, y).
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n = 1

1

Figura 1.10: Seja ψ1 a segunda autofunção do oscilador harmônico. A esquerda seu
gráfico e a direita o gráfico de |ψ1|2

O s-Helgason kernel é definido como

(
y

(x− t)2 + y2
)s,

onde t é um parâmetro real.

Fixada qualquer distribuição f na reta real (ver seção 1.14, mas poderia
ser também um função integrável f : R → R), então

∫
f(t) (

y

(x− t)2 + y2
)s dt = ψ(x, y)

determina uma autofunção de

y2 (
∂2

∂2x
+
∂2

∂2y
),

associada ao autovalor real s (s− 1) [201], [53] ou [296].

No caso de se considerar um superf́ıcie compacta obtida como quociente
de B pela ação de um grupo hiperbólico existirão restrições sobre a dis-
tribuição f para que a autofunção seja automorfa [53] [296].

Referimos o leitor para [255] para resultados gerais sobre o espectro do
operador de Schrodinger em variedades Riemannianas.

5) No caso do sistema estar sob a ação de uma campo eletromagnético
externo devemos considerar uma função A(x) (o termo correspondente a
parte elétrica) e V (x) (o termo correspondente a parte magnética).
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O correspondente Hamiltoniano quantizado será

H =
1

2m
(
~

i

d

dx
− e

c
A)2 + eV,

onde e é a carga da part́ıcula.

A evolução temporal da função de onda ψt será descrita pela equação de
Schrödinger deste potencial. Referimos o leitor para a Section 18 em [196]
ou a seção 3.1 em [15] para um discussão sobre o operador Hamiltoniano
associado a este problema.

O Hamiltoniano do oscilador harmonico unidimensional com termo magnético
e massa m = 1 é

1

2
[ (−i~ d

dx
+ b x)2 + w2 x2],

onde b = − e
c .

Obtemos assim o operador

ϕ→ H(ϕ) =
1

2
[ −~2

d2

dx2
ϕ− b x~i

d

dx
ϕ− ~i

d

dx
(b xϕ) + (b2x2 + w2x2)ϕ ].

Neste caso

e−(w2+ b i) x2 1
2 ~

é autofunçao associada ao autovalor λ = 1
2w ~.

Um interessante estudo da equação

H(ϕ) = − ~

2m

d2ϕ(x)

d2x
+ a(x)

dϕ(x)

dx
+ V (x)ϕ(x) = λϕ(x).

e sua relação com difusões e a formula de Feymnan-Kac aparece em [424],
[326] e também em (5.39) na pagina 225 do caṕıtulo 15 em [253]. Sobre o

espectro ver seção 13 caṕıtulo 15 em [253]. O termo a(x)dϕ(x)dx é denominado
drift (ver Teorema 4.1 na pagina 124 de [162] e expressão (4.1) página 139
em [162]).

O estudo do limite semiclássico do ground state associado a equação
acima aparece em [210].

1.7 Prinćıpio da Incerteza e o Pacote de Onda Gaussiano

Uma das questões que vamos analisar nesta seção é a eventual relação entre
fazer medições simultâneas da posição e do momento de uma part́ıcula que
se encontra num determinado estado.
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n = 2

1

Figura 1.11: Seja ψ2 a terceira autofunção do oscilador harmônico. A esquerda seu
gráfico e a direita o gráfico de |ψ2|2

Definição 1.15. Suponhamos que ψ em H não esteja normalizada. Seja
A : H → H um observável, o valor esperado de A é dado por

Eψ(A) =
〈ψ,Aψ〉
‖ψ‖2

2/a 2/a 2/a

0 0
0 0 0

0 a
Figura 1.12: Exibimos acima o gráfico das três primeiras autofunções ao quadrado no
caso do exemplo 2)

Em Estat́ıstica se está muitas vezes interessado em como estão dispersos
os valores em torno da média. Por exemplo, suponha que esteja fixado a > 0
e consideremos a densidade Gaussiana φa de média espacial x0, e, variância
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a. Desta forma, o valor esperado da posição X é

E(X) =

∫
xφa(x)dx = x0.

Como a norma em L2(R)(dx) de φa é igual a 1, a expressão análoga à
quântica descrita anteriormente seria

Eφa(X) =

∫ √
φa(x)

√
φa(x) x dx = x0.

Vimos anteriormente que quanto menor o valor de a mais está concen-
trada a densidade em tôrno do ponto x0.

No limite, quando a→ 0, a densidade φa vai convergir a Delta Dirac no
ponto x0, Neste caso limite, o x vai estar ”concentrado”totalmente em x0 e
não vai haver dispersão alguma.

A medida de dispersão dos dados x em torno de x0 podem ser medidos
através da expressão normalizada

√∫
(x2 − x20)φa(x) dx =

√∫
x2 φa(x) dx − x20.

Neste caso, o valor acima é igual a a.
As expressões acima fazem sentido para uma densidade qualquer φ ≥ 0,

φ : R → R (tal que
∫
φ(x)dx = 1).

Assim, a média da posição espacial seria

Eφ(X) =

∫
xφ(x)dx.

e, a dispersão em torno da média Eφ(X) seria dada pela expressão
√∫

x2 φ(x) dx − Eφ(X)2.

Quanto maior for este valor mais dispersos estão os valores de x em torno
da média.

Nas figuras 1.13 e 1.14 apresentamos dois casos distintos: o primeiro
mostra o gráfico de uma densidade f que possui pouca dispersão e segundo
com muita dispersão em torno da média.

Estes conceitos tem análogos relevantes também na Mecânica Quântica.

Lembre que dado um operador autoadjunto B e um estado ψ temos que
Eψ(B) =< Bψ,ψ >=

∫
B(ψ)(x)ψ(x) dx.
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f(x)

Figura 1.13: Densidade f(x) com dados que possuem forte concentração em torno da
média.

Definição 1.16. A dispersão de um observável A (autoadjunto portanto)
em um estado ψ é dado por

4ψ(A) = [Eψ(A2) − Eψ(A)2]
1
2 = Eψ[ (A− Eψ(A) I)2 ]

1
2 =

[< (A− Eψ(A) I)2 (ψ) , ψ >]
1
2 =

[< (A− Eψ(A) I)(ψ) , (A− Eψ(A) I) (ψ) > ]
1
2 = | (A − Eψ(A) I)(ψ) |.

Note que

Eψ(A2) − Eψ(A)2 =< ψ,A2(ψ) > − < ψ,A(ψ) >2=

< A(ψ), A(ψ) > − < ψ,A(ψ) >2= |A(ψ) |2− < ψ,A(ψ) >2 .

Ainda, < ψ,A(ψ) >2 ≤ |ψ|2 |A(ψ)|2 = |A(ψ)|2. Logo, Eψ(A2)−Eψ(A)2 ≥
0.

Suponha que preparássemos a part́ıcula num estado ψ, e, fossemos medir
o observável A, então, se a dispersão fosse muito pequena, isto significa que
realizando repetidamente muitas vezes o experimento, observaŕıamos pouca
variabilidade no resultado obtido.

Considere uma part́ıcula quântica descrita pelo estado ψ. Suponha que
ao observar a posição xj, j ∈ {1, 2, .., n}, o valor esperado para o operador
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Xj fosse x0 ∈ R, e, sua dispersão fosse muito pequena, então, com alta
probabilidade a part́ıcula no estado ψ estaria próxima de x0.

Vamos calcular o valor médio e a dispersão para o momento P quando

consideramos ϕn =
√

2
a sin(nπ xa) (que é uma função de onda real difer-

enciável) no caso do exemplo 2) da seção anterior.

Ora, para qualquer ψ ∈ H diferenciável

Eψ(P) =< ψ|Pψ >= −~i

∫ a

0
ψ(x)ψ′(x)dx = −~i

1

2
[ψ(a)2 − ψ(0)2] = 0

Ainda,

4ψ(P)2 = Eψ(P2) − 0 = Eψ(P2).

Note que P2(ϕn) = ~2
√

2
a
n2π2

a2
sin(nπ xa ), assim

4ϕn(P)2 =< ϕn|P2(ϕn) >= ~2
2

a

n2π2

a2

∫ a

0
sin(nπ

x

a
)2 dx =

~2
2

a

n2π2

a2
a

2
= ~2

n2π2

a2
.

Proposição 1.9. 4ψ(A) = 0 ⇐⇒ ψ é autofunção de A.

Demonstração. Seja α autovalor deA, então Aψ = αψ, sendo assim Eψ(A) =
〈ψ,αψ〉
‖ψ‖2 = α.

Desta forma

A(ψ) = Eψ(A)ψ.

Ou seja, o autovalor é Eψ(A).

Suponha que |ψ| = 1.

Temos que por definição Eψ[(A− Eψ(A)I)2] = 4ψ(A)2.

Ora, pela expressão equivalente descrita na definição

4ψ(A)2 = | (A − Eψ(A) I)(ψ) |2 = |A(ψ) − Eψ(A)ψ |2

Portanto, 4ψ(A)2 = 0 ⇐⇒ A(ψ) = Eψ(A)ψ.

�
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Dado um operador A se diz que o estado ψ pode ser medido com
infinita precisão se 4ψ(A)2 = 0. Assim, se o estado ψ for preparado
como uma autofunção de A teremos que ele pode ser medido través
do observável A com precisão infinita. Como vimos antes se A e B
comutam eles podem ser simultaneamente diagonalizáveis. Desta
forma, se ϕn é um autovetor comum a A e B então ele pode ser
medido com precisão infinita simultaneamente pelos observáveis
A e B.

f(x)

Figura 1.14: Densidade f(x) com dados que possuem grande dispersão em torno da
média. Alta probabilidade de encontrar valores bem distantes da média x0,

Lembre que pelo Postulado 4 as observações obtidas de um observável
A só podem tomar valores nos autovalores de A (ou, no espectro).

Desta forma se formos observar A e colocarmos o estado exatamente
numa autofunção ψ de A, então, os valores obtidos serão apenas Eψ(A).

O resultado acima justifica de certo modo o sentido do Postulado 4.
As autofunções são estados sem dispersão, ou seja, estados do qual não
existe ignorância estat́ıstica. Existe, prévio a uma observação, uma grande
indeterminação ou ignorância estat́ıstica. Após a observação, ao se produzir
um determinado autovalor, a nossa ignorância do resultado desapareceu.

Seja ψ um estado, vamos analisar os valores esperados e dispersão dos
observáveis Xj, Pj, j ∈ {1, 2..., n}.
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Denotemos por 〈Xj〉ψ e 〈Pj〉ψ os valores esperados de, respectivamente,
Xj,Pj . Então a dispersão destes operadores pode ser dada pelas seguintes
fórmulas:

(4ψXj)2 = ( 4Xj )2 = 〈 ( Xj − 〈Xj〉ψ I )2 〉ψ
e

(4ψPj)2 = ( 4Pj )2 = 〈 ( Pj − 〈Pj〉ψ I)2 〉ψ.

Note que

(∆ψ(Pj))2 =< Pj(ψ),Pj(ψ) > − < ψ,Pj(ψ) >2=

< P̂j(ψ), P̂j(ψ) > − < ψ̂, P̂j(ψ) >2=

< pjψ̂, pjψ̂ > − < pjψ̂, ψ̂ >
2,

que é também a dispersão da variável clássica pj no estado ψ̂.

Teorema 1.10. (Prinćıpio da incerteza de Heisenberg)
Para todo estado ψ ∈ D(Xj) ∩D(Pj) vale que

4Xj4Pj ≥
~

2

Demonstração. Lembre que i
~ [Pj ,Xk] = δjk I. Vamos supor, sem perda de

generalidade que 〈Xj〉ψ = 〈Pj〉ψ = 0.
Isto pode ser feito porque se < ψ,Xj(ψ) >= aj e < ψ,Pj(ψ) >= bj,

podeŕıamos considerar X̃j = (Xj − aj I) e P̃j = (Pj − bj I). Considerando
agora X̃j e P̃j , o desenvolvimento a seguir poderia ser adaptado a este novo
par de operadores.

Assim, (4Xj)2 = |Xj(ψ)|2 e (4Pj)2 = |Pj(ψ)|2.
Note que para dois operadores autoadjuntos A,B temos que
〈i[A,B]〉ψ = 2 Im〈Aψ,Bψ〉.
De fato,
〈i[A,B]〉ψ = −i〈ψ,ABψ〉 + i〈ψ,BAψ〉 = −i〈Aψ,Bψ〉 + i〈Bψ,Aψ〉 =

= −i(〈Aψ,Bψ〉 − 〈Aψ,Bψ〉) = 2 Im〈Aψ,Bψ〉.
Desta forma, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

1 = 〈ψ,ψ〉 = 〈ψ, i
~

[Pj ,Xj ]ψ〉 =
2

~
Im〈Pjψ,Xjψ〉 ≤

2

~
|〈Pjψ,Xjψ〉| ≤
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2

~
‖Pjψ‖‖Xjψ‖ =

2

~
(4Pj)(4Xj).

Logo, 4Xj4Pj ≥ ~
2 .

�

Como se sabe, Xj e Pj não comutam. Assim, fixado um estado ψ, ao
observar a posição xj e o momento pj temos interferência na observação.
A expressão acima 4Xj4Pj ≥ ~

2 nos fornece uma estimativa numérica do
produto das respectivas dispersões.

Vamos elaborar sobre isto. Se fosse preparado um aparato que colocasse
a part́ıcula no estado ψ, e, se desejássemos medir simultaneamente a posição
xj e o momento pj, então seria válida a expressão 4Xj4Pj ≥ ~

2 . Desta
forma, se consegúıssemos colocar a part́ıcula num estado ψ, de tal forma
que a posição xj esteja muito bem concentrada em torno de x0, então a
medição do momento pj para tal ψ é tal que a dispersão não pode ser muito
pequena.

Por exemplo, se a posição xj fosse descrita por ψ que é a densidade
Gaussiana de media 0 e variância (dispersão) a, então a distribuição da sua
transformada de Fourier seria a densidade Gaussiana de media 0 e variância
(dispersão) ~ 1

a . Note que se a é pequeno , então, ~ 1
a é grande. Este resultado

se torna muito natural aos olhos do Prinćıpio da Incerteza.

A expressão F((2π~)−
n
2 e

i
~
<p0,x>) = δp0(p) (no sentido de distribuições)

indica que podemos pensar, de forma heuŕıstica, em (2π~)−
n
2 e

i
~
<p0,x> como, o

”estado”(infelizmente, não está em L2(Rn)(dx)) que descreve uma part́ıcula
como momento p0 (e, com dispersão de P igual a zero) e tal que a média
de X é igual a zero. A dispersão de X seria, num certo sentido, a máxima
posśıvel. Estas afirmações pictóricas corroboram o prinćıpio da incerteza:
4X grande implica em 4P pequeno, e, vice-versa.

A análise do pacote Gaussiano é um pouco diferente do descrito acima.

Definição 1.17. O estado

ψ(x) =
1

(2πa2)n/4
e

−|x−x0|
2

4 a2 e
i
~
<p0 ,x>.

onde a é real positivo, e, x0, p0 ∈ Rn, é chamado de pacote de ondas
gaussiano. Algumas vezes se usa a terminologia: este estado esta micro-
localizado em (x0, p0). Em função das unidades dimensionais da constante
de Plank é natural tomar a =

√
h/m.
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Referimos o leitor a seção 12.1.2 in [214], [192] e [184] para uma análise
bastante detalhada e com muitos exemplos dos tópicos em consideração.

O pacote de ondas gaussiano satisfaz as seguintes propriedades: 4(X ) =
a, E(X ) = x0, E(P) = p0 (ver (6.9) Chapter 6 page 182 [395]).

Note que

|ψ(x)|2 =
1

(2πa2)n/2
e

−|x−x0|
2

2 a2 =
1

(2π h/m)n/2
em

−|x−x0|
2

2h

é a densidade Gaussiana de média x0 e variância (dispersão) a =
√
h/m.

Assim, quando a massa é grande a dispersão é pequena.
Tal estado é chamado de pacote de onda (ou, pacote Gaussiano) situado

em x0 com dispersão a =
√
h/m. Estes estados minimizam a relação de

incerteza de Heisenberg. Como veremos em breve vale a relação

4(X )4(P) =
~

2
.

Sendo assim, atinge o que melhor se pode esperar (devido ao Prinćıpio da
Incerteza) em termos de boa localização simultaneamente para x em torno
se x0 e ainda para p em torno de p0.

O pacote de onda Gaussiano, para m,x0, p0 = mv, n = 1, é dado por

ψ0(x) =
m

(2π~)1/4
e−

m (x−x0)
2

4 ~ e
im v x

~ ,

Ele descreve o que se entende em Mecânica Quântica por uma par-
t́ıcula centrada em x0, com momento p = mv, e , com dispersão
4ψ0(X ) = a. Como vimos acima o parâmetro a =

√
~/m descreve a dis-

persão em torno de 0. Note que |ψ0(x)|2 determina um distribuição gaus-
siana de variância (dispersão) a =

√
~/m.

Se o pacote Gaussiano tem pequena dispersão a vamos entender isto
como a descrição de uma part́ıcula ”quase”clássica.

Existem outros pacotes de onda importantes. Uma discussão interessan-
te e abrangente aparece em [88].

Vamos analisar a evolução temporal do pacote Gaussiano sob a ação do
Hamiltoniano H0, ou seja, com potencial nulo.

Usando a expressão integral ψt(x) = Kt(ψ0)(x), obtida anteriormente,
podemos calcular (por exemplo via cálculo de reśıduos [95])

ψt(x) =
1

(2π)1/4
( a2[1 +

i~ t

2ma2
])−1/2e

i mx2

2 ~ t e
m2 (x−v t)2 a2

2 im t ~ a2−~2 t2 .
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Segue então que

|ψt(x)|2 =
1√
π

(2 (a2 +
~2 t2

4m2a2
))−1/2 e

− (x−v t)2

2 (a2+ ~2 t2

4m2a2
)
.

Uma conta fácil mostra que

Eψt(X ) = v t =
p

m
t.

Assim, conclúımos que o valor médio da posição da part́ıcula quântica
acompanha o que acontece com a part́ıcula clássica.

A partir da expressão para |ψt(x)|2 acima obtida, conclúımos que otermo

a (1 + ~2 t2

m2a4 )1/2 = 4ψt(X ) representa a dispersão do estado ψt ao longo
do tempo, e, que vai a infinito como t. Desta forma o comportamento da
densidade ψt ao longo do tempo t, quando t fica muito grande, apresenta
uma certa similaridade com o Movimento Browniano [252]. Mais tarde na
seção 2.11 vamos fazer um paralelo da Mecânica Quântica com o Movimento
Browniano e difusões.

Note que segue do descrito acima que 4ψ0(X ) = a =
√

~/m.

Para t fixo o ponto de maior probabilidade de encontrar a part́ıcula
quântica é x = v t. Isto porque o valor da densidade |ψt(x)|2 é máxima
em x = v t. Obtemos assim uma certa analogia como o sistema clássico
associado. De fato, note que se o potencial no sistema Hamiltoniano clássico
for nulo, então a evolução temporal clássica da posição, a partir de uma
condição inicial colocada em x = 0, e, com velocidade v, depois de um
tempo t, será x = v t.

Lembre que F(e
−x2

4a2 e−i
p0
~
x) =

√
2 a
~ e

− a2 (p−p0)

~2 , e, assim, o momento do
estado pacote de onda Gaussiano com média espacial 0, momento p0 e dis-
persão a, no tempo t = 0, é descrito no espaço dos momentos pelo estado

φ(p) = c e
− a2 (p−p0)

~2 ,

onde c é uma constante de normalização. Assim, |φ(p)|2 = c2 e
−2 a2 (p−p0)

~2 .

Desta forma, se a localização do pacote em torno do x = 0 é muito
intensa (pequena dispersão a), seu momento, por outro lado tem grande
dispersão em torno de p0 (se obtém o valor ~

2 a). Assim, 4ψ0(P) = ~
2 a .

Desta forma, a partir das contas feitas acima, temos precisamente que
4ψ0(X )4ψ0(P) = ~

2 . Ou seja, o pacote Gaussianao determina o valor
mı́nimo posśıvel dntro do requerido pelo Prinćıpio da Incerteza.
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Note que a =
√
h/m e na seção 2.16 vamos considerar o limite semiclássico

de um pacote Gaussiano e tal questão será relevante ao tomar m→ ∞ com
~ fixo..

Se considerássemos a famı́lia φt indexada por t dada por

φt(x) = e−(x−vt)2 + i k0(x−vt),

onde k0, v estão fixos, e, t é variável, descreveŕıamos a evolução de um pacote
de ondas não dispersivo. Ou, seja 4(φt) constante, e E(φt) = vt. O pacote
de onda se desloca com velocidade v.

Vamos agora calcular a energia do pacote de ondas Gaussiano no caso
unidimensional. O pacote Gaussiano para x0 = 0 é da forma

ψ0(x) = A expikx−x
2/(2σ)

onde A = 1
(2πa2)1/4

, é a constante de normalização, e ainda k = p
h e σ = 2 a2.

Sabemos que

ψ∗
0(x)ψ0(x) = |A|2 exp−x2/σ =

1√
2π a

exp−x2/σ .

Neste cálculo, precisamos dos valores expĺıcitos das seguintes integrais
∫ ∞

−∞
exp(−x2/σ)dx =

√
2π a

∫ ∞

−∞
exp(−x2/σ)x2dx =

√
π

2
σ3/2

Ora,
H0 ψ(x) = −(~2/2m)(d2/dx2)ψ(x)

= −(~2/2m)[(ik − x/σ)2 − 1/σ]ψ(x)

= (~2/2m)[k2 − x2/σ2 + 2ikx/σ + 1/σ]ψ(x).

Sendo assim,

< H0 >ψ0= (~2/2m)[k2− < x2 >ψ0 /σ
2 + 2ik < x >ψ0 /σ + 1/σ]

= (~2/2m)[(k2 − (1/2σ) + 1/σ]

= (~2/2m)[k2 + 1/(2σ)] = (~2/2m)[ (
p

~
)2 + 1/(4 a2)]
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1.8 Operador densidade

Existe um espécie de dicionário em que os objetos clássicos tem seus cor-
repondentes quânticos. Os pontos no cenário clássico são com deltas Dirac
enquanto que no quântico são estados (a descrição formal da aleatoriedade
da part́ıcula), as funções (observáveis reais) correspondem a operadores au-
toadjuntos e finalmente as probabilidades vão corresponder aos operadores
densidade.

Note que se ϕn for autofunção normalizada do operador Hamiltoniano
H, então ϕn e

ia, a ∈ R, também o será. Ainda, as densidades associadas a
|ϕn|2 e a |ϕn eia|2 são as mesmas. Assim, existe uma certa ambiguidade na
obtenção da densidade a partir da ϕn no caso da part́ıcula estar no ńıvel de
energia λn.

Os operadores densidade, que são uma generalização dos estados (ele-
mentos no espaço de Hilbert H), permitem descrever de forma mais apro-
priada e elegante os conceitos que foram anteriormente analisados [372] [325].

Nesta seção vamos supor que os operadores considerados possuam um
conjunto ortonormal completo.

Seja um operador ρ : H → H que é autoadjunto, e, que possui um
conjunto ortonormal completo enumerável denotado por ϕn, n ∈ N. Vamos
assumir que exista um autovalor mı́nimo. O traço, quando existir, é por
definição, a soma de todos os seus autovalores λn. Os autovalores são sempre
tomados com a indexação em n de tal forma que λn seja não decrescente.
Estamos assumindo que esta soma

∞∑

n=0

λn

seja finita (o que poderia no caso geral não acontecer). Denotamos por Tr
(ρ) (quando existe) o traço do operador ρ. Os operadores ”trace class”(ver
seção 2 cap IX [94] ou seção 3.5 em [27]) serão o objeto da próxima seção e
darão a classe de exemplos de operadores para os quais se consegue calcular
o traço.

Observe que se A é autoadjunto, possui traço e se escreve como

A =

∞∑

n=0

λn Pϕn ,

então o somatório acima é absolutamente convergente, isto é, vale a pro-
priedade

∑∞
n=0 |λn Pϕn | <∞ (lembre que uma operador projeção tem norma

1).
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Fica assim descrito de maneira esquemática o que é o traço.

A definição abaixo é mais apropriada para futuras generalizações.

Definição 1.18. Suponha que o operador ρ : H → H autoadjunto possua
um conjunto ortonormal completo enumerável de autovetores ϕn, n ∈ N,
então o traço é dado por

∑

n

< ϕn, ρ ϕn > .

Mais geralmente, dado um operador A (não necessariamente autoad-
junto) por definição o traço de A é dado por

∑

n

< ϕn, ρ ϕn >

(quando existe) onde ϕn, n ∈ N é um conjunto ortonormal completo. O
fato de que esta bem definido o traço (independente do conjunto ortonormal
completo) será objeto do desenvolvimento subsequente

Se ρ1 e ρ2 são autoadjuntos, então fixado um conjunto ortonormal com-
pleto qualquer φn, n ∈ N, o traço de ρ1 ◦ ρ2 é por definição

∑

n

< φn, (ρ1 ◦ ρ2)φn > .

O fato que está bem definido o traço de ρ1 ◦ ρ2, e independe da escolha
de φn, n ∈ N, está assegurado pelo próximo resultado.

Antes disto observe o seguinte formalismo que é muito útil e que sera
utilizado a seguir.

O operador projeção sobre o vetor unitário v =< v| = |v >∈ H pode ser
expresso na notação de Dirac como Pv = | v >< v |.

Lembre que mostramos na seção de pre-requisitos que

∑

n

|φn >< φn| = I

e também que

< Pψ(φ) , θ > = << φ|ψ > ψ, θ > =

=< φ,ψ >< ψ|θ > = < φ| |ψ >< ψ| |θ >=< ψ|θ >< φ,ψ > (∗).
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Teorema 1.11. Suponha que A e B são autoadjuntos e os traços de A, B,
AB e BA estejam bem definidos. Então

1) O traço de A, definido via a expressão
∑

n < ϕn, Aϕn >, não de-
pende da escolha do conjunto ortonormal completo (mesmo que não seja
constitúıdo por autovetores).

2) Tr (AB) = Tr (BA).

Demonstração. Seja B =
∑

m amPψm , e, ψn, n ∈ N, um conjunto ortonor-
mal completo (assim, dado o operador A podemos escrever < A(φ)| =

∑
m <

A(φ)| |ψm >< ψm|).
Note que o somatório para B é absolutamente convergente.
Note que

∑
m |ψm >< ψm| = I.

Assim, se φn, n ∈ N é outro conjunto ortonormal completo vamos
mostrar primeiro que

∑

n

< φn|(AB)(φn) >=
∑

m

< ψm|(BA)(ψm) > . (1.22)

De fato, (usando (*) acima) temos que

∑

n

< φn|(AB)(φn) >=
∑

n

< A(φn)|B(φn) >=
∑

n

< A(φn), I(B(φn)) >

∑

n

< A(φn)| [
∑

m

|ψm >< ψm| ] (B(φn)) >=

∑

n

∑

m

< A(φn)| |ψm >< ψm| |B(φn) >=

∑

n

∑

m

< ψm|B(φn) >< A(φn)|ψm >=

∑

n

∑

m

< B(ψm)|φn >< φn|A(ψm) >=

∑

n

∑

m

< B(ψm) ( |φn >< φn| ) |A(ψm) >=

∑

m

< B(ψm) (
∑

n

|φn >< φn| ) |A(ψm) >=

∑

m

< B(ψm)| I(A(ψm) ) >=
∑

m

< B(ψm)|A(ψm) >=

∑

m

< ψm|(BA)(ψm) > .
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Acima usamos o fato que
∑

n |φn >< φn| = I.
Note que se dois somários são tais que cada um é absolutamente con-

vergente, então se pode permutar os termos nos somatórios quando se faz o
produto. Esta propriedade foi usada acima.

Para o item 1) tome B = I e assim segue de (1.22) que

∑

n

< φn|A(φn) >=
∑

m

< ψm|A(ψm) > .

O item 2) é consequencia de (1.22) e do item 1).

�

O descrito acima justifica o sentido da última definição.

Note que se ρ1 e ρ2 são autoadjuntos então
∑

n < φn, (ρ1 ◦ ρ2)φn > é
um número real.

Observamos que estamos sendo um pouco informais no tratamento do
traço no caso de dimensão infinita. Como destaca [108] (ver tambem [102])
na seção Precautions 2.2.2 tudo funciona de forma mais simples no caso de
dimensão finita mas cuidados maiores são necessarios em dimensão infinita.

Definição 1.19. Um operador ρ : H → H é dito um operador densidade se
ele é autoadjunto, se possui um conjunto ortonormal completo enumerável
de autovetores, se é positivo, e, ainda, se tem traço igual a 1.

Neste caso todos os autovalores são números reais não negativos e menores
ou iguais a 1.

Operadores da forma
∑

n pn Pϕn , onde ϕn é um conjunto orthonormal
completo, Pϕn são operadores projeção, pn > 0, n ∈ N e

∑
n pn = 1, é um

operador densidade.
Os operadores densidade correpondem na Mecânica Quântica as proba-

bilidades clássicas.
É natural associar o estado ψ - um elemento no espaço de Hilbert - ao

operador densidade Pψ = |ψ >< ψ |.
Note que ψ e ψ ei a, com a real, definem o mesmo Pψ. Em outras palavras

temos que |ψ >< ψ | = |ψ ei a >< ψ ei a |. Ou seja, a ambiguidade do estado
ψ desaparece quando olhamos o problema do ponto de vista de operador
densidade.

Existem operadores densidade que não são projeções. Um operador den-
sidade é uma projeção, se e só se, ρ2 = ρ.
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A matriz

1

2

(
1 + 1√

2
− 1√

2
i

1√
2
i 1 − 1√

2

)

define um operador densidade agindo em H = C2.

Autovalores 3/4 e 1/4

Suponha que H possua um conjunto ortonormal completo enumerável
ϕn, n ∈ N. Seja cn ≥ 0, n ∈ N, sequencia tal que

∑
n cn = 1. Então

é fácil ver que ρ =
∑

n cn Pϕn define um operador densidade. Note que
ρ2 =

∑
n c

2
n Pϕn , e, assim, em geral, não é igual a ρ. Observe também que a

composta de operadores densidade pode não ser um operador densidade.

A igualdade ρ =
∑

n cn Pϕn expressa o fato que ρ é uma mistura dos
operadores projeção Pϕn .

Um operador projeção Pϕ é um operador densidade.

Note que se An, n ∈ N, forem operadores densidade, e, cn são numeros
não negativos tais que

∑
n cn = 1, então

∑
cnAn é um operador densidade.

Assim, o espaço dos operadores densidade é um convexo - neste sentido.

É importante não confundir o vetor
∑

cn ϕn no espaço de Hilbert com
o operador densidade ρ =

∑
n cn Pϕn .

Observação 1.4. Quando o espaço de Hilbert é Cn, os operadores densi-
dades são matrizes densidade complexas n por n. Neste caso, alguns textos
em Informação Quantica (por exemplo [440]) reservam a nomenclatura ve-
tor estado para v = (v1, v2, ..., vn), tal que |v| = 1, e chamam de estado um
matriz densidade. Num certo sentido, um operador densidade descreve uma
certa interferencia entre vetores estados.

Given the Hamiltonian H : Cn → Cn (a self-adjoint matrix) and β > 0,
the thermal state γβ : Cn → Cn is given by

a ∈ Cn → γβ(a) =
e− βH(a)

Tr (e− βH)
.

We say that the density operator γβ is the thermal state associated to H
and β, where β = 1/T > 0, and T is absolute temperature.

Observação 1.5. Um operador densidade é uma projeção, se e só se ρ2 = ρ.
De fato, dado um operador densidade ρ (que pode ser expresso como ρ =∑

n cn Pϕn pelo teorema espectral), então, ρ2 =
∑

n c
2
n Pϕn . Ora, c2n < cn se

0 < cn < 1.



Seção 1.8 Operador densidade 135

Desta forma

Tr (ρ2) ≤ 1. (1.23)

Assim, se ρ2 = ρ (sendo também um operador densidade) então ρ2 deve
ter traço igual a 1, ou seja

∑
n c

2
n = 1. Logo, conclúımos que todos os cn,

menos um deles, tem que ser zero. Assim, ρ é um operador projeção. Ainda,
como se sabe, P 2

ϕ = Pϕ.

♦

Para estimar a intensidade de que quão puro pode ser classificado o
estado ρ podemos calcular o valor Tr (ρ2) - denominado a pureza de ρ. No
caso de matrizes densidade d por d observe que para a matriz ρ = 1

d I de
maxima ”mistura” obtemos o valor Tr (ρ2) = 1

d . (que é o valor de minima
pureza). Para ρ um operador projeção obtemos o valor Tr (ρ2) = 1 que é o
de máxima pureza.

Um operador densidade da forma ρ =
∑

j pjPψj , onde ψj é um conjunto
orthonormal completo, é sempre limitado, de fato, se v =

∑
j cjψj, é tal que

tem norma 1, então

|ρ(v)|2 =< ρ(v), ρ(v) >=<
∑

j

pjvjψj,
∑

r

prvrψr >=

∑

j

p2j |vj |2 ≤
∑

j

pj|vj |2 ≤
∑

j

|vj |2 = 1.

Observação 1.6. Quando o espaço de Hilbert tem dimensão finita e os
operadores são descritos por A : Cn → Cn, fixada uma base orthonormal
cj ∈ Cn, j = 1, ..., n, é natural trabalhar com matrizes complexas n por n.

Um observavel é naturalmente descrito por um operador autoadjunto
A : Cn → Cn; pode ser descrito por uma matriz autoadjunta. Suponha que o
operador A tenha a decomposição espectral A =

∑n
j=1 λj Pcj , λj ∈ R. Dado

um estado ψ ∈ Cn, tal que |ψ| = 1, é natural expressar ψ =
∑n

j=1 αj cj ∈ Cn,

onde
∑n

j=1 |αj |2 = 1. Sendo assim, a probabilidade de observar λj é |αj |2,
supondo que o sistema quantico esteja sob o estado ψ.

Um caso extremo é quando

ψ =
n∑

j=1

αj cj é tal que todos αj menos um, digamos αj̃, é zero. (1.24)
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Neste caso resulta que a unica obervação para A, sob o estado ψ, seria
o autovalor λj̃. Esta situação determińıstica não é natural do ponto de
vista quântico e vamos evitá-la (sem mencionar).

Um operador densidade ρ tem a decomposição espectral ρ =
∑n

j=1 pj Pcj ,
onde pj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n,

∑
pj = 1, e cj ∈ Cn, é um conjunto orthonormal.

Quando tratamos do L2(dx) o estado ψ tinha domı́nio R e imagem em
C. A maneira natural de se pensar na presente situação é que um estado
ψ ∈ Cn é na verdade uma função ψ : {1, 2, .., n} → C. A probabilidade de
observar λj seria na verdade a probabilidade de ocorrer j ∈ {1, 2, ..., n}.

Os operadores densidade ρ : Cn → Cn generalizam o conceito de estado
ψ : {1, 2, ..., n} → C. Ou, de outro ponto de vista, generalizam os operadores
projeção Pv, v ∈ Cn.

♦

Observação 1.7. No conjunto das matrizes complexas MN , N ∈ N, se pode
definir o produto interno de matrizes via

≺ A,B � = Traço (AB∗),

onde A,B ∈MN . Este produto interno é linear na primeira variável.
Este produto interno torna MN um espaço de Hilbert de dimesão finita.

Adaptando a prova clássica se pode mostrar que vale a desigualdade de
Cauchy-Schwarz

| ≺ A,B � |2 ≤ ≺ A,A � ≺ B,B � . (1.25)

Além disso, a igualdade na expressão acima ocorre, se e só se, A = cB,
para algum escalar c ∈ C.

Ainda, ||A|| = | ≺ A,A � |1/2 é uma norma;

se ||A|| = 0, então A = 0. (1.26)

♦

Os operadores densidade generalizam o conceito de estado (sua evolução
temporal se encaixa de forma mais natural sob o ponto de vista de evolução
de operadores).

Note que se ρ é um operador densidade então

ρ(t) = e− t i
~
H ρ et

i
~
H
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é autoadjunto, é positivo e tem traço 1 (demonstração ao fim desta seção).
Assim, ρ(t), t ≥ 0, descreveria a evolução de um operador densidade

inicial ρ0 através do fluxo descrito acima, e que se denomina de evolução
pela formulação de Schrodinger.

Neste caso, d
dtρt = −1

~ i[H, ρ(t)]. Assim o gerador infinitesimal seria ρ→
−1

~ i[H, ρ].
Fixados A0 e ρ0 iniciais, obtemos a dualidade das evoluções temporais

< A(t), ρ0 >=< A0, ρ(t) > .

Em Mecânica Estat́ıstica Quântica, como veremos nas seções 1.10 e 2.12,
estaremos interessados, prioritariamente, em operadores densidade. Lá vai
ser muito útil o fato que o operador H, e a incógnita do problema (que é um
operador densidade e que faz o papel de um estado de Gibbs), sejam ambos
operadores.

Os operadores densidade desempenham o papel das probabilidades na
Teoria da Probabilidade. No nosso contexto, eles permitem capturar as
interferências entre as distintas possibilidades. Se o espaço de Hilbert H
fosse o C3, por exemplo, então, o operador autoadjunto geral é descrito
por uma matriz A, três por três, com entradas complexas tal que a matriz
transposta conjugada de A é igual a A (ver[282]). Um operador densidade é
uma matriz positiva tal que a soma dos autovalores dá o valor 1. Sistemas
desta forma aparecem de maneira natural em Computação Quântica (ver
[338] [43] [41]).

Por exemplo, a matriz

P =




p1 0 0
0 p2 0
0 0 p3


 ,

onde p1, p2, p3 são reais não negativos, e, somam 1 é um exemplo de operador
densidade

O mundo da Probabilidade, ou, da Mecânica Estat́ıstica, num certo sen-
tido, está ”mergulhado”no cenário Quântico, através das matrizes diagonais.

Muitas vezes os estados que somos levados a considerar são um mistura
de estados ϕn que são autofunções do operador Hamiltoniano H.

Por exemplo, em algumas situações podemos ser levados a considerar dois
operadores projeção PF1 e PF2 , F1, F2 ∈ H, que atuam simultaneamente em
estados ψ e que produzem novos estados PF1(ψ) e PF2(ψ). Suponha que por
alguma razão eles são produzidos com probabilidade 1/3 de sofrerem um
processo de medição via PF1(ψ), e, 2/3 de sofrerem um processo de medição
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via PF2(ψ). Por alguma razão de natureza f́ısica eles vão estar sujeitos a uma
observação subsequente A (sobre os outputs produzidos PF1(ψ) e PF2(ψ)).
Fixado ψ, temos que 1/3PF1(ψ) + 2/3PF2(ψ) é de fato uma função de onda
que pode ser normalizada (e resultar num novo estado), mas isto não tem
nada a ver com a questão em análise. No problema descrito acima existe uma
ignorância de qual output vai agir o observável A. Esta situação não pode
ser caracterizada pelo ponto de vista anterior em que apenas considerávamos
estados (ou seja, elementos no espaço de Hilbert H de norma 1). O ponto
sutil é: o operador 1/3PF1 +2/3PF2 descreve esta ignorância (ou, incerteza).

Note também que 1/3PF1 + 2/3PF2 é, conceitualmente falando, distinto
de ψ = 1/3F1 + 2/3F2, ou, mesmo de P1/3F1+2/3F2

.

Como dissemos antes um operador densidade deve ser encarado como a
generalização natural ao sistema quântico (a ńıvel de operadores) do conceito
de probabilidade.

Um observavel é naturalmente descrito por um operador autoadjunto
A : Cn → Cn. Fixada uma base em Cn ele pode ser descrito por uma matriz
autoadjunta.

Definição 1.20. Dado um observável A, por definição, Tr(ρA) é o valor
esperado de A quando o sistema quântico é descrito pelo operador densidade
ρ. É usual denotar tal valor por < A >ρ ou Eρ(A).

Definição 1.21. Dado v ∈ Cn, por definição, Tr(ρPv), onde Pv é a projeção
em v, é o valor esperado de v quando o sistema quântico é descrito pelo
operador densidade ρ. É usual denotar tal valor por < v >ρ ou Eρ(v).

Os operadores autoadjuntos desempenham na Mecânica Quântica o pa-
pel das funções na Teoria da Probabilidade. Assim, Eρ(A) corresponde a
”integrar”a ”função”A em relação a ”probabilidade”ρ.

Lembre que Tr(Aρ) = Tr(ρA). Ainda, note que se ρ e A comutassem
(assim seriam simultaneamente diagonalizáveis), na forma ρ =

∑
n λn Pϕn e

A =
∑

n cn Pϕn , então, Tr (ρA) =
∑

n cnλn.

Se ρ = Pψ, para um estado ψ, então Tr(Pψ A) =< Aψ |ψ >. Assim,
o conceito de valor esperado para operador é uma extensão daquele para
estados.

De fato, supondo que ψ =
∑

n anφn, temos quem pelo item 1) do Teo-
rema 1.11

Tr(Pψ A) =
∑

n

< (Pψ A)φn |φn >=
∑

n

< ψ |φn >< Aφn |ψ >=
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∑

n

an < Aφn |ψ >=< A
∑

n

an φn |ψ >=< A(ψ), ψ >= Eψ(A).

Desta forma a extensão do conceito está justificada.

Vamos apresentar uma interpretação do significado da ação de um oper-
ador densidade ρ sobre um observável A.

A uma densidade ρ =
∑

j pjPψj podemos associar as probabilidades das
medições λi a serem obtidas quando aplicamos o observável A =

∑
i Pviλi

da seguinte maneira: suponha ψj =
∑

i cjivi onde {vi} é a base ortonormal
de autovetores de A.

Então podemos dizer que o observável A associa a ρ a probabilidade∑
j pj |cji|2 da medição λi ser obtida.
Lembre que Pψ(v) =< v,ψ > ψ.
Note que a interpretação acima é justificada pelo fato de que

Tr(Aρ) = Tr(A(
∑

j pjPψj )) =
∑

j pjTr(APψj )) =
∑

j pj
∑

i |cji|2λi =∑
i(
∑

j pj|cji|2)λi.

Olhando as expressões ψj =
∑

i cjivi e
∑

j pj|cji|2 seria razoável pensar

que |cji|2 descreve a probabilidade de ψj passar a vi.

Observação 1.8. O desenvolvimento acima mostra que se ρ é operador
densidade e A é operador positivo, então Tr(Aρ) = Eρ(A) é um número
positivo.

♦

Seja A um operador autoadjunto e ρ operador densidade (ambos agindo
no mesmo espaço de Hilbert).

Suponhamos que o espectro de A seja contituido apenas por autovalores
e com cardinalidade finita, ou seja, σ(A) = {λ1, λ2, .., λn}.

Os valores observados de A =
∑

j λjPφj são os elementos do espectro.

A regra de Born é a seguinte: se o sistema é descrito pelo operador
densidade ρ e se fazem medições (que são descritas pelo operador A) então
a probabilidade de se observar λj é

PA(λj) = Traço (ρPφj ),

onde Pφj é o operador projeção no espaço de autovetores associados ao
autovalor λj .
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Um exemplo para esclarecer o leitor sobre o assunto: para um sistema
quântico que se encontra em equiĺıbrio termodinâmico com um reservatório
de calor, se sabe que este ocupa ńıveis de energia (e assim, determina difer-
entes estados no espaço de Hilbert H) de acordo com uma certa distribuição
de probabilidade (nestes ńıveis) de acordo com a assim chamada Lei de
Boltzmann. Vamos elaborar sobre isto mais tarde na seção 1.10 e 2.12. É
natural assim tratar com operadores densidade e não com estados.

Considere o exemplo em que H = C3, e que o operador densidade é
diagonal

P =




p1 0 0
0 p2 0
0 0 p3


 .

Um observável B é uma matriz autoadjunta. Assuma que B é diagonal:

B =




b1 0 0
0 b2 0
0 0 b3,


 .

onde b1, b2, b3 são reais.

Note agora que traço (BA)= p1 b1 + p2 b2 + p3 b3. Esta expressão pode
ser entendida como a integral da função b : {1, 2, 3} → R, tal que b(i) = bi,
i = 1, 2, 3, em relação a probabilidade P em {1, 2, 3}, associada ao valores
p1, p2, p3. Assim, a expressão Tr(Bρ) = Eρ(B), que descreve a integração
do observável B em relação ao operador densidade ρ, é uma generalização
natural do cenário probabiĺıstico.

Fica claro então que o cenário probabiĺıstico se encontra dentro do cenário
quântico via as matrizes diagonais. As matrizes complexas não diagonais
permitem descrever as interferências (componente fundamental na Mecânica
Quântica).

O conjunto dos operadores densidade é um conjunto convexo. De fato,
suponha que ρ1 e ρ2 sejam operadores densidade e

ρ = aρ1 + (1 − a) ρ2,

onde a ∈ [0, 1]. Então, ρ∗ = aρ∗1 + (1−a) ρ∗2 = aρ1 + (1−a) ρ2 o que implica
que ρ é autoadjunto.

Ainda, < ρ(v), v >=< (aρ1 + (1 − a) ρ2)(v), v >= a < ρ1(v), v > +(1 −
a) < ρ2(v), v >≥ 0.
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Definição 1.22. Um operador densidade ρ é dito ser um estado puro se
ele não pode ser escrito como combinação convexa não trivial de outros
operadores densidade. Ou seja, se ρ nao pode ser escrito como

ρ = aM1 + (1 − a)M2,

onde 0 < a < 1, e M1 e M2 são operadores densidade.

Teorema 1.12. O conjunto dos operadores densidades que são estados
puros é o conjunto dos operadores projeção.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que operadores projeção são esta-
dos puros.

Seja ψ no espaço de Hilbert H e suponha por contradição que consider-
emos a combinação convexa

|ψ >< ψ| = Pψ = aM1 + (1 − a)M2,

onde, 0 < a < 1 e M1 6= M2, e ainda diferentes de Pψ.
Seja F o subespaço unidimensional gerado por ψ.
Considere a decomposiçao H = F + F⊥.
Dado vetor qualquer ϕ ∈ F⊥

0 =< Pψ(ϕ), ϕ >= a < M1(ϕ), ϕ > +(1 − a) < M2(ϕ), ϕ > .

Como M1 and M2 são operadores positivos, temos que < M1(ϕ), ϕ >=
0 =< M2(ϕ), ϕ > .

Consider um conjunto ortonormal ϕ1, ϕ2, ϕ3, ... tal que ϕ1 = ψ e os
outros ϕ2, ϕ3, ϕ4, ... formam um conjunto ortonormal completo para F⊥.

Então, segue que

1 = Tr(M1) =< M1(ψ), ψ > +
∑

j

< M1(ϕj), ϕj >=< M1(ψ), ψ > .

De forma similar obtemos que Tr (M1Pψ) = Tr (M1) = 1, e assim
≺ M1, Pψ �= 1. Como ≺ Pψ, Pψ �= 1 e a partir de (1.23), temos que
≺M1,M1 �≤ 1, então a desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver (1.25))

1 = | ≺M1Pψ � |2 ≤≺ Pψ, Pψ � ≺M1,M1 �≤ 1,

resulta ser uma igualdade, logo M1 = c Pψ , para algum c. Como M1 tem
traço 1 resulta que M1 = Pψ. Desta forma obtemos uma contradição. Logo
Pψ não pode ser expresso como combinação convexa não trivial.
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Considere agora um operador densidade ρ que é um estado puro. Seja
ρ =

∑
n≥0 λn Pϕn sua decomposição espectral. Como ele é positivo e seu

traço é igual a 1, temos que λn ≥ 0, e
∑

n λn = 1. Suponha que exis-
tam λi e λj não nulos. Assim, ρ = λiPϕi +

∑
n 6=i λn Pϕn = λiPϕi + (1 −

λi) [ 1
1−λi

∑
n 6=i λn Pϕn ]. Como ρ é puro temos contradição.

�

Um operador densidade pode sempre ser expresso na forma

ρ =
∑

n

λn Pϕn ,

onde ϕn é um conjunto ortonormal completo enumerável. Os λn devem
ser encarados como probabilidades e somam 1. Assim ρ pode ser expresso
como combinação de estados puros. Note que ρ pode ser expresso - via um
somatorio como acima - de infinitas formas diversas. De fato, note que se
ρ(ϕ3) = λ3ϕ3, então ρ(θ ϕ3) = λ3(θϕ3), onde |θ| = 1. Assim existem varias
posśıveis escolhas para Pϕ3 . Os λn são únicos.

De qualquer maneira, se pode sempre escrever ρ na forma

ρ =
∑

n

pn Pϕn ,

onde,
∑

n pn = 1; assumindo sempre que os pn já estão ordenados de forma
monótona como p1 ≥ p2 ≥ p3 ≥ ... ≥ pn ≥ ..., onde pn → 0.

É facil ver que em dimensão finita o conjunto dos operadores densidade
é um compacto.

Fixado um operador Hamiltoniano H, nesta formulação mais geral (via
operadores e não via elementos em L2), consideramos um operador densi-
dade inicial ρ0 no tempo t = 0, e, desejamos descrever a evolução temporal
do operador ρt que satisfaz a equação

i~
d

dt
ρt = [H, ρt].

A derivação em t acima usa a estrutura de espaço de Banach dos oper-
adores limitados com a norma de operadores.

Esta equação generaliza i~ψ′(t) = H(ψ(t)).
A solução de forma expĺıcita é

ρt = e−t
i
~
H ρ0 e

t i
~
H.
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Note que se ρ0 é um operador densidade, então, o ρt dado pela expressão
acima também é um operador densidade.

A formulação acima é consistente com a anterior. De fato, se ρ0 = Pψ0 ,
onde ψ0 ∈ H é um estado, então, se ψt satisfaz a equação de Schrödinger
como condição inicial ψ0, temos que

ψ(t) = et
1
i~

H(ψ0) = e−t i
1
~
H(ψ0).

Vamos mostrar que para todo t ≥ 0 vale ρt = Pψt .
Ora, Pψ(t) = |ψ(t) >< ψ(t)|, satisfaz para qualquer φ, η

< η|Pψ(t)(φ) >=< η|ψ(t) > < ψ(t)|φ > .

Note que

Pψ0 |et
i
~
Hφ >= |ψ0 >< ψ0|et

i
~
Hφ >= |ψ0 >< e−t

i
~
Hψ0|φ >= |ψ0 >< ψ(t), φ > .

Por outro lado como e−t
i
~
H|ψ0 >= |e−t i~ H ψ0 >

< η|e−t i~ H Pψ0 e
t i
~
H(φ) >=< η|ψ(t) >< ψ(t)|φ > .

Como as duas expressões são as mesmas para todo ψ e η conclúımos que
para todo t vale Pψ(t) = ρt.

Desta forma fica mais uma vez natural pensar que a evolução temporal
de operadores (formulação de Heisenberg) generaliza a evolução temporal
de estados (formulação de Schrödinger).

Dado o operador densidade ψ2, o operador ψ = Hψ2 descreve a densi-
dade de transicão de ψ2 pela ação do operador H.

Dados dois operadores densidade ψ1, ψ2 e um operador Hamiltoniano H,
o valor

< ψ1 |Hψ2 >

descreve a intensidade da transição Hψ2.
Acima estamos usando o produto interno agindo nas matrizes.
Dados dois operadores densidade ψ1, ψ2 dizemos que são separáveis por

uma regra de seleção se existe um operador Hamiltoniano H tal que

< ψ1 |Hψ2 >= 0.

Neste caso se diz que a transição de ψ1 a ψ2 é proibida através de H.
Dizemos que ψ1, ψ2 são separáveis por uma regra de superseleção se para

qualquer operador autoadjunto A vale

< ψ1 |Aψ2 >= 0.
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1.9 Operadores Trace Class

Uma ótima referencia para os assuntos desta seção e da próxima é [27] e
Seção 4.2 em [334].

Todo operador autoadjunto positivo A possui uma raiz quadrada B, isto
é, existe um operador B tal que B2 = A (ver final da seção de pre-requisitos).

Dado um operador ρ : H → H no espaço de Hilbert H sempre temos que
o operador ρ∗ρ é positivo.

Assim, como ρ ρ∗ é um operador autoadjunto positivo ele possui raiz
quadrada (ρ ρ∗)1/2. Isto é ( (ρ ρ∗)1/2 )2 = (

√
ρ ρ∗)2 = ρ ρ∗.

Notação: |ρ| =
√
ρ∗ρ. Então o operador |ρ| generaliza o conceito de

módulo de um número complexo (que é sempre um numero não negativo).

Da mesma forma

〈ρ∗ρφ, φ〉 = 〈ρφ, ρφ〉 ≥ 0,∀φ ∈ H.

No caso em que ρ : H → H é limitado podemos definir alternativamente o
operador positivo |ρ| =

√
ρ∗ρ via série de potências [94] [378].

Definição 1.23. Um operador limitado ρ : H → H é dito trace class oper-
ator se para qualquer base ortonormal {ψj} de H vale que

∑

j

| 〈ψj , |ρ|ψj〉 | <∞.

Neste caso podemos definir, dada a base {ψj}, o traço do operador ρ
como sendo

trρ =
∑

j

〈ψj , ρψj〉 .

Esta definição não depende da escolha do conjunto ortonormal completo
escolhido em H (ver definição 3.4.2 em [27]).

Exemplo 1.3. Seja A : H → H um operador com espectro puramente
pontual, σ (A) = σp (A). Sejam ψn e En os autovetores de A e seu respectivos
autovalores. Se En ≥ 0 então A é trace class se e só se

∑

j

〈ψj, |A|ψj〉 <∞ ⇔
∑

j

〈ψj , |Ej |ψj〉 <∞ ⇔
∑

j

Ej <∞.

♦
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Os operadores trace class formam um espaço de Banach com a norma

‖A‖1 = tr |A| = tr(AA∗)1/2 =
∑

j

〈
ψj , (AA∗)1/2ψj

〉

que satisfaz as propriedades:

1. tr (αA+ βB) = αtrA+ βtrB, ∀α, β ∈ C e ∀A,B trace class;

2. se ρ é trace class e A é um operador limitado então ρA e Aρ são trace
class e trρA = trAρ.

Seja A : H → H um operador limitado, auto-adjunto, com espectro
puramente pontual. Sejam também E0 ≤ E1 ≤ ... os autovalores de A e ψn,
n = 0, 1, ..., os respectivos autovetores que formam um conjunto ortonormal
completo. Se f : R → C é uma função anaĺıtica temos

Proposição 1.13. f (A) é trace class e

trf (A) =
∑

j

f (Ej)

se a série converge absolutamente.

Demonstração. Supondo que a série
∑

j f (Ej) é absolutamente conver-
gente temos

∑

j

〈ψj , |f (A) |ψj〉 =
∑

j

〈ψj , |f (Ej) |ψj〉 =
∑

j

|f (Ej) | <∞

de modo que f (A) é trace class e portanto podemos calcular o traço

trf (A) =
∑

j

〈ψj, f (A)ψj〉 =
∑

j

f (Ej) .

Proposição 1.14. Seja K : [a, b]2 → C uma função cont́ınua tal que
K(x, y) = K(y, x). O operador K : L2 ([a, b]) → L2 ([a, b]) definido por

(Kf) (x) =

∫ b

a
K (x, y) f (y) dy

é autoadjunto, e, é trace class. Ainda, vale

trK =

∫ b

a
K (x, x) dx.
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Demonstração.
O operador K é compacto (ver seção X.2 [439] e Teorema 3.4.4 em [27]).
Seja ϕn, n ∈ N, conjunto enumerável completo de autovetores para K.

Sejam ainda, λn, n ∈ N, os respectivos autovalores.
Seja B(x, y) =

∑
n λn ϕn(x)ϕn(y).

Considere o operador B tal que

(Bf) (x) =

∫ b

a
B (x, y) f (y) dy.

Ora, para cada k fixo

(Bϕk) (x) =
∫ b

a

∑

n

λn ϕn(x)ϕn(y)ϕk (y) dy =
∑

n

λn ϕn(x)

∫ b

a

ϕn(y)ϕk (y) dy =

∑

n

λn ϕn(x)< ϕn, ϕk > = λk ϕk(x)

Como os ϕk, k ∈ N, geram o espaço de Hilbert, então, K = B. Logo,
podemos assumir que K = B.

Ora,
∫ b

a

K(x, x)dx =

∫ b

a

∑

n

λn ϕn(x)ϕn(x)dx =
∑

n

λn < ϕn, ϕn >=
∑

n

λn = trK.

Referimos o leitor a seção 9.2.2 em [107] para um discussão mais profunda
sobre os tópicos que estamos superficialmente abordando.

Proposição 1.15. Seja K : R2 → C uma função cont́ınua tal que K(x, y) =
K(y, x). Suponha que

∫ ∫
|K(x, y)|2dx dy < ∞. O operador K : L2 (R) →

L2 (R) definido por

(Kf) (x) =

∫
K (x, y) f (y) dy

é autoadjunto, e, é trace class. Ainda, vale

trK =

∫
K (x, x) dx.

A demonstração é semelhante ao caso anterior.

Sendo assim, se um certo operador pode ser descrito via um operador in-
tegral obteremos automaticamente uma forma simples de calcular seu traço.
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Definição 1.24. Um operador limitado K é dito de Hilbert-Schmidt se K∗K
é trace class.

Proposição 1.16. Um operador integral K em L2
(
Rd
)
com núcleo K ∈

L2
(
Rd × Rd

)
é de Hilbert-Schmidt, e

trK∗K =

∫

Rd×Rd
|K (x, y) |2dxdy.

Referimos o leitor a [27] para maiores detalhes sobre operadores do tipo
Hilbert-Schimdt.

O valor
∑

k∈N < ek, A(ek) >, denotado por τ(A) é chamado neste caso
de traço A.

Um espaço de Hilbert é separável se ele admite uma conjunto ortonomal
completo (enumerável).

Definição 1.25. Um operador autoadjunto A agindo num espaco de Hilbert
separável H é chamado Hilbert-Schmidt (ver [372] section IV.8), se a soma

∑

k∈N
λ2k

converge.

Teorema 1.17. Um operador A definido num espaço de Hilbert separável
H é Hilbert-Schmidt, se e só se, A∗A é trace class.

Teorema 1.18. Suponha que {e1, e2, ...} é um conjunto ortonormal em H.Se

A(.) =
∑

k

|ek > λk < ek| . >,

onde λk ≥ 0, tr(A) < ∞, e A0 é um operador limitado, então A0A é trace
class.

Considere V o conjunto dos operadores trace class no espaço de Hilbert
L2(M,C) com norma |u|1 = trace

√
u∗ u = tr(

√
u∗ u). Fica assim definido

um espaço vetorial completo (ver [62]). Note que mesmo que u não seja
positivo, temos que uu∗ está bem definido, é positivo e tem raiz quadrada.
Denote por K o conjunto dos operadores trace class. Note que se u ∈ K,
então tr(u) = |u|1. Lembre que tr(AB) = tr(BA). Sabemos que se u ∈ K
então ele é operador densidade no caso em que tr(u) = 1.

Note que tr : V → R é um operator linear.
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Seja H um espaço de Hilbert e V o conjunto dos operadores tipo Hilbert-
Schmitd com a norma |A|2 =

√
tr(A∗A).

Defina < A,B >= tr(A∗B) para A,B ∈ V . São válidas quase todas a
propriedades para que <,> seja produto interno. (ver seção 6 em [174])

É natural considerar a seguinte analogia: os operadores trace class (com
a norma | . |1) correpondem ao espaço L1 e os operadores Hilbert-Schmitd
(com a norma | . |2) ao espaço L2.

Lembramos que um conjunto C num espaço vetorial é um cone se cada
elemento x ∈ C é tal que toda vez que o escalar λ > 0, então λx está
tambem em C.

O conjunto K de operadores positivos é um cone (ver [62]).

Proposição 1.19. [107] Todo operador trace-class num espaço de Hilbert é
tipo Hilbert-Schmidt.

1.10 Mecânica Estat́ıstica Quântica

Existe um generalização natural da Mecânica Estat́ıstica ao cenário dos
sistemas quânticos (ver por exemplo [62] [191] [196] [325] [339]). As medidas
de Gibbs vão corresponder aos estados KMS.

Na seção 3 em [360] o autor descreve de forma resumida Mecânica Es-
tat́ıstica Quântica para espaços de Hilbert de dimensão finita.

Primeiro, para motivar o problema no cenário quantico apresentaremos
o modelo mais simples que ocorre na Mecânica Estat́ıstica. Considere um
sistema f́ısico com estados {1, . . . , n}, e sejam −U1, · · · − Un as energias
desses estados, respectivamente. Suponha que colocamos o sistema em con-
tato com uma fonte de calor muito maior, que está a uma temperatura T .
Sendo assim, a energia irá transitar entre o sistema original e a fonte de
calor, e a temperatura T permanecerá constante, pois a fonte tem ordem de
grandeza muito maior que o nosso sistema. O problema f́ısico que estamos
considerando não é determińıstico, e nós podemos apenas falar da proba-
bilidade de um certo estado fixo, digamos j, ocorrer, onde j ∈ {1, 2, .., n}.
Apos esperar que o sistema se encontre em equilibrio, se realizarmos uma
sequência de observações, notaremos que o estado j irá ocorrer numa deter-
minda proporção de vezes.

Por exemplo, se fizermos 1000 observações e em 112 delas aparece o
estado 2, diremos que existe evidência de que 2 tem probabilidade P2 = 112

1000 .

Então o que queremos saber, para cada j, é o valor dessa proporção
quando o número de observações vai a infinito. É um fato conhecido da
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Mecânica Estat́ıstica (a partir de observações do fenômeno f́ısico) que a
probabilidade Pj de que o estado j ocorra é dado pela distribuição de
Gibbs ou medida de Gibbs:

Pj =
e−BUj∑n
i=1 e

−BUi j ∈ {1, ...., n},

onde B = 1
kT e k é uma constante, chamada constante de Boltzmann.

Uma formulação variacional do que foi dito acima pode ser feita da
seguinte maneira. Seja

F (p1, . . . , pn) = −
n∑

i=1

pi log pi −
n∑

i=1

piBUi

definida no simplexo em Rn dado por

Λ =

{
(p1, . . . , pn) : pi ≥ 0, i ∈ {1, ..., n},

n∑

i=1

pi = 1

}

Usando multiplicadores de Lagrange, podemos mostrar que o máximo de F
no simplexo Λ é obtido em

Pj =
e−BUj∑n
i=1 e

−BUi j ∈ {1, . . . , n},

ou seja, de acordo com o valor Pj dado acima.
De fato, basta resolver em p1, p2, .., pn a equação

λ(1, 1, ..., 1) = (−(1 + log p1) − βU1 , ..., −(1 + log pn) − βUn),

onde λ ∈ R (usando o fato que
∑

j pj = 1.)
A função

S(p1, . . . , pn) = −
n∑

i=1

pi log pi

é a entropia da distribuição (p1, ...., pn). Defina

U(p1, ...., pn) = −
n∑

i=1

piUi

como sendo a energia média. Então podemos dizer que a distribuição de
Gibbs maximiza o valor

S(p1, ..., pn) − BU(p1, ...., pn)
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Nesse contexto, a expressão S −BU é o que chamaremos de energia livre.
Logo, podemos dizer que a natureza maximiza a energia livre acima definida
(ou, alternativamente, minimiza - ver [299] - a Helmholtz free energy BU −
S). Quando fazemos a temperatura T tender a +∞, isto é, se B tender
a 0, vamos nos aproximar de um problema em que apenas se maximiza a
entropia.

Alternativamente, podemos também dizer que o estado de Gibbs mini-
miza −(S −BU), chamado de Helmholtz free energy (conforme [294])

Na seção 2.12 vamos descrever um exemplo interessante em que a teoria
acima é descrita com bastante detalhes.

Após a análise do sistema mais simples como o descrito acima, vamos
considerar sua generalização ao caso quântico. A teoria que trata deste
assunto se chama Mecânica Estat́ıstica Quântica [62].

Definição 1.26. Dado um operador densidade ρ =
∑

n pn Pϕn definimos a
entropia de von Neumann de ρ como

S(ρ) = −Tr (ρ log ρ),

onde log ρ é o operador

log ρ =
∑

n

(log pn)Pϕn .

Podemos escrever de forma alternativa

S(ρ) = −
∑

n

pn log pn.

A entropia de um estado puro (um operador projeção) é sempre nula,
ou seja, a menor possivel.

No caso bidmensional um ρ da forma ρ = 1/2Pψ1 + 1/2Pψ2 , onde Pψ1 e
Pψ2 são operadores projeção, é tal que sua entropia log 2 é máxima.

Given the Hamiltonian H and β > 0, the associated thermal state γβ is
such that its entropy is

S(γβ) = β Tr (H γβ) + log( Tr e− βH) = β < H >γβ + log( Tr e− βH).

Outros conceitos de entropia para operadores densidade são descritos na
literatura (por exemplo em [339] e [32]).

Vamos supor que o sistema quântico em consideração esta sob a ação de
um Hamiltoniano H.

Desta forma, dado um operador densidade ρ, o seu valor esperado é
denotado por E(ρ) = Tr (Hρ) =<H >ρ.
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Definição 1.27. Fixada uma temperatura T , a energia livre de Helmholtz
do operador densidade ρ é por definição

FT (ρ) = E(ρ) − TS(ρ).

O operador de equiĺıbrio à temperatura T para H seria o operador densi-
dade ρ que minimiza tal FT (ρ) entre todos os posśıveis operadores densidade.

Este problema também pode ser enunciado como: maximizar − 1
T E(ρ)+

S(ρ) entre posśıveis operadores densidade ρ.
Pode-se mostrar (ver prova ao fim da da seção 2.6) que o operador den-

sidade ρT que minimiza a energia livre de Helmholtz é dado por

ρT =
1

Z(T )
e−

1
T
H,

onde, Z(T ) = Tr (e−
1
T
H). Naturalmente, se exige que o este traço esteja

bem definido. Como veremos mais tarde no Exemplo 2.10 na seção 2.12, no
caso do oscilador harmônico, isto de fato acontece.

Referencias abrangentes sobre estes assuntos são [62] e [338].

Definição 1.28. A expressao 1
Z(T ) e

− 1
T
H é denominada de estado (operador

densidade) KMS (ou, de Gibbs) à temperatura T para o operador Hamilto-

niano H. Note que 1
Z(T ) e

− 1
T
H é um operador densidade.

Assim, o operador densidade de equiĺıbrio à temperatura T para H é o
estado de Gibbs à temperatura T para H.

Note que se H fosse diagonal da forma

H =

(
U1 0
0 U2

)
,

onde U1, U2 são reais, então 1
Z(T ) e

− 1
T
H, descreve a probabildade com pesos

P1 =
e−

1
T
U1

e−
1
T
U1 + e−

1
T
U2
, P2 =

e−
1
T
U2

e−
1
T
U1 + e−

1
T
U2
,

através de

ρT =
1

Z(T )
e−

1
T
H =




e−
1
T
U1

e−
1
T
U1+e−

1
T
U2

0

0 e−
1
T
U2

e−
1
T
U1+e−

1
T
U2






152 Uma Visão Panorâmica da Mecânica Quântica Cap. 1

A entropia deste operador é dada por −P1 logP1 − P2 log P2.

Na Mecânica Quântica as inferências desempenham papel fundamental.
Como vemos, o cenário da Mecânica Estat́ıstica Clássica esta contido neste
através das matrizes diagonais.

Fixado o Hamiltoniano H, denote β = 1/T e considere o operador den-

sidade ρβ = e−βH

Traço e−βH
. Um exemplo interessante será desenvolvido mais

tarde no texto (ver (2.71) e Exemplo 2.10)
Considere dois observaveis X,Y (operadores autoadjuntos) e as respecti-

vas evoluções temporais Xt, Yt, t ≥ 0, de acordo com as equações diferenciais
(do ponto de vista de Heisenberg)

∂tXt = i [H,Xt] e ∂t Yt = i [H, Yt].

Denote por Ut[X] = Xt, t ≥ 0, o semigrupo associado a equação ∂tXt =
i [H,Xt].

Lembre que

Ut(X) = ρt = et iHX e−t iH.

Podemos considerar as correlações (ver Seção 5.6 em [41])

FX,Y (t) := Traço( ρβ Ut[X]Y ) e GX,Y (t) := Traço( ρβ Y Ut[X] ).

É fácil mostrar que para todo t, X,Y vale

FX,Y (t) = GX,Y (t+ βi), (1.27)

contanto que GX,Y (t + βi) esteja bem definido (o que ocorre em muitos
casos).

De fato note que

FX,Y (t) = Tr[
e−βH

Traço e−βH
et iHX e−t iH Y ],

e

GX,Y (t+ βi) = Tr[
e−βH

Tr e−βH
Y e[t+βi] iHX e−[t+βi] iH ] =

1

Tre−βH
Tr[e−βH Y et iH e−βHX e− t iH eβH ] =

1

Tre−βH
Tr[ et iH e−βHX e− t iH eβH e−βH Y ] =

1

Tre−βH
Tr[ et iH e−βHX e− t iH Y ] =
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1

Tre−βH
Tr[e−βH et iH X e− t iH Y ] = FX,Y (t).

Acima usamos o fato que e−βH e et iH são ambas funções anaĺıticas em
H e assim comutam.

Observação 1.9. Quando t = 0 obtemos

Tr[ρβ X Y ] =

Tr[
e−βH

Traço e−βH
X Y ] = FX,Y (0) = GX,Y (βi) = (1.28)

Tr[ρβ Y e[βi] iHX e−[βi] iH ] = Tr[ρβ Y e−βHX eβH ] = Tr[ρβ Y Uβi(X) ].

♦

A expressão (1.27) (ou (1.28)) ∀X,Y

Tr[ρβ X Y ] = Tr[ρβ Y Uβi(X) ], (1.29)

onde
Ut(X) = ρt = et iHX e−t iH,

é conhecida como a condição KMS para ρβ, que como veremos no futuro, é de
grande importância na Teoria das C∗-algebras, em particular em relação ao
conceito de C∗-estado KMS (ver expressões (2.29), (2.30) e (2.31). Quando
se considera o problema acima para espaços de Hilbert de dimensão finita,
se pode mostrar que, entre os operadores densidade, apenas o estado KMS
ρβ satisfaz a igualdade acima (1.27) para todo t ≥ 0,X, Y (ver Seção 5.6 in
[41]).

Vamos elaborar mais sobre este tópico na seções 2.6 e 2.12.

1.11 Uma generalização da Teoria de Hamilton-Jacobi

Seja ψt : R3 → C, que satisfaz a equação de Schrödinger i.e,

i~
∂ψ

∂t
= Hψ = − ~2

2m
4ψ + V(x)ψ.

Vamos considerar o sistema indexado pela massa m > 0 e também por
~.

Vamos escrever ψ(t, x) = ψm,~(t, x) na forma polar

ψ(t, x) = a(t, x) e
i
~
S(t,x) = am,~(t, x) e

i
~
Sm,~(t,x),
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onde a = am,~ e S = Sm,~ tomam apenas valores reais e m > 0. No tempo
t o termo |am,~|2 descreve a densidade da part́ıcula quântica de massa m e
o termo Sm,~ a fase da part́ıcula quântica.

Dado S(t, x) denotamos ∇S(t, x) = (∂S(t,x)∂x1
, ..., ∂S(t,x)∂xn

)

Teorema 1.20. ψt = ae
i
~
S = ate

i
~
St, satisfaz a equação de Schröndinger,

se e só se,
∂S

∂t
+

|∇S|2
2m

+ V =
~2

2m

4a
a
, (1.30)

e
∂(a2)

∂t
+ div (

a2∇S
m

) = 0. (1.31)

Demonstração. Para demonstrar o resultado desejado, note primeiro que

∂ψ

∂t
= (

1

a

∂a

∂t
+
i

~

∂S

∂t
)ψ,

e

(
∂ψ

∂x1
, ...,

∂ψ

∂xn
) = ∇ψ = (

∇a
a

+
i

~
∇S)ψ.

Disto segue que

4ψ = (
~2 4a
a

+ i~4S + 2i~
< ∇a,∇S >

a
− i

~2
|∇S|2 )ψ.

Substituindo estas expressões na equação de Schrödinger obtemos

i~
∂ψ

∂t
= (

i~

a

∂a

∂t
− ∂S

∂t
)ψ =

[− 1

2m
(
~24a
a

+ i~4S + 2i~
< ∇a,∇S >

a
− |∇S|2 ) + V ]ψ.

Após dividir as duas expressões acima por ψ, e, ao igualar a parte real e
imaginária de cada um dos lados obtemos

∂S

∂t
+

|∇S|2
2m

+ V =
~2

2m

4a
a
,

e

i~
1

a

∂a

∂t
= −i~ 1

2m
4S − 2i~

1

2m

< ∇a,∇S >
a

.
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Multiplicando a última expressão por 2 a2

i~ , obtemos

∂(a2)

∂t
= −div (

a2∇S
m

).

Desta forma fica demonstrada a afirmação acima.

�

Este par de equações que mencionamos acima pode ser obtido via um
problema variacional e alguns entendem que tal procedimento esta dentro da
linha da assim chamada Mecânica de Bohm (ver [425] e [251]); ver próxima
Observação. Na seção 2.18 vamos considerar tal questão novamente.

Este ponto de vista da Mecânica Quântica algumas vezes é denominado
de interpretação hidrodinâmica (ver [197]). Está relacionado com a inter-
pretação estocástica de E. Nelson (ver [333], [172] and [434])

Para determinar uma solução S(x, t), a(x, t) é necessário - ao menos -
fixar uma condição inicial S(0, x), a(0, x) onde

∫
a(0, x)2 dx = 1.

Observação: O ponto de vista da Mecânica de Bohm (inspirada por de

Broglie) é o seguinte: denote por ψt(x) = ψ(x, t) = a(x, t)e
i
~
S(x,t) a função

de onda para o sistema sob a influencia do potencial V . A descrição ao
longo de tempo t ≥ 0, da densidade de probabilidade, é dada por P (x, t) =
|a(x, t)|2. A função S(x, t) descreve a fase (ou a ação). ψ(x, t) deve satisfazer
a equação de Schröndinger, e portanto obtemos a equação de evolução

−∂S
∂t

=
|∇S|2
2m

+ V − ~2

2m

4a
a
, (1.32)

e
∂P

∂t
+ ∇ (

P ∇S
m

) = 0. (1.33)

Segundo tal interpretação ∇S
m descreve a velocidade da part́ıcula no ponto

x no tempo t (e portanto ∇S é uma forma de momento). Note que neste
contexto posição e momento aparecem juntos (não existe indeterminação de
um pelo outro).

Alem disso, |∇S|2
2m seria uma forma de energia cinética. (1.33) é uma

descrição comum na Teoria do Transporte.

Este ponto de vista é determińıstico e não local. ψt(x) é o que de Broglie
chama de onda piloto.

Ver [240] para outras alternativas associadas a tal ponto de vista.
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Note que vai seguir do Teorema 1.20 que se assumirmos que ψt é esta-
cionária, ou seja, está na forma

ψt(x) = a(x)e
i
~
[S(x)−E t ] = am(x)e

i
~
[Sm(x)−E t ],

onde E é constante, então ψt satisfaz a equação de Schrödinger, se e só se,
para todo x vale

−E +
|∇S(x)|2

2m
+ V (x) =

~2

2m

4a(x)

a(x)
,

e

div (
a2(x)∇S(x)

m
) = 0.

A última expresão indica que a densidade a(x)2 não depende de t.

Observamos que a hipótese de estacionaridade implica assumir que a(x)e
i
~
S(x)

seja um autovetor de H associado ao autovalor E.
Mais detalhes sobre a equação de Hamilton-Jacobi em Mecânica Quântica

podem ser encontrados em [116] e em [110].
Em [133] o par de equações acima aparecem de maneira natural ao se

considerar o prinćıpio de ação cŕıtica para o funcional de Guerra-Morato.

Exemplo 1.4. No caso unidimensional podemos tomar acima S = 0, e,
então basta encontrar a função real a(x) tal que

−E + V (x) =
~2

2m

4a(x)

a(x)
.

Esta equação é equivalente a equação linear de segunda ordem

d 2

dx2
a(x) − 2m

~2
(V (x) − E) a(x) = 0.

Como exigimos que
∫
a(x)2dx = 1, temos que a vai a zero quando x vai

a mais infinito e a menos infinito.
A equação acima tem sempre solução a(x) sob hipoteses razoáveis sobre

V . A condição de que a vai a zero quando x vai a mais infinito e a menos
infinito fixa condições de fronteira que determinam os possiveis valores de
E.

Assim, no caso unidimensional, este procedimento mostra como calcular
autofunções de H. Na seção 1.6 ao fim do exemplo 3 analisamos tal caso
com detalhes.
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♦

Vamos analisar agora com mais cuidado no caso geral a expressão

∂(a(t, x)2)

∂t
+ div(

a(t, x)2(∂S(t,x)∂x1
, ..., ∂S(t,x)∂xn

)

m
) =

∂(a2)

∂t
+ div(

a2∇S
m

) = 0.

Em dinâmica de flúıdos esta equação descreve a evolução de uma massa
flúıda com densidade de massa a2 e que vai se mover no ponto x na direção
do vetor tangente ∇S(x).

A conservação de densidade de massa nos dá a expressão

div (
a2∇S
m

) = 0.

Faremos aqui um paralelo com cenário quântico. Lembre que na Mecânica
Quântica a(t, x)2 = at(x)2 vai descrever a probabilidade de encontrar em x
a part́ıcula no tempo t numa certa região espacial dada. Assim esta den-
sidade vai evoluir ao longo do tempo seguindo a direção do gradiente de S
(no tempo t) que é a parte ondulatória da função de onda.

Assim, a evolução da distribuição de massa na Mecânica de Flúıdos
possui um paralelo com a evolução da probabilidade de encontrar a part́ıcula
numa certa região na Mecânica Quântica. Vamos elaborar um pouco mais
sobre isto.

Teorema 1.21. Seja uma famı́lia de difeomorfismos Tt : R → R, t ∈ R,
onde T0 = I, e, vt(x), que satisfaz

vt(Tt(x)) =
dTt(x)

dt
,

x ∈ R, t ∈ R. Seja, uma densidade inicial f(x), e, ρt a evolução temporal
desta densidade ao longo do fluxo definido pela familia de difeomorfismos Tt,
isto é, para qualquer função diferenciavel com suporte compacto ϕ e qualquer
t, temos que ∫

ϕ(x) ρt(x) dx =

∫
ϕ(Tt(x)) f(x) dx.

Note que ρ0(x) = f(x) para todo x.
Então vale a equação do transporte

d

dt
ρt +

d

dx
(v ρt) = 0.
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Demonstração. Sem perda de generalidade (basta tomar limites após obtido
o resultado desejado) se pode assumir que ϕ tem suporte compacto.

Note que para todo x

d

dt
(ϕ ◦ Tt) = [

d

dx
ϕ(Tt(x))]

dTt(x)

dt
= [

d

dx
ϕ(Tt(x))] vt(Tt(x)).

Assim, como podemos passar a derivada para dentro da integral

∫
ϕ(x)

d

dt
ρt(x) dx =

d

dt

∫
ϕ(x) ρt(x) =

d

dt

∫
ϕ(Tt(x)) f(x) dx =

∫
[
d

dx
ϕ(Tt(x)) ] vt(Tt(x))f(x) dx =

∫
[
d

dx
ϕ(x) ] vt(x) ρt(x) dx =

−
∫
ϕ
d

dx
[ vt(x) ρt(x) ] dx.

Na ultima passagem usamos integração por partes, e, ainda, o fato ϕ
tem suporte compacto.

Como a afirmação vale para todo ϕ temos finalmente que

d

dt
ρt = − d

dx
( ρt v ).

�

Acima v = ∇S na equação do transporte anteriormente obtida.
A prova do resultado acima vale também para uma famı́lia de difeomor-

fismos Tt : Rn → Rn. Suponha que v : Rn → Rn seja um campo de vetores
autônomo e considere o fluxo Φt, t ∈ R, associado a equação diferencial
x ′ = v(x) (ver [121]). Neste caso as hipoteses acima estão satisfeitas e,
fixada uma densidade inicial ρ0, então a evolução temporal desta densidade
pelo fluxo é dada pela equação de transporte para ρt, t ∈ R.

Alguns comentários sobre a equação de Hamilton-Jacobi na Mecânica
Clássica: para determinar a solução S(x, t) é necessario fixar uma condição
inicial S0(x) = S(0, x). Mesmo supondo S0(x) de classe C∞ em x, a
propriedade que, para um dado sistema mecânico clássico, se tenha uma
evolução S(t, x), via equação do transporte descrita por ∇St - onde St esta
definida e diferenciável em todo Rn e para todo t - é em geral forte demais.
Além disso a equação diferencial associada a vt = ∇St não é muitas vezes
autonoma. O aparecimento de pontos de cáustica - em algum ponto t > 0 -
(ver [394], [9], [2], [319] ou seção 3 em [291]) impõe restrições ao problema.
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De qualquer forma o resultado acima ilustra o papel desempenhado pela
equação de transporte na teoria.

Podemos então interpretar, no caso unidimensional, a relação de S(t, x)
com ρt = a2t (que aparecem na expressão da função de onda) da seguinte
forma: se f(x) = a20(x) é a condição inicial, e, Tt é o fluxo que vai definir a
correspondente evolução temporal da densidade a2t = ρt, via a equação de
Schrödinger, então

∂(a2)

∂t
+

d

dx
(
a2 d

dx S

m
) = 0,

significa que d
dtTt(x) = vt(x) =

d
dx
S(t,x)

m . Ou seja, no caso n-dimensional
∇xS(t,x)

m aponta na direção da variação da densidade de probabilidade a2t no
ponto x.

Vamos continuar a analisar a expressão geral

∂S(t, x)

∂t
+

( (∂S(t,x)∂x1
)2 + ...+ (∂S(t,x)∂xn

)2 )

2m
+ V (x) =

∂S

∂t
+

|∇S|2
2m

+ V (x) =

~2

2m

4a
a

=
~2

2m

(∂
2a(t,x)
∂x21

+ ...+ (∂
2a(t,x)
∂x2n

) )

a(t, x)
.

Definição 1.29. A equação diferencial

∂S

∂t
+

|∇S|2
2m

+ V (x) = 0, (1.34)

é conhecida em Mecânica Clássica como a equação de Hamilton-Jacobi para
a ação S(t, x).

É natural supor que S(x, t) é da forma S(x, t) = −E t + S(x) e isto
simplifica equação acima: a equação de Hamilton-Jacobi estacionária é

|∇S(x)|2
2m

+ V (x) = E. (1.35)

Em geral não existem funções diferenciáveis solucionando tal equação.
Referimos o leitor a [12], [2] e a seção 3 em [291] para resultados gerais sobre
esta equação e sua relação com Mecânica Clássica.

Alguns autores consideram a condição ~ → 0 como a aproximação da
Mecânica Quântica ao cenário da Mecânica Clássica (ver [189]). Isto de-
screveria o assim chamado limite semi-clássico e o prinćıpio da correspon-
dencia. Mais precisamente, para t fixo, a distribuição de probabilidade de
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|ψt(x)|2 - onde ψt satisfaz a equação de Schorodinger com ~ variável - deveria
descrever, quando ~ → 0, de alguma forma, um sistema mecânico clássico.

Este formalismo do ponto de vista Matemático pode ser formalmente
elaborado e resultados interessantes obtidos (ver [210] e [211]). Já do ponto
de vista da F́ısica, este formalismo poderia confundir o leitor: em um mo-
mento ~ é uma constante f́ısica fundamental da teoria e em outro é uma
variável. Vamos elaborar mais detalhadamente sobre este tópico, e sua
relação com a dualidade onda-part́ıcula, ao fim desta seção.

O limite semiclássico considerando um intervalo de tempo [0, T ] fixado
é abordado de outra forma na seção 1.13 (em particular, fazemos algumas
considerações pertinentes no último parágrafo desta mencionada seção).

Faremos a seguir algums considerações heuŕısticas seguindo este ponto
de vista. Assim, a expressão

∂Sm,~
∂t

+
|∇Sm,~|2

2m
+ V =

~2

2m

4am,~
am,~

,

indica que que quando h→ 0, a solução Sm,~(t, x) fica ”parecida”com a ação
clássica S∞(t, x) (que é solução da equação (1.34)).

No limite semiclássico obteŕıamos (otimisticamente) então o par de equações
em a∞ e S∞

∂S∞
∂t

+
|∇S∞|2

2m
+ V = 0,

e
∂(a2∞)

∂t
+ div (

a2∞∇S∞
m

) = 0.

Seja S∞ a ação clássica para o Hamiltoniano autônomo clássico H(x, p) =
|p|2
2m +V . Se assumirmos, via separação de variáveis, que S∞(x, t) = W (x) −
E t, obtemos a equação de Hamilton-Jacobi na forma

|∇W (x)|2
2m

+ V (x) = E,

e a equação de transporte

div (
a2∞∇W
m

) = 0.

Note que foi essencial aqui supor que o Hamiltoniano é autônomo.
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No caso em que o potencial é nulo obtemos a equação da eikonal [291]:
fixado E, determine W tal que

|∇W (x)|2
2m

= E.

O ńıvel de energia E é o conjunto de pontos (x, p) tais que vale

|p|2
2m

+ V (x) = E.

A x-projeção do ńıvel de energia E é o conjunto dos x tais que existe p

tal que |p|2
2m + V (x) = E.

Na figura 1.6 pode se observar no caso unidimensional os posśıveis valores
x que podem ser atingidos quando esta fixo um certo ńıvel de energia E.
Fixado um ńıvel de energia E sejam xEa < xEb os extremos deste intervalo.

É fácil ver, pelo Teorema de Conservação da Energia total, que

W (x) =

∫ x

xa

√
2m [E − V (y) ] dy

satisfaz a equação de Hamilton-Jacobi

|∇W (x)|2
2m

+ V (x) = E.

Note que W (x) = −
∫ x
xa

√
2m [E − V (y) ] dy também satisfaz a equação.

No limite semiclássico, quando ~ → 0, seria natural esperar que a S~,
associada a cada ~, vá convergir a esta W .

Nos pontos xa e xb a função W deixa de ser diferenciável. Algumas vezes
se chama tais pontos de pontos de dobra. A função W não está assim (ao
menos de maneira natural) definida de forma diferenciável em toda a reta
real. As soluções KAM fracas descrevem uma maneira alternativa de tratar
com tais patologias [93].

W é chamada de solução KAM fraca da equação de Hamilton-Jacobi
se W é diferenciável fora de um conjunto de medida de Lebesgue 0 na x-

projeção do ńıvel de energia E, e, vale |∇W (x)|2
2m + V (x) = E (onde definido)

[142] [93]. Neste caso, sempre existe solução KAM fraca da equação de
Hamilton-Jacobi (sob algumas condições bem gerais sobre V ).

A sigla KAM se refere a Kolomogorov, Arnold and Moser que deram
contribuições muito importantes na formalizaçao desta Teoria.

Fixado m e o correspondente am (obtido da equação de Schrödinger)

considere um novo potencial Vm(x) = V (x) − ~2

2m
4am(x)
am(x) .
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Definição 1.30. − ~2

2m
4a(x)
a(x) é chamado de potencial quântico associado a

H e ao estado ψ = a e
i
~
S .

A seguir vamos considerar um novo Hamiltoniano Hm(x, p), definido
para (x, p) em Rn × Rn dado por

Hm(x, p) =
|p|2
2m

+ Vm(x) =
|p|2
2m

+ [V (x) − ~2

2m

4am(x)

am(x)
].

É fácil ver que a equação de Hamilton-Jacobi em Sm para o Hamiltoniano
Hm é a equação

∂Sm
∂t

+
|∇Sm|2

2m
+ V =

~2

2m

4am
am

.

Vamos fazer agora algumas digressões sobre o ponto de vista de encarar
um dado sistema descrito pela Mecânica Quântica como um sistema oriundo
da Mecânica Clássica ao qual adicionamos o potencial quântico ao potencial
clássico.

Em outras palavras, podemos pensar na existência de um novo potencial
Vm,~ (diferente de V ao adicionar o potencial quântico), e que este, de certa
forma, descreve sob o ponto de vista clássico o cenário quântico.

A ação clássica S(t, x) é descrita da seguinte forma: fixe um ponto x′ ∈
Rn, e, considere uma solução da equação de Hamilton (x(s), p(s)), s ∈ [0, t],
tal que,

1) x(0) = x′

2) x(t) = x.
Note que o caminho (x(s), p(s)) ∈ Rn × Rn depende de x e x′, e, que

poderia não ser único (mas, fizemos acima a escolha de uma determinada
solução da equação de Hamilton). Naturalmente será necessário que x
e x′ estejam na projeção de um mesmo ńıvel de energia.

A seguir defina (ver seção 3.8 em [291])

S(t, x) =

∫ t

0
[< p(s) ,

d

ds
x(s) > −H(x(s), p(s)) ]ds.

Vamos supor que tal função está bem definida para x próximo de x′,
para t em uma vizinhança de t = t′ fixado, e ainda que S é diferenciável
em t e x. Observamos que se pode encontrar tal S num certo domı́nio de
definição [291]. O problema que atrapalha para se obter uma S globalmente
definida são os assim chamados pontos conjugados (que aparecem também
em Geometria Diferencial) também chamados de pontos de cáustica (vamos
considerar tais questões nas seções 2.13, 2.14 e 2.15). Referimos o leitor ao
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exemplo 2.3.1 e também a seção 3 de [291] para maiores discussões sobre o
assunto.

No caso do oscilador harmonico, H(x, p) = p2

2m + mw2 x2

2 , fixado T e os
pontos inicial x e final y a ação ligando

S(x, y, T ) =
w

2 sin(w T )
[(x2 + y2) cos(w T ) − 2xy].

Para cada x′ fixo, tal função ação S(t, x)x′ = S(t, x, x′) satisfaz a equação
de Hamilton-Jacobi para o Hamiltoniano H fixado (ver seção 3.9 in [291]).
Assim, é natural identificar S(t, x, x′) = S∞(t, x, x′).

Note que sin(w T ) pode se anular quando w T for múltiplo inteiro de π.
Nestes pontos temos que S(x, y, T ) = ∞.

Pode-se demonstrar da mesma forma, que o Sm (satisfazendo a equação
clássica de Hamilton-Jacobi) acima descrito também pode ser obtido via
criticalidade de

Sm(t, x) =

∫ t

0
[< p(s) ,

d

ds
x(s) > −Hm(x(s), p(s)) ]ds,

para (t, x) em uma vizinhança de x′ e t′ (supondo estarem satisfeitas as
hipótese mencionadas acima) onde Hm incorpora o potencial quântico.

Note que o termo Hm contém am. Assim, a afirmação precisa é: uma
vez que ”tivéssemos”encontrado am (que assumimos satisfaz a equação de
Shrodinger), então Sm satisfaz a relação acima. No caso quântico, como
necessitamos resolver simultaneamente um par de equações em am e Sm, a
relação acima não é muito efetiva para se encontrar soluções expĺıcitas.

Vamos estender um conceito que já foi descrito anteriormente: fixados
x, x′, t e t′, então S(t, t′, x, x′) será definido da seguinte forma: escolha uma
solução da equação de Hamilton (x(s), p(s)), s ∈ [t, t′], tal que,

1) x(t) = x

2) x(t′) = x′.
O caminho (x(s), p(s)) ∈ Rn×Rn depende de t, t′, x e x′, e, poderia não

ser único (mas, fizemos acima uma escolha). Naturalmente será necessário
que x e x′ estejam na projeção de um mesmo ńıvel de energia.

A seguir defina a integral da ação (ver seção 3.8 em [291])

S(t, t′, x, x′) =

∫ t′

t
[< p(s) ,

d

ds
x(s) > −H(x(s), p(s)) ]ds.
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Vamos supor que tal função está bem definida para y próximo de x,
ainda, y′ próximo de x′, para r em uma vizinhança de t, e, r′ numa vizin-
hança de t′. Suponha ainda que S é diferenciável em t, t′ e x, x′. Observamos
que se pode encontrar tal S num certo domı́nio de definição [291].

Uma ilustração pictórica da interpretação de S(t, t′, x, x′) é a seguinte:
um jogador de tênis recebe a bolinha no tempo t na posição x (do seu lado
da quadra de tênis) e deseja bater na raquete (isto requer a escolha de um
vetor p no tempo t, e, que vai determinar a trajetória (q(s), p(s)) e colocar
assim a bolinha de volta na outra parte da quadra de tênis na posição x′ e
no tempo t′.

Assim, S(t, t′, x, x′) descreveria a integral da ”ação”desta escolha de tra-
jetória da bolinha determinada pelo tenista.

Fixando x′, t′, temos que S(t, t′, x, x′) satisfaz a equação de Hamilton-
Jacobi, logo, é natural identificar S = S∞.

Uma outra expressão interessante que envolve S∞ e a∞ é a seguinte: se

a2∞ = det (
∂2S∞
∂x∂x′

),

então, vale a equação de continuidade

∂a2∞
∂t

+ div (∇S∞
a2

m
) = 0.

Vamos considerar (para simplificar) o caso em que x unidimensional e
explicar o sentido da afirmação acima.

Teorema 1.22. (Van Vleck) Considere S∞(t, t′, y, y′) como definido acima.
Se definirmos a2 de tal forma que para x′ e t′ fixos temos que para quaisquer
x, t

a2∞(t, x) = det (
∂2S∞(t, y, t′, x′)

∂y∂y′
)|(t,x,t′,x′),

então, a2 satisfaz a equação de continuidade, ou seja, para qualquer (t, x)

∂a2∞(t, x)

∂t
+

∂

∂x
(
∂S∞(t, x, t′, y′)

∂x

a2(t, x)

m
) = 0.

Demonstração. De fato, note que

∂a2∞(r, y)

∂r
|(r=t,x,t′,x′) =

∂(∂
2S∞(r,y,t′,y′)

∂y∂y′ )

∂r
)|(r=t,x,t′,x′) =

=
∂2(∂S∞(r,y,t′,y′)

∂r )

∂y∂y′
)|(r=t,x,t′,x′) =
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−
∂2[ 1

2m (∂S∞(r,y,t′,y′)
∂y )2 + V (y)]

∂y∂y′
)|(r=t,x,t′,x′) =

− ∂

∂y
(

1

m

∂S∞(r, y, t′, y′)
∂y

∂2S∞(r, y, t′, y′)
∂y′∂y

)|(r=t,x,t′,x′) =

− 1

m

∂

∂y
(
∂S∞(r, y, t′, y′)

∂y
a2(r, y))|(r=t,x,t′,x′).

�

Se considerássemos

Sm(t, t′, x, x′) =

∫ t′

t
[< p(s) ,

d

ds
x(s) > −Hm(x(s), p(s)) ]ds,

obteŕıamos a relação dada pela equação de continuidade, ou seja, para qual-
quer (t, x)

∂a2m(t, x)

∂t
+

∂

∂x
(
∂Sm(t, x, t′, y′)

∂x

a2m(t, x)

m
) = 0.

Note que no caso do oscilador harmonico

∂2S∞(x, y, t)

∂x ∂y
=

−w
sin(w t)

.

Assim, se t for pequeno, mas não nulo, então −w
sin(w t) fica finito.

A seção 2.18 trata do assunto tratado acima de um ponto de vista difer-
ente.

Existe um ponto de vista alternativo da Mecânica Quântica através da
chamada formulação da onda piloto (inicialmente proposta por De Broglie)
que está de alguma forma relacionada com o ponto de vista de Bohm da
teoria (ver [127] and [101]); é apresentada uma maneira diferente de encarar
a teoria que evita a formulação associada ao colapso instantâneo da medição
da função de onda na Mecânica Quântica (como analisamos anteriormente).

Em [10] os autores mostram que o formalismo de Hamilton-Jacobi ajuda
a abordar o significado f́ısico da função de onda em Mecânica Bohmiana.

Limite semi-clássico e dualidade onda-part́ıcula

O entendimento do limite semi-clássico pode ser abordado de diversas
formas e vamos aqui descrever algumas. O mundo clássico pode ser enten-
dido de certa forma como o limite do mundo quantico quando as energias
do sistema são muito grandes.
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A variação do ~ → 0 descreve um formalismo que captura de alguma
forma a dualidade onda-part́ıcula (ver [101]); a energia E do sistema f́ısico
em consideração ser muito maior que a constante de Plank (o que acontece
em geral quando o sistema tem uma massa muito grande) é uma forma
informal de dizer que ~ esta muito próximo de zero. Vamos elaborar sobre
esta afirmação do ponto de vista não-relativ́ıstico.

A uma onda esta associado um comprimento de onda λ, e a frequencia
é inversamente proporcional a λ, digamos que seja dada por f = 1

λ . A todo
objeto de massa m (e sujeito a uma velocidade v, o que determina um
momento p = mv) esta associada uma onda, a dualidade onda-part́ıcula de
de Broglie é descrita por

λ =
~

p
. (1.36)

De outra forma (1.36) pode ser descrita por

1

~
=

1

λ p
=

1

λmv
. (1.37)

Desta forma, se a velocidade está fixa e a massa é muito grande obtere-
mos λ muito pequeno. Uma pessoa caminhando na rua vai determinar um
λ muito pequeno (e assim não se percebe sua versão ondulatória).

Por outro lado, como afirma Max Plank, a energia E é proporcional a
frequência f

E ∼ ~ f. (1.38)

Assim, a energia E fica muito grande quando a frequencia f é grande
(ou seja, quando λ é pequeno).

Desta forma se E é muito maior que ~, a energia não é mais quantizada
(varia de forma aproximandamete cont́ınua) e ~ ∼ 0. As expressões (1.36) e
(1.38) descrevem relações entre E,m e λ. Os sistemas que estão no domı́nio
da Mecânica Quântica estão associados a sistemas com comprimento de onda
λ grande (em conformidade com o exposto acima).

De outra forma (1.36) pode ser descrita por

1

~
=

1

λ
. (1.39)

O assunto permite alguma polêmica do ponto de vista teórico conforme
discussão em [245] (ver também [205]). Ainda, uma constante ε ”dimen-
sionless”, como explicado por C. Sparber em [405], pode alternativamente



Seção 1.11 Uma generalização da Teoria de Hamilton-Jacobi 167

corresponder a um formalismo matematico apropriado fazendo ε → 0. no
limite semiclassico na equação

i ε
∂ψ

∂t
(t, x) = − ε2

2m

∂2ψ(t, x)

∂x2
+ V (x)ψ(t, x).

Ou seja, o assunto do limte sem-classico permite muitas alternativas
interpretações.

Excelentes textos matemáticos tratam do assunto (ver [189], [256], [116]
e [448]). Abordamos o assunto em algumas seções (por exemplo nas seções
2.10 e 2.14).

Alternativamente, como vimos, faz também sentido considerar um es-
tado quantico como dependente unicamente da massa e fazer o limite (semi-
clássico) quando a massa vai a infinito com ~ fixo. Como vimos na seção 1
deste caṕıtulo no caso do ground state isto funciona perfeitamente.

Por exemplo, na excelente exposição [210] and [211] o limite assintótico
pode ser entendido como supondo que a massa vai a infinito. Neste trabalho
é analisado a medida assintótica no limite semiclássico do ground state para
um potencial diferenciável numa variedade Riemanniana.

O assim chamado cell problem esta naturalmente relacionado com questões
de Limite semi-clássico. Referencias em que se analisam tais questões do
ponto de vista da Teoria de Aubry-Mather (ver [146]) são [15], [133], [298],
[176].

Em algumas seções (como por exemplo quando consideramos a integral
de Feymann) vamos analisar então o limite ~ → 0 do ponto de vista es-
tritamente matemático. Observamos que am,~ e Sm,~ são soluções de uma
equação diferencial que depende conjuntamente dos parâmetros m, ~.

Desta forma, não se pode afirmar sem maiores cuidados (de forma sim-
plista) que quando ~ → 0, temos que as soluções da equação

∂S

∂t
+

|∇S|2
2m

+ V =
~2

2m

4a
a
,

vão ter como limite as soluções da equação (1.34) acima. A expressão

~2

2m

4am,~
am,~

(t, x),

quando ~ → 0, pode não ir a zero se não for possivel controlar o crescimento
de am,~ e Sm,~ com ~. Não estamos afirmando que não é posśıvel controlar
am,~ e Sm,~, apenas alertamos que é necessário algum tipo de cuidado nas
hipóteses sobre como variam (ou, não) m, ~, etc... (ver seção 3.2 e cap 4 em
[15] ou [116], [135], [133], [189], [448] e [176]).
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Uma classe de problemas associado a este limite assintótico é algumas
vezes tratado pelo método WKB e das expansões asintóticas (ver [42], [199]
and [256]).

A dualidade onda-part́ıcula de um sistema quântico de massa m, sob
ação de um potencial V , é objeto da Mecânica de Bohm que afirma de forma
resumida: a evolução como onda ψ seria dada pela equação de Shrondiger

i~
∂ψ

∂t
(t, x) = − ~2

2m

∂2ψ(t, x)

∂x2
+ V (x)ψ(t, x). (1.40)

e a evolução como posição q por

q′ =
~

m
Im(

∇ψ
ψ

), (1.41)

onde Im representa a parte imaginária. Uma discussão interessante sobre a
compatibilidade destes tópicos com o mundo real aparece em [101].

A validade da Mecânica de Bohm é também sujeita à polêmica.

1.12 Fluxo de Probabilidades e Transporte

Considere uma condição inicial dada por um estado ψ0, assim
∫

|ψ0(x)|2 dx =

∫
|ψ(0, x)|2dx = 1.

Seja ψt o estado no tempo t que resulta da evolução temporal segundo a
equação de Schrödinger. Sabemos que

∫
|ψ(t, x)|2dx = 1

para todos valores de t ≥ 0. Sabemos também que para estados estacionários
(por exemplo, ψ0 = ϕn, o n-ésimo autovalor) a densidade de probabilidade
deve ser conservada, já que |ϕn(t, x)|2 = |e−iEnt/~ϕn(0, x)|2
= |ϕn(0, x)|2.

Considere ψt, t ≥ 0, cuja evolução temporal satisfaz a equação de
Schrödinger. Vamos mostrar abaixo que se a probabilidade de encontrar
a part́ıcula no intervalo [a, b] fixado for denotada por Pt(a, b), então

dPt(a, b)

d t
= j(a, t) − j(b, t),

onde,

j(x, t) =
i~

2m
(ψt(x)

∂ψt(x)

∂ x
− ψt(x)

∂ψt (x)

∂ x
).
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Desta forma j(x, t) desempenha o papel do fluxo de probabilidade en-
trando por b e saindo por a com a variação do tempo, no exato instante
t.

Se ψt é estacionário, ou seja, |ψt(x)| não varia com t ∈ R, então j(x, t),
para t fixo, independe de x.

Em geral para um estado ψ satisfazendo a equação de Schrödinger tere-
mos que

∂

∂t
|ψ(t, x)|2 =

∂

∂t
ψ(t, x)ψ(t, x) + ψ(t, x)

∂

∂t
ψ(t, x) =

=

[
− i

~
(− ~2

2m
4xψt + V ψt)

]
ψ + ψ

[
− i

~
(− ~2

2m
4xψt + V ψt)

]
=

=
i

~
(− ~2

2m
4xψ̄t + V ψ̄t)ψ + ψ

[

− i

~
(− ~2

2m
4xψt + V ψt)

]

=
i~
2m

(ψ̄t4xψt − ψt4xψ̄t) =

=
i~

2m
div(ψ̄t∇ψt − ψt∇ψ̄t)

O valor ∂
∂t |ψ(t, x)|2 descreve a tendencia de variação da densidade no

ponto x no tempo t (ver Section 2.5 in [196]).

Sendo assim, no caso unidimensional

d

dt

∫ b

a
|ψ(t, x)|2 dx =

∫ b

a

d

dt
|ψ(t, x)|2 dx =

∫ b

a

i~

2m

d

dx
(ψ̄t

d

dx
ψt − ψt

d

dx
ψ̄t) dx = j(a, t) − j(b, t).

Definição 1.31. O fluxo (ou corrente) de probabilidade, j é definida por

j(t, x) =
i~

2m
(ψt∇ψ̄t − ψ̄t∇ψt)

Portanto o cálculo acima nos dá que

Proposição 1.23. Se denotamos por ρt(x) = |ψt(x)|2 temos que a den-
sidade de probabilidade e a corrente de probabilidade satisfazem a seguinte
equação

∂ρ

∂t
+ div j = 0
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Esta equação é do tipo considerado usualmente na Teoria do Transporte
e em escoamento de fluidos.

Pelo Teorema de Stokes, decorre dáı que

d

dt

∫

K
ρt(x) dx,

K ⊂ Rn, é o fluxo de j através da fronteira de K.

Se a condição inicial ψ0 é estacionária, então, ∂ρ∂t = ∂
∂t |ψ(t, x)|2 = 0, para

todo x, e, todo t ≥ 0. Assim, div j(t, x) = 0.
A expressão j(t, x) = i~

2m(ψ̄t∇ψt − ψt∇ψ̄t) pode também ser expressa
como j(t, x) = 1

m Re (ψt
~
i ∇ψt)= Re (ψt

P
m ψt). Se consideramos que V = P

m
(velocidade) podemos escrever a equação acima como

∂ρ

∂t
+ div Re (ψt V ψt) = 0.

Esta igualdade é um versão quântica da equação clássica do transporte.
Uma analogia: podemos pensar que ψt ψt = |ψt|2 descreve uma espécie de
densidade de massa (que vai evoluir com o tempo) e que o divergente do
valor médio de V descreve a direção de deslocamento infinitesimal desta
massa.

Referimos o leitor a seção 5.3.6.2 de [104] para algumas considerações
gerais e referencias sobre o modelo da onda piloto de ”de Broglie-Bohm”.

1.13 O Teorema de Ehrenfest e a dispersão clássica e quântica

Como sabemos, via a equação de Hamilton, o Hamiltoniano,

H(x, p) =
|p|2
2m

+ V (x) =
p21 + p22 + p23

2m
+ V (x),

x, p ∈ R3, determina a solução (x(t), p(t)) em que x′(t) = ∂H
∂p = p(t)

m , p′(t) =

−∂H
∂x = −∂V

∂x (x(t)), e onde F = −∂V
∂x é a fôrça que age no sistema.

Para simplificar vamos pensar no caso em que q é unidimensional.
Vamos explicar ao leitor porque, num certo sentido, obtemos o cenário

clássico se tomarmos a massa m grande no sistema quântico associado.
Como motivação vamos considerar primeiro no caso clássico um certa

distribuição ρt(x, p), ao longo do tempo t, obtida a partir de uma certa
densidade ρ0(x, p) (que desempenha o papel da condição inicial no proble-
ma probabiĺıstico).
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Assim, a probabilidade clássica de encontrar (x, p) no tempo t numa
região A ⊂ R2 seria ∫

A
ρt(x, p) dx dp.

Mais exatamente, se Φt é o fluxo Hamiltoniano (clássico)

∫

A
ρt(x, p) dx dp =

∫

Φ−1
t (A)

ρ0(x, p) dx dp.

De outra forma, se g(x, p) é uma função cont́ınua

∫
g(x, p) ρt(x, p) dx dp =

∫
g(Φt(x, p)) ρ0(x, p) dx dp.

A densidade de probabilidade ρt(x, p) evolui sob a ação do fluxo Hamil-
toniano, assim,

d

dt
ρt(x, p) =

∂ρt
∂x

q′(t) +
∂ρt
∂p

p′(t) =
∂ρt
∂x

p(t)

m
− ∂ρt
∂p

∂V

∂x
(q(t)).

O valor esperado de posição e momento seria

Q(t) = E(x(t)) =

∫
x ρt(x, p) dx dp

e

P (t) = E(p(t)) =

∫
p ρt(x, p) dx dp.

Note que para t fixo ρt(x, p) vai a zero quando (x, p) → ∞.

Denotamos por Πx a função projeção na primeira variável Πx(x, p) = x,
e, Πp a função projeção na segunda variável Πp(x, p) = p.

Desta forma, obtemos que Q(t) e P (t) satisfazem

Q′(t) =
d

dt

∫
qρt(x, p) dxdp =

d

dt

∫
Πx(x, p)ρt(x, p) dxdp =

d

dt

∫
Πx(Φt((x, p))ρ0(x, p) dxdp =

∫
∂H

∂p
(Φt((x, p)) ρ0(x, p) dxdp =

P (t)

m
,

e,

P ′(t) =
d

dt

∫
pρt(x, p) dxdp =

d

dt

∫
Πp(x, p)ρt(x, p) dxdp =

d

dt

∫
Πp(Φt((x, p))ρ0(x, p) dxdp = −

∫
∂H

∂x
(Φt((x, p)) ρ0(x, p) dxdp =
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∫
F (x) ρt(x, p) dx dp.

Estas duas equações: ∀t, Q′(t) = P (t)
m , P ′(t) =

∫
F (x) ρt(x, p) dx dp;

descrevem mais uma analogia relacionando o que sucede no mundo clássico
e quântico via valor esperado.

Note que, em geral, se F (t) = F (x(t)), então E(F (t)) 6= F (E(x(t)) =
F (Q(t)).

Se fosse verdade (tal não acontece em geral) que

F (Q(t)) = m
d

dt
(Q′(t))) =

d

dt
P (t),

então o valor médio de q no tempo t satisfaria a Lei de Newton associada.
Desta forma se Q(0) = x0, e, P (0) = p0, então o valor médio Q(t) acom-
panharia a evolução determińıstica x(t), via equação de Hamilton, a partir
desta condição inicial (x0, p0). A menos que o potencial V seja quadrático
isto não vai ocorrer como veremos.

Vamos expandir d
dtP (t) na variável Q em torno de Q(t) para um t fixo.

Para isto será necessário expandir F (x) = − d
dxV (x) em torno de Q(t). O

desenvolvimento abaixo é para integrais (para mais detalhes ver pagina 390
de [28]).

Ora,

F (x) = F (Q(t)) +
d

dx
F (Q(t))(x−Q(t)) +

1

2

d2

dx2
F (Q(t))(x −Q(t))2 + ...

Assim, para t fixo, como
∫

(x−Q(t))ρt(x, p) dx dp = 0, temos que

d

dt
P (t) =

∫
F (x) ρt(x, p) dx dp =

F (Q(t)) +

∫
d

dx
F (Q(t))(x−Q(t)) ρt(x, p)+

∫
1

2

d2

dx2
F (Q(t))(x −Q(t))2 ρt(x, p) +

∫
... =

F (Q(t)) +
d

dx
F (Q(t))

∫
(x−Q(t))ρt(x, p)+

1

2

d2

dx2
F (Q(t))

∫
(x−Q(t))2 ρt(x, p) +

∫
... =

F (Q(t)) +
1

2

d2

dx2
F (Q(t)) (∆Q(t))2ρt +

∫
...
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Assim, para um T fixo, é necessário que para todo t ∈ [0, T ] valha que

1

2

d2

dx2
F (Q(t)) (∆Q(t))2ρt

seja pequeno em módulo em relação a F (Q(t)), para que o valor médio
Q(t), t ∈ [0, T ], para a condição inicial ρ0(x, p) (que determina Q(0) =
x0, P (0) = p0), acompanhe aproximadamente a evolução determińıstica
q(t), via equação de Hamilton, a partir da condição inicial (x0, p0). Para
T fixo, Q(t) vai estar em um conjunto limitado (que se pode estimar) e

assim, sob condições razoáveis sobre V , temos que 1
2
d2

dx2
F (Q(t)) é limita-

do também. Em particular é necessário que (∆Q(t))2ρt seja pequeno para

t = 0 em relação a −1
2
d3

dx3
V (x0). Isto tudo depende, é claro, de quem é ρ0

(para mais detalhes ver página 390 de [28]). Desta forma se ρ0(x, p) fosse
aproximadamente uma delta Dirac em torno de (x0, p0) o que afirmamos
acima seria aproximadamente atingido. or outro lado, se a dispersão de
ρ0 for grande, tal não vai ocorrer. Podemos pensar que o mundo clássico é
o mundo quântico, só que no primeiro as dispersões são muito pequenas.

Em resumo, na análise da evolução temporal de uma densidade, apenas
quando a variância da densidade inicial é pequena, é que temos uma boa
compatibilidade determińıstica-estocástica.

Uma versão mais geral do Teorema Ehfrest afirma que se ψt satisfaz a
equação de Schrodinger e A é um observavel então:

d

dt
< A >ψt=

1

i~
< A,H > ψt+ <

∂A

∂t
>ψt .

Na Mecânica Quântica o prinćıpio da incerteza, de certa forma, impede
a hipótese análoga de se poder assumir algo similar a condição que envolve
uma delta Dirac em torno de (x0, p0). Sendo assim, para uma análise do
problema semi-clássico, vamos considerar um pacote de ondas Gaussiano
(ver seção 1.7), e, proceder de forma semelhante ao que foi feito acima (no
caso clássico). Para se obter resultados rigorosos no limite semi-clássico
devemos proceder da seguinte forma: fixar um tempo T , um Hamiltoni-
ano H(x, p), sua quantização H = Hm, e, a seguir, analisar propriedades
assintóticas das densidades associadas, quando a massa vai a infinito. No
momento o que sabemos mostra foi o que exibimos acima.

Considere uma condição inicial ψ0 e sua evolução ψt segundo a equação
de Schrödinger para a quantização H do Hamiltoniano H(x, p) acima. Va-
mos considerar um condição inicial (x0, p0) para o problema clássico (evolução
temporal via a equação de Hamilton).
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Anteriormente hav́ıamos obtido as expressões

m
d

dt
< X >ψt =< P >ψt , e

d

dt
〈P〉ψt = 〈−∂V

∂x
〉ψt .

Note que não é necessariamente verdade que

m
d2

dt2
< X >ψt = −∂V

∂x
(< X >ψt).

Seja um Hamiltoniano H com potencial V e o correspondente opera-
dor quantizado H. Se ψt evolui segundo a equação de Schrödinger para H
temos que a evolução temporal da média da posição espacial é descrita por
< X >ψt. Ora,

m
d2

dt2
< X >ψt=< −dV

dx
>ψt=

−
∫
dV

dx
(x)|ψt(x)|2dx =

∫
F (x)|ψt(x)|2dx.

Assuma que
< X >ψ0= Eψ0(X ) = x0

e
< P >ψ0= Eψ0(P) = p0.

Sabemos que m d
dt < X >ψ0 =< P >ψ0= p0.

Se fosse verdade que

m
d2

dt2
< X >ψt= F (< X >ψt)

então,< X >ψt iria satisfazer a Lei de Newton com condição inicial x0 e p0.
Em geral tal não acontece.

Novamente, expandindo F (x) = − d
dxV (x) na variável q em torno de

< X >ψt obtemos

F (x) = F (< X >ψt) +
d

dx
F (< X >ψt)(x− < X >ψt)+

1

2

d2

dx2
F (< X >ψt)(x− < X >ψt)

2 + ...

Assim, para t fixo, como
∫

(x− < X >ψt) |ψt(x)|2 dx = 0, temos que

m
d2

dt2
< X >ψt=

∫
F (x) |ψt(x)|2 dx =
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F (< X >ψt) +
1

2

d2

dx2
F (< X >ψt)

∫
(x− < X >ψt)

2 |ψt(x)|2 dx+

∫
...

F (< X >ψt) +
1

2

d2

dx2
F (< X >ψt) (∆ψtX )2 + ....

Assim, para um T fixo, é necessário que para todo t ∈ [0, T ] valha que

1

2

d2

dx2
F (< X >ψt) (∆ψtX )2

seja pequeno em módulo, em relação a F (< X >ψt), para que o valor médio
< X >ψt , t ∈ [0, T ], para a condição inicial ψ0 (que determina x0 e p0),
acompanhe aproximadamente a evolução determińıstica q(t), via equação
de Hamilton, a partir da condição inicial (x0, p0). Para T fixo, < X >ψt vai
estar em um conjunto limitado (que se pode estimar) e assim, sob condições

razoáveis sobre V , temos que 1
2
d2

dx2
F (< X >ψt)) é limitado também. Em

particular é necessário que (∆ψtX )2 seja pequeno para t = 0 em relação ao

módulo de −1
2
d3

dx3
V (x0) para que isto aconteça.

Desta forma, isto corresponde a uma exigência forte sobre quão pequeno
deve ser a dispersão (variância) do estado incial ψ0 em relação a X (o assunto
é discutido com mais detalhes em [28]).

Existe uma questão mais sutil envolvendo o limite semiclássico num in-
tervalo de tempo [0, T ]. As constantes que utilizamos na F́ısica são medidas
por nossos cientistas num periodo de tempo pequeno em relação a idade do
universo. Assim, aquilo que nos parece constante, por exemplo ~, poderia
de fato não ser, se fosse posśıvel fazer medições em intervalos de tempo T
maiores. Desta forma, considerar o limite semiclássico sem o tempo t, ou
com o tempo t no problema, poderia fazer alguma dramática diferença. Mas,
no momento, não está muito claro para nós a relevância deste ponto numa
análise mais rigorosa do assunto.

1.14 Distribuições e Transformada de Fourier

Nesta seção vamos abordar brevemente alguns aspectos da Teoria das Dis-
tribuições sem entrar em muitos detalhes técnicos. Uma boa referência no
assunto é a seção 3.4 em [105] (ou, [52], [66]).

O conceito de distribuição, ou, função generalizada em R, é uma gener-
alização do conceito de função, e, é preliminarmente descrito como um fun-
cional linear cont́ınuo que age no espaço das funções C∞

0 (R) = {g : R → R,
com derivadas de todas as ordens, e tal que existe um intervalo [a, b] tal que
g se anula fora de [a, b]}.
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Estas funções em C∞
0 (R) são denominadas de funções teste.

Para falar em continuidade precisamos de algum sentido de convergen-
cia para uma sequencia de funções testes fn ∈ C∞

0 (R), n ∈ N.

Dizemos que fn converge a f ∈ C∞
0 (R) se existe um intervalo [a, b] tal

que o suporte de todas fn e também de f estão contidos em [a, b]. Ainda,
se pede que todas as derivadas de todas a ordens k convirjam, ou seja, para

todo k vale que limn→∞
dkfn
dk

= dkf
dk
.

O conjunto C∞
0 (Rn) é definido de maneira análoga.

Primeiramente, vejamos como uma função continua pode ser vista como
distribuição (ou função generalizada): dada f ∈ C (R) continua limitada,
definimos o funcional associado a f por

Lf : C∞
0 (R) → R

Lf (g) =

∫

R
f(x)g(x)dx.

Assim, estamos substituindo o conceito usual de função, que seria uma
lei que associa um valor a cada ponto do domı́nio, por outro, que envolve
a sua ação ao ser integrada contra funções teste g em C∞

0 (R). Vamos ver
que para uma certa classe de funções os dois conceitos se correspondem
bijetivamente e de forma natural.

Denotamos por T a aplicação que a cada f associa Lf . Observamos que
T é uma aplicação injetiva quando consideramos as f cont́ınuas. De fato,
sejam f1 e f2 distintas funções continuas. Então existe um intervalo [a, b]
no qual f1 6= f2, digamos que f1(x) > f2(x), para todo x ∈ [a, b] (ou vice-
versa). Assim, tomando g uma função em C∞

0 (R) (cont́ınua por tanto) não
negativa, não identicamente nula, mas nula fora do intervalo [a, b], tem-se
que

(T (f1) − T (f2)) (g) =

∫

R
(f1(x) − f2(x))g(x)dx > 0.

Portanto T é injetiva.

Como vimos acima ficou definido em C∞
0 (R) um sentido de convergencia

fn → f .
Dizemos que uma função linear L : C∞

0 (R) → R é cont́ınua se para toda
sequencia convergente de funções teste fn → f vale que limn→∞L(fn) →
L(f).

Definição 1.32. O conjunto das distribuições, é descrito como

G = {L : C∞
0 (R) → R

∣∣L é linear e cont́ınuo}.
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Referimos o leitor interessado na rigorosa formalização matemática do
assunto para a seção IV parágrafo 5 [94].

Os espaços de Sobolev descrevem a formulação matemática precisa
para o estudo das funções generalizadas.

Considere a aplicação δa : C∞
0 (R) → R, talqueδa(g) = g(a). É fácil ver

que ela define uma distribuição.
Denominamos tal função generalizada δa de delta de Dirac no ponto a.
Pode-se mostrar que não existe uma função f, tal que Tf = δa. Portanto

a aplicação T não é sobrejetiva. Observe ainda que se existisse tal função,
ela deveria valer infinito no ponto a e zero em todos os outros pontos. Fisi-
camente falando, tal ”função” δa representa, num certo sentido natural, a
distribuição de calor de uma barra de ferro no instante exato em que cai um
pingo de solda em um ponto a ∈ R desta barra. Portanto, poderia ser uma
condição inicial para a equação do calor. As distribuições foram criadas,
justamente com o intuito de ampliar o conjunto das funções, permitindo
considerar matematicamente situações como a descrita acima. δa descreve
uma ”função” em que não existe dispersão em torno da média a.

Usaremos a notação δa(dx) para denotar a delta Dirac em a agindo na
variável x e δb(dy) para denotar a delta Dirac em b agindo na variável y.

Se ψ : R → C tivesse quadrado integravel a ela podemos associar a
distrbuição Lψ, de tal forma que para uma função teste g obtemos Lψ(g) =∫
ψ(x)g(x)dx.

Ainda, para x0 fixo a função p → ψ(p) = e
−ip x0

} não está em L2(dx),
mas podemos considerar um funcional linear (distribuição) associado agindo
em funções teste g da forma

Lψ(g)(p) =

∫
g(p)e

−ip x0
} d p.

Desta forma, para x0 fixo, a distribuição

L
e
−i p x0

}

= Lψ(p) (1.42)

tem um sentido bem definido.
Da mesma forma, para p0 fixo, a distribuição

L
e
−i x p0

}

= Lψ(x), (1.43)

onde ψ(x) = e
−i x p0

} tem um sentido bem definido.
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Podemos definir a derivada de uma distribuição, de maneira coerente
com o conceito usual de derivada de função. De fato, note que

Lf ′(g) =

∫

R
f ′(x)g(x)dx = −

∫

R
f(x)g′(x)dx = −Lf (g′),

o que motiva a seguinte definição de derivada de uma distribuição L. A
derivada de L será denotada pela distribuição L′. Assim, para cada L ∈ G,
temos que dizer qual a ação da sua derivada L′ em funções teste g. Desta
forma é natural dizer que dada uma g teste, então

L′(g) = −L(g′).

Por exemplo, seja a função f(x) tal que f(x) = 0, se x ≤ x0, e, tem o
valor 1 no outro caso, onde x0 ∈ R está fixado. Esta função nao é difer-
enciável em x = x0. No sentido de ditribuição sua derivada é a delta Dirac
em x0. De fato, seja uma função teste g de classe C∞ que se anula fora de
um intervalo, digamos [a, b]. Vamos denotar por L a função f agindo em
funções teste g com distribuição.

Assim, suponha primeiro que x0 ∈ [a, b]. Então

L′(g) = −
∫ b

a

g′(x)f(x)dx = −
∫ b

x0

g′(x)dx = −[g(b)− g(x0)] = g(x0) = δx0(g).

No caso em x0 não está em [a, b] obtemos o mesmo resultado. Desta
forma, a afirmação está justificada.

Para concluir, queremos definir a transformada de Fourier de uma dis-
tribuição. Este conceito deve generalizar o anteriormente introduzido para
as funções usuais. Referimos o leitor para [66] para uma exposição detalhada
no assunto.

Definição 1.33. Dada uma distribuição descrita pelo funcional L, para
cada p ∈ Rn defina (quando bem definido para todo p)

h(p) = L((2π})−1/2e
−ipx

} ).

Considere agora o funcional Lh, ou seja Lh(g) =
∫
g(p)h(p)dp.

Acima L é uma distribuição que age em funções teste ϕ(x) na variável
x. Entretanto, Lh é uma distribuição que age em funções teste g(p).

De maneira informal podemos denotar o h acima como h(p) = L̂(p).

A distribuição Lh, quando bem definida, é a transformada de Fourier da
distribuição L.



Seção 1.14 Distribuições e Transformada de Fourier 179

Como se sabe nem toda função ψ : R → R possui transformada de
Fourier. Da mesma forma nem toda distribuição possui transformada de
Fourier.

A presente ”definição” necessita de alguns reparos. De qualquer
modo, a definição é consistente com o descrito anteriormente. De fato, se
ψ : R → C tivesse quadrado integravel, como vimos, a ela associamos
uma distrbuição Lψ. A transformada de Fourier de ψ é

ψ̂(p) = (2π})−1/2

∫ ∞

−∞
e

−ipx
} ψ(x)dx = Lψ((2π})−1/2e

−ipx
} ) = h(p).

A propriedade que afirma que para qualquer dado p a integral acima é
finita segue do Teorema de Plancherel que foi apresentado na seção 1.4.

Em resumo, dado ψ : R → C de quadrado integravel e a distribuição
L = Lψ(x), então a transformada de Fourier de tal L seria LL̂(p) = Lψ̂(p).

Considere agora L a distribuição delta Dirac em x0, denotada δx0(dx).
Vamos mostrar ao fim desta seção que neste caso L(ϕ) = ϕ(x0).

Neste caso a sua transformada de Fourier seria a função

p→ δ̂x0(p) = h(p) =

∫
((2π})−1/2e

−ipx
} ) δx0(dx) = (2π})−1/2e

−ip x0
} .

O sentido da expressão acima a direita é descrita pela distribuição (1.42).

Dito de outra forma, (2π})−1/2e
−ip x0

} é a transformada de Fourier no sentido
de distribuições de δx0(dx).

Desta forma a descrição da ”posição do estado”com menor dispersão,
que seria a delta Dirac em x0 (uma distribuição que nao corresponde a uma
função em L2(dx)), tem como transformada de Fourier uma distribuição
associada a uma função (que não está também em L2(dx)) que seria p →
2π})−1/2e

−ip x0
} . Uma onda oscilante pura com coeficiente x0.

Outro exemplo, associado a ψ(x) = (2π})−1/2e
−ip0 x

} podemos considerar
a distribuição (ver (1.43))

ϕ→ Lψ(ϕ)(s) =

∫
ϕ(s)e

−i s p0
} d s.

Sua transformada de Fourier seria dada por

p→ Lψ((2π})−1/2e
−ip s

} ) =

∫
(2π})−1/2e

−ip s
} e

−ip0 s

} d s.
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Se p0 = 0, ou seja ψ = 1, temos

p→ Lψ((2π})−1/2e
−ip s

} ) =

∫
(2π})−1/2e

−ip s
} d s.

Vamos mostrar que a distribuição (funcional linear)

f →
∫
f(p) (

∫
e−

i
~
p sds ) dp (1.44)

é a delta Dirac em p0 = 0, isto é δ0(dx).

Isto significa que a transformada de Fourier da distribuição associada a
funcão constante igual a 1, isto é

ψ(x) = (2π})−1/2e
−i 0 x

}

é a delta Dirac em p0 = 0.

ψ(x) = (2π})−1/2e
−ip0 x

}

De fato, esta última distribuição satisfaz

f(.) →
∫
f(p) (

∫
e−

i
~
p s ds )dp =

∫
f(s) (

∫
e−

i
~
p s ds )dp =

∫
(

∫
f(s) e−

i
~
p s ds )dp =

∫
f̂(p)dp =

∫
e
i
~
p 0 f̂(p)dp.

onde f̂ é a transformada de Fourier de f .

Assim, se f é uma função teste temos que f →
∫∞
−∞ f̂(p) e

i
~
p 0dp onde

f̂ é a transformada de Fourier de f . Lembre que a tranformada de Fourier
inversa da transformada de Fourier é a identidade agindo em funções.

Assim temos que

f(s) = (
1

2π ~
)1/2

∫
e
i
~
p sf̂(p)dp. (1.45)

Logo, tomando s = 0

∫
f̂(p)dp = (2π ~)1/2f(0).

Resulta então ∫
f(s) ds

∫
e−

i
~
p s dp = f(0).
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No sentido de distribuição temos que
∫
f(s) δ0(ds) = f(0). Assim, mostramos

a propriedade enunciada no caso p0 = 0.

Ainda, se ψ(x) = (2π})−1/2e
−ip0 x

} , então a transformada de Fourier no
sentido de distribuições de Lψ é a delta Dirac em p0, ou seja δp0(dx). Isto
está em consonancia com o Prinćıpio da Incerteza.

As figura 1.4 e 1.5 ilustram de certa forma o que estamos descrevendo
analiticamente acima.

Agora vamos dar um sentido diferente a afirmação
∫
f(s) δ0(ds) = f(0).

Vamos descrever a ação da delta Dirac δ0 via um procedimento limite.
Esse processo de tomar o limite requer um novo olhar sobre a definição de

distribuição. Para o bom entendimento necessitamos antes de mais nada de
apresentar algumas tecnicalidades bem simples. Uma maneira equivalente
a feita acima para essa definição é a seguinte: dizemos que a sequência de
funções {fn} ⊂ C∞ (R) converge fracamente se para toda função g ∈ C∞

0 (R),
existe o limite

lim
n→∞

∫
fn(x)g(x)dx.

Uma distribuição L é o conceito matemático associado a uma sequência
fracamente convergente de {fn}, de modo que faz sentido falar em

L(g) := lim
n→∞

∫
fn(x)g(x)dx

Observações:

1. Sequências distintas {fn} podem definir o mesmo funcional linear L.
Essas sequências são chamadas sequências equivalentes e definem a
mesma distribuição.

2. Uma sequência fracamente convergente pode ou não ser pontualmente
convergente, uniformemente convergente, etc.

3. Como na primeira definição de distribuição, fica bem definida a derivada,
e isto está coerente com o fato de generalizarmos o conceito de função
desta forma. Então, seja L = Lφ para alguma função usual φ. A
definição de derivada de uma distribuição é consistente. De fato, com-
provamos isto via as expressões

∫
φ′(x)g(x)dx := lim

n→∞

∫
f ′n(x)g(x)dx =

lim
n→∞

−
∫
fn(x)g′(x)dx = −

∫
φ(x)g′(x)dx.
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Pode-se mostrar que essa segunda definição de distribuição via este proced-
imento é equivalente a primeira. Mas ela ainda não está suficientemente
boa para definir a transformada de Fourier de uma distribuição. Para que
possamos fazer isso, será necessário restringir o conjunto no qual as funções
fn podem variar.

É posśıvel dar um sentido geral ao conceito de convergência no espaço
das distribuições e isto conduz ao conceito de espaço de Sobolev (ver seção
3.1 em [27]).

Dizemos que uma função f é de Schwartz, se

lim
x→±∞

xn
dm

dxm
f(x) = 0, ∀n,m ∈ N.

Uma distribuição cuja transformada de Fourier está bem definida é uma
aplicação obtida como limite fraco de uma sequência de funções de Schwartz.
No presente texto não vamos apresentar a formulação completa deste tópico
que é bem complexo.

Finalmente, após este preliminares, podemos apresentar uma boa definição
de transformada de Fourier para distribuições. Dada uma distribuição φ as-
sociada a sequência de funções de Schwartz fn, definimos a transformada
de Fourier de φ, denotada por φ̂, como a distribuição limite associada a
sequência de funções de Schwartz f̂n.
Observa-se que a transformada de Fourier de uma função de Schwartz é de
Schwartz e o mesmo ocorre com a inversa da transformada. Além disso, se
uma sequência de funções de Schwartz converge fracamente, a sequência de
suas transformadas também converge fracamente.

A distribuição δx0 vai ser obtida via um procedimento limite envolvendo
funções fn.

Como ilustração do que desejamos estabelecer vamos considerar o que
seria a transformada de Fourier da distribuição δx0 . Tomando

fn(x) =
n√
π
e−n

2(x−x0)2 ,

devemos mostrar que fn converge fracamente a δx0 no sentido acima, ou
seja, que para qualquer g com suporte compacto

lim
n→∞

∫
n√
π
e−n

2(x−x0)2 g(x) dx = g(x0).

Como
∫
fn(x)dx = 1, temos que isto equivale a

lim
n→∞

∫
n√
π
e−n

2(x−x0)2 [g(x) − g(x0)] dx = 0.
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Assim, podemos supor que g(x0) = 0. Por mudança de variável podemos
supor que x0 = 0.

Resta assim provar que

lim
n→∞

∫
n√
π
e−n

2x2 g(x) dx = 0

para qualquer g com suporte compacto satisfazendo g(x0) = 0.
Como assumimos que g ∈ C∞

0 (R), temos que g′ é cont́ınua e limitada.
Logo, existe C > 0 tal que para qualquer x vale |g(x)| ≤ C |x|. Portanto

|
∫ ∞

−∞

n√
π
e−n

2x2 g(x) dx | ≤ C n√
π

∫ ∞

−∞
e−n

2x2 |x| dx =

2
C n√
π

∫ ∞

0
e−n

2x2 |x| dx =
C

n
√
π
.

Assim,

lim
n→∞

|
∫ ∞

−∞

n√
π
e−n

2x2 g(x) dx | = 0

o que prova o resultado desejado.

Sendo assim, no sentido de distribuições é ĺıcito dizer que a transformada

de Fourier da delta Dirac em x0 é a função p → 1
(2π~)1/2

e−
i p x0

~ . Esta função

não está em L2(dp).



Caṕıtulo 2

Tópicos Selecionados

de Mecânica Quântica

2.1 Teoria Espectral

A sequência de resultados que vamos apresentar nesta seção seguem em sua
maior parte as linhas descritas em [191] [389]. Alguns resultados de Análise
Funcional que utilizaremos são provados em [359], [222], [408], [389] [20]
[105], [192] e [52].

O Teorema Espectral para um operador autoadjunto não limitado per-
mite entender com mais profundidade e de maneira unificada uma série de
resultados e propriedades da Mecânica Quântica (entre eles alguns postu-
lados anteriormente apresentados). Ele vai generalizar o Teorema Espetral
para operadores autoadjuntos em dimensão finita.

Queremos estudar (entre outras coisas) o espectro da soluções da equação
de Schrödinger com condição inicial

i~
∂ψ

∂t
= Hψ = − ~2

2m
∆ψ + V (x)ψ

ψt|t=0 = ψ0.

Desejamos saber, por exemplo, sob quais hipóteses sobre V existirá um
conjunto ortonormal enumerável completo para H.

Primeiro vamos relembrar o conceito de espectro de um operador.

Definição 2.1. O resolvente de um operador A (eventualmente não limitado
e definido apenas num domı́nio denso) agindo sobre um espaço de Hilbert
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H é o subconjunto dos números complexos

ρ (A) = {λ ∈ C | (A− λI) é densamente definido em H

e ainda (A− λI) possui inversa limitada . }
Assim, (A− λI)−1 se extende a H como operador limitado.
O espectro σ(A) é definido como σ(A) = C− ρ(A).

Os autovalores fazem parte do espectro. Sabemos que se A for um op-
erador auto-adjunto então os autovalores são reais. Vamos mostrar mais
tarde que se A for um operador auto-adjunto então o espectro também está
contido na reta real.

Em [100] é analizado o espectro de operadores de Schrödinger discretiza-
dos quando o potencial é dinamicamente definido. Não vamos tratar deste
caso aqui.

A versão do teorema espectral (Teorema 2.1) que iremos explicitar (sem
prova) é geral e pode ser aplicado ao operador momento P , e também a
outros operadores autoadjuntos não limitados. Inicialmente vamos tentar
motivar os conceitos que serão utilizados na formulação deste teorema de
fundamental importância.

Lembre que dado h : R → R, a associada integral de Riemann-Stieltjes
de uma função f(λ), f : R → C, é denotada por

∫
f(λ)dh(λ) (ver chap-

ter 9 in [35], ou III seção 8 em [207], [34] ou [285]). A integral de uma
função tomando valores em operadores é um tópico relevante na teoria e seu
detalhamento matemático pode ser encontrado na Section 9.8 em [5].

Vamos descrever brevemente o que é uma integral de Riemman-Stieltjes
para f : R → C. Para simplificar iremos nos referir a terminologia ”integral
de Stieltjes”. Seja h : R → R crescente e que seja continua a direita em
qualquer ponto, isto é, para todo c ∈ R

h(c) = lim
ε→0+

h(c + ε).

Para cada intervalo [a, b] da reta defina µ( [a, b] ) = h(b) − h(a). Fica
assim definida uma medida finitamente aditiva µ sobre intervalos (que pode
ser estendida a sigma algebra de Borel como descrito em [35]).

Desta forma, pode se obter para uma classe grande de funções f , o valor∫
f(λ) dh(λ) (que podemos também expressar de maneira informal como∫
f(λ) dµ(λ)).

No caso de função cont́ınua limitada, o procedimento de integração de
uma função f pode ser aquele ao estilo Riemman (fazendo primeiro uma
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partição da reta em pequenos intervalos, escolhendo um ponto em cada
intervalo, avaliando f nele, fazendo o diametro da partição ir a zero, etc...).
Para a definição exata recomendamos o leitor para caṕıtulo IV seção 2 em
[285].

Ou seja, se f for uma função continua, então

∫
f(λ)dh(λ) ∼

k∑

j=0

f(xk)µ(ak, bk) =

k∑

j=0

f(xk) [h(bk) − h(ak) ],

onde xk ∈ [ak, bk), e todas as distancias bk−ak são arbitrariamente pequenas.
Esta integração não é feita ao estilo Lebesgue. No caso geral, a diferença

de tais procedimentos aparecem, por exemplo, em [149].
Sendo assim, se f é uma função não negativa, então a integral é um

número não negativo.
Se h(x) = x obtemos a integral usual de Riemann

∫
f(λ) dλ.

Dizemos que a ”medida”µ esta associada a integral de Stieltjes de h.

No caso geral, as descontinuidades de h (monótona) vão representar
átomos para µ (pontos com medida positiva). Por exemplo, suponha que h
seja tal que h(x) = 0, se x ≤ x0, e, h(x) = 3, no outro caso.

Fixado um intervalo [a, b], ou ele contém x0, ou não. Considere a µ
associada a tal h. Assim, µ[a, b] sera nula se x0 não está em [a, b]. Se
x0 ∈ (a, b), então µ[a, b] = 3,

Seja uma f cont́ınua. Se consideramos uma partição da reta da forma
Ckj , j = 0, 1, ..., k + 1, k par, e supondo, sem perda de generalidade, que

x0 ∈ Ckk/2, onde

Ck0 = (−∞, a0], C
k
1 = (a0, a1], C

k
2 = (a1, a2], ..., C

k
k = (ak, ak+1], C

k
k+1 = (ak+1,∞),

temos que

∫
f(x)dh(x) =

k+1∑

j=0

∫

Ckj

f(x)dh(x) =

∫

Ck
k/2

f(x)dh(x).

Este procedimento vale sempre para partições gerais que podemos tomar
de tal forma que o comprimento dos intervalos (sem ser os das pontas) é
arbitrariamente pequen0 (mas sempre assumindo que x0 ∈ Ckk/2).

Se k for grande e o comprimento de Ck/2 for pequeno temos que

∫
f(x) dµ(x) =

∫
f(x)dh(x) ∼ 3f(x0).
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Assim, esta integral de Stieljes correponde a integrar a função f em
relação a medida (distribuição delta Dirac) dµ = 3 δx0 .

Pode se mostrar, da mesma forma, que se h for dada da seguinte maneira:
h(x) = 0, se x ≤ 5, h(x) = 3, se 5 < x ≤ 19, e, h(x) = 10, se 19 < x, então

∫
f(x)dh(x) = 3f(5) + 7 f(19) =

∫
f(x) dµ(x),

onde a µ associada é (3δ5 + 7 δ19).
A partir do que foi dito acima é fácil encontrar outras h que determinam

µ da forma µ =
∑n

j=1 αjδxj . Neste caso,
∫
f(x)dh(x) =

∫
f(x)dµ(x) =∑n

j=1 αjf(xj).

É posśıvel considerar uma definição mais geral que contempla funções
h não necessariamente crescentes (ver III seção 9 em [222]). Neste caso, a
identificação com uma medida µ, como acima, não ocorre.

Podemos também definir, sob certas hipóteses, para uma f : R → C
e g : R → B(H), que toma valores em operadores autoadjuntos limitados
positivos (são na verdade projeções), a integral

∫
f(λ)dg(λ) (que resulta ser

um operador). Uma demonstração deste resultado aparece em [80] seção
2.3.

Apresentamos a prova deste resultado, ou seja a existência de um op-
erador B que é igual a

∫
f(λ)dg(λ) no escólio ao fim da seção 2.4. As-

sumiremos lá certa regularidade (continuidade) da função a ser integrada.
Note que B =

∫
f(λ)dg(λ) pode não ser um operador limitado se f não for

cont́ınua.
Em termos mais simples o sentido de tal expressão B =

∫
f(λ)dg(λ)

(ver seção 4.4 em [249], seção 39 em [201], [94], [1]) resulta na seguinte
propriedade: para φ em H, defina gφ,φ(λ) =< φ, g(λ)(φ) >∈ R. Pode-se
mostrar que λ→ gφ,φ(λ) é uma função real de variável real (crescente).

Estamos variando o operador como função de λ (usando a famı́lia g(λ) ∈
B(H)) e calculando um produto interno usando a φ fixa.

Ou seja, o h(λ) anterior usada na integral de Stieldges agora será gφ,φ(λ).
Fixada a famı́lia g : R → B(H), dizer que

B : =

∫
f(λ)dg(λ) ∈ L(H),

para uma determinada fixa f : R → C, significa afirmar que para todo φ, a
integral de Stieljes (de f e h = gφ,φ) está bem definida e vale

< φ,B(φ) >=

∫
f(λ) d gφ,φ(λ).
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Observe que a integral do lado direito é uma simples integral de Stieljes
na reta.

Fixada a f , onde f : R → C, e a função λ → g(λ) ∈ B(H) a B fica
definida de maneira única.

Fixada a função λ→ g(λ) ∈ B(H) note que cada f produz um B difer-
ente.

De forma mais precisa: dado λ associe para φ e ψ o valor complexo
gφ,ψ(λ) =< φ, g(λ)(ψ) >, e então B seria o operador tal que

< φ,B(ψ) >=

∫
f(λ) d gφ,ψ(λ).

Desta forma fica definido univocamente o operador B.

Um operador E é dito uma projeção ortogonal se ele é autoadjunto,
limitado, e satisfaz E2 = E. Note que |E| ≤ 1.

Suponha agora que para o operador autoadjunto A, definido num espaço
de Hilbert H, vale o seguinte: existem autovetores ψn, n ∈ N, de multiplici-
dade finita, com autovalores λn ∈ R, que definem um conjunto ortonormal
enumerável completo. Em geral sempre se ordena os autovalores em ordem
crescente

λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn ≤ ...

Estamos supondo acima que exista um menor autovalor.
Para cada λ ∈ R, defina o espaço fechado Fλ que é o gerado em H

pelos autovetores {ψ0, ψ1, ..., ψn} tal que λn ≤ λ. Vamos denotar por
E(λ) o operador projeção PFλ . Desta forma, E(λ) = 0, para λ < λ0, e,
limλ→∞ E(λ) = I.

Note que se, λ1 < λ2, então, E(λ1)E(λ2) = E(λ1). Ainda, se o intervalo
[α, β] não contém autovalores então E(α) = E(β).

Observe que se λ1 < λ2, então E(λ2) − E(λ1) é um operador positivo.
Sendo assim, considerando fixada uma φ, e tomando

gφ,φ(λ) =< φ,E(λ)(φ) >,

conclúımos que esta função gφ,φ(λ) é não decrescente em λ.
Para φ e ψ fixados vamos considerar abaixo a integral de Stieltjes onde

h(λ) =< φ,E(λ)(ψ) > .

Note que estamos considerando uma h mais geral do que na nossa dis-
cussão anterior onde apenas h tomando valores reais era permitida. Se
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φ = ψ então estaŕıamos restritos ao caso que anteriormente discutimos pois
tal h(λ) seria monótona não descrescente.

O leitor pode considerar o que descrevemos abaixo como uma discussão
de caráter heuŕıstico. No caso de ficar incomodado com isto, pode supor
que φ = ψ, e assim tudo estará de acordo com a discussão formal rigorosa
que fizemos antes.

Desta forma se o intervalo (α, β] contém apenas os autovalores λ3, λ4, e
φ =

∑
n anψn, ψ =

∑
n bnψn, temos que

< φ,E(β)(ψ) > − < φ,E(α)(ψ) >=

∫ β

α
dh(λ) = a3b3 + a4b4.

De fato, ∫ β

α
d < φ,E(λ)(ψ) >=

∫
<

∞∑

n=1

anψn ,

4∑

n=1

bnψn > dx−
∫
<

∞∑

n=1

anψn ,

2∑

n=1

bnψn > dx =

∫
<

4∑

n=3

anψn , bnψn > dx = a3b3 + a4b4.

Ainda, observe que

∫ β

α
< φ,E(λ)(φ) >= |a3|2 + |a4|2.

De forma sintética, para φ e ψ fixadas como acima, a integral de Stieldges
da h pode ser expressa como a medida µ (definida na reta real)

µ =

∞∑

n=1

an bn δλn ,

onde δλn representa a delta Dirac na reta no ponto λn.

Note que µ é uma medida tomando valores complexos (mais detalhes em
[381]).

Tomando o caso particular φ = ψ =
∑

n anψn obtemos para tal h = gφ,φ
a medida real
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µ =

∞∑

n=1

| an |2 δλn .

Note que tal µ depende de φ e de A.

Observe que ∫
λ µ(λ) =

∞∑

n=1

| an |2λn.

Da mesma forma, dado f(λ)

∫ β

α
f(λ) dh(λ) =

∫ β

α
f(λ) d gφ,ψ (λ) = f(λ3) a3b3 + f(λ4) a4b4,

se os únicos autovalores de A entre α e β são λ3 e λ4
Afirmamos que A pode ser escrito como

A =
∑

n

λn Pψn =

∫ ∞

−∞
λdE(λ).

Para mostrar tal fato, primeiro observe que se φ =
∑

n anψn, ψ =∑
n bnψn, onde ψn, n ∈ N é conjunto ortonormal completo, então

< φ,A(ψ) >=<
∑

n

anψn, A(
∑

m

bmψm) >=

<
∑

n

anψn,
∑

m

λm bmψm) >=
∑

n

λnan bn =

∫
λdµ(λ) =

< φ, (

∫ ∞

−∞
λdE(λ) ) (ψ) > .

Em resumo, para qualquer φ,ψ

< φ,A(ψ) >=

∫
λ d < φ,E(λ)(ψ) >=< φ, (

∫
λ dE(λ) ) (ψ) > .

Ou seja, para cada φ,ψ consideramos acima a integral de Stiledjes para

h(λ) = hφ,ψ(λ) =< φ,E(λ)(ψ) > .

Note que

A2 =
∑

n

(λn)2 Pψn ,
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e assim

< φ,A2(ψ) >=<
∑

n

anψn, A
2(
∑

m

bmψm) >=

<
∑

n

anψn,
∑

m

λ2m bmψm) >=
∑

n

λ2n an bn =

∫
λ2 dµ.

Mais geralmente, para qualquer k

Ak =
∑

n

(λn)k Pψn =

∫ ∞

−∞
λk dE(λ).

Ora, para qualquer polinômio f(λ), temos que

f(A) =
∑

n

f(λn)Pψn .

Portanto,

f(A) =

∫
f(λ) dE(λ).

Note então que

e−i A =
∑

n

e−i λn Pψn =

∫ ∞

−∞
e−i λ dE(λ).

Para um E ∈ R fixo no resolvente de A, expressões da forma

(A− E I)−1 =

∫ ∞

−∞

1

λ− E
dE(λ),

ou

(φ, (A− E I)−1 ψ >=

∫ ∞

−∞

1

λ− E
dµφ,ψ(λ),

onde µφ,ψ(λ) =< φ,E(λ)ψ >= h(λ) aparecem na literatura. A medida µφ,ψ
definida na reta real algumas vezes é chamada de medida espectral associada
a A e ao par φ,ψ.

Desejamos generalizar tais tipos de resultado para um operador autoad-
junto não limitado qualquer. Este é o objetivo do próximo teorema. Ele
é fundamental na teoria e uma prova do mesmo pode ser encontrada em
[366] (seção 5.3), [249] (seção 4.4 e 9.9), [1] (seção 63, 66 e 69), [439] ou
[94]. Observamos que o resultado abaixo assume apenas que o operador seja
autoadjunto num espaço de Hilbert. Assim, ele pode ser não limitado e pode
ainda ser definido apenas num domı́nio denso.
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Note que existem restrições (ver item 6) do próximo teorema) sobre as
posśıveis funções f que se pode considerar na expressão f(A) =

∫
f(λ) dE(λ).

Observe que E(λ) (gφ,φ ou hφ,φ) é definido a partir do espectro de um
operador autoadjunto não limitado A definido densamente em H. O pro-
cedimento geral que iremos utilizar na definição de E(λ) envolve considerar
operadores projeção Pλ (como caso particular os PFλ acima), indexados por
λ ∈ R, que projetam numa sequencia crecente de subespacos vetoriais Sλ (os
Fλ acima), e que contem funções que estão associados a parte do espectro
que tem valores menores que λ. Na sua maior generalidade isto ficará mais
claramente descrito em breve. O anteriormente apresentado dá um idéia
preliminar do que se vai considerar no próximo teorema.

Escólio Um ponto fundamental a ser destacado é que uma medida de
Stieldjes é obtida a partir de uma função crescente. Vamos considerar uma
famı́lia de projeções g(λ) sobre subespaço fechados Sλ ⊂ H.

Lembre que gφ,φ(λ) =< φ, g(λ)(φ) >∈ R.
Dizemos que gφ,φ é crescente se λ1 ≤ λ2 implica Sλ1 ⊂ Sλ2 .

Observe que dados E1 e E2 que são respectivamente projeções ortogonais
sobre S1 e S2, então

< φ,E1(φ) > ≥ < φ,E2(φ) >,

para todo φ ∈ H, se e somente se, S2 ⊂ S1.

De fato, note que se φ ∈ S2, então

< φ,E1(φ) > ≥ < φ,E2(φ) >=< φ, φ > ≥ < φ,E1(φ) > .

Logo, < φ,E1(φ) > =< φ, φ >, o que implica que φ ∈ S1.

Ainda, por outro lado,

< φ,E1(φ) > = < E1(φ), E1(φ) > ≥ < E2E1(φ) ), E2(E1(φ)) ) >=

< E2(φ), E2(φ) > = < φ,E2(φ) > .

Observe ainda que se E2E1 = E1, então S2 ⊂ S1. De fato, isto segue do
exposto acima pois: dado φ ∈ H, teremos então

< φ,E2(φ) >=< φ,E2 E1(φ) >=< E2(φ), E2 E1(φ) > ≤ < φ,E1(φ) > .

Desta forma S2 ⊂ S1
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♦

Com é usual, dado C ⊂ R, IC denota a função indicador de C.

Uma excelente exposição em portugues do resultado abaixo aparece em
[427] seção 4.

Em [359] o leitor pode encontrar um detalhada exposição da prova do
Teorema Espectral no contexto da Mecânica Quântica. A seção 12.1 de
[214] apresenta algumas interessantes aplicações do Teorema Espectral para
canais quânticos.

Teorema 2.1. Teorema Espectral para operadores autadjuntos não limitados-
Seja A : D(A) ⊂ H → H autoadjunto, onde H é um espaço de Hilbert.

Então existe uma única famı́lia de projeções ortogonais E(λ) : R →
B(H), indexadas por uma parâmetro λ ∈ R tal que:

1) Se λ1 < λ2, então E(λ1)E(λ2) = E(λ1).

2) para qualquer ψ e λ fixos, limε>0 ,ε→0 E(λ + ε)(ψ) → E(λ)(ψ) (na
norma do Espaço de Hilbert).

3) Para cada ψ, temos que limλ→−∞E(λ)(ψ) = 0 e limλ→∞E(λ)(ψ)
= ψ.

4) ψ ∈ D(A), se e só se,
∫∞
−∞ λ2 d|E(λ)(ψ)|2 <∞.

5) para ψ ∈ D(A), e, φ qualquer, vale

< A(ψ), φ >=

∫ ∞

−∞
λd(< E(λ)(ψ), φ >=

∫
λd < E(λ)(ψ), φ > .

6) Seja f(λ) mensurável tomando valores complexos f : R → C, então o
operador ∫ ∞

−∞
f(λ) dE(λ),

está definido no domı́nio D(f(A)) que é constitúıdo pelas funções ψ tais que

∫ ∞

−∞
|f(λ)|2 d|E(λ)(ψ)|2 <∞.

É natural definir

f(A) :=

∫ ∞

−∞
f(λ) dE(λ).
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A medida na reta real µψ,φ obtida como integral de Stielges para

h(λ) =< E(λ)(ψ), φ >

é denominada de medida espectral para A e o par ψ, φ e desempenha papel
fundamental na teoria. Assim, para f que seja µψ,φ integrável temos

< f(A)(ψ), φ >=

∫ ∞

−∞
f(λ) dµψ,φ(λ).

7) Dadas as funções f(λ), g(λ), mensuráveis (como acima) tomando
valores complexos vale para qualquer ψ ∈ D(f(A)), φ ∈ D(g(A))

< f(A)(ψ), g(A)(φ) >=

∫ ∞

−∞
f(λ) g(λ) d < E(λ)(ψ), φ > .

8) f(A)∗ =
∫∞
−∞ f(λ) dE(λ). Assim, se f toma apenas valores reais então

f(A) é autoadjunto.
9) Para todo β, o operador

E(β) =

∫ β

−∞
dE(λ).

10) Dados ψ ∈ D(h(A)), e, fk, k ∈ N, tal que para todo λ vale fk(λ) ≤
h(λ), se para todo λ vale fk(λ) → f(λ), então, fk(A)(ψ) → f(A)(ψ), quando
k → ∞.

11) se h(λ) = f(λ)g(λ) então h(A) é uma extensão de f(A) ◦ g(A).
Decorre dáı que se f(λ) = c0 + c1λ+ ...+ cmλ

m é um polinômio, então f(A)
é uma extensão de

c0 I + c1A+ ...+ cmA
m.

O conjunto de operadores E(λ) é denominado de famı́lia espectral asso-
ciada a A ou resolução da identidade para A.

12) se EX (λ), λ ∈ R, é a famı́lia espectral do operador X , agindo em
H = L2(R), então para qualquer intervalo [a, b], e, qualquer ψ ∈ H e x,
temos

[

∫ b

a
dE(λ)X (ψ)](x) = I[a,b](x)ψ(x).

Assim,

< [

∫ b

a
dE(λ)X (ψ)], ψ >=

∫ b

a
|ψ(x)|2 dx.

Se f(λ) = I[a,b](λ), então f(X ) é a multiplicação por I[a,b](x).
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A expressão

A =

∫ ∞

−∞
λdE(λ),

que segue do item 6) acima, é conhecida como a decomposição espectral do
operador autoadjunto A.

Quando desejamos nos referir a resolução da indentidade de um certo
operador A fixado é usual utilizar a expressão EA(λ), λ ∈ R.

Exemplo 2.1. A resolução da identidade para o operador X é dada pela
famı́lia de projeções

E(λ)(ϕ) = EX (λ)(ϕ) = I(−∞,λ) ϕ

(exemplo 2 seção 39 em [201]). Isto segue do fato que para todo x vale
X (ψ) (x) =

∫
λdEX (λ)(ψ) = xψ(x). Sendo assim, usando o item 10 acima,

dada uma função qualquer integrável f (não necessariamente anaĺıtica)
temos que f(X )(ψ) (x) =

∫
f(λ)dEX (λ)(ψ) = f(x)ψ(x). O item 12 acima é

um caso particular desta afirmação. Desta forma,

< g(X )(ψ), ψ >=< gψ,ψ > .

Este exemplo, decreve portanto, em termos matemáticos precisos, a asso-
ciação formulada pelo Postulado 3 para funções da forma g(x).

♦

Exemplo 2.2. A resolução da identidade para o operador ψ → i dψdx é tal
que a famı́lia de projeções EP (λ) satisfaz (exemplo 3 seção 39 em [201]) para
todo µ < ν e ψ:

(EP (ν) −EP (µ))(ψ)(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

eν i (η−x) − eµ i (η− x)

i (η − x)
ψ(η) dη.

♦

Exemplo 2.3. A resolução da identidade para o operador u → d2

dx2
(u) é

dada por (conforme 6.3 em [321]):

u→ [E(λ)(u)](x) = u(x) − 1
π

∫∞
−∞

sin(
√
−λ (s−x) )
s−x u(s) ds, se λ < 0,

u→ [E(λ)(u)](x) = u(x), se λ ≥ 0,
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♦

Suponha que EA(λ) = E(λ), λ ∈ R, seja a decomposição espectral de A.
Se E é uma projeção ortogonal denotamos E⊥ = I −E.
Assim:
1) se r > 0, então Er A(λ) = EA(λ/r),
2) E−A(λ) = EA(−λ)⊥ = I − EA(−λ).
Antes de apresentar ao leitor algumas consequências do Teorema Es-

pectral gostaŕıamos de comentar a sua relação com a ação de medir um
observável A para uma part́ıcula que se encontra num estado ψ. Para ψ
fixo, a expressão d < E(λ)(ψ), ψ > define uma medida real de Stieltjes na
variável λ sobre a reta real.

POSTULADO 8. Fixado um estado ψ, a probabilidade de que a
medição do observável A esteja no intervalo [a, b], é dada por

∫ b

a
d < E(λ)(ψ), ψ > = < (E(b) − E(a) )(ψ), ψ > .

A expressão do lado direito da igualdade acima segue de 9).

Ou seja, se repetirmos uma medição de A, num total de n vezes (n
grande), para uma part́ıcula que se encontra no estado ψ, então, o número
de vezes que esta medição se encontra em [a, b], dividido por n, é aproxi-
madamente, ∫ b

a
d < E(λ)(ψ), ψ > .

O presente postulado generaliza alguns anteriores. Note que ele contem-
pla o caso de espectro cont́ınuo.

Utilizando o Postulado 8, assuma que A =
∑

n λnPψn e que existe apenas
um autovalor λ3 em [a, b], então se ψ =

∑
n anψn, temos que

∫ b

a
d < E(λ)(ψ), ψ >= |a3|2.

Sendo assim, o Postulado 8 extende algo que já havia sido mencionado
anteriormente como postulado.

Ainda, ∫ b

a
λ d < E(λ)(ψ), ψ >= |a3|2 λ3.
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Vamos mostrar no Teorema 2.13 que dado um observável A então ape-
nas valores do espectro de A podem ser atingidos como resultado de uma
medição de A num estado qualquer ψ.

Escólio Note que o postulado 8 cuja formulação se baseia no teorema
espectral implica os postulados 1 e 7 (pelo menos em dimensão 1).

De fato, para o caso do postulado 1 tome A = X . Assim a probabildiade
de que no estado ψ a localização da part́ıcula esteja no intervalo [a, b] é dada
pelo postulado 8 por

<

∫ b

a
dEX (λ)(ψ), ψ >=< I[a,b] ψ,ψ >=

∫ b

a
|ψ(x)|2 dx.

Isto é o que afirma o postulado 1.

Vamos apenas indicar os passos para se obter o Postulado 7 a partir do
8. Tome A = P e assim no estado ψ a probabilidade do momento estar no
intervalo [a, b] é dada por

<

∫ b

a
dEP (λ)(ψ), ψ >=< [EP (b) − EP(a) ]ψ,ψ >=

< F ([EP (b) − EP (a) ] )ψ,F (ψ) >,

onde F é a transformada de Fourier.
Ora,

F ([EP (b) −EP (a) ] ) (ψ) (p) =

(2π~)−1/2

2π

∫
ψ(y)e−

i py
~ dy

∫
e−

i p
~
(x−y) e

−i a
~

(x−y) − e
−i b
~

(x−y)

i (y − x)
dx.

Pode-se mostrar (ver [63]) que

I[a,b](p) =

√
~

2π
F(

e
i b
~
x − e

i a
~
x

i x
) (p).

Sendo assim,
F ([EP (b) −EP (a) ] ) (ψ) (p) =

(2π~)−1/2 I[a,b](p)

∫
e

− i p
~
yψ(y)dy = I[a,b](p) ψ̂(p).

Desta forma,

<

∫ b

a
dEP (λ)(ψ), ψ >=< I[a,b](p) ψ̂(p), ψ̂(p) >=

∫ b

a
|ψ̂(p) |2 dp.

Isto é o que afirma o postulado 7.
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♦

Se considerarmos o item 6) acima

f(A) =

∫ ∞

−∞
f(λ) dE(λ),

para f(λ) = I[a,b], obtemos

I[a,b](A) =

∫ b

a
dE(λ),

e, assim,

< I[a,b](A)(ψ), ψ >=

∫ b

a
d < E(λ)(ψ), ψ > .

O valor assim obtido é a probabilidade da medição de A estar em [a, b].
Vamos mostrar mais abaixo que se λ̃ ∈ ρ(A), então existe um intervalo

aberto (a, b) contendo λ̃, tal que I[a,b](A) = 0.
Desta forma podemos concluir que a probabilidade da medição obtida

num estado ψ qualquer, via o observável A, estar no resolvente de A é nula.
Ou seja, apenas valores no espectro de A serão obtidos via uma medição do
observável A.

Se por acaso, A =
∑

n λn Pψn , onde os ψn formam um conjunto ortonor-
mal enumerável completo, afirmamos antes que apenas os autovalores λn
podem ser obtidos como resultado da medição de A num estado ψ. Vamos
obter agora esta propriedade a partir do Teorema Espectral e do Postulado
8.

Ora, ψ pode ser escrito como ψ =
∑∞

n=0 an ψn.
Considere um intervalo [α, β] que contenha apenas o autovalor λk, onde

k está fixo.
Assim
∫ β

α
d < E(λ)(ψ), ψ >=< E(β)(ψ), ψ > − < E(α)(ψ), ψ >= |ak|2.

Determinamos assim a probabilidade de λk ocorrer através da medição
de A no estado ψ.

Considere um intervalo [α, β] que não contenha o autovalores.
Então,
∫ β

α
d < E(λ)(ψ), ψ >=< E(β)(ψ), ψ > − < E(α)(ψ), ψ >= 0.
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Proposição 2.2. 1(A) = I (o operador identidade).

Demonstração. Note que I(−∞,k](λ) ≤ 1, para qualquer x, λ ∈ R, e k ∈ N.
Assim, para qualquer ψ vale I(−∞,k](A)(ψ) → 1(A)(ψ) pelo item 10)

acima. Pelo item 9) temos que I(−∞,k](A) = E(k). Finalmente, como pelo
item 3) sabemos que limk→∞ E(k)(ψ) = ψ, conclúımos que para todo ψ
vale 1(A)(ψ) = ψ.

�

Note que qualquer função está no domı́nio de 1(A).

Segue do resultado acima que

|ψ|2 =< ψ,ψ >=

∫ ∞

−∞
d < E(λ)(ψ), ψ > .

Proposição 2.3. Se g : R → C é limitada, então, g(A) é um operador
limitado.

Demonstração. Seja c = supλ∈R |g(λ)|.
Então para todo ψ

|g(A)(ψ)|2 =< g(A)(ψ), g(A)(ψ) >=

∫ ∞

−∞
|g(λ)|2 d < E(λ)(ψ), ψ >≤

c2
∫ ∞

−∞
d < E(λ)(ψ), ψ >= c2 |ψ|2,

onde a desigualdade segue do item 7) e a ultima igualdade da Prop 2.2.
Desta forma, g(A) é limitado.

�

Proposição 2.4. Se g : R → R é não negativa, então, g(A) é um operador
positivo.

Demonstração. Para um ψ qualquer vale

< g(A)(ψ), (ψ) >=

∫ ∞

−∞
g(λ) d < E(λ)(ψ), ψ >≥ 0.
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�

Teorema 2.5. Se A é autoadjunto, então todo número z em C−R está no
resolvente de A. De outra forma: o espectro de H está contido na reta real.

Demonstração. Se z não é real, então f(λ) = 1
z−λ é uma função limitada.

Desta forma, pela proposição anterior, temos que f(A) é um operador limi-
tado. Queremos mostar que f(A) = (z I −A)−1.

Note que (z − λ) 1
z−λ = 1 = 1

z−λ (z − λ), Usando o item 11), e, o fato
que 1(A) = I, conclúımos que

f(A) (z I −A) = I = (z I −A) f(A).

Sendo assim z está no resolvente de A.

�

Desejamos mostrar que apenas valores do espectro do operador A podem
ser obtidos como resultado de medições de estados. Este será o foco dos
nossos próximos resultados. Uma referencia geral sobre o assunto seria a
section 6 no chapter VII em [94].

Teorema 2.6. Se W = (a, b) ⊂ R, A é autoadjunto e, IW (A) = 0, então,
W ⊂ ρ(A).

Demonstração. Seja λ̃ ∈W (sua distância a a, b é positiva). Considere g tal
que g(λ) = (λ̃ − λ)−1, quando λ não está em W , e, g(λ) = 0, para λ ∈ W.
Assim, g(A) é um operador autoadjunto limitado.

Note que

g(λ) (λ̃ − λ) = 1 − I(a,b)(λ).

Assim, pelo item 11) temos que para ψ ∈ H

(λ̃I −A) g(A) = I − I(a,b)(A) = I,

e, para ψ ∈ D(A),

g(A) (λ̃I −A) = I − I(a,b)(A) = I.

Assim, λ̃ ∈ ρ(A).

�
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Corolário 2.7. Fixado um operador autoajunto A, dados a < b, se E(b) =
E(a), então, (a, b) ⊂ ρ(A).

Demonstração. Segue do Teorema anterior e do fato que I[a,b](A) =
∫ b
a dE

A(λ) =

EA(b) − EA(a).

�

Vai seguir dos resultados acima (ver mais detalhes no Teorema 2.13)
que apenas valores do espectro de A podem ser atingidos como resultado de
uma medição de A num estado qualquer ψ. Ou seja, se (a, b) esta contido
no resolvente de A, então a probabilidade da medição resultar num valor em
(a, b) é zero. Isto segue do Postulado 8.

É posśıvel mostrar o seguinte fato (XII 2.8 Theorem 9 [126]):

Teorema 2.8. Dado o operador autoadjunto A e sua decomposição espectral
EA(λ), considere f(λ) real continua e o operador f(A) com sua respectiva
decomposição espectral Ef(A)(λ). Então,

∫ b

a
dEf(A)(λ) =

∫

f−1(a,b)
dEA(λ).

Note que pelo Postulado 8 a probabilidade de que a medição do ob-
servável f(A) no estado ψ esteja no intervalo [a, b], é dada por

∫ b

a
d < Ef(A)(λ)(ψ), ψ > .

Pode-se mostrar, a partir do teorema acima, que para qualquer função
integrável g vale

∫
g(λ)dEf(A)(λ) =

∫
(g ◦ f)(λ)dEA(λ).

Exemplo 2.4. O resultado acima permite afirmar, por exemplo, que o
espectro do operador B = X 4 + 7 I esta contido em [7,∞).

De fato, note que fixada qualquer ψ e f(λ) = λ4 + 7, temos que se
[a, b] ∩ [7,∞) = ∅, então, fixado ψ, para todo φ vale

< I[a,b](B)(ψ) , φ >=

∫ b

a

d < EB(λ)(ψ), φ >=

∫

f−1(a,b)

d < EX (λ)(ψ), φ >= 0.
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Isto implica que I[a,b](B) = 0, e assim, pelo Teorema 2.6 temos que
[a, b] ⊂ ρ(B).

♦

Como vimos:

Definição 2.2. O complemento ρ (A) = C\σ (A) do espectro deA é chamado
conjunto resolvente de A, e, para λ ∈ ρ (A), o operador (A− λI)−1, chamado
o resolvente de A, está bem definido e é limitado.

Como veremos as razões pelas quais A − λI não é inverśıvel poderiam
ser

1. Existe algum ψ ∈ H não nulo tal que (A− λI)ψ = 0. Neste caso λ é
chamado um autovalor de A e ψ um autovetor correspondente;

2. Existe uma seqüência de Weyl {ψn} ⊂ H para A e λ.

Definição 2.3. Dados um operador A e um número complexo λ, uma
seqüência {ψn} ⊂ D(A) é dita seqüência de Weyl para A e λ se

• ‖ψn‖ = 1 ∀n;

• ‖ (A− λI)(ψn)) ‖ → 0, quando n→ ∞;

• ψn → 0, fracamente quando n→ ∞ (ou seja, ∀f ∈ H, 〈f, ψn〉 → 0).

A expressão ‖ (A− λI)(ψn)) ‖ → 0 pode ser entendida da seguinte forma:
A ”quase”tem uma autofunção ψn associada ao autovalor λ. A ultima
condição impede que um autovalor isolado de multiplicidade finita tenha
sequencia de Weyl. Uma ótima referencia no assunto é [408].

Definição 2.4. O espectro pontual de um operador A é

σp (A) = {λ ∈ C | λ é autovalor isolado de A com multiplicidade finita} .

Definição 2.5. O espectro cont́ınuo de um operador A é

σc (A) = {λ ∈ C | existe uma seqüência de Weyl para A e λ} .



Seção 2.1 Teoria Espectral 203

Pode se mostrar que os conjuntos σp (A) e σc (A) são disjuntos.
Note que se um autovalor tiver multiplicidade infinita ele faz parte do

espectro continuo.
Quando o operador é limitado (que não é em geral o nosso caso) os

resultados relacionados ao espectro - que se pode obter a partir da Definição
2.3 acima - são de mais fácil demonstração (ver Example 3.3 e 3.4 no chapter
VII em [94])

Escólio
Observe que σc(A) é um conjunto fechado. De fato, seja λ ∈ C e λk ∈

σc(A) tal que λk → λ. Seja f1, f2, ... um conjunto enumerável denso em
H. Pela definição 2.3, para cada k existe ψk ∈ D(A) tal que |ψk| = 1,
|(A− λk I)(ψk)| < 1/k e | < fj , ψk > | < 1/k, se 1 ≤ j ≤ k

Temos que

|(A− λ I)(ψk)| ≤ |(A− λk)(ψk)| + |λk − λ|.

Logo, |(A− λ I)(ψk)| → 0, se k → ∞.
Além disto, sejam f ∈ H e ε > 0. Então existe j tal que |f − fj| < ε.

Assim

| < f,ψk > | ≤ | < (f − fj), ψk > | + | < fj, ψk > | < ε+ | < fj, ψk > |.

Decorre dáı que lim supk→∞ | < f,ψk > | ≤ ε.
Finalmente, limk→∞ | < f,ψk > | = 0.

♦

O próximo teorema não será demonstrado (ver [191] para referência.)

Teorema 2.9. (Weyl) Se um operador A é auto-adjunto então σ (A) =
σp (A) ∪ σc (A).

Observação 1: Observamos que se A um operador auto-adjunto limi-
tado, então,

σ (A) ⊂ [−‖A‖, ‖A‖] .

Isto segue do fato que se |λ| > |A|, então

|(A− λ I)(u)| ≥ ( |λ| − |A| ) |u|.

Desta forma, para tais λ não existe sequência de Weyl.
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Corolário 2.10. Fixado um operador autoajunto A (não nulo), dados a < b,
suponha que I[a,b](A) 6= 0, então, 1 é autovalor de I[a,b](A).

Demonstração. Considere um intervalo fechado [c, d] que não contenha nem
o ponto 1 nem o ponto 0.

Vamos mostrar primeiro que a aplicação da função I[c,d](λ) ao operador
I[a,b](A) resulta no operador zero. Desta forma, pelo teorema 2.6 conclúımos
que (c, d) ⊂ ρ(I[a,b](A)).

Segue do Teorema 2.8 que para qualquer f e g vale
∫
g(λ)dEf(A)(λ) =

∫
(g ◦ f)(λ)dEA(λ).

Considere f = I[a,b](λ) e g = I[c,d](λ), onde [c, d] não contém o valor 1.
Assim, como I[c,d] ◦ I[a,b] = 0, temos pelo Teorema 2.8 que

∫
I[c,d](λ) dEI[a,b](A)(λ) =

∫
(I[c,d] ◦ I[a,b])(λ)dEA(λ) = 0.

Variando o intervalo genérico [c, d] segue do descrito acima que o espec-
tro de I[a,b](A) está contido no conjunto com dois elementos {0, 1}. Como
I[a,b](A) 6= 0 é um operador limitado (conforme proposição 2.3 pois I[a,b](λ)
é limitada) seu espectro (que não é vazio) não pode ser apenas o ponto 0
(conforme observação 1 acima).

Logo 1 está no espectro de I[a,b](A) e é isolado. Assim, pelo último
teorema ele tem que ser um autovalor.

�

Teorema 2.11. Se λ̃ ∈ ρ(A), então existe um intervalo aberto W = (a, b)
contendo λ̃, tal que, IW (A) = 0.

Demonstração. A demonstração é por contradição. Suponha existirem in-
tervalos Wn = (an, bn), n ∈ N, contendo λ̃, com diâmetro tendendo a zero,
e, tais que IWn(A) 6= 0.

A partir do último resultado acima, para cada n se pode encontrar ψn,
tal que IWn(A)(ψn) = ψn, n ∈ N, e |ψn| = 1

Desta forma, pelo item 7) do Teorema Espectral temos que

|(λ̃I −A)(ψn)|2 = |(λ̃I −A) IWn(A)(ψn)|2 =

< (λ̃I −A) IWn(A)(ψn), (λ̃I −A) IWn(A)(ψn) >=
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∫
[ (λ̃− λ) IWn(λ) ]2d < EX (λ)(ψ), ψ >≤ sup

λ∈Wn

|λ̃− λ|2 → 0,

quando n→ ∞, e bn − an < 1..

Ora, isto implica que se denotamos por R(λ̃) o operador inverso de (λ̃I−
A), então

|ψn| = |R(λ̃) (λ̃I −A)(ψn)| ≤ |R(λ̃)| |(λ̃I −A)(ψn)| → 0.

Mas isto contraria |ψn| = 1.

Logo segue a afirmação do teorema.

�

Observe que segue do acima apresentado que EA(λ) é constante no in-
tervalo (a, b), se e somente se, (a, b) ⊂ ρ(A). Isto segue dos Teoremas 2.6,
2.7 a 2.11.

Teorema 2.12. O resolvente de A autoadjunto é um conjunto aberto.

Demonstração. Se z não é real existe uma vizinhança de z que também esta
no resolvente. Se z é real, então pelos dois teoremas anteriores, sabemos que
ele está num intervalo (a, b) contido no resolvente de A.

�

Teorema 2.13. Dado um observável A, apenas valores do espectro de A po-
dem ser atingidos como resultado de uma medição de A num estado qualquer
ψ.

Demonstração. Dado β que não está no espectro de A, sabemos que existe
intervalo W = (a, b) tal que β ∈W e que IW (A) = 0

Pelo Postulado 8 e o Teorema Espectral item 7) temos que a probabili-
dade de que a medição de A esteja em W é

∫ b

a

d < E(λ)(ψ), ψ >=

∫

IW (λ)d < E(λ)(ψ), ψ >=< ψ, IW (A)(ψ) >= 0.

�
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Proposição 2.14. Considere o operador Xj , j ∈ {1, 2, ., n}, agindo em
L2
(
Rd
)
definido por

Xjψ (x) = xjψ (x) .

Então σ (Xj) = σc (Xj) = R.

Demonstração. Seja d = 1 por simplicidade. Já mostramos que σ (X ) = R.
Desejamos mostrar que σc (X ) = R. Resulta do teorema de Weyl que X não
tem autovalores isolados de multiplicidade finita

Vamos encontrar para todo λ ∈ R uma seqüência de Weyl para X e λ.
Seja φ uma função não negativa, normalizada e com suporte em [−1, 1], ou
seja, ∫

|φ (x) |2dx =

∫ 1

−1
|φ (x) |2dx = 1

Considere, para cada n, a função ψn dada por ψn (x) = n1/2φ (n (x− λ)).
Temos que

∫
|ψn (x) |2dx =

∫
n|φ (n (x− λ)) |2dx =

∫
|φ (y) |2dy = 1,

onde fizemos a mudança de variáveis y = n (x− λ). Sendo assim,

‖ (X − λI)ψn‖2 = ‖ (x− λ)ψn(x)‖2 =

∫
|x− λ|2n|φ (n (x− λ)) |2dx =

1

n2

∫
|y|2|φ (y) |2dy.

O último termo claramente vai a zero quando n → ∞. Logo vemos que
‖ (X − λI)ψn‖ → 0 com n→ ∞. Desta forma, as duas primeiras condições
para que {ψn} seja uma seqüência de Weyl para X e λ estão satisfeitas. Nos
resta mostrar que ψn → 0 fracamente. Dada f ∈ L2 (R) temos que

|
∫
ψ̄nf | = |

∫

|x−λ|≤1/n
ψ̄nf | ≤

(∫
|ψn|2

)1/2
(∫

|x−λ|≤1/n
|f |2

)1/2

e assim, a expressão acima vai a 0 quando n → ∞. Logo temos que λ ∈
σc (X ).

Assim, todo número real é autovalor.

�

Proposição 2.15. Para o operador momento Pj , j ∈ {1, 2, ., n}, vale que
σ (Pj) = σc (Pj) = R.
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Demonstração. Seja λ ∈ R. Vamos demonstrar o resultado no caso unidi-

mensional. A função φ(x) = e
iλ
~
x satisfaz

λφ (x) = −i~φ′(x).

Isto não a qualifica para ser autovalor porque não está em L2.
A idéia e multiplicar φ por uma outra função indexada por n, para faze-la

em L2, e, assim obter uma sequencia de Weyl.
Seja ψ(x) = c e− x2 , onde c > 0 é a constante que normaliza ψ para que

|ψ| = 1.
Defina φn = n−1/2 ψ(x/n)φ(x). É fácil ver que |φn| = 1 para todo n.
Ainda,

φ′n(x) = n−3/2 ψ′(x/n)φ(x) +
i λ

~
φn(x).

Desta forma

P(φn) = λφn − i~n−3/2 ψ′(x/n)φ(x).

Finalmente,

|(P − λI) (φn)|2 =

∫
~2 n−3 (ψ′(x/n))2 dx = ~2 n−2

∫
(ψ′(y))2 dy.

Como
∫

(ψ′(y))2 dy é finita, temos que φn, n ∈ N, define uma sequencia
de Weyl. Sendo assim, λ está no espectro.

Vamos mostrar agora que φn → 0 fracamente. Seja f ∈ L(R), então

| < φn, f > | = |
∫
φn(x) f(x)dx| ≤

∫
|φn(x)| |f(x)| dx = n−1/2

∫
ψ(x/n) |f(x)|dx.

Vamos separar em três partes esta integral. Seja ε > 0 e A > 0 tais que∫ −A
−∞ |f(x)|2dx < ε e

∫∞
A |f(x)|2dx < ε.

Ora, para qualquer n vale

∫ A

−A
ψ(x/n) |f(x)| dx ≤ (

∫ A

−A
ψ(x/n)2 dx)1/2 (

∫ A

−A
|f(x)|2 dx)1/2 ≤

n1/2(

∫ A/n

−A/n
ψ(y)2 dy)1/2 |f | ≤ n1/2 c (

2A

n
)1/2 |f | = c (2A)1/2 |f |,

porque 0 ≤ ψ(x) ≤ c para todo x.
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Ainda,

∫ −A

−∞
ψ(x/n) |f(x)| dx ≤ (

∫ −A

−∞
ψ(x/n)2 dx)1/2 (

∫ −A

−∞
|f(x)|2 dx)1/2 ≤

ε1/2(

∫ −A

−∞
ψ(x/n)2 dy)1/2 |f | ≤ ε1/2n1/2 (

∫ −A/n

−∞
ψ(y)2 dy)1/2 = ε1/2 n1/2 ,

porque |ψ| = 1.
Da mesma forma

∫∞
A ψ(x/n) |f(x)| dx ≤ ε1/2 n1/2 .

Somando as desigualdades e multiplicando por n1/2 , resulta

| < φn, f > | ≤ n−1/2 (2A)1/2 |f | c+ 2 e1/2.

Logo,
lim sup

n→∞
| < φn, f > | ≤ 2

√
ε.

�

Proposição 2.16. Se λ ∈ C é ponto de acumulação de σ (A), onde A é um
operador auto-adjunto, então λ ∈ σc (A).

Demonstração. Seja {λj} ⊂ σ (A) uma seqüência tal que λj → λ, com
j → ∞. Então podemos encontrar (via sequencia de Weyl) {ψj} ⊂ H, uma
seqüência no espaço de Hilbert H, satisfazendo ‖ (A− λjI)ψj‖ ≤ 1/j. Note
que se λj é um autovalor, então a escolha seria tal que ‖ (A− λjI)ψj‖ = 0.
De qualquer forma a expressão é válida. Como vale

‖ (A− λI)ψj‖ ≤ ‖ (A− λjI)ψj‖ + |λ− λj |‖ψj‖

então a expressão acima vai a 0 com j → ∞. Assim vemos que λ ∈ σ (A)
(pode-se mostrar que ou ψj → 0 fracamente ou λ é um autovalor de A).
Como λ é ponto de acumulação de σ (A) ele não é ponto isolado. Portanto,
vale λ ∈ σc (A).

�

Note que um autovalor de multiplicidade infinita pode ser acumulado
por elementos do espectro.

Para analisar o operador de Schrodinger necessitamos de um conceito
que é uma pequena modificação do que foi descrito anteriormente quando
introduzimos sequencia de Weyl.
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Definição 2.6. Dados um operador A e um número complexo λ. Uma
seqüência {ψn} ⊂ L2

(
Rd
)

é dita uma spreading sequence para A e λ se

• ‖ψn‖ = 1, ∀n;

• ‖ (A− λI) (ψn)‖ → 0, quando n→ ∞;

• para todo conjunto limitado B ⊂ Rd, supp (ψn) ∩ B = ∅, para n
suficientemente grande.

A diferença fundamental do conceito anterior é que o suporte das ψn vai
ao infinito quando n→ ∞.

Teorema 2.17. Se H = − ~2

2m∆ + V é um operador de Schrödinger com
potencial real e limitado inferiormente então

σc (H) = {λ |existe uma spreading sequence para H e λ} .

Uma excelente referencia para a teoria espectral de diversos operadores
que aparecem naturalmente na Mecânica Quântica é [203]

Considere o operador de Schrödinger H = − ~2

2m∆ + V em L2
(
Rd
)
.

Teorema 2.18. Seja V (x) uma função cont́ınua em Rd satisfazendo V (x) ≥
0, e V (x) → ∞ com |x| → ∞. Então

1. H é auto-adjunto

2. σ (H) consiste de autovalores isolados {λn}∞n=0, com λn → ∞ quando
n→ ∞.

Demonstração. A demonstração de que H é autoadjunto pode ser obtida
em [222]. Vamos mostrar o segundo item.

A demonstração será por contradição. Suponha que λ está no espectro
cont́ınuo, e, que ψn, n ∈ N, é uma sequência spreading associada.

Lembre que se
∫
|ψn|2 dx < ∞, então ψn(x) → 0 quando x→ ∞

Assim quando n→ ∞, temos que (usando integração por partes)

< ψn, (H − λ I)ψn >=< ψn,−
~2

2m
4ψn > + < ψn,Vψn > −λ =

− ~2

2m

∫
ψn
∑

j

∂2

∂2xj
ψn(x) dx+

∫
|ψn|2 V (x) dx− λ =
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~2

2m

∫ ∑

j

| ∂
∂xj

ψn(x)|2 dx+

∫
|ψn|2 V (x) dx− λ ≥

inf
y∈support of ψn

V (y) − λ.

Como o suporte de ψn vai para infinito, e, V fica arbitariamente grande
quando x → ∞, temos que limn→∞ [ infy∈support of ψn V (y) − λ ] = ∞. Isto
contraria o fato que limn→∞ |(H − λ I)ψn| = 0. Desta forma não existe
espectro cont́ınuo.

Vamos mostrar que existe uma subsequencia da autovalores convergindo
a infinito.

Sejam λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk os primeiros k autovalores, e, ψj , j ∈
{1, 2, ..., k}, as correspondentes autofunções ortogonais. Seja Fk o subes-
paço gerado por estas autofunções. Sabemos pelo Prinćıpio do Mini-Max
(ver Teorema 2.26) que

inf
{ψ|ψ∈F⊥

k ∩D(H) , |ψ|=1 }
< ψ,H(ψ) >= inf {σ(H) − {λ1, λ2, ..., λk} }.

Assim,

inf
{ψ|ψ∈F⊥

k ∩D(H) , |ψ|=1 }
< ψ,H(ψ) >= inf {σp(H) − {λ1, λ2, ..., λk} }.

Desta forma a expressão acima é o próximo auotovalor λk+1. Note que
λk+1 poderia ser igual a λk, mas podemos tomar uma ψk+1 que é autofunção
de λk+1, e, ortogonal as anteriores.

Podemos repetir este argumento indutivamente infinitas vezes obtendo
sempre novas autofunções. Como cada autovalor tem multiplicidade finita
conclúımos que existe infintos autovalores.

Como H não possui espectro cont́ınuo, e < H(φ), φ > ≥ 0, para todo φ,
estes autovalores ordenados não podem se acumular dentro de um intervalo
fechado e limitado. Desta forma os autovalores ordenados λk convergem a
infinito quando k → ∞. Esta afirmação requer uma demonstração que não
será apresentada.

�

De forma heuŕıstica podemos dizer que o fato do potencial V conver-
gir a infinito, num certo sentido, indica que existe uma força que age sobre
a part́ıcula impedindo que ela vá a infinito. Assim, estados estacionários
(as autofunções do operador de Schrodinger) aparecem de forma natural
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neste setting quântico. O potencial V desempenha aqui um papel semel-
hante ao drift na Teoria das Equações Diferenciais Estocásticas [252]. Só
que, de forma diferente da Teoria dos Processos Estocásticos (ergódicos), na
Mecânica Quântica em geral existe mais de um estado estacionário.

A ideia da demonstração do resultado acima permite obter:

Teorema 2.19. Seja V (x) uma função cont́ınua em Rd satisfazendo inf V (x) =
α, então o espectro do correspondente operador de Schrodinger H está con-
tido em [α,∞).

Demonstração. Suponha que λ < α está no espectro cont́ınuo de H, e, que
ψn, n ∈ N, é uma sequência spreading associada.

Usando novamente integração por partes temos

|ψn| | (H− λ I)ψn| ≥< ψn, (H− λ I)ψn >=< ψn,− ~2

2m
4ψn > + < ψn,Vψn > −λ =

− ~2

2m

∫
ψn
∑

j

∂2

∂2xj
ψn(x) dx+

∫
|ψn|2 V (x) dx− λ =

~2

2m

∫ ∑

j

| ∂
∂xj

ψn(x)|2 dx+

∫
|ψn|2 V (x) dx− λ ≥

inf
y∈support of ψn

V (y) − λ ≥ α− λ > 0.

Como a norma de ψn é igual a 1, e, ainda sabemos que α− λ > 0, então
não pode ocorrer limn→∞ |(H−λ I)ψn| = 0. Desta forma o espectro cont́ınuo
está contido em [α,∞).

Observe que o racioćınio é válido sem utilizar o Teorema 2.17. Basta
assumir que ψn é uma sequencia de Weyl.

Se λ é autovalor de H e ψ é a correspondente autofunção com norma
igual a 1, então

λ =< ψ,Hψ >=< ψ,−4ψ > + < ψ,Vψ >=

−
∫
ψ
∑

j

∂2

∂2xj
ψ(x) dx+

∫
|ψ|2 V (x) dx− =

∫ ∑

j

| ∂
∂xj

ψ(x)|2 dx+

∫
|ψ|2 V (x) dx ≥

inf V (y) = α.

Logo, λ ≥ α.
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�

O Teorema acima afirma que apenas pontos na imagem do Hamiltoniano
clássico H(q, p) podem ser atingidos como resultado de medições da energia
de um estado.

Teorema 2.20. Seja Λ = [0, a]n um cubo em Rn e V (x) uma função
cont́ınua em Λ. Então

1. H é auto-adjunto em L2 (Λ), assumindo condições de fronteira de
Dirichlet,

2. σ (H) = σp (H) = {λn}∞n=0, com λn → ∞, quando n→ ∞.

Demonstração. Vamos mostrar apenas o item 2.
Considere para k ∈ N o vetor Kk = (Kk

1 ,K
k
2 , ...,K

k
n) ∈ ([π/L] N)n,

φk = (2/a)n/2 Πn
j=0 sin(Kk

j xj).

Como −4φk = |Kk|2 ψk, e, os φk determinam um conjunto ortonormal
completo para o espaço de Hilbert em consideração, conclúımos que o es-
pectro de −4 é o conjunto dos números da forma |Kk|2, k ∈ N. No caso
unidimensional (n = 1) cada autovalor tem multiplicidade 1.

Observamos que cada ψ no espaço de Hilbert em consideração pode ser
escrito como

ψ =
∑

k∈N
< φk, ψ > φk.

Vamos mostrar primeiro que o espectro cont́ınuo de H é vazio. Suponha,
por contradição, que exista λ ∈ σc(H). Seja ψn uma sequencia de Weyl para
H e λ.

Note que

|(H− λI)(ψn) ≥ |(− ~2

2m
4− λ I)(ψn)| − |V(ψn)| ≥

|(− ~2

2m
4− λ I)(ψn)| − supV.

Escrevendo cada ψn na forma ψn =
∑

k a
k
nφk, e usando o fato que |Kk|2

é o autovalor de φk, obtemos

(− ~2

2m
4− λ I)ψn =

∑

k

(|Kk|2 − λ)aknφk.
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Sendo assim, pela relação de Parseval temos que

|(− ~2

2m
4− λ I)ψn|2 =

∑

k

(|Kk|2 − λ)2 |akn|2.

Como, para cada n, vale |ψn| = 1, então
∑

k |akn|2 = 1.
Como V é limitado, temos que existe K > 0, tal que para todo |Kk| > K,

vale
|Kk|2 − λ ≥ 2 (sup |V | + 1).

Assim, a partir do que foi obtido acima temos que

|(−4− λI)(ψn)|2 ≥ 4 (sup |V | + 1)2
∑

k tais que |Kk|>K
|akn|2 =

4 (sup |V | + 1)2 (1 −
∑

k tais que |Kk|<K
|akn|2).

Para cada k fixo, como ψn → 0 fracamente, então, quando n→ ∞,

akn =< φk, ψn >→ 0.

Existem finitos elementos |Kk| < K.
Sendo assim, é posśıvel escolher N > 0 tal que para n > N , temos que∑
k tais que |Kk|<K |akn|2 < 3/4.
Desta forma existe uma constante c > 0, tal que, para todo n > N , vale

|(−4− λI)(ψn)|2 ≥ (sup |V | + 1)2 + c ≥ supV 2 + c.

Como,

|(H− λI)(ψn)| ≥ |(− ~2

2m
4− λ I)(ψn)| − supV,

conclúımos que |(H − λI)(ψn) é maior do que uma constante positiva se
n > N . Isto contradiz o fato que ψn é uma sequencia de Weyl.

Desta forma o espectro cont́ınuo é vazio. Os autovalores de H não podem
acumular em um intervalo limitado por um argumento similar ao usado na
Prop. 2.16. Note que como < H(φ, φ), φ > ≥ infx V |φ|2, então o conjunto
dos autovalores é limitado inferiormente.

�
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2.2 Valores atingidos por observáveis

Nesta seção vamos tratar de questões relativas aos possiveis valores assum-
idos pelo espectro do operador Hamiltoniano.

Teorema 2.21. O espectro de −4, agindo em L2
(
Rd
)
, é σ(− ~2

2m 4)c =
[0,∞). O mesmo vale para H0.

Demonstração. Vamos tratar apenas do caso unidimensional para facilitar
a notação.

Uma tentativa natural para −4 seria considerar para cada γ > 0 a
função ei

√
γx. Assim

− d2

dx2
ei

√
γx = γei

√
γx.

Assim, obteŕıamos uma autofunção para cada λ = γ > 0. O problema é
que ei

√
γx não está em L2.

Vamos escrever λ ≥ 0 na forma λ = ~2γ2

2m .

Considere φ = c e−x
2
, onde c é a constante positiva tal que |φ| = 1.

Considere ψn = n−1/2 φ(x/n) eiγx. É fácil ver que |ψn|=1.

Ainda,

ψ′
n(x) = iγψn(x) + φ′(x/n)eiγxn−3/2,

e

ψ′′
n(x) = −γ2ψn(x) + 2iγ eiγxn−3/2 φ′(x/n) + eiγ xn−5/2 φ′′(x) .

Desta forma, como φ′ e φ′′ estão em L2 temos que

|ψ′′
n + γ2ψn| ≤ 2γn−3/2|φ′(x/n)| + n−5/2|φ′′(x/n) | = 2γn−1 |φ′| + n−2|φ′′|.

Assim, |(−4− γ2I)(ψn)| vai a zero quando n→ ∞.

Pode-se mostrar utilizando racioćınios apresentados em resultados ante-
riores que fracamente ψn → 0.

Isto mostra que ψn é uma sequencia de Weyl para λ e H0.

O operador H0 − λI pode ser escrito como

H0 − λ I =
1

2m
(P +

√
2mλI) (P −

√
2mλI),

contanto que
√

2mλ esteja bem definido. Ora,
√

2mλ e −
√

2mλ estão no
resolvente de P se não forem números reais. Assim, H0−λI seria inverśıvel
por ser a composta de inverśıveis. Assim, se λ < 0, temos que λ ∈ ρ(H0).

Conclúımos assim que o espectro de H0 é [0,∞).
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�

Um critério muito útil (ver prova em [389]) é o seguinte:

Teorema 2.22. Se existem constantes a < 1, e, b real tal que para todo
ψ ∈ D(H0)

|V (ψ)| ≤ a |H0(ψ)| + b|ψ|,
então, H é autoadjunto.

Outro resultado importante:

Teorema 2.23. Seja V (x) uma função cont́ınua em Rd satisfazendo V (x) →
0 com |x| → ∞. Então

1. H é auto-adjunto

2. σc (H) = [0,∞).

Demonstração. A demonstração de que H é autoadjunto pode ser obtida
em [222]. Vamos mostrar o segundo item.

A demonstração segue de comparar o presente problema com o análogo
para −H0. Sabemos que o espectro de −H0 é [0,∞). Seja λ ≥ 0, e uma
sequência ψn que é spreading para λ e −H0.

Ora,

|(H−λI)(ψn)|−|V(ψn)| ≤ |(− ~2

2m
H0−λI)(ψn)| ≤ |(H−λI)(ψn)|+|V(ψn)|.

O termo |V(ψn)| vai a zero com n → ∞ porque ψn é spreading e V (x)
converge a zero quando x→ ∞.

Sendo assim o espectro cont́ınuo de H e −H0 coincidem. Sendo assim,
σc (H) = [0,∞).

�

Vamos mostrar agora que se [a, b] é um intervalo real, tal que esta contido
no conjunto resolvente de um operador autoadjunto A, e, se ψ é um estado
qualquer em D(A), então, a probabilidade que ψ(x)A(ψ)(x) esteja em [a, b] é
nula. É neste sentido que se afirma que o observável toma apenas valores no
espectro de A. Vamos elaborar sobre isto, mas antes necessitamos recordar
alguns fatos.
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Lembre que pelo Postulado 3, para cada observável clássico g corre-
sponde um operador autoadjunto Ag, tal que, para todo ψ em D(A) vale

g|ψ|2 =< ψ, Ag ψ > .

Vamos considerar o item 7) do Teorema Espectral

< f(A)(ψ), g(A)(φ) >=

∫ ∞

−∞
f(λ) g(λ) d < E(λ)(ψ), φ >,

quando, φ = ψ, g = I[a,b] e f = 1. Obtemos assim, para cada ψ

Eψ(I[a,b](A)) =< ψ, I[a,b](A)(ψ) >=

∫ ∞

−∞
I[a,b](λ) d < E(λ)(ψ), ψ >=

∫ b

a
d < E(λ)(ψ), ψ >=< E(b)(ψ), ψ > − < E(a)(ψ), ψ > .

o item 9) do Teorema Espectral afirma que para todo ψ ∈ D(A) vale

∫
I(−∞,b)(x) |ψ(x)|2 dx =

∫
ψ(x)E(b)(ψ(x)) dx =< E(b)(ψ), ψ > .

Assim (vide Teorema 2.13),

Eψ(I[a,b](A)) =< E(b)(ψ), ψ > − < E(a)(ψ), ψ >=

∫
I(a,b)(x) |ψ(x)|2 dx.

2.3 Prinćıpio do Mini-max

Nesta seção vamos mostrar entre outras coisas que o ground state ψ0 mini-
miza

λ0 =

∫
~2

2m
|dψ
dx

(x) |2 + V (x)|ψ(x)|2 dx,

entre os diversos ψ de norma 1.

Definição 2.7. Uma função S : H → C (não linear) é dita diferenciável em
ψ ∈ H, se ela é diferenciável para a estrutura de espaço normado de H. A
derivada (que é linear e assumida no momento limitada) será denotada por
S′(ψ) : H → C.
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Mais precisamente, para ψ ∈ H, vale

lim
∆→0

|S(ψ + ∆) − S(ψ) − S′(ψ) (∆)|
|∆| = 0.

Em geral se denomina S′ de funcional derivada de S no ponto ψ .
Se S(ψ) =< ψ,Hψ >, para um operador linear autoadjunto limitado

H, então, S′(ψ0) = 2H(ψ0). Mais exatamente, temos que S′(ψ0)(φ) =<
H(ψ0) , φ > .

De fato,

lim
∆→0

|S(ψ + ∆) − S(ψ)− < 2H(ψ),∆ > |
|∆| =

lim
∆→0

| < ψ + ∆,H(ψ + ∆) > − < ψ,H(ψ))− < 2H(ψ),∆ > |
|∆| = 0.

Se C(ψ) =< ψ,ψ >, então, C ′(ψ0) = 2ψ0. Ou seja, C ′(ψ0)(φ) =<
φ, 2ψ0 > . Isto segue da afirmação anterior tomando H = I.

Sejam S,C funcionais diferenciavéis em um espaço de Hilbert H.
Seja

M = {φ ∈ H|C(φ) = 0}
uma superf́ıcie de ńıvel. Seu espaço linear tangente em ψ ∈M é dado por

TφM = {ξ|〈C ′(φ), ξ〉 = 0}

Dado o caminho φ : (a, b) → H, onde H é um espaço de Hilbert, dizemos
que ele é diferenciável em t0 se existe um operador L : R → H, tal que

lim
∆→0

|φ(t0 + ∆) − φ(t0) − L (∆)|
|∆| = 0.

Como L é linear temos que L(∆) =< ∆ , h >, onde h ∈ H está fixo.
Denotamos tal h por φ̇(t0).

O caminho é diferenciável se é diferenciável em todo ponto t0. O caminho
é de classe C1 se t→ φ̇(t0) é uma função continua.

Teorema 2.24. (Multiplicadores de Lagrange) Sejam S,C funcionais difer-
enciáveis em um espaço de Hilbert X. Suponha que φ̄ é um mı́nimo local de
S sujeito a restrição C(φ) = 0,i.e., φ̄ é um mı́nimo local de S no espaço M ,
e C ′(φ̄) 6= 0. Então φ̄ é um ponto cŕıtico do funcional S − λC em X para
algum λ ∈ R. Ou seja, φ̄ satisfaz

S′(φ̄) = λC ′(φ̄) e C(φ̄) = 0
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Demonstração. Se φ̄ é ponto cŕıtico para S em M , i.e., S′(φ̄) = 0 em Tφ̄(M),
então, para todo ξ, tal que, 〈ξ, C ′(φ̄)〉 = 0, temos que 〈ξ, S′(φ̄)〉 = 0. Logo
S′(φ̄) e C ′(φ̄) são colineares, pois caso contrário podemos escrever S′(φ̄) =
aC ′(φ̄) + u, com 〈u,C ′(φ̄)〉 = 0. E, assim, 〈u, S′(φ̄)〉 = 〈u, aC ′(φ̄)〉 + 〈u, u〉,
o que implicaria ‖u‖2 = 0. Logo, conclúımos que S′(φ̄) = λC ′(φ̄).

Para provar que se ξ ∈ Tφ(M) então S′(φ)(ξ) = 0 basta considerar a
restrição de C e S ao plano geradopor C ′(φ) e ξ e usar o fato que estamos
em dimensão dois.

�

Como exemplo considere S agindo na restrição ao conjunto M = {ψ| <
ψ,ψ >= 1}. Neste caso o mı́nimo φ satisfaz S′(φ) = 2λφ, para algum λ.

Teorema 2.25. Seja H autoadjunto e S(ψ) := 〈ψ,Hψ〉, para ψ ∈ D(H),
com ‖ψ‖ = 1. Então inf σ(H) = inf S. Ainda, λ := inf σ(H) é um autovalor
de H, se e somente se, existe um minimizante para S(ψ), entre as ψ ∈ D(H)
tais que ‖ψ‖ = 1. Além disto, no caso em que H é limitado, ψ ∈ D(H) é
cŕıtico para S(ψ) := 〈ψ,Hψ〉, se e só se, ψ é uma autofunção.

Demonstração. Seja α = inf σ(H). Se α = −∞ nada se tem que provar.
Suponha α ∈ R e seja ψ ∈ D(H) tal que |ψ| = 1.
Enão pelo Teorema 2.1 (5) temos que

∫
λd < E(λ)(ψ), ψ > =

∫ ∞

α
λd < E(λ)(ψ), ψ >,

porque como (−∞, α) é disjunto de σ(H) então E(λ) é constante em (−∞, α)
e igual a 0 (pelo item (3) do mesmo teorema).

Assim,

S(ψ) =< ψ,H(ψ) > =

∫
λd < E(λ)(ψ), ψ > ≥

α

∫ ∞

α
d < E(λ)(ψ), ψ >,

porque pelo Teorema 2.1 (1) tempos que < E(λ)(ψ), ψ > é monótona cres-
cente.

Temos ainda que
∫ ∞

α
d < E(λ)(ψ), ψ >=

∫
d < E(λ)(ψ), ψ >= 1.
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Desta forma

S(ψ) =< ψ,H(ψ) > ≥ inf σ(H)

para toda ψ tal que |ψ| = 1.

Pela observação 1 após o Teorema 2.9 temos qe se z ∈ R é tal que z <
inf S então z /∈ σ(H). Portanto inf S ≤ inf σ(H). Seja agora λ := inf σ(H).
Para a outra desigualdade se usa o teorema espectral. De fato, temos que
〈ψ,Hψ〉 ≥ λ‖ψ‖2, para toda ψ ∈ D(H), logo inf S ≥ λ = inf σ(H), e, assim
inf S = inf σ(H).

Se λ = inf σ(H) é um autovalor de H, com autovetor normalizado ψ0,
então

S(ψ0) = 〈ψ0,Hψ0〉 = λ = inf S.

Assim, ψ0 é minimizante para S sujeito ao v́ınculo.

Por outro lado se ψ0 é um mı́nimo local de S entre ψ ∈ D(H), tais
que, C(ψ) = ‖ψ‖2 = 1, então, S′(ψ0) = 2H(ψ0). Assim, pelo teorema dos
multiplicadores de Lagrange, 2H(ψ0) = λ 2C ′(ψ0) = λ 2ψ0, para algum λ.
Assim, ψ0 é autovetor de H.

Ainda S(ψ0) = 〈ψ0,Hψ0〉 = λ‖ψ0‖2 = λ. Como S(ψ0) = inf S =
inf σ(H) concluimos que o λ (oriundo dos multiplicador de Lagrange) é um
autovalor de H.

A partir da expressão acima ψ ∈ D(H) é cŕıtico para S(ψ) := 〈ψ,Hψ〉,
se e só se, é uma autofunção.

Observamos que se pode mostrar uma resultado análogo sem requerer a
diferenciabilidade de S.

Isto segue da seguinte afirmação que não será demonstrada: seja A :
D(A) → H autoadjunto e S : D(A) → R dada por S(ψ) = < ψ,A(ψ) >,
onde ψ ∈ D(A). Seja, M = {ψ ∈ D(A) | |ψ| = 1}. Se ψ0 for mı́nimo local
para S restrito a M então ψ0 é um autovetor de A.

�

O resultado acima pode ser sumarizado pelo assim chamado Prinćıpio
Variacional de Ritz. Para ψ ∈ D(H), temos que < ψ,H(ψ) > ≥ λ =
inf σ(H). A igualdade ocorre, se e só se, H(ψ) = λψ.

Estamos acima minimizando em ψ de norma 1 com suporte compacto:

< ψ, [− ~2

2m
4 + V ]ψ >=

∫
−(ψ(x)

~2

2m
4(ψ) )(x) + V (x)|ψ(x)|2 dx

entre os diversos ψ de norma 1.
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No caso periódico unidimensional V : [0, 1] → R observe que (por inte-
gração por partes)

−
∫

ψ(x)
~2

2m

d2 ψ

dx2
(x) dx =

∫
~2

2m
|dψ
dx

(x) |2 dx.

O mesmo é válido para funções com suporte compacto.
Assim, podemos afirmar alternativamente que no Teorema acima esta-

mos minimizando

∫
~2

2m
|dψ
dx

(x) |2 + V (x)|ψ(x)|2 dx,

entre os diversos ψ de norma 1.

No próximo teorema só nos interessa o caso em que σ(A) é limitado
inferiormente.

Teorema 2.26. O operador auto-adjunto A possui ao menos n autoval-
ores (contando multiplicidade) menores do que inf σc(A), se e só se, λn <
inf σc(A), onde

λn = inf
{F⊂D(A)|dimF=n}

max
{ψ∈F ||ψ|=1}

〈ψ,Aψ〉.

Demonstração. Vamos iniciar pela prova de uma das implicações afirmadas
pelo Teorema. Tome

Vn = span{φ1, ..., φn}
autovetores com Aφi = λiφi e λ1 ≤ ... ≤ λn. Desse modo,

max
{ψ∈Vn | |ψ|=1}

〈ψ,Aψ〉 = max
{
∑n
j=1 |αj |2=1}

n∑

j=1

|αj |2λj = λn.

Logo,
λn ≥ inf

{F⊂D(A) |dimF=n}
max

{ψ∈F ||ψ|=1}
〈ψ,Aψ〉

Agora suponha, por absurdo, que

λn > inf
{F⊂D(A) |dimF=n}

max
{ψ∈F ||ψ|=1}

〈ψ,Aψ〉,
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ou seja, suponha que existe W 6= Vn tal que λn > max{ψ∈W ||ψ|=1}〈ψ,Aψ〉.
Então, existe ψ0 ∈W − Vn com

max
{ψ∈W ||ψ|=1}

〈ψ,Aψ〉 = 〈ψ0, Aψ0〉.

Definindo S(ψ) = 〈ψ,Aψ〉, ψ0 é máximo de S (restrito a {ψ ∈W : |ψ| =
1}) e satisfaz a equação do Teorema 2, S′(ψ0) = 2λψ0. Como S′(ψ0) =
2Aψ0, temos que Aψ0 = λψ0. Portanto, ψ0 é autovetor com autovalor
λ = max{ψ∈W ||ψ|=1}〈ψ,Aψ〉
< λn. Assim, ψ0 ∈ Vn, o que contradiz a suposição ψ0 ∈W − Vn. Logo,

λn = inf
{F⊂D(A) |dimF=n}

max
{ψ∈F ||ψ|=1}

〈ψ,Aψ〉.

Vamos agora provar a outra implicação por indução em n. Para n = 1, defina
λ′ := inf |ψ|=1〈ψ,Aψ〉 e, pelo Teorema 3, λ′ = λ1 é autovalor de A. Agora,
por hipótese de indução, o operador A tem n−1 autovalores λ1 ≤ ... ≤ λn−1.
Vamos mostrar que A possui n autovalores. Sejam φ1, ..., φn−1 autovetores
de A associados a λ1, ..., λn−1 e Vn−1 := span{φ1, ..., φn−1}.

Sabemos que

inf
{ψ∈V ⊥

n−1∩D(A)| |ψ|=1}
〈ψ,Aψ〉 = inf{σ(A) − {λ1, ..., λn−1}}

Por outro lado, dado F um subespaço n-dimensional deD(A) então existe
φ ∈ F ∩ V ⊥

n−1 com |φ| = 1. Assim, temos que

〈φ,Aφ〉 ≥ inf
{ψ∈V ⊥

n−1∩D(A)| |ψ|=1}
〈ψ,Aψ〉.

Então,

max
{ψ∈F ||ψ|=1}

〈ψ,Aψ〉 ≥ 〈φ,Aφ〉 ≥ inf
{ψ∈V ⊥

n−1∩D(A)| |ψ|=1}
〈ψ,Aψ〉

Temos que pela definição de λndo enunciado do Teorema,

λn ≥ inf
{ψ∈V ⊥

n−1∩D(A)| |ψ|=1}
〈ψ,Aψ〉.

Por hipótese, λn < inf σc(A), logo

αn := inf{σ(A)− {λ1, ..., λn−1}} = inf
{ψ∈V⊥

n−1∩D(A)| |ψ|=1}
〈ψ,Aψ〉 ≤ λn < inf σc(A).
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Desse modo, pelo Teorema anterior, αn é o n-ésimo autovalor de A pois
é o inf σ(A|V ⊥

n−1
). Sendo αn ≤ λn, vamos mostrar que λn ≤ αn. Como αn é

autovalor, sejam φn o autovetor associado e Vn = span{φ1, ..., φn}. Assim,

λn = inf
{F⊂D(A) |dimF=n}

max
{ψ∈F ||ψ|=1}

〈ψ,Aψ〉 ≤ max
{ψ∈Vn||ψ|=1}

〈ψ,Aψ〉 = αn.

Portanto, λn = αn e A tem no mı́nimo n autovalores menores que
inf σc(A) dados por

λj = inf
{F⊂D(A)|dimF=j}

max
{ψ∈F ||ψ|=1}

〈ψ,Aψ〉, com j = 1, ..., n

�

2.4 Integral de uma curva tomando valores em operadores

Dado um operador limitado A considere uma função f : C → C anaĺıtica em
um disco de raio R com centro na origem, {λ ∈ C | |λ| < R}, com R > ‖A‖.
Está bem definida a expansão f (λ) =

∑∞
n=0 anλ

n. Definimos o operador
f (A) pela série absolutamente convergente

f (A) =

∞∑

n=0

anA
n.

Definição 2.8. Dizemos que uma função genérica de A, dada por g(A), é
analitica (em A) se pode ser escrita como série de potências em A (para
algum fixo R a expressão vale para todo A tal que |A| < R).

Uma ótima exposição sobre os tópicos a serem discutidos nesta seção é
a section 4 no chapter VII em [94].

SeA for auto-adjunto e Im (z) > 0, então, o operador resolvente (A− zI)−1

é limitado e pode ser escrito série de potencias

(A− zI)−1 = −1

z

∞∑

j=0

z−jAj



Seção 2.4 Curva tomando valores em operadores 223

é conhecida como série de Neumann.
A série sempre converge se ||A|| < 2.

Uma propriedade importante que vamos utilizar aqui é a seguinte: seja
f : B ⊂ C → C uma função anaĺıtica complexa e z0 um pronto em B. Seja
Γ uma curva fechada em torno de z0 contida em B, e que dá apenas uma
volta em torno de z0 (por exemplo, t → z0 + ε e2π t i, t ∈ [0, 1], ε pequeno).
Então pela fórmula integral de Cauchy (ver por exemplo[95])

1

2πi

∮

Γ
f(z)(z0 − z)−1dz = f(z0).

Se f for a função constante 1 obtemos o valor 1.
Uma propriedade similar é valida para operadores limitados: podemos

também reobter o operador f (A), quando f é uma função anaĺıtica em uma
vizinhança de σ (A), pela integral (ver Teorema 2.27 a seguir)

f (A) =
1

2πi

∮

Γ
f (z) (A− zI)−1 dz, (∗)

onde Γ é um caminho fechado em C circulando o conjunto σ (A) ⊂ R ⊂ C
no sentido horário [95], γ : [a, b] → C, Γ(a) = Γ(b).

Uma exposição abrangente e detalhada dos tópicos cobertos nesta seção
pode encontrada em [80] [125] [124].

Existem resultados matemáticos que nos asseguram que (sob certas condições)
dada uma familia de operadores B(γ(t)), onde γ(t) ∈ C, t ∈ [0, 1], descreve
um curva parametrizada γ no plano complexo, esta bem definida a integral
de caminho, ou seja, existe

∫
B(γ(t)) dt = C, onde C é um operador (ver

[125]). Em resumo, existe a integral de uma curva tomado valores em op-
eradores, da mesma forma como existe tal conceito para uma curva tomado
valores no Rn. Ao fim desta seção vamos apresentar os detalhes de tais
procedimentos.

Seja H o espaço dos operadores limitados agindo em L2. Ele é um espaço
de Hilbert para o produto interno < A,B >= Tra (A B∗ ).

Assumimos que curva Γ : [a, b] → C acima é de classe C1. Observe que
neste caso Γ̇(t0) ∈ C.

Ainda, dado B : H → H, por definição

1

2πi

∮

Γ
B(z)dz =

1

2πi

∫ b

a
B(Γ(t)) Γ̇(t) dt.

Observe que para cada t temos que φ(t) = B(Γ(t)) Γ̇(t) é uma curva no
espaço dos operadores. Ao fim desta seção (ver escólio) vamos apresentar
os detalhes da definição de tal integral.
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Acima afirmamos que para uma curva Γ fechada (ou seja, Γ(0) = Γ(1)),
tal que dá uma volta completa englobando todo o espectro de A, vale que
1

2πi

∮
Γ f (z) (A− zI)−1 dz = f(A).

Uma ótima referencia geral para o tópico em análise é [125] seção VII. 9
Theorem 4 e [237].

De forma preliminar, é mais fácil entender tal equação da seguinte maneira:
∀φ, ψ ∈ H,

〈ψ, f (A) (φ)〉 =
1

2πi

∮

Γ
f (z)

〈
ψ, (A− zI)−1 φ

〉
dz

determina f(A). De fato, conforme seção 0, se para φ fixo, sabemos todos
os valores < ψ, f(A)(φ) >, para todas as ψ, então identificamos de maneira
única o elemento f(A)(φ).

O resultado

f (A) =
1

2πi

∮

Γ
f (z) (A− zI)−1 dz

é bastante natural. Vamos analisar primeiro o caso de dimensão finita.
Suponha que A seja uma matriz finita e diagonal com autovalores λj , j =
1, 2, .., n. Então (A− zI)−1 é a matriz diagonal com entradas 1

λj−z , j =

1, 2, .., n. A integração acima resulta na integração em cada entrada da
matriz.

Lembre que se g(t) = (g1(t), g2(t), ..., gn(t)), g : [a, b] → Rn, então, por
definição

∫ b

a
g(t) dt = (

∫ b

a
g1(t) dt,

∫ b

a
g2(t) dt, ...,

∫ b

a
gn(t) dt).

Suponha primeiro f(z) = z. Como A é diagonal, pela formula inte-
gral de Cauchy (ver [95]), se o caminho Γ contornar todos autovalores,
então 1

2πi

∮
Γ z (A− zI)−1 dz vai resultar na matriz diagonal que tem λj ,

j = 1, 2, .., n na diagonal ou seja, a matriz A.

Pela formula integral de Cauchy, se o caminho Γ contornar apenas os
autovalores λ3 e λ4, então 1

2πi

∮
Γ z (A− zI)−1 dz vai resultar numa matriz

diagonal que tem zeros na diagonal menos nas entradas 3 e 4 onde tem os
valores respectivamente λ3 e λ4

Suponha agora f(z) = z3. Pela formula integral de Cauchy (ver [95]), se
o caminho Γ contornar todos autovalores, então 1

2πi

∮
Γ z

3 (A− zI)−1 dz vai
resultar na matriz diagonal que tem λ3j , j = 1, 2, .., n na diagonal ou seja, a

matriz A3.
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Se A é diagonal ef for um polinômio resulta d um racioćınio semelhante
que f (A) = 1

2πi

∮
Γ f (z) (A− zI)−1 dz.

Sabemos que se Γ desse apenas uma volta em torno de λj, j fixo, então
pela fórmula integral de Cauchy

1

2πi

∮

Γ
f(z)(λj − z)−1dz = f(λj).

Assim, neste caso 1
2πi

∮
Γ f(z) (A− zI)−1 dz é a matriz diagonal que tem

todas entradas na diagonal nulas menos a j-ésima que teria o valor f(λj).

Se Γ dá uma volta em torno de todos os aultovalores λj, j = 1, 2.., n,
resulta pela fórmula integral de Cauchy que a integral acima determina
uma matriz é diagonal com entradas f(λi), j = 1, 2, .., n. Esta resulta ser
exatamente f(A) neste caso.

Se A não é diagonal, mas é diagonalizável, isto é , existe C tal que
C DC−1 e D é diagonal diagonal, então, a prova do resultado segue do
racioćınio acima. Observe que para k ∈ N, vale Ak = C Dk C−1.

A generalização para o caso da matriz ser diagonalizável sai do fato que
vale

1

2πi

∮

Γ
f (z) (A− zI)−1 dz =

1

2πi

∮

Γ
f (z) C (D − zI)−1 C−1dz =

C [
1

2πi

∮

Γ
f (z) (D − zI)−1 dz ]C−1.

Note também que f(A) = C f(D)C−1.

Como todo operador autoadjunto em dimensão finita é diagonalizável o
racioćınio acima da conta da afirmação no caso geral enunciado anterior-
mente (expressão (*) após a definição 2.8)

Fica fácil perceber agora que se A é autoadjunto e se Γ for um caminho
fechado em C circulando apenas alguns autovalores do conjunto σ (A), então

B =
1

2π i

∮

Γ
z (A− zI)−1 dz

vai determinar a ação de A restrita ao subespaço gerado pelos autovetores
correspondentes ao autovalores circulados por Γ.

Note que se Γ desse apenas uma volta em torno de λj , então pela fórmula
integral de Cauchy

1

2πi

∮

Γ
(λj − z)−1dz = 1.
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Finalmente, se A é autoadjunto diagonal e se Γ for um caminho fechado
em C circulando apenas alguns autovalores do conjunto σ (A), então

L =
1

2π i

∮

Γ
(A− zI)−1 dz

vai determinar projeção no subespaço gerado pelos autovetores correspon-
dentes ao autovalores circulados por Γ. Isto porque se A é diagonal então vai
aparecer 1 ou 0 na diagonal da matriz A no caso de Γ envolver o autovalor
correspondente ou não.

Se A não é diagonal, mas, existe B tal queBAB−1 é diagonal o resultado
segue da mesma forma.

Voltemos agora ao caso de dimensão infinita.

Teorema 2.27. Seja f (z) =
∑∞

n=0 anz
n, com raio de convergência R e a

a série absolutamente convergente f (A) =
∑∞

n=0 anA
n para A limitado e

|A| < R.
Suponha que f é uma função anaĺıtica em uma vizinhança de σ (A),

então é limitado e está bem definido

f (A) =
1

2πi

∮

Γ
f (z) (A− zI)−1 dz,

onde Γ é um caminho fechado em C circulando o conjunto σ (A) no sentido
horário. Assumimos que Γ ∩ σ(A) = ∅.

Demonstração. para z ∈ Γ temos que (A− zI)−1 é limitado e pode ser
escrito série de potencias

(A− zI)−1 = −1

z

∞∑

j=0

z−jAj .

Como ||A|| < R, então σ(A) está contido no disco de raio R, o que
assegura a convergencia absoluta da série.

Assim,

f(z) (A− zI)−1 =

∞∑

n=0

anz
n (A− zI)−1 =

∞∑

n=0

anz
n [−1

z

∞∑

k=0

z−kAk].

Fixe o par ψ, φ de quadrado integrável. Temos que estimar o valor
< ψ, f(A)(φ) > .



Seção 2.4 Curva tomando valores em operadores 227

Ora,

< ψ, f(z) (A− zI)−1 (φ) >=
∞∑

n=0

anz
n [−1

z

∞∑

j=0

z−j < ψ,Aj(φ) >].

Ainda,

< ψ, f(A)(φ) >=
∞∑

j=0

an < ψ,An(φ) > .

Vamos demonstrar o resultado no caso em que o operador A possui um
conjunto ortonormal completo ψj , j ∈ N, com respectivos autovalores λj,
j ∈ N.

Cada ψ se decompõe como
∑

j cjψj . Assim, basta mostrar que para cada

j, k vale < ψj, f(A)(ψk) >= 1
2πi

∮
Γ < ψj , f(z) (A− zI)−1 (ψk) >.

Ora, An(ψj) = λnj . Como os ψj são ortogonais assim, basta mostrar que
para cada j vale

< ψj, f(A)(ψj) >=
1

2πi

∮

Γ
< ψj , f(z) (A− zI)−1 (ψj) > .

Observe que < ψj , A
k(ψj) >= λ

k
j .

Da primeira expressão que calculamos segue que

< ψj , f(z) (A− zI)−1 (ψj) >=

∞∑

n=0

anz
n [−1

z

∞∑

k=0

z−k λ
k
j ] = f(z)(−1

z

1

1 − z λj
) = f(z)

1

λj − z
.

Da primeira expressão que calculamos segue que

< ψj , f(A)(ψj) >=
∞∑

j=0

an < ψj , A
n(ψj) >=

∞∑

j=0

anλ
n
j = f(λj).

O resultado segue então da formula integral de Cauchy [95].

�

Adaptando a prova acima se pode mostrar o seguinte: seja A oper-
ador autoadjunto e λ3, λ4, λ7 ∈ R ⊂ C autovalores de A. Seja uma curva
γ fechada (ou seja, γ(0) = γ(1)) com imagem contida em C, tal que dá
uma volta completa englobando apenas os autovalores λ3, λ4, λ7 (que estã
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contidos o espectro de A). Seja F o espaço gerado pelos correspondentes
autovetores e PF a projeção associada.

Então, vale que 1
2πi

∮
Γ f (z) (A− zI)−1 dz = PF ( f(A) ).

Tomando f(z) = z temos que a integral acima nos dá PF ◦ A.

O resultado descrito acima é muito útil quando se deseja considerar per-
turbações de potenciais V . Sob as hipóteses convenientes (ver teorema 2.18)
o operador Hamiltoniano tem como espectro apenas autovalores isolados.
Pergunta: será que o menor autovalor de H = P2

2m + V varia de forma con-
tinua com a variação do potencial V ? Para analisar tal problema se considera
uma curva γ no plano complexo que envolve apenas o autovalor minimal.
Mais precisamente, se pode considerar H (associado a potencial V ) e um
outro operador H1 (associado ao potencial V1) e tal que V1 está próximo de
V . Agora, calculando a integral 1

2πi

∮
Γ z (H1 − zI)−1 dz podemos ver que

o operador resultante depende continuamente de V1. Um pouco mais de
esforço nos permite deduzir que o menor autovalor vai depender continua-
mente de V1 perto do V inicial. Referimos o leitor a [237] para resultados
gerais sobre este assunto.

Proposição 2.28. Suponha que ψ tenha suporte compacto [−R,R]. Suponha
ainda que f seja limite em n de I[−R,R] fn, R > 0 fixo, onde fn são funções
anaĺıticas, e, g seja o observável clássico associado a A. Ou seja, Qg = A.
Então

∫
f(g(x)) |ψ(x)|2 dx =< ψ, f(A)(ψ) > .

Demonstração. Pelo postulado 6 temos que para fn anaĺıtica
∫

fn(g(x)) |ψ(x)|2 dx =< ψ, fn(A)(ψ) > .

Considere hn = I[−R,R] fn, então pelo item 11 do teorema espectral temos
que hn(A) é uma extensão de I[−R,R] ◦ fn(A).

Note que
∫

fn(g(x)) |ψ(x)|2 dx =

∫
hn(g(x)) |ψ(x)|2 dx

Pelo item 10 do teorema espectral temos que para qualquer ψ vale
hn(A)(ψ) → f(A)(ψ). O resultado segue ao se tomar o limite em n na
expressão acima.

�
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Escólio:
Para simplificar vamos considerar a integral de uma função com domı́nio

real e tomando valores em operadores limitados (ou seja, (B(H)). O caso
da integral quando o domı́nio está numa curva recai neste. Seguimos aqui o
desenvolvimento descrito em [124].

Seja φ : [a, b] → B(H) uma função cont́ınua (na imagem usamos a norma
forte de operadores). Dizemos que ela é uma step function se é constante
em intervalos, isto é, da seguinte forma: existem a = t0 < t1 < t2 < ... <
tn−1 < tn = b, hj ∈ B(H), j = 0, ..., n − 1, tais que

φ(t) = h0I[a,t1](t) +

n−1∑

j=1

hjI[tj ,tj+1](t).

Denotamos |φ|0 = supt∈[a,b] |φ(t) |.
Por definição a integral de tal função φ é I(φ) =

∑n−1
j=0 (tj+1− tj)hj ∈ H.

Denotamos por S o conjunto de todas a step functions (n não está limitado).
Assim obtivemos I : S → B(H).

Note que para φ ∈ S

|I(φ)| = |
n−1∑

j=0

(tj+1 − tj)hj | ≤

|h0|(t1 − a) +

n−1∑

j=1

|hj | (tj+1 − tj) ≤ (b− a)|φ|0.

Seja agora φ : [a, b] → B(H) cont́ınua (assim uniformemente cont́ınua
conforme [283]). Fixada uma partição π de [a, b] dada por a = t0 < t1 <
t2 < ... < tn−1 < tn = b, considere a soma de Riemman

φπ(t) = φ(t0)I[t0,t1](t) +
n−1∑

j=1

φ(tj)I[tj ,tj+1](t).

Note que independente da partição π temos que |I(φπ)| ≤ (b− a)|φ|0.
Para cada ε > 0 considere a famı́lia Πε de partições π tais que

sup
j=0,1,...,n−1

(tj+1 − tj) < ε.

Como φ é uniformemente cont́ınua então a familia φΠ, onde Π varre
todas as partições finitas, é equicont́ınua e equilimitada (ver [283]).
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Escolha agora uma φk, k ∈ N, onde φk ∈ Π1/k. Da mesma forma φk,
k ∈ N, define uma famı́lia equicont́ınua e equilimitada.

Desta forma, pelo teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequencia
φki , ki → ∞, tal que existe o limite I(φki) em B(H), quando ki → ∞.

Vamos denotar por
∫ b
a φ(t) dt ∈ B(H) tal limite. Como a função φ é

equicont́ınua este limite não depende da sequencia φki i ∈ N, nem mesmo
da φk ∈ Π1/k, k ∈ N escolhida.

Fica assim definida a integral (de Riemann) de uma curva (função)
tomando valores num espaço de Hilbert (assumindo que φ é cont́ınua).

♦
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2.5 Produto Tensorial e Canais Quânticos

A parte inicial desta seção é baseada em [225] e em [271] onde sistemas de
spin são analisados. Vamos considerar apenas a análise do problema em
dimensão finita.

O produto tensorial (uma completa referencia sobre o assunto é a seção
7.3.8 de [71]) permite descrever de forma matematicamente rigorosa um
sistema composto de dois subsistemas quânticos (microscópicos).

A formulação da analise dos sistemas compostos em termos de produto
tensorial é estabelecida em função das leis f́ısicas observadas em diversos
experimentos e medições feitos em laboratórios. O postulado 9 estabelece
tal fato. Por exemplo, um atomo de hidrogenio consiste de um proton e
um electron. Eles interagem, e esta propriedade é descrita através de um
produto tensorial da forma p⊗ e.

Resultados sobre sistemas compostos são particularmente úteis no estudo
dos Canais Quânticos.

Observação 2.1. Um caso muito especial de sistema composto: lembramos
que um problema importante na Mecânica Quântica é o problema da medição
de um estado (no domı́nio micro) atraves de um aparato (que em geral está
no domı́nio macro). O produto tensorial aparece na precisa descrição deste
procedimento que formaliza a interferencia estado-aparato (ver seção 2.5 in
[393]). Em [393] isto é feito via o esquema de von Neumann que foi proposto
em seu famoso livro [436] publicado em 1932 (que engloba também o caso
em que o aparato é de natureza microscópica).

♦

Alguns resultados sobre Canais Quânticos serão tratados ao fim desta
seção. Um ótima exposição sobre canais quânticos pode ser obtida em [144],
[363] (ver chapter 7 e appendix 11) ou em [25] e [20].

Para introduzir de forma simplificada os conceitos que iremos desen-
volver, vamos considerar inicialmente um sistema quântico que consiste de
uma part́ıcula de spin 1/2 que pode apontar para cima ou para baixo. Estas
opções seriam idenficadas por 1

2 e −1
2 . Sistemas deste tipo aparecem na

Computação Quântica [338].

Este sistema pode ser descrito em C2 e vamos denotar os geradores deste
espaço de dimensão 2 por v1 = | + 1

2〉, e v2 = | − 1
2 〉. Supomos que v1, v2

formam uma base ortonormal. Assim, os estados posśıveis são vetores ψ =
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(ψ1, ψ2) ∈ C2, tais que |ψ| = 1, e, denotamos

ψ = ψ1 v1 + ψ2 v2 = ψ1 | +
1

2
〉 + ψ2 | − 1

2
〉.

O leitor não deve se atrapalhar com a notação. Se deseja pode considerar
que (1, 0) = v1 = |+ 1

2〉 e (0, 1) = v2 = | − 1
2〉 (que define a base canônica do

C2) sem problemas.
Se o sistema está no estado ψ, então existe uma probabilidade |ψ1|2 de

ocorrer | + 1
2〉 e uma probabilidade |ψ2|2 de ocorrer | − 1

2 〉.
Neste contexto, cada estado ψ = (ψ1, ψ2) ∈ C2 traz a potencialidade

da ocorrência de | + 1
2〉 e | − 1

2〉 com as probabilidades correspondentes
obtidas do procedimento acima. Desta forma, estamos trocando o espaço
R3, (onde consideramos a quantizaçao do Hamiltoniano, ou seja o operador
H), anteriormente considerado, por um conjunto com dois elementos. Um
operador autoadjunto A agindo sobre C2 vai desempenhar o papel do H.

Consideramos agora um novo sistema de spin tipo part́ıcula que pode
ter três estados para cima, para baixo, ou nulo. Assim, ele pode ser descrito
em C3 e uma base caracterizada por w1 = | + 1〉, w2 = |0〉, w3 = | − 1〉.
Supomos que w1, w2, w3 formam uma base ortonormal.

Um estado, neste contexto, seria um elemento

φ = φ1w1 + φ2 w2 + φ3 w3 = φ1 | + 1〉 + φ2 |0〉 + φ3 | − 1〉.

O descrito acima é tão somente escrever em linguagem de spins uma base
do espaço C3.

Vamos agora analisar observações que envolvem os dois sistemas conjun-
tamente, ou seja, o sistema composto.

Assim, este novo sistema pode ser descrito por

{| +
1

2
〉, | − 1

2
〉} e {| + 1〉, |0〉, | − 1〉}.

Podemos pensar que temos um lattice com dois pontos e em um deles
temos o sistema descrito por {|+ 1

2〉, |− 1
2〉} e no outro o sistema {|+1〉, |0〉, |−

1〉}.
Um ponto fundamental a destacar aqui é que as probabilidades das dis-

tintas possibilidades se intereferem! O produto tensorial vai expressar de
forma matemática simples esta propriedade.

Uma suposição f́ısica natural é assumir que o sistema composto inclui
estados que assumem cada um dos valores descritos acima (ver Postulado
abaixo). Então existem seis estados, que serão denotados por
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(v1, w1), (v1, w2), (v1, w3), (v2, w1), (v2, w2), (v2, w3),

ou, escrito de outra forma, os novos estados do sistema composto seriam

| +
1

2
,+1〉, | +

1

2
, 0〉, | +

1

2
,−1〉, | − 1

2
,+1〉, | − 1

2
, 0〉, | − 1

2
,−1〉. (2.1)

Estes deveriam ser os geradores de um novo espaço de Hilbert que de-
screve o sistema composto.

Como estamos considerando uma teoria quântica, esperamos que com-
binações lineares dos estados acima sejam permitidos. Então parece natural
supor que o estado mais geral pode ser escrito na forma

|ψ〉 = c1|+ 1

2
,+1〉+ c2|+ 1

2
, 0〉+ c3|+ 1

2
,−1〉+ c4| − 1

2
,+1〉+ c5| − 1

2
, 0〉,+c6| − 1

2
,−1〉,

ci ∈ C, i = 1, 2, ..., 6, e portanto os vetores na equação (2.1) formam uma
base para o espaço de Hilbert do sistema composto. Como temos seis vetores,
o espaço é isomorfo a C6.

Note que o sistema natural a ser analisado não corresponde ao C5 que
seria o produto cartesiano de C2 e C3. Necessitaremos do assim chamado
produto tensorial para entender o problema.

Para um sistema composto em geral, a operação matemática relevante
toma vetores ψ1 e ψ2 nos espaços de Hilbert H1 e H2 ,de dimensão m e n
respectivamente, e os transforma em um vetor ψ1 ⊗ ψ2 em um novo espaço
de Hilbert H1 ⊗ H2, chamado produto tensorial de H1 e H2, que tem
dimensão mn. Vamos apresentar logo abaixo as definições formais. O espaço
de estados quântico do sistema composto é, portanto, o produto tensorial
dos espaços de estados quânticos dos subsistemas constituintes. No exemplo
acima, o vetor | + 1

2 ,+1〉 denota o produto tensorial | + 1
2〉 ⊗ | + 1〉. Em

particular, temos que o produto tensorial C2 ⊗ C3 é isomorfo a C6.
Se |vi〉 e |wj〉 são bases ortonormais para H1 e H2, respectivamente,

então |vi〉 ⊗ |wj〉 é uma base para H1 ⊗H2. Usaremos também as notações

|v〉|w〉 , |v,w〉 e |vw〉

para denotar o produto |v〉⊗|w〉. Por exemplo, se H é um espaço de Hilbert
de dimensão 2 com vetores base |0〉 e |1〉, então

7 |0〉 ⊗ |0〉 + (3 + 4.5 i)|1〉 ⊗ |1〉 ∈ H ⊗H.

Denote e1 = (1, 0) = |0〉, e2 = (0, 1) = |1〉, a base canônica do C2.
Uma base de C2 ⊗ C2 seria

|0〉 ⊗ |0〉, |0〉 ⊗ |1〉, |1〉 ⊗ |0〉, |1〉 ⊗ |1〉.
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Ou, alternativamente, escrito da forma

|0 ⊗ 0〉, |0 ⊗ 1〉, |1 ⊗ 0〉, |1 ⊗ 1〉,

ou, ainda,

|0 0〉, |0 1〉, |1 0〉, |1 1〉.
Agora definiremos formalmente o produto tensorial V ⊗W (referimos o

leitor para o Appendix A.4.5 in [192], ou a Seção 7.3.8 in [71], ou as seções 24
e 52 em [194], ou ainda para a seção 6 in [359] para maiores detalhes). Sejam
V e W são espaços vetoriais, que iremos supor sempre sobre C e ainda que
são de dimensão finita. A construção mais geral para módulos sobre anéis
comutativos, que não precisaremos aqui, pode ser vista na seção XVI.1 [268]
ou em [309]. V ⊗W é algumas vezes chamado de bi-partite system.

Dados os espaços vetoriais V e W considere os pares (u, v) onde u ∈ V
e w ∈W .

Seja C(V,W ) o subespaço gerado por todos os elementos da forma

(v1 + v2, w) − (v1, w) − (v2, w)

(v,w1 + w2) − (v,w1) − (v,w2) (2.2)

(rv,w) − r(v,w)

(v, rw) − r(v,w)

onde vi, v ∈ V , wi, w ∈W e r ∈ C.

Agora definimos a relação de equivalencia z ∼ y se z − y ∈ C(V,W ).
Como é usual, a partir desta relação ∼ se pode criar classes de equivalencia.
Dados v ∈ V e w ∈W a classe de (u, v) é denotada por u⊗ w.

O conjunto das classes é o espaço vetorial V ⊗W .

Em resumo, valem as relações

(v1 + v2) ⊗ w = (v1 ⊗w) + (v2 ⊗w)

v ⊗ (w1 + w2) = (v ⊗ w1) + (v ⊗ w2) (2.3)

(r v) ⊗w = r (v ⊗ w)

v ⊗ (r w) = r (v ⊗ w)

onde vi, v ∈ V , wi, w ∈W e r ∈ C.

O objetivo de assumir a relação de equivalencia é que neste novo es-
paco vetorial quociente serão verdadeiras certas propriedades desejadas. As
operações nas classes estarão bem definidas (ver mais detalhes no Appendix
A.4.5 in [192] ou em [208]).
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Um elemento v⊗w (uma classe de equivalência), v ∈ V,w ∈W, no con-
junto assim obtido V ⊗W , vai descrever o objeto matemático que buscamos.

O objetivo de considerar a relação de equivalencia acima é a seguinte:
neste contexto vai valer a seguinte propriedade (ver acima); o produto ten-
sorial é linear em cada entrada, ou seja, para todo α, β ∈ C, ψ, φ ∈ V e
ξ ∈W ,

(αψ + βφ) ⊗ ξ = (αψ) ⊗ ξ + (βφ) ⊗ ξ,

e, ainda
α(ψ ⊗ φ) = (αψ) ⊗ φ = ψ ⊗ (αφ).

Se 0 denota o elemento neutro em V ou W , então 0 ⊗ 0 é o neutro neste
novo espaço. Note que 0 ⊗ v, onde v ∈ V , tambem representa o elemento
nulo 0 ⊗ 0. Isto porque para qualquer fixado λ ∈ C, λ 6= 1, vale 0 ⊗ v =
(λ 0) ⊗ v = λ(0⊗ v), o que equivale a dizer que (1− λ) (0⊗ v) é nulo. Logo,
λ = 1 ou 0 × v é nulo, e assim segue a afirmação.

Outra forma de entender a questão e a razão de se assumir a relação:
z ∼ y se z − y ∈ C(V,W )

(0, v) e (0, 0) são equivalentes. De fato, dados w1, w2, temos que

(0, 0) − (0, v) = (0,−v) = (w1 + w2, v) − (w1, v) − (w2, v) ∈ C(V,W ).

O produto tensorial escrito em coordenadas possui uma forma
simples.

Por exemplo, o produto tensorial dos vetores (2, 3) ∈ C2 e (4, 5) ∈ C2 é

[
2
3

]
⊗
[

4
5

]
=




2 × 4
2 × 5
3 × 4
3 × 5


 =




8
10
12
15


 ∈ C2 ⊗ C2.

Ou seja, se faz a multiplicação termo a termo no produto para obter o
produto tensorial. Isto vale em geral.

Vamos agora elaborar sobre o que descrevemos brevemente acima.

Definição O produto tensorial dos espaços vetoriais V e W , de-
notado por V ⊗W é o espaço

V ⊗W :=
V ×W

C(V,W )

Seja vi, i = 1, 2, .., n, base ortogonal de Cn e wj , j = 1, 2, ..,m, base
ortogonal de Cm.
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Um elemento genérico em Cn ⊗ Cm é da forma

n∑

i=1

m∑

j=1

aij(vi ⊗ wj),

aij ∈ C.

Por exemplo, o elemento genérico em C2 ⊗ C3 é dado

c11(v1 ⊗ w1) + c12(v1 ⊗ w2) + c13(v1 ⊗ w3) + c21(v2 ⊗ w1)+

c22(v2 ⊗ w2) + c23(v2 ⊗ w3),

onde v1, v2 é base ortonormal de C2 e w1, w2, w3 é base ortonormal de C3.
Observe que a dimensão de C2 ⊗ C3 é seis enquanto que a dimensão de

C2 × C3 é cinco.
Antes de apresentar um formulação mais rigorosa da teoria vamos intro-

duzir mais um postulado e explicar o papel que o produto tensorial desem-
penha no entendimento do fenômeno f́ısico de sistemas quânticos compostos.

A ação de um Hamiltoniano no lattice finito quântico, no qual existem
interferências entre as diferentes possibilidades, requer o uso do produto
tensorial para o seu correto equacionamento.

Um sistema quântico é dito composto quando é formado por subsis-
temas quânticos. Uma ótima referencia neste tópico é a seção 4 do cap. IV
de [359], [328], [450] ou [318].

Vamos elaborar num exemplo o que descreveria o sistema composto.
Suponha que estado φ em C2 seja dado como

φ = a1v1 + a2v2,

e o estado ψ em C3 seja dado como

ψ = αawa + αbwb + αcwc.

Se considerarmos o estado composto obtido a partir de φ e ψ, em que po-
dem ocorrer (ou não) interferencias das distintas probabilidades de medição,
devemos descrever um novo estado ϕ em C2 ⊗ C3.

Por exemplo, um mecanismo no laboratório A consegue aproximar e
por em posśıvel interferencia os estados φ e ψ ”produzindo”assim φ ⊗ ψ.
A informação dos posśıveis eventos 1 e 2 é enviada por fibra ótica para o
laboratório B situado na cidade x e a informação dos posśıveis eventos a, b, c
é enviada por outra fibra ótica para o laboratório C situado na cidade y. A
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eventual interferencia (na verdade neste caso não vai ocorrer em termos de
probabilidade de medição como veremos) inicial de φ e ψ caraterizada por
φ⊗ ψ se mantém.

Seja estado composto ϕ = φ⊗ ψ, que pode ser expresso na forma

c1a(v1⊗wa)+c1b(v1⊗wb)+c1c(v1⊗wc)+c2a(v2⊗wa)+c2b(v2⊗wb)+c2c(v2⊗wc),

onde cj k = aj αk, onde j = 1, 2 e k = a, b, c.
Então, por exemplo, a probabilidade de ocorrer (v2 ⊗wa) é |c2 a|2. Esta

afirmação descreve o que ocorre de fato no fenômeno f́ısico e está de acordo
com o próximo postulado.

Mais explicitamente: suponha que no Laboratório B se pode medir os
spins 1, 2 e que no laboratório C se pode medir os spins a, b, c. Os dois
sistemas (um em cada laboratório) poderiam (eventualmente) se interferir
- o que chamaremos em seguida de sistema composto - e a probabildide de
medir simultaneamente 2 e a seria dada por |c2,a|2.

Note que no laboratório A antes de considerar o sistema composto a
probabilidade de 1 no estado φ seria |a1|2 e de 2 seria |a2|2. Ou seja, medições
resultando 2 dariam frequencia |a2|2.

Ainda, no laboratório A antes de considerar o sistema composto a prob-
abilidade de a no estado ψ seria |αa|2, de b seria |αb|2 de c seria |αc|2. Ou
seja, medições resultando a dariam frequencia |αa|2.

No sistema composto descrito acima ϕ = φ⊗ψ e produzido no laboratório
A, em função da expressão do produto tensorial em coordenadas (ver
acima), as medições que resultassem no par ordenado (2, a) teriam frequencia
|a2|2 |αa|2 = |c2a|2. Num certo sentido isto poderia significar no nosso caso
particular simplificado uma certa forma de independência (este exemplo
corresponde a não emaranhamento). Um caso mais complexo será tratado
em breve (estado emaranhado) onde tal ”independencia”não irá ocorrer.

ϕ = φ⊗ ψ descreve um estado composto em que as medições do estado
φ na primeira posição não são influenciadas por ψ na segunda posição.

Existe uma estrutura natural de produto interno em C2 ⊗ C3: dados
(a1 ⊗ a2) e (b1 ⊗ b2) em C2 ⊗ C3 definimos

< (a1 ⊗ a2) , (b1 ⊗ b2) >=< a1, b1 >< a2, b2 > .

A operação acima deve ser estendida linearmente em C2 ⊗ C3.
Desta forma podemos definir uma norma |x| =

√
< x, x >, para x ∈ C2⊗

C3, o que torna C2⊗C3 um espaço de Hilbert. Sendo assim |φ⊗ψ| = |φ| |ψ|.
Desta forma, se |φ| = 1 e |ψ| = 1 então |φ⊗ ψ| = 1.
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No caso geral Cn ⊗ Cm da mesma forma dados (a1 ⊗ a2) e (b1 ⊗ b2) em
Cm ⊗ Cn definimos

< (a1 ⊗ a2) , (b1 ⊗ b2) >=< a1, b1 >< a2, b2 > .

Note que se φ1, φ2 é base ortonormal de C2 e ψ1, ψ2 também é base
ortonormal de C2 então

φ1 ⊗ ψ1 , φ1 ⊗ ψ2 , φ2 ⊗ ψ1 , φ2 ⊗ ψ2 (2.4)

é base ortonormal em C2⊗C2 segundo o produto interno acima definido.

Considere os operadores lineares A1 : Cm → Cm e A2 : Cn → Cn, Então,
por definição, o operador A1⊗A2 age em Cm⊗Cn da seguinte forma: dado
a1 ⊗ a2 então

(A1 ⊗A2) (a1 ⊗ a2) = A1(a1) ⊗A2(a2).

Da mesma forma se x =
∑

j a
j
1 ⊗ aj2 ∈ Cm ⊗ Cn, então, A1 ⊗ A2(x) =∑

j(A1 ⊗A2)(a
j
1 ⊗ aj2).

(A1⊗A2) como definido acima esta bem definido por respeitar a estrutura
de classes de Cm ⊗ Cn

Usando o produto interno descrito acima podemos definir o conceito de
dual. O operador dual de (A1 ⊗ A2) é o operador (B1 ⊗ B2) tal que para
quaisquer (a1 ⊗ a2) e (b1 ⊗ b2) vale

< (A1 ⊗A2)(a1 ⊗ a2) , (b1 ⊗ b2) >=< (a1 ⊗ a2) , (B1 ⊗B2) (b1 ⊗ b2) > .

É fácil ver que o dual de (A1 ⊗A2) é (A∗
1 ⊗A∗

2).

Se A1 e A2 forem autoadjuntos, então A1 ⊗A2 é autoadjunto. Ainda, se
A1 e A2 forem positivos, então A1 ⊗A2 é positivo e assim por diante.

Por definição a composta do operador A1 ⊗ A2 com B1 ⊗ B2 age em
C2 ⊗ C3 da seguinte forma: dado a1 ⊗ a2 então

(A1 ⊗A2) ◦ (B1 ⊗B2) (a1 ⊗ a2) = (A1 ◦B1)(a1) ⊗ (A2 ◦B2)(a2).

O elemento neutro para a operação de composição é I ⊗ I. Se A1 e A2

são inverśıveis então (A−1
1 ⊗A−1

2 ) é o inverso de (A1 ⊗A2).

Assim, se U1 e U2 são unitários então (U1 ⊗ U2) é unitário.

Observação 2.2. Observamos que se φ1, φ2 é base ortonormal de autove-
tores de A1 : C2 → C2, associados respectivamente aos autovalores λ1, λ2, e
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ainda, ψ1, ψ2 é base ortonormal de autovetores de A2 : C2 → C2, associados
respectivamente aos autovalores β1, β2, então

φ1 ⊗ ψ1 , φ1 ⊗ ψ2 , φ2 ⊗ ψ1 , φ2 ⊗ ψ2

é base ortonormal de autovetors de A1 ⊗ A2 : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2. Os
correspondentes autovalores são λ1 β1, λ1 β2, λ2 β1 e λ2 β2. A probabilidade
de obsevar 2 na primera posição é λ2 β1 +λ2 β2 = λ2. Isto evidencia uma in-
dependencia nas medições do observável A1⊗A2. Se 2 é observado (medido)
na primeira posição, então é posśıvel que tanto 1 como 2 possam aparecer
na segunda posição.

♦

Desta forma se A1 e A2 tem apenas autovalores positivos o mesmo ocorre
para A1⊗A2. Vamos mostrar em breve que Tr(A1⊗A2) = Tr(A1)Tr(A2).
Segue do que foi dito acima que se A1 e A2 são operadores densidade então
A1 ⊗A2 é operador densidade.

Existe uma generalização natural de todas esta propriedades para um
produto tensorial H1 ⊗H2 ...,⊗Hn de espaços de Hilbert Hj, j = 1, 2, .., n.
Deixamos a cargo o leitor estabelecer esta generalização.

POSTULADO 9. O espaço de estados de um sistema quântico com-
posto é dado pelo produto tensorial H1 ⊗H2 ...⊗Hn dos espaços de estados
dos subsistemas componentes Hj, j = 1, 2, .., n. Além disso, se temos sis-
temas numerados de 1 a n, e o sistema i encontra-se no estado |ψi〉, então
o estado do sistema total é |ψ1〉⊗ |ψ2〉⊗ · · ·⊗ |ψn〉 (em termos de operadores
densidade, se o sistema na posiçao i do lattice encontra-se no estado ρi,
então o estado do sistema total é ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ · · · ⊗ ρn).

O exemplo que descrevemos antes deste postulado descreve de maneira
simplificada o que ele afirma de forma bastante geral. Mais ao fim desta
seção, em ”Observação importante”, vamos poder evidenciar, e clarificar
ainda mais o sentido do Postulado 9 (ver (2.6)).

H1 ⊗H2 ...⊗Hn é algumas vezes chamado de multi-partite system.

Por exemplo, se o estado ψ em H1⊗H2⊗H3 for de norma 1 e da forma

ψ = a1 (|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ |ψ3〉) + a2(|φ1〉 ⊗ |φ2〉 ⊗ |φ3〉),
então a probabilidade de ocorrencia de |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ |ψ3〉 é |a1|2 e a proba-
bilidade de ocorrencia de |φ1〉 ⊗ |φ2〉 ⊗ |φ3〉 é |a2|2.
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Observação 2.3. A observação de experimentos em laboratório indica que
se considerarmos um observavel do sistema composto da forma A1⊗A2, onde
A1 : C2 → C2 A2 : C2 → C2 são autoadjuntos, e possuem respectivamente
os autovalores λ1, λ2 e β1, β2, então vai resultar da medição do sistema com-
posto os possiveis valores λ1 β1, λ1 β2, λ2 β1 e λ2 β2. Como vimos acima estes
são os autovalores dos operador A1 ⊗ A2. Na última observação 2.2 acima
se mostra a evidencia de uma independencia nas medições do observável
A1 ⊗ A2. Note que A1 ⊗ I significa observar apenas a primeira posição no
tensorial.

♦

Note que se um dos componentes |ψj〉 = 0, então |ψ1〉⊗|ψ2〉⊗· · ·⊗|ψn〉 =
0 ∈ H1 ⊗H2 ...,⊗Hn.

O produto interno em H1 ⊗H2 ...,⊗Hn é dado por

< (a1 ⊗ a2 ⊗ ...⊗ an) , (b1 ⊗ b2 ⊗ .... ⊗ bn) >=

< a1, b1 >1< a2, b2 >2 ... < an, bn >n .

Observe que no caso geral de espaços de Hilbert Hj , j = 1, 2, .., n com
dimensão infinita, se munirmos H1⊗H2 ...,⊗Hn do produto interno natural
(descrito acima) e da associada norma então o espaço vetorial assim obtido
pode não ser completo (ver discussão interessante em [328] Chapter 2). É
necessário completar o espaço via um procedimento padrão. Referimos o
leitor para estes procedimentos para o excelente texto [328]. Este espaço
completo assim obtido que vamos denominar de produto tensorial H1 ⊗
H2 ... ⊗Hn.

Num sistema composto suponha que os simbolos 0 e 1 denotam ob-
servaçoes associadas aos vetores |0〉, |1〉 ∈ C2, onde {|0〉, |1〉} é uma base or-
thonormal. Dados α1, α2 ∈ {0, 1}, e o correspondente tensorial |α1〉⊗|α2〉 ∈
C2⊗C2, convencionamos dizer que α1 é o que se observa na primeira posição
e α2 o que se observa na segunda posição. Lembre que denotamos |α1〉⊗|α2〉
por |α1 α2〉. Assim, obtemos as distintas possibilidades de observação que
são associadas a

|0〉 ⊗ |0〉 = |00〉, |0〉 ⊗ |1〉 = |01〉, |1〉 ⊗ |0〉 = |10〉 e |1〉 ⊗ |1〉 = |11〉.

Algumas vezes usamos a notação alternativa

(0 ⊗ 0), (0 ⊗ 1), (1 ⊗ 0), (1 ⊗ 1).
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No estudo de qbits em computação quantica é usual denotar o qbit 0 por

|0〉 = (1, 0) ∈ C2

e o qbit 1 por
|1〉 = (0, 1) ∈ C2

Os produtos tensoriais (a, b) ⊗ (c, d), onde (a, b), (c, d) ∈ C2, podem ser
identificados com elementos em C4 via a identificação

(
a
b

)
⊗
(
c
d

)
=




a c
a d
b c
b d


 .

In this case,

|0〉 ⊗ |0〉 =

(
1
0

)
⊗
(

1
0

)
=




1
0
0
0


 ,

|0〉 ⊗ |1〉 =

(
1
0

)
⊗
(

0
1

)
=




0
1
0
0


 ,

|1〉 ⊗ |0〉 =

(
0
1

)
⊗
(

1
0

)
=




0
0
1
0


 ,

|1〉 ⊗ |1〉 =

(
0
1

)
⊗
(

0
1

)
=




0
0
0
1




formam uma base de C4.

Algumas propriedades importantes do produto tensorial são as seguintes:

1. O produto tensorial é linear em cada entrada, no sentido de que para
todo α, β ∈ C, ψ, φ ∈ H1 e ξ ∈ H2,

(αψ + βφ) ⊗ ξ = (αψ) ⊗ ξ + (βφ) ⊗ ξ
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e se ψ ∈ H1 e φ, ξ ∈ H2,

ψ ⊗ (αφ+ βξ) = ψ ⊗ (αφ) + ψ ⊗ (βξ)

e

α(ψ ⊗ φ) = (αψ) ⊗ φ = ψ ⊗ (αφ)

2. Existem vetores em H1 ⊗ H2 que não podem ser escritos como um
único produto ψ ⊗ φ, quaisquer que sejam ψ ∈ H1 e φ ∈ H2. Um
exemplo é

|ψ〉 =
|00〉 + |11〉√

2
=

1√
2

(
|0〉 ⊗ |0〉 + |1〉 ⊗ |1〉

)
∈ C2 ⊗ C2, (2.5)

(onde |0〉, |1〉 é uma base ortonormal qualquer de C2) ou seja, não
existem estados |a〉 e |b〉 tais que |ψ〉 = |a〉⊗|b〉. O estado ψ é chamado
de Bell state.

De fato suponha que a = α|0〉 + β|1〉 e b = γ|0〉 + δ|1〉.
Assim, se

|0〉 ⊗ |0〉 + |1〉 ⊗ |1〉 = a⊗ b = αγ|0〉 ⊗ |0〉 + α δ|0〉 ⊗ |1〉+

β γ|1〉 ⊗ |0〉 + β δ|1〉 ⊗ |1〉,
concluimos que α γ = 1, β δ = 1, α δ = 0 e β γ = 0. Como isto não é
posśıvel, conclúımos que não existem tais a ∈ C2 e b ∈ C2.

Quando tal fato ocorrer, diremos que ψ é um estado emaranhado.

Observação 2.4. Note que

1√
2

(
|0〉 ⊗ |0〉 + |1〉 ⊗ |1〉

)
=

1√
2

(
(0 ⊗ 0) + (1 ⊗ 1)

)

tem norma 1. De fato

< |0〉 ⊗ |0〉 + |1〉 ⊗ |1〉, |0〉 ⊗ |0〉 + |1〉 ⊗ |1〉 >=

< |0〉 ⊗ |0〉, |0〉 ⊗ |0〉 > + < |0〉 ⊗ |0〉, |1〉 ⊗ |1〉 > +

< |1〉 ⊗ |1〉, |0〉 ⊗ |0〉 > + < |1〉 ⊗ |1〉, |1〉 ⊗ |1〉 >=

1 1 + 0 0 + 0 0 + 1 1 = 2.
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Note que se for feita uma medição apenas na primeira posição, assu-
mindo o estado (2.5), e resultar em 0, temos que na segunda posição
também se encontra um 0. Isto evidencia, quando ψ for da forma (2.5),
uma interferencia (e não independencia) nas medições da primeira e
segunda posição (mais tarde no texto vamos descrever este ponto com
mais detalhes).

Analizando uma situação mais geral, supondo que o sistema se en-
contre neste estado ψ, então considere o observável (A ⊗ I), onde
{|0 >, |1 >} é um conjunto orthonormal de auto vetores do operador
autoadjunto A : C2 → C2, com respectivos autovalores λ0 e λ1. O
observável (A⊗ I) deve ser entendido como aquele que corresponde a
uma medição na primeira posição. Dizer que a medição da primeira
posição resultou em 0, significa dizer apenas que a medição associada
a (A⊗ I) resultou no autovalor λ0. Os autovalores de (A ⊗ I) são λ0
a λ1.

♦

Todo vetor em C2 ⊗ C2 pode ser escrito como uma soma de produtos
tensoriais (ver (2.4) usando elementos de uma base fixada.

Apesar disto ele poderia ser expresso como apenas ”um”produto de
dois (quaisquer). Vamos ver um exemplo.

O vetor

|ψ〉 =
|01〉 + |11〉√

2
,

é não emaranhado (algumas vezes denominado separável ou fatorável).

De fato,

(
1√
2
|0 > +

1√
2
|1 >) ⊗ |1 >=

|01〉 + |11〉√
2

.

Um estado emaranhado não pode ser quebrado em dois estados quânticos
separados. Ele incorpora propriedades f́ısicas inteiramente novas para
o sistema composto que não estão presentes em nenhum dos dois sub-
sistemas.

Os estados emaranhados desempenham papel importante em Informação
Quântica (ver por exemplo [344]). Referimos o leitor a seção 3 deste
mencionado trabalho para questões relativas a entropia de certos es-
tados emaranhados. Referimos o leitor também ao texto [393] que
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trata do tópico: Decoherence and the Quantum-to-Classical transi-
tion. Questões relacionadas com localidade, coerencia e decoerencia
são lá discutidos.

Definição : Considere um sistema composto H1 ⊗H2 e seja |ψ〉 um
estado desse sistema. Sabemos que |ψ〉 pode ser escrito como uma
soma de produtos tensoriais. Se |ψ〉 não pode ser escrito como um
único produto dos seus estados componentes, então dizemos que |ψ〉
é um estado emaranhado (entangled). Se |ψ〉 ∈ H1 ⊗ H2 pode ser
escrito como |ψ〉 = φ⊗ ρ, onde φ, ρ ∈ H1 ⊗H2 dizemos que |ψ〉 é não
emaranhado.

Outro exemplo de estado emaranhado, quando H1 ⊗H2 = C2 ⊗ C2 é

|ψ〉 =
|01〉 + |10〉√

2
=

1√
2

(
|0〉 ⊗ |1〉 + |1〉 ⊗ |0〉

)
,

ou seja, não existem estados φ e ρ tais que |ψ〉 = φ⊗ ρ.

Um estado da forma |ψ〉 = φ⊗ ρ é chamado de decoherent. A medição
da primeira coordenada pode ser feita de forma independente da se-

gunda. Tal não acontece para |ψ〉 = 1√
2

(
|0〉 ⊗ |1〉 + |1〉 ⊗ |0〉

)
, que

é chamada do estado coherent. Existem estimadores do grau de co-
herence. Quanto maior a coherence, maior a natureza quântica do
estado.

Estados não emaranhados traduzem um certo tipo de independencia
como vimos antes (mais detalhes em [411], [223] ou na excelente ex-
posição [144]).

Se o estado é emaranhado existe interferencia nas medições. Vamos
elaborar em breve sobre isto com definições precisas.

No caso do vetor estado composto ψ = 1√
2
|0〉⊗ |1〉+ 1√

2
|1〉⊗ |0〉, se

”obtemos via medição” que a posição um é ocupada por um 0 então
”sabemos”que na posição dois temos um 1 (e vice-verso). Estados
emaranhados podem ter esta propriedade. Isto descreve um certo sen-
tido de dependencia e está relacionado com o conceito de localidade
(ver [393]). A primeira posição e a segunda podem estar geografica-
mente localizadas muito distantes (isto pode ser feito em laboratório).
No entanto, ao obter 0 numa medição na primeira posição se obtem
instantaneamente um 1 na segunda posição. Este estado composto ap-
resenta um fort́ıssima correlação entre a primeira posição e a segunda.
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O fato acima evidencia a natureza não local da Mecânica Quântica: a
medição local na segunda posição - de um estado composto - é obtida
como consequencia da natureza emaranhada do estado ψ. Esta car-
acteŕıstica é bem distinta da Mecânica Clássica que é local em sua
natureza.

Exemplo 2.5. Um exemplo interessante descrito em [440], e que ev-
idencia propriedades da medição em um dos fatores do vetor estado
composto, é o seguinte: seja

ψ = |0〉 ⊗ (
1√
2
|0〉 − 1√

6
|1〉) + |1〉 ⊗ (

i√
6
|0〉 − 1√

6
|1〉).

Ao fazer uma medição no primeiro fator, a probabilidade de se obter
o evento |0〉 é

|| 1√
2
|0〉 − 1√

6
|1〉||2 =

1

2
+

1

6
= 2/3.

Supondo que a medição resultou em |0〉, se obtem o novo estado

|0〉 ⊗
1√
2
|0〉 − 1√

6
|1〉

√
2/3

= |0〉 ⊗ (

√
3√
2
|0〉 − 1

2
|1〉 ).

Então, se no tempo t0 se faz uma medição e resulta |0〉 no lado es-
querdo, o sistema se torna indefinido apenas no lado direito. Uma
medição no lado direito, num tempo posterior t1 > t0, estará descrito

por
√
3√
2
|0〉 − 1

2 |1〉.

♦

Decoherence é o processo em que de alguma forma um estado coherent
passa a ser decoherent. Do ponto de vista pratico manter coherence é
de fundamental importância para um computador quântico. Decoher-
ence induz erros e deve ser evitado (ver seção 7 em [393].)

3. O produto interno é definido em vetores produto por

〈ψ1 ⊗ ψ2, φ1 ⊗ φ2〉 := 〈ψ1, φ1〉H1〈ψ2, φ2〉H2
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onde os produtos no lado direito são calculados nos espaços de Hilbert
indicados. A expressão é extendida para somas de vetores se definimos

〈ψ1 ⊗ ψ2, (αφ1 ⊗ φ2 + βφ3 ⊗ φ4)〉

:= α〈ψ1, φ1〉H1〈ψ2, φ2〉H2 + β〈ψ1, φ3〉H1〈ψ2, φ4〉H2

4. O produto tensorial de operadores pode ser definido da seguinte
maneira. Sejam A1 e A2 operadores em H1 e H2, respectivamente. O
produto A1 ⊗A2 é definido primeiro em vetores produto

(A1 ⊗A2)ψ1 ⊗ ψ2 := (A1ψ1) ⊗ (A2ψ2)

e depois extendido para somas de produtos de maneira linear:

(A1 ⊗A2)ψ :=

N1∑

i=1

N2∑

j=1

ψij(A1ei) ⊗ (A2fj)

Da mesma forma que no caso de vetores, existem operadores em H1⊗
H2 que não podem ser escritos na forma A1 ⊗ A2. Entretanto, todos
os operadores podem ser descritos por uma soma de tais operadores
produto.

Um conceito que goza de uma certa similaridade com o conceito de não
emaranhado é o conceito de decompońıvel. Ele se aplica a operadores den-
sidade (ver cap 10 em [13]).

O produto tensorial MK ⊗MN é definido de forma similar. Suponha
que os operadores ai formem uma base para MK e os operadores bj formem
uma base para MN .

Os elementos A de MK ⊗MN podem ser escritos como

A =
∑

i

∑

j

ψij ai ⊗ bj

onde ψij ∈ C.
Assuma, sem perda de generalidade que N > K. O teorema da decom-

posição de Schmidt afirma que dado A =
∑

i

∑
j ψij ai⊗ bj existe uma base

ci de MK e uma base di de MN , tal que A pode ser expresso como

A =
K∑

j=1

αj cj ⊗ dj ,
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onde os αj são reais e tais que
∑K

j=1 α
2
j = 1.

Um operador A ∈MK ⊗MN age no espaço vetorial CK ⊗CN como de-
scrito acima. Da mesma forma como antes ele será positivo se para qualquer
elemento ψ ∈ CK ⊗ CN temos que

< Aψ,ψ >≥ 0.

Note que se C : CK → CK e D : CN → CN forem operadores positivos
então C ⊗D também é positivo.

A definição de operador densidade para operadores A ∈MK⊗MN , onde
A : CK ⊗ CN → CK ⊗ CN é análoga ao de sempre.

Uma matriz densidade A : CK ⊗CN → CK ⊗CN é denominada estado
(como distinto de vetor estado) segundo a terminologia de [440].

Observação 2.5. Observação importante sobre o Postulado 9 - Suponha
que A : C2 → C2 e B : C2 → C2 são operadores densidade então A ⊗ B é
operador densidade. Suponha que

A = a1Pv1 + a2Pv2 , onde a1 + a2 = 1, e v1, v2 conj. orth. completo

e

B = b1Pw1 + b2Pw2 , onde b1 + b2 = 1, e w1, w2 conj. orth. completo.

Assim, por exemplo, num problema quântico regido pelo estado (op-
erador densidade) A, temos que a probabilidade de observar 1 é a1 e a
probabilidade de observar 2 é a2. O mesmo acontece de forma similar com
o operador densidade B. Isto ocorre quando não se considera o sistema
composto (neste último existem interferencias).

♦

Num problema quantico composto sob a validade do estado composto
(operador densidade) A⊗B, temos a decomposição

a1 b1 Pv1 ⊗ Pw1 + a1 b2 Pv1 ⊗ Pw2 + a2 b1 Pv2 ⊗ Pw1 + a2 b2 Pv2 ⊗ Pw2 , (2.6)

e assim, por exemplo, em laboratório a probabilidade de observar o 1 na
primeira posição e o 2 na segunda posição é o valor a1 b2. Esta afirmação
não é de natureza puramente matemática; o valor a1 b2 evidencia o fato que
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o produto tensorial é a ferramenta natural para descrever o que se observa
em medições nos laboratórios em problemas concretos. Assim, o produto
tensorial modela precisamente o que é observado no mundo real (quântico).
É este o sentido do Postulado 9.

Um operador densidade ρ em MK⊗MN é decompońıvel (ou separavel)
se ele pode ser escrito como ρ = ρ1 ⊗ ρ2, onde ρ1 é operador densidade (um
elemento de MK) e ρ2 é operador densidade (um elemento em MN ).

O operador projeção P|0〉⊗|0〉+|1〉⊗|1〉 age em C2 ⊗ C2, e é assim, um ele-
mento em M2 ⊗M2. Este operador densidade é puro e não é decompońıvel
(ver fim da seção 10.1.0 em [13]).

Definição : Um operador densidade A ∈MK⊗MN é dito emaranhado
se ele não é separável.

Observamos que existe um critério simples devido a Horodecki-Peres
(ver [223] e [362]) que carateriza o emaranhamento. Um outro critério in-
teressante para emaranhamento no caso da análise de operadores projeção
aparece na Prop. 5.5.7 pag. 225 em [41].

Suponha que estamos analisando um espaço composto H1 ⊗ H2 e A :
H1 → H1 é um observável correspondente a primeira variável. Esta ação
quando estendida ao espaço composto é descrita por A ⊗ I, onde I é a
identidade em H2. Nas próximas seções vamos analisar diversos resultados
que se utilizam de tal propriedade.

Dada uma matriz densidade ρ : H1 ⊗ H2 → H1 ⊗ H2 existem matrizes
densidade ρ1 agindo em H1 e ρ2 agindo em H2, tais que para qualquer
operador A agindo em H1

Tr[ (A⊗ I) ρ ] = Tr(Aρ1).

Ainda, para qualquer operador B agindo em H2

Tr[ (I ⊗B) ρ ] = Tr(B ρ2).

As expressões acima são conhecidas, respectivamente, como matrizes
densidades reduzidas na primeira variável e na segunda variável.

Os operadores ρ1 e ρ2 são algumas vezes chamados de matrizes densi-
dades reduzidas a partir de ρ. Elas fazem o papel no mundo quântico do
análogo do que se entenderia por distribuição marginal na probabilidade
(ver Lemma 2.3 em [363]).

Definição : Dado um operador densidade separável A ∈ MK ⊗MN

para este sistema composto de dois estados, a entangled entropy é

E(A) = −
∑

j

λj log λj,
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onde λj , j = 1, 2, ...,K, são os autovalores de Tr2(PA), onde PA é a projeção
ortogonal no espaço vetorial gerado por A em MK ⊗MN .

Os estados e operadores emaranhados e não decompońıveis desempen-
ham um papel muito importante em Informação Quântica (ver [13], [41],
[43], [338], seção 2 em [67] e [426]). O seguinte resultado pode ser encon-
trado nestes textos.

Proposição: Assuma a decomposição de Schmidt de um operador den-
sidade A =

∑
i

∑
j ψij ai ⊗ bj como

A =

K∑

j=1

αj cj ⊗ dj ,

onde os αj são reais positivos e tais que
∑K

j=1 α
2
j = 1. Então,

E(A) = −
K∑

j=1

α2
j log α2

j .

No escólio ao fim da seção 2.7 descrevemos brevemente alguns tópicos
em Informação Quântica.

Enunciamos a definição do produto tensorial apenas para obter uma
exposição completa. Não precisaremos lembrar da construção formal que
fizemos anteriormente, apenas de suas propriedades operacionais. Em par-
ticular, será útil definir uma representação matricial, chamada produto de
Kronecker. Sejam A uma matriz m × n e B uma matriz p × q. Então
temos a seguinte representação matricial:

A⊗B :=




A11B A12B · · · A1nB
A21B A22B · · · A2nB

...
...

...
...

Am1B Am2B · · · AmnB




Ou seja, o termo AijB é o elemento Aij da matriz A multiplicado pela matriz
B.

Por exemplo, se

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
,
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e

B =

(
B11 B12

B21 B22

)
,

então

A⊗B =




A11B11 A11B12 A12B11 A12B12

A11B21 A11B22 A12B21 A12B22

A21B11 A21B12 A22B11 A22B12

A21B21 A21B22 A22B21 A22B22


 .

Se, v1, v2 e w1, w2 são duas bases de C2, tais que traduzem a ação
de, respectivamente, A1 e A2, então a matriz acima age no vetor α =
(α1, α2, α3, α4) das quatro cordenadas de um vetor em u ∈ C2 ⊗ C2 onde
u = α1(v1 ⊗ w1) + α2(v1 ⊗ w2) + α3(v2 ⊗ w1) + α4(v2 ⊗ w2). Esta ação da
matriz quatro por quatro descreve a ação de A⊗B em C2⊗C2 nesta base.

Note que Tr(A1 ⊗A2) = Tr(A1)Tr(A2).

Poderia se pensar que seria possivel descrever (embora ainda não se
soubesse como) a Mecânica Quântica como uma teoria puramente prob-
abilistica (usando as assim denominadas ”hidden variables”). Utilizando
estado emaranhados (e assumindo localidade e realismo) se pode comprovar
que isto não é posśıvel via as desigualdades de Bell. Uma otima exposição
curta e simples deste tópico aparece na seção 4.4 de [411].

Apendice: Introdução aos Canais Quânticos

Uma ótima abordagem inicial à Informação Quântica, com muitos de-
talhes, pode ser encontrada em [440].

Outras ótimas exposições sobre canais quânticos e Informação Quântica
pode ser encontrada em [338], [363], [41], [20], [214], [213], [78], [453], [82],
[416], [278], [318], [44], [384], [45] ou na seção 6 de [233].

O material desta seção aparece em [300].

Outros resultados relacionados ao assunto, e relativos a entropia de
canais quânticos aparecem em [57] e em [262]. Referimos o leitor a [183]
sobre o tópico de Quantum Channel capacities.

Denote por Mn o conjunto das matrizes complexas n por n.

Dado V um espaço complexo de Hilbert de dimensão n ≥ 2 denotamos
por L(V ) o espaço das transformações lineares de V em si mesmo. Este
espaço é isomorfo a Mn.

Então, Tr2 : L(V ⊗ V ) → L(V ) é por definição Tr2(A⊗B) = Tr(B)A.
O operador Tr2 é denominado traço parcial. No caso de matrizes A e B, a
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matriz Tr2(A⊗B) = Tr(B)A é algumas vezes chamada de matriz reduzida
do sistema composto A⊗B.

Denotamos por Γ ⊂ L(V ) o conjunto dos operadores densidade.
Ja vimos antes que existe uma maneira natural de definir um produto

interno em V ⊗V a partir de um produto interno em V (ver item 3. acima).
Assim, se pode definir o conceito de operador densidade e operador unitário
em V ⊗ V .

O conjunto dos operadores unitários em V ⊗ V é denotado por U .
Fixada uma matriz densidade β : Cn → Cn (que pode, por exemplo,

representar o enviroment interferindo no sistema de medição descrito por
uma matriz autoadjunta Q) e um operador unitário U : Cn⊗Cn → Cn⊗Cn,
a transformação Φ : Mn →Mn

Q→ Φ(Q) = Tr2(U (Q⊗ β)U∗ ) (2.7)

descreve a interação da matriz observável Q com a fonte externa β. O
resultado de tal operação é Φ(Q). Na Teoria da Informação Quântica um
operador Φ da forma acima que preserva o traço (isto é traço Q = traço
Φ(Q)) é classificado como um canal quântico (vamos definir este conceito
precisamente em breve) e é muito estudado na literatura (ver [338], [330],
[440], [131] e chapter 7 e appendix 11 em [363] ). Ao fim da seção 2.7
iremos considerar outros aspectos desta teoria. Na expressão acima (2.7),
sem perda de generalidade se pode tomar β como uma matriz diagonal.

Vamos mostrar em breve que Φ = ΦU preserva Γ. Como Γ é convexo e
compacto e Φ é continuo em Γ então, como veremos, existe ao menos um
ponto fixo para a ação de Φ.

Num setting termodinâmico o β pode representar uma interação do es-
tado Q com um fonte térmica (thermal bath). A razão porque é natural
assumir que o enviroment pode ser descrito por um estado puro β é expli-
cado na seção 2.15.3 em [393] via o processo de purificação.

A expressão (2.7) é conhecida como decomposição de Stinespring de um
operador completamente positivo com unidade (ver Definição 2.10).

Escrevemos A ≥ B para representar A−B ≥ 0
Um conjunto importante é o conjunto das matrizes A tais que I ≥ A ≥ 0

(ver [144]).

Definição 2.9. Um operador linear T : Mm → Mn, onde Mn denota o
conjunto das matrizes complexas n por n, é dito ser uma aplicação positiva
quando preserva as matrizes positivas, isto é, T (A) ≥ 0 (em Mn), para toda
matriz A ≥ 0 (em Mm). Neste caso, também escrevemos T ≥ 0.
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Definição 2.10. Um operador linear T : Mm → Mn, onde Mn denota
o conjunto das matrizes complexas n por n, é dito ser completamente
positivo quando para qualquer k vale que G = T ⊗ Id é uma aplicação
positiva, onde Id : Mk → Mk denota a aplicação identidade. Neste caso,
também escrevemos T ≥ 0.

Definição 2.11. Um operador linear T : Mm → Mn é denominado canal
quântico se ele é completamente positivo e preserva traço.

Uma canal quântico pode sempre ser expresso na forma (2.7).

Observação 2.6. Se T é um canal quântico então dado um operador den-
sidade Q segue que T (Q) é também um operador densidade (ver detalhes
em [214]). O Exemplo 2.7 é instrutivo nesta direção.

♦

O operador Φ descrito em (2.7) é um canal quântico. O Exemplo 2.7 é
instrutivo nesta direção

O Teorema de Tychonoff-Schauder Theorem afirma que uma função
cont́ınua agindo num espaço métrico convexo tem ao menos um ponto fixo
(ver [94]). Como o conjunto das matrizes densidade é um convexo compacto,
segue da observação acima que um canal quântico T tem uma matriz den-
sidade que é um ponto fixo. Em dimensão infinita um canal quântico pode
não ter um ponto fixo (ver [290]).

Para uma aplicação completamente positiva G vale a desiguladade de
Cauchy-Schwarz:

G(A∗ A) ≥ G(A)∗G(A),

conforme [20].

Uma outra representação para um canal quântico Φ da forma (2.7)
agindo em matrizes seria a forma

Q → Φ(Q) = L̃(Q) =
d∑

i,j=1

L∗
ij QLij, (2.8)

onde Lij são matrizes determinadas a partir de Φ, tais que
∑d

i,j=1 Lij L
∗
ij =

I. Mais abaixo nesta seção vamos mostrar como obter (2.8) de forma ex-
plicita no caso bidimensional.
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Se o operador totalmente positivo leva a indentidade na identidade, se diz
que ele é unital. Por exemplo, Φ1, agindo em matrizes tem esta propriedade
se:

I = Φ1(I) =
d∑

i,j=1

Lij L
∗
ij, (2.9)

A expressão (2.8) é conhecida como decomposição de Kraus do canal
quântico. Para casos mais gerais detes tipo de operador referimos o leitor a
[44], [57] or [58].

O operador linear Φ descrito acima por (2.8) é positivo e completamente
positivo, leva matrizes autoadjuntas em matrizes autoadjuntas e também
preserva traço (ver Exemplo 2.7).

Mais geralmente, um operador na forma

A→ Φ(A) =

d∑

k=1

V ∗
k AVk, (2.10)

onde Vk são operadores, também é dito estar na forma da decomposição de
Kraus. Assumimos que

A→
d∑

k=1

VkV
∗
k = I . (2.11)

Veremos mais tarde que sera importante encontrar matrizes Q tais que

Q = Φ(Q) =

d∑

k=1

V ∗
k QVk, (2.12)

Exemplo 2.6. Um exemplo de simplicidade extrema seria: fixe p1, p2 tal
que p1 + p2 = 1. Tome

V1 =

( √
p1 0
0

√
p1

)
,

and

V2 =

( √
p2 0
0

√
p2

)
.

Neste caso

A→
2∑

k=1

VkV
∗
k = I e

2∑

k=1

V ∗
k I Vk = I. (2.13)

Note que Q = 1
2I satisfies (2.12).



254 Tópicos Selecionados de Mecânica Quântica Cap. 2

♦

Pode se mostrar que o operador Φ definido acima por (2.10) é uma
aplicação positiva. Isto pode ser mais facilmente confirmado usando a ex-
pressão equivalente de Φ via a decomposição de Kraus (que apresentamos a
seguir). O Exemplo 2.7 é instrutivo nesta direção.

Teorema 2.29. Um operador linear L : Mm → Mn é um canal quântico,
se e só se, existem operadores Vk : Cm → Cn, 1 ≤ d ≤ n2, tal que pode ser
escrito na forma de Kraus

L(Q) =
d∑

k=1

V ∗
k QVk,

onde
∑d

k=1 Vk V
∗
k = I.

Referimos o leitor para o Theorem 11.24 em [363] (ou, Corollary 6.13 in
[214]) para prova desta proposição.

Um resultado interessante sobre canais quânticos e Termodinâmica, em
particular relacionado com o maxent method (da Mecanica Estat́ıstica) e
thermalization, aparece em [103] e [177], onde se discute o conceito de en-
tropia de um canal quântico como descrito na Section 2.B in [143], ou [278]);
o conceito de capacidade termodinâmica quântica também é descrito na Sec-
tion 2.B in [143].

Teorema 2.30. Um operador linear L : Mm → Mn é completamente posi-
tivo, se e só se, existem operadores Vk : Cm → Cn, 1 ≤ d ≤ n2, tal que pode
ser escrito na forma de Kraus

L(Q) =
d∑

k=1

V ∗
k QVk. (2.14)

O canal I : Mn →Mn denota o canal identidade, ou seja I(A) = A
Dada um aplicação positiva T : Mn → Mn o seu dual T ∗ : Mn → Mn

é a aplicação tal que para todas as matrizes A,B vale

Traço(T (A)B) = Traço(AT ∗(B)).

No presente caso dado T existe T ∗. Note que (T ∗)∗ = T. Se T é da forma

A→ T (A) =

d∑

k=1

V ∗
k AVk,
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então T ∗ é da forma

B → T ∗(B) =

d∑

k=1

Vk B V ∗
k .

Se T ∗ é unital é de grande importância o estudo das matrizes
densidade Q tais que T (Q) = Q. Por exemplo, quando que tal Q é
unica? Ver por exemplo [300].

Se T é um canal quantico (satisfaz T (I) = I), seu dual é denotado por
T ∗.

O próximo exemplo ilustra estas afirmações exibindo a forma de obter
T ∗ em alguns casos.

Exemplo 2.7. Seja A→ T (A) = L∗AL, então

Tr(L∗ALB) = Tr(ALB L∗).

Logo o dual de T é da forma

B → T ∗(B) = LB L∗. (2.15)

Se por acaso LI L∗ = I (um caso particular da expressão no enunciado
do Teorema 2.29), então T ∗(I) = I. Assim, T ∗ é unital.

Assuma que L L∗ = I e seja L =
∑

j λjPvj , vj conjunto orthonormal, a
decomposição espectral de L.

Então, L(vj) = λjvj , e assim

λj λj < vj , vj >=< L(vj), L(vj) >=< L∗L(vj), vj >=< vj, vj >= 1.

Desta forma λj λj = 1.
Suponha que Q tenha Traço igual a c. Então, usando o conjunto or-

thonormal vj para cálculo do traço, temos que

Tr(L∗QL) =
∑

j

< (L∗QL)(vj), vj >=
∑

j

< Q (L(vj)), L(vj) >=

∑

j

< Q (λjvj), λjvj >=
∑

j

λj λj < Q (vj), vj >=
∑

j

< Q (vj), vj >= c.

Assim, A→ T (A) = L∗AL preserva traço.
Suponha que Q seja positiva, assim

< L∗QL(v), v >=< QL(v), L(v) > ≥ 0.
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Logo, T leva matrizes positivas em matrizes positivas. Finalmente, se Q
é autoadjunta, então

(L∗QL)∗ = (L∗Q∗L) = L∗QL,

logo o conjunto das matrizes autoadjuntas é preservado. Concluimos então
que a aplicação Q→ T (Q) = L∗QL preserva as matrizes densidade.

♦

Abaixo vamos analisar propriedades do canal Φ∗ que é o dual do Φ
definido acima por (2.7). Por razões que ficarão mais claras mais tarde
é natural pensar que Φ∗ esta agindo em observáveis (operadores auto ad-
juntos) e Φ em operadores densidade. Se pode mostrar que Φ∗(I) = I (o
Teorema 2.29 e a expressão (2.15) evidenciam esta propriedade).

Um teorema importante (ver [132]) afirma que:

Teorema 2.31. Para toda aplicação G : Mn →Mn positiva existem λ > 0,
A ∈ Mn matriz autoadjunta positiva e matriz densidade ρ ∈ Mn tais que
G∗(A) = λA e G(ρ) = λρ.

Este resultado é a versão do teorema de Perron-Frobenius para o setting
quântico. No caso do Canal quantico Φ na forma (2.7) vai existir ao menos
um ponto fixo ρ, e ainda Φ∗(I) = I(e assim λ = 1 no resultado acima).

Exemplos simples onde se pode encontrar um ponto fixo ρ para um canal
quântico Φ são apresentados nos Exemplos 2.8 e 2.11.

Exemplo 2.8. Para p11, p12 > 0 fixos, tais que p11 + p12 = 1 e p21, p22 > 0,
tais que p21 + p22 = 1, tome

C1 =

( √
p11 0
0

√
p21

)
,

e

C2 =

( √
p12 0
0

√
p22

)
.

Neste caso, C1C
∗
1 + C2C

∗
2 = I.

Considere o canal quântico unital

Φ∗(S) = C1 S C
∗
1 + C2 S C

∗
2

atuando em matrizes S da forma
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S =

(
s11 s12
s12 s22

)
,

onde 0 < S < I.
Note que φ∗(I) = I.
Quando S é diagonal, o que significa 0 < s11, s22 < 1, obtemos

Φ∗(S) =

(
(p11 + p12) s11 0

0 (p21 + p22) s22

)
.

O exposto acima corresponde à ação da matriz estocástica linear P , de
tal forma que

P

(
a11
a22

)
=

(
p11 p12
p21 p22

)(
a11
a22

)
=

(
(p11 + p12) a11 0

0 (p21 + p22) a22

)
.

O vetor estacionário de probabilidade π = (π1, π2) para a matriz P é o
único que satisfaz (

π1
π2

)
P =

(
π1
π2

)
.

Nesse caso, o operador de densidade

ρ =

(
π1 0
0 π2

)
,

satisfaz Φ(ρ) = ρ, onde Φ é o canal quântico dual de Φ∗.
Pode-se mostrar que

π1 =
p21

p12 + p21
and π2 =

p12
p12 + p21

.

Num certo sentido um canal quântico estende o sentido da ação de uma
matriz estocástica P agindo em vetores de probabilidade a esquerda.

♦

Exemplo 2.9. Desigualdade de Jensen - Consideramos o canal quântico
unital Φ∗

0, atuando em matrizes autoadjuntas:

A→ Φ∗
0(A) =

d∑

j=1

DjAD
∗
j , (2.16)
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onde,
d∑

j=1

Dj D
∗
j = I. (2.17)

Observe que para qualquer j temos que Dj D
∗
j ≤ I e, além disso, se

A ≥ I, então:

DjAD
∗
j ≥ DjD

∗
j . (2.18)

Por outro lado, se A ≤ I, então:

DjAD
∗
j ≤ DjD

∗
j . (2.19)

Um exemplo particular, bastante importante, ocorre quando Dj = 1√
d
I,

j = 1, 2, ..., d.

O canal dual de Φ∗
0, atuando sobre as matrizes de densidade, é dado por:

B → Φ0(B) =

d∑

j=1

D∗
jBDj. (2.20)

Associado ao canal Φ∗
0, para cada famı́lia de matrizes estritamente posi-

tivas S1, S2, ..., Sd, consideramos a ação:

(S1, S2, ..., Sd) → Ψ0(S1, S2, ..., Sd) =

d∑

j=1

DjSjD
∗
j . (2.21)

Denotamos por ρ uma matriz de densidade tal que Φ0(ρ) = ρ.Assumimos
que tal ρ é única.

Segue-se que para qualquer matriz A

Tr ( (

d∑

j=1

Dj AD
∗
j ) ρ) = Tr (Φ∗

0(A) ρ) = Tr (Aρ). (2.22)

Dizemos que B = logA, no caso em que eB = A. Existem matrizes para
as quais não esta definido o logaritmo. Para matrizes complexas positivas
autoadjuntas com todos autovalores estritamente positivos, no caso em que
||I −A|| < 1, então

log(A) = −
∞∑

j=1

(I −A)j

j
.
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Do Teorema 4.22 em [208] obtemos que para a famı́lia Sj > 0, j =
1, 2, ..., d, tal que Sj = S∗

j ,

log(
d∑

j=1

DjSjD
∗
j ) −

d∑

j=1

Dj log(Sj)D
∗
j ≥ 0. (2.23)

Esta expressão é conhecida como a desigualdade de Jensen para canais
quânticos.

Segue que para qualquer matriz S > 0, tal que S = S∗

log(

d∑

j=1

DjSD
∗
j ) −

d∑

j=1

Dj log(S)D∗
j ≥ 0. (2.24)

Se ρ é uma matriz densidade, como o traço do produto de matrizes
autoadjuntas positivas é positivo, obtemos que para tal famı́lia Sj > 0,
j = 1, 2, ..., d,

Tr[ log( (

d∑

j=1

DjSjD
∗
j ) −

d∑

j=1

Dj log(Sj)D
∗
j ) ρ] ≥ 0. (2.25)

No caso especial em que Dj = 1√
d
I, j = 1, 2, ..., d, Vj = V ∗

J , obtemos

Tr[ log( (
d∑

j=1

Vj) −
d∑

j=1

log(Vj) ) ρ] ≥ 0. (2.26)

♦

Uma questão importante em Mecânica Quântica e a questão da local-
idade. Isto deve ser entendido no sentido de que uma ação espacialmente
localizada não influencia partes distantes. O aparato matemático que de-
screve a Mecânica Quântica possui a propriedade da localidade. Vamos
elaborar sobre isto a seguir.

A ação da indentidade agindo num espaço de Hilbert descreve a não
existencia de ação, ou seja, nos colocamos na posição de ser apenas um
espectador.

Suponha que vamos agir com um canal quantico G (que leva operadores
densidade em operadores densidade) numa região descrita pelo espaço de
Hilbert H2 e uma outra parte do universo seria descrita pelo espaço de
Hilbert H1.
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Dado operador densidade ρ = ρ1 ⊗ ρ2 : H1 ⊗H2 → H1 ⊗H2, onde ρ1, ρ2
são operadores densidade, temos que I ⊗G descreve a ação de G em H2 ao
mesmo tempo em que não se age (não se observa) na região associada a H2.

Note que como G preserva operadores densidade temos que

Tr2( (I ⊗ Φ) (ρ) ) = Tr2( (I ⊗ Φ) (ρ1 ⊗ ρ2) ) = Tr(Φ(ρ2)) ρ1 = ρ1.

Por outro lado temos que

Tr2( (ρ1 ⊗ ρ2) ) = ρ1.

Isto significa que ρ1 não foi alterado pela ação de G. É desta forma que
a localidade da Mecânica Quântica é descrita em termos matemáticos.

Um dos objetivos do estudo dos canais quânticos é saber o que ocorre
com a repetição da ação do canal dual Φ∗ sobre uma matriz densidade ini-
cialmente fixada Q0. Este procedimento é conhecido pelo nome de ”iterações
quânticas repetidas aleatórias”. Dado uma matriz inicial Q0 nos pergunta-
mos se existe o limite (Φ∗)n(Q0) → QΦ, quando n → ∞. Esta questão está
associada a uma pergunta natural que concerne a existencia ou não de um
único ponto fixo para a ação de Φ∗.

Em [300] para um β fixado se mostra que existe um conjunto aberto e
denso de operadores unitários U ∈ U , U : Cn ⊗ Cn → Cn ⊗ Cn tal que Φ∗

possui apenas um único ponto fixo. Assim para tal classe de U (para o Φ∗

associado a Φ) só pode existir um limite (Φ∗)n(Q0) → QΦ∗ , quando n→ ∞.

Em outra palavras, dado um operador unitário U existe arbitrariamente
próximo dele (no sentido das coordenadas da matriz) um outro operador
unitário que tem apenas um ponto fixo para a correspondente ação do canal
quântico associado Φ∗.

Ainda, se U é tal que existe apenas um ponto fixo para a correspondente
ação do canal quântico associado Φ∗, então a mesma propriedade é válida
para operadores unitários U que lhe estão suficientemente próximos.

Não vamos apresentar a prova do resultado acima mencionado mas ape-
nas descrever para o leitor em coordenadas as expressões a serem consid-
eradas no caso de matrizes Q dois por dois. Entendemos que é instrutivo
numa primeira leitura desenvolver com detalhes as contas envolvidas.

Nosso objetivo inicial abaixo é mostrar que o canal Φ (descrito por (2.7))
pode ser expresso na forma L̃ (descrito por (2.8)) mencionada acima. Ainda,
mais tarde, vamos mostrar a equação de ponto fixo Φ∗(Q) = Q para o canal
dual Φ∗.
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Vamos considerar para simplificar que β é uma matriz diagonal (isto
pode ser feito sem perda de generalidade) na base f1 ∈ C2, f2 ∈ C2. Assim,

β =

(
p1 0
0 p2

)
,

p1, p2 > 0.
Se

R =

(
R11 R12

R21 R22

)
,

e

S =

(
S11 S12
S21 S22

)
,

então

R⊗ S =




R11S11 R11S12 R12S11 R12S12
R11S21 R11S22 R12S21 R12S22
R21S11 R21S12 R22S11 R22S12
R21S21 R21S22 R22S21 R22S22




e

Tr2(R⊗ S) =

(
R11 (S11 + S22) R12 (S11 + S22)
R21 (S11 + S22) R22 (S11 + S22)

)
.

Dado

T =




T11 T12 T13 T14
T21 T22 T23 T24
T31 T32 T33 T34
T41 T42 T43 T44




então temos que

Tr2(T ) =

(
T11 + T22 T13 + T24
T31 + T42 T33 + T44

)
.

A expressão acima é usada no desenvolvimento a seguir.
A ação do operador U em M2 ⊗M2 na base e1 ⊗ f1, e2 ⊗ f1, e1 ⊗ f2,

e2 ⊗ f2 é descrita pela matriz U da forma 4 por 4 denotada por

U =




U11
11 U 12

11 U11
12 U 12

12

U 21
11 U22

11 U 21
12 U22

12

U11
21 U 12

21 U11
22 U 12

22

U 21
21 U22

21 U 21
22 U22

22



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e assim

U∗ =




U11
11 U 21

11 U11
21 U 21

21

U 12
11 U22

11 U 12
21 U22

21

U11
12 U 21

12 U11
22 U 21

22

U 12
12 U22

12 U 12
22 U22

22




Se U é unitária U U∗ = I.

Esta propriedade implica nas seguintes relações:

1)U11
11 U

11
11 + U 1 2

11 U 1 2
11 + U11

1 2 U
11
1 2 + U 1 2

1 2 U
1 2
1 2 = 1,

2)U11
11 U

2 1
11 + U 1 2

11 U22
11 + U11

1 2 U
2 1
1 2 + U 1 2

1 2 U
22
1 2 = 0,

3)U11
11 U

11
2 1 + U 1 2

11 U 1 2
2 1 + U11

1 2 U
11
22 + U 1 2

1 2 U
1 2
22 = 0,

4)U11
11 U

2 1
2 1 + U 1 2

11 U22
2 1 + U11

1 2 U
2 1
22 + U 1 2

1 2 U
22
22 = 0,

5)U 2 1
11 U11

11 + U22
11 U

1 2
11 + U 2 1

1 2 U
11
1 2 + U 2 2

1 2 U
1 2
1 2 = 0,

6)U 2 1
11 U 2 1

11 + U22
11 U

22
11 + U 2 1

1 2 U
2 1
1 2 + U22

1 2 U
22
1 2 = 1,

7)U 2 1
11 U11

2 1 + U22
11 U

1 2
2 1 + U 2 1

1 2 U
11
22 + U22

1 2 U
1 2
22 = 0,

8)U 2 1
11 U 2 1

2 1 + U22
11 U

22
2 1 + U 2 1

1 2 U
2 1
22 + U22

1 2 U
22
22 = 0,

9)U11
2 1 U

11
11 + U 1 2

2 1 U
1 2
11 + U11

22 U
11
1 2 + U 1 2

22 U 1 2
1 2 = 0,

10)U11
2 1 U

2 1
11 + U 1 2

2 1 U
22
11 + U11

22 U
2 1
1 2 + U 1 2

22 U22
1 2 = 0,

11)U11
2 1 U

11
2 1 + U 1 2

2 1 U
1 2
2 1 + U11

22 U
11
22 + U 1 2

22 U 1 2
22 = 1,

12)U11
2 1 U

2 1
2 1 + U 1 2

2 1 U
22
2 1 + U11

22 U
2 1
22 + U 1 2

22 U22
22 = 0,

13)U 2 1
2 1 U

11
2 1 + U22

2 1 U
1 2
2 1 + U 2 1

22 U11
22 + U22

22 U
1 2
22 = 0.
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14)U 2 1
2 1 U

11
11 + U22

2 1 U
1 2
11 + U 2 1

22 U11
1 2 + U22

22 U
1 2
1 2 = 0.

15)U 2 1
2 1 U

2 1
11 + U22

2 1 U
22
11 + U 2 1

22 U 2 1
1 2 + U22

22 U
22
1 2 = 0.

16)U 2 1
2 1 U

2 1
2 1 + U22

2 1 U
22
2 1 + U 2 1

22 U 2 1
22 + U22

22 U
22
22 = 1.

A equação 2) é equivalente a 5), a equação 12) é equivalente a 13), a
equação 8) é equivalente a 15), a equação 3) é equivalente a 9), a equação
7) é equivalente a 10) e a equação 4) é equivalente a 14). Temos assim 6
parametros livres para os coeficientes de U .

Usando as entradas U ijrs consideradas acima se pode escrever (como
prometido) a ação de Φ como (ver por exemplo [300])

Φ(Q) = L̃(Q) = p1

2∑

i=1

(
U
i1
11 U

i1
21

U
i1
12 U

i1
22

)
Q

(
U i111 U i112
U i121 U i122

)
+

p2

2∑

i=1

(
U i211 U i221
U i212 U i222

)
Q

(
U i211 U i212
U i221 U i222

)

Podemos considerar matrizes auxiliares Lij e descrever a expressão acima
como

L̃(Q) =

2∑

i=1

(
√
p1 (U i1)∗)Q (

√
p1 U

i1) +

2∑

i=1

(
√
p2 (U i2)∗)Q (

√
p2 U

i2) =

2∑

i=1

L∗
i1QLi1 +

2∑

i=1

L∗
i2QLi2 =

2∑

i.j=1

L∗
ij QLij . (∗)

A partir do fato que U U∗ = I pode se mostrar que

L̃(I) = I.

Note que L̃ preserva o cone das matrizes positivas.
Além disto, usando também as entradas U ijrs descritas acima introduzi-

mos outro operador (o dual de L̃) denotado por

L̂(Q) = p1

2∑

i=1

(
U i111 U i112
U i121 U i122

)
Q

(
U i111 U i121
U i112 U i122

)
+
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p2

2∑

i=1

(
U i211 U i212
U i221 U i222

)
Q

(
U i212 U i221
U i212 U i222

)
=

2∑

i.j=1

LijQL
∗
ij .

Pode se mostrar que L̂(Q) = Tr2[U (Q⊗ β)U∗ ] = Φ(Q) (ver [330]).

A primeira expressão (*) acima - como dissemos antes - está na forma
da decomposição de Kraus e a segunda Tr2[U (Q⊗ β)U∗ ] na forma de
Stinespring dilation de Φ (mais detalhes em [363] - chapter 7 e appendix
11 ou em [20]).

A expressão decomposição de Stinespring também é as vezes usada em
vez de Stinespring dilation.

O operador L̂ preserva o conjunto das matrizes densidade.
De fato, se Q is um matriz densidade, então

Tr(L̂(Q)) = Tr(

2∑

i.j=1

LijQL
∗
ij) =

2∑

i.j=1

Tr(LijQL
∗
ij) =

2∑

i.j=1

Tr(QL∗
ijLij) =

Tr(

2∑

i.j=1

QL∗
ijLij) = Tr(Q

2∑

i.j=1

L∗
ijLij) = Tr(Q) = 1

Ainda, se Q = AA∗, então note que

2∑

i.j=1

LijQL
∗
ij =

2∑

i.j=1

Lij(AA
∗)L∗

ij =

2∑

i.j=1

(Lij A) (A∗L∗
ij ) =

2∑

i.j=1

(Lij A) (Lij A )∗

é positiva.
Logo, se Q é positiva então L̂(Q) é positiva.

Denotamos

Q =

(
Q11 Q12

Q21 Q22

)
.

Então,

U ij Q (U ij)∗ =

(
U ij11 U ij12
U ij21 U ij22

)(
Q11 Q12

Q21 Q22

) (
U ij11 U ij21

U ij12 U ij22

)
=
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



U
ij
11(U

ij
11Q11 + U

ij
12Q21) + U

ij
12(U

ij
11Q12 + U

ij
12Q22) U

ij
21(U

ij
11Q11 + U

ij
12Q21) + U

ij
22(U

ij
11Q12 + U

ij
12Q22)

U
ij
11(U

ij
21Q11 + U

ij
22Q21) + U

ij
12(U

ij
21 Q12 + U

ij
22Q22) U

ij
21(U

ij
21Q11 + U

ij
22Q21) + U

ij
22(U

ij
21Q12 + U

ij
22Q22)



 ,

A fim de encontrar o ponto fixo necessitamos calcular

L̂(Q) = p1 [U11Q (U11)∗+U21Q (U21)∗ ] +p2 [U12Q (U12)∗+U22Q (U22)∗ ].

A coordenada a11 de L̂(Q) é

p1 [U11
11 (U11

11Q11 + U11
12Q21) + U11

12 (U11
11Q12 + U11

12Q22) ]+

p1 [U21
11 (U21

11Q11 + U21
12Q21) + U21

12 (U21
11Q12 + U21

12Q22) ]+

p2 [U12
11 (U12

11Q11 + U12
12Q21) + U12

12 (U12
11Q12 + U12

12Q22) ]+

p2 [U22
11 (U22

11Q11 + U22
12Q21) + U22

12 (U22
11Q12 + U22

12Q22) ]. (2.27)

A coordenada a12 de L̂(Q) é

p1 [U11
21 (U11

11Q11 + U11
12Q21) + U11

22 (U11
11Q12 + U11

12Q22) ]+

p1 [U21
21 (U21

11Q11 + U21
12Q21) + U21

22 (U21
11Q12 + U21

12Q22) ]+

p2 [U12
21 (U12

11Q11 + U12
12Q21) + U12

22 (U12
11Q12 + U12

12Q22) ]+

p2 [U22
21 (U22

11Q11 + U22
12Q21) + U22

22 (U22
11Q12 + U22

12Q22) ]. (2.28)

Como a matriz L̂(Q) é uma matriz densidade basta saber a12 e a12 para
determiná-la.

Referimos o leitor para a seção final de [300] onde são descritos os detal-
hes da prova de que é aberto e denso (no caso de matrizes Q dois por dois) o
conjunto das matrizes unitárias U que determinam canais quânticos Φ com
apenas um ponto fixo único.
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2.6 C∗-álgebras e estados KMS

Referimos o leitor a [233], [266], [153], [138], [62] [365] [116] [374] [375]
[371] [339] [271] para mais detalhes sobre o material apresentado na presente
seção. Para uma visão mais abrangente e profunda sobre a relação de C∗-
algebras com F́ısica Matemática referimos o leitor a [71].

Em [450] o autor considera também Algebras de Von Neumann e módulos
de Hilbert.

Definição 2.12. Uma álgebra A sobre C é um espaço vetorial complexo
equipado com uma operação bilinear e associativa • : A × A → A, dita
multiplicação. Para a, b ∈ A, denotaremos •(a, b) simplesmente por ab.

A algebra que estaremos interessados aqui é a dos operadores agindo
num espaço de Hilbert onde • é a composta de operadores.

Definição 2.13. Uma álgebra normada é uma álgebra A sobre C equipada
com uma função norma a ∈ A 7→ ‖a‖ ∈ R, que torna A um espaço normado,
ou seja, para a, b ∈ A e λ ∈ C, temos

1. ‖a‖ ≥ 0, e ‖a‖ = 0 ⇒ a = 0

2. ‖λa‖ = |λ|‖a‖, onde |λ| denota o módulo do número complexo λ

3. ‖a+ b‖ ≤ ‖a‖ + ‖b‖,

e que além disso obedece a seguinte propriedade:

4. ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖
Se existir um elemento, denotado por 1 tal que para qualquer a vale

a 1 = a = 1 a, dizemos que é a identidade multiplicativa. Dado a, se axistir
b tal que a b = 1 = b a, dizemos que a é inverśıvel.

Note que a 0 = 0 = 0 a, para qualquer a
Quando a Algebra for a de operadores limitados A então a norma do

operador |A| já for definido anteriormente na seção em que apresentamos os
pré-requisitos.

Naturalmente, podemos nos referir à distância entre dois elementos de
uma álgebra normada, bastando para isso considerar a métrica induzida pela
norma.

Definição 2.14. Uma álgebra de Banach é uma álgebra normada com-
pleta. Ou seja, toda sequencia de Cauchy converge.
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Uma ótima referencia sobre este assunto é [94].

Definição 2.15. Seja A uma álgebra de Banach. Uma involução em A
é uma função ∗ : A → A tal que para todo a, b ∈ A, λ ∈ C, e denotando
c∗ := ∗(c), ∀ c ∈ A, temos

1. (a+ b)∗ = a∗ + b∗

2. (λa)∗ = λa∗

3. (ab)∗ = b∗a∗

4. (a∗)∗ = a

5. ‖a∗‖ = ‖a‖

Note que a é inverśıvel, se e só se, a∗ é inverśıvel.

Definição 2.16. Uma C∗-álgebra é uma álgebra de Banach equipada com
uma involução para o qual vale

‖a∗a‖ = ‖a‖2, ∀ a ∈ A.

Para algebras de operadores a operação ∗ vai denotar o adjunto do op-
erador.

Um exemplo que satisfaz o descrito acima seria a álgebra Mn da ma-
trizes de ordem n sobre C é uma C∗-álgebra se considerarmos as matrizes
como sendo operadores no espaço euclideano Cn e se tomarmos a norma de
operadores ‖ · ‖ sobre matrizes. A involução é dada pela matriz transposta
conjugada.

Seja um espaço de Hilbert H, e, o conjunto dos operadores limitados
sobre H, munidos da operação ∗ (A∗ seria tomar o adjunto do operador
A) e da norma de operadores. Neste caso, o conjunto dos operadores
limitados com a operaçao de composição formam uma C∗-algebra e o
leitor deve tomar este como o exemplo canônico.

Outra C∗-Algebra que estamos particularmente interessados é a dos op-
eradores limitados (munido da norma de operador descrita na seção inicial
do texto || . ||) agindo no espaço de Hilbert complexo L2(Rn) onde ∗ denota
tomar o adjunto do operador. A operação • é a composta de operadores.

Vamos mostrar agora para a algebra de operadores que vale a expressão
da definição 2.16.



268 Tópicos Selecionados de Mecânica Quântica Cap. 2

Afirmamos que ||T ||2 = ||T ∗ T ||. Vamos mostrar também que ||T || =
||T ∗||.

Note primeiro que se sabe que ||T ∗ T || ≤ ||T ||| ||T ∗||.
Ainda, vale para qualquer x ∈ L2(Rn)

|T (x)|2 =< T (x), T (x) >=< T ∗ T (x), x >≤ ||T ∗ T || |x|2.

Sendo assim, ||T ||2 ≤ ||T ∗ T ||.
Logo, segue das duas desigualdades que ||T || ||T || = ||T ||2 ≤ ||T T ∗|| ≤

||T ||| ||T ∗||.
Logo, para qualquer T vale que ||T || ≤ ||T ∗||.
Finalmente, substituindo T por T ∗ na ultima desigualdade segue que

||T ∗|| ≤ ||(T ∗)∗|| = ||T ||.
Logo, ||T ||| = ||T ∗||.
Por outro lado, ||T ||2 = ||T ∗|| ||T || ≥ ||T ∗ T || ≥ ||T ||2.
Portanto, ||T ||2 = ||T ∗ T ||. In the same way ||T ||2 = ||T T ∗||
Um homorfismo entre duas C∗-algebras A1 e A2 é uma aplicação linear

G : A1 → A2 tal que para qualquer a1, b1 ∈ A1 temos que G(a1 • b1) =
G(a1) •G(b1) e ainda que G(a∗1) = G(a1)∗.

No caso particular das C∗-algebra de operadores limitados isto significa
que para os operadores A1 e B1 vale G(A1 ◦B1) = G(A1) ◦G(B1).

Um isomorfismo entre duas C∗-algebras é um homorfismo bijetivo.
A identidade multiplicativa (o elemento 1 na algebra) é o operador iden-

tidade.
Note que se A é da forma A =

∑
j λjPψj , onde ψj , j ∈ N, forma um con-

junto ortonormal completo, então A∗ =
∑

j λjPψj e AA∗ =
∑

j |λj |2 Pψj .
Na C∗-álgebra complexa dos operadores de Hilbert-Schmidt podemos

definir um produto interno <,> através da expressão < A,B >= tr (AB∗).
É posśıvel tambem falar em espectro neste setting mais abstrato.

Definição 2.17. Dizemos que λ ∈ C pertence ao espectro de a (como
elemento na C∗-álgebra) se a − λ1 é não inverśıvel, onde 1 é a unidade
multiplicativa na C∗-álgebra

O espectro de um operador limitado no espaço de Hilbert complexo
L2(dx) é um conjunto compacto. Se o operador é autoadjunto será então
um compacto dentro da reta real. Observamos que muitos dos operadores
naturais na Mecânica Quântica, e que foram analisados anteriormente em
outras seções, não são limitados.

Note que
(a− λ1)∗ = (a∗ − λ1).
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Uma ótima referencia cobrindo tópicos relacionados a esta formulação
abstrata de espectro podem ser encontrados em [94].

Considere o conjunto dos operadores limitados agindo no espaço de
Hilbert complexo L2(Rn) onde ∗ denota tomar o adjunto do operador e
a operação • é a composta de operadores.

Lembre que limn→∞ An = A no sentido forte se para qualquer x no
espaço de Hilbert H, temos que limn→∞ | (An −A ) (x )| = 0.

Chamamos de von Neumann algebra (ver considerações após Corol-
lary 5.7 em [233]) uma C∗-algebra com identidade que se encontra contida
no conjunto dos operadores limitados agindo num espaço de Hilbert com-
plexo H, que é ainda fechada em relação a convergencia no sentido forte
e fraca (ver Seçao 5.3 em [41] ou [334], [409]). Uma C∗-algebra ∗-ismorfa
a uma destas tambem poderá ser chamada de von Neumann algebra. Um
exemplo concreto de von Neumann algebra (ligado a Haar systems) aparece
na seção 4 de [176] (ver também apendice em [294]).

Note que a operação (na C∗-algebra dos operadores limitados) de tomar
o conjugado A∗ de um operador A é continua quando se considera a norma
de operadores, mas tal não acontece se consideramos a norma forte.

Para questões relacionadas com monotone order convergence considerar a
covergencia na (C∗-algebra dos operadores limitados num espaço de Hilbert)
norma dos operadores pode não ser adequada. Ao considerar, alternativa-
mente, a norma forte (tornando esta C∗ uma algebra de von Neumann)
pode-se obter resultados mais proveitosos (ver [360]).

Uma ótima referencia sobre C∗-algebras relacionadas com Mec. Quan-
tica é [450] e [72]. O estudo das algebras de von Neumann é apresentado em
detalhes na section 7 do chapter IX em [94] e na section 2.3 em [72]. Embora
vários operadores lineares naturais na Mecanica Quântica não sejam limi-
tados, questões relativas a sistemas quânticos de bossons e fermions podem
ser tratados dentro do setting de C∗-estados dinâmicos na C∗-algebra dos
operadores limitados (ver [360]).

Um resultado importante na teoria é que uma C∗-Algebra comutativa
abstrata é isomorfa a algebra das funções continuas num espaço topológico
Hausdorff X (ver [360]). Por sua vez um W ∗-Algebra comutativa abstrata
é isomorfa a algebra das funções no espaço L∞ relativo a um medida µ num
certo espaço mensurável Y . Assim, com advogado por A. Connes uma W ∗-
algebra geral corresponde a teoria da medida não comutativa enquanto que
um C∗-algebra geral corresponde a teoria topológica não comutativa (ver
considerações gerais sobre o assunto na seção 3.7.1 de [104]).
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Questões relativas a ordem em espaços vetoriais e nets são importantes
para certos aspectos da teoria das C∗-algebras. Referimos o leitor a [71]
para um detalhada discussão do assunto.

Um resultado fundamental na Teoria das C∗-algebras é o Teorema de
Gelfand-Naimark-Segal. Este afirma que uma C∗-algebra abstrata pode de
alguma forma ser representada como a C∗-algebra dos operadores limitados
agindo em um certo espaço de Hilbert. Para uma prova deste resultado
referimos o leitor ao Theorem 5.14 em [6].

Vamos falar agora de alguns resultados em Mecânica Estat́ıstica Quântica
(maiores detalhes em [345] , [62], [360] [373], [72], [390], [349] e [369]) que
de certa forma generalizam (no setting Quântico) os resultados e pergun-
tas naturais oriundas da Mecânica Estat́ıstica. Na seção 2.8 vamos dar uma
breve descrição de algumas questões analisadas na Mecânica Estat́ıstica com
o intuito de auxiliar o entendimento do assunto da presente seção pelo leitor.

Algumas C∗-algebras são particularmente adaptadas para descrever as
propriedades fundamentais dos fermions (ver Exemplo 2.18, Exemplos 5.4.1
e 5.6.2 em [41], [20], ou a Seção 6 em [6]).

Vamos denotar por U uma C∗-Algebra fixada. Destacamos aqui o fato
que a C∗-Algebra que estamos interessados é a dos operadores limitados
agindo no espaço de Hilbert complexo L2(Rn) onde ∗ denota tomar o adjunto
do operador.

Referimos o leitor (que deseja mais detalhes) ao interessante artigo ”Gap
Labelling Theorems for Schrödinger operators”de J. Bellissard em [449] que
discute na seção 1.3 pagina 548 a questão de considerar operadores limitados
ou não no setting de C∗-Algebras. Neste trabalho também é discutida a
questão: é natural considerar os problemas de Mecânica Quântica no setting
de Geometria não Comutativa e gupoids (ver seção 1 e 2) ?

Denotamos por Aut(U) o conjunto dos automorfismo lineares na C∗-
Algebra U .

Um elemento G em Aut(U) deve ser tal que G(a b) = G(a)G(b). Ainda,
se assume que G(a)∗ = G(a∗).

Definição 2.18. Dada uma C∗-algebra U , um homorfismo de grupo é uma
famı́lia continua σt, indexada por t ∈ R onde σt ∈ Aut(U), e, tal que para
qualquer t, s ∈ R vale σt+s = σt ◦ σs.

σt, t ∈ R, descreve o análogo não comutativo do que é um sistema
dinâmico clássico.
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Vamos apresentar um exemplo: seja H um operador autoadjunto então
etH i define um automorfismo de grupo σt através de: para cada t ∈ R

B → σt(B) = etH i ◦B ◦ e−tH i

que age em operadores limitados B. Observe que, de fato, para todo t
vale σt(AB) = σt(A)σt(B). Ainda, para todo operador A vale σt+s(A) =
etH i (esH i ◦B ◦ e−sH i ) e−tH i = σt(σs(A)).

Algumas vezes t ∈ R → σt é chamado modular authomorphism group.

Ainda, σt(A
∗) = (σt(A))∗.

Em termos do formalismo de C∗-sistemas dinâmicos, o operador H define
a evolução temporal et iH , para cada t ∈ R. Fixado um valor positivo β real
vamos analisar em breve o sistema para o operador t i (β i)H, ou seja, o
sistema dinâmico e− t βH . O valor β vai desempenhar o papel do valor do
inverso da temperatura em Mecânica Estat́ıstica Quântica.

Definição 2.19. Um elemento a na C∗-Algebra é positivo, se ele é da forma
a = bb∗ onde b é um elemento C∗-Algebra.

Definição 2.20. Por definição um estado C∗-dinamico é um funcional linear
φ : U → C, tal que

a) φ(I) = 1

b) φ(a) é um número positivo para cada elemento positivo a na C∗-
Algebra U .

Para um detalhada discussão sobre estados C∗-dinamicos em C∗algebras
referimos o leitor a [360] ou [62].

Se φ é tal que φ(a a∗) = 0, se e só se a = 0, dizemos que φ é faithful.

Se φ é tal que para quaisquer a, b vale φ(a b) = φ(b a), dizemos que φ é
um traço estado C∗-dinamico.

Seja um operador densidade ρ fixado, então, φ definido por A→ φ(A)=
traço (ρA), é um estado C∗-dinâmico. Isto segue da observação que fizemos
na seção 1.8.

Na C∗-Algebra das matrizes A complexas n por n, fixadas as probabili-
dades p1, p2, .., pn, então

A→ w(A) =
∑

pjAjj

define um C∗-estado em Mn.
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Outro exemplo simples é o seguinte: seja Mn a C∗-álgebra Mn, n ∈ N,
das matrizes n por n sobre C. Seja ρ : Cn → Cn um operador densidade
fixado. Então defina φ : Mn → C dado por

φ(A) = traço (ρA).

Tal φ é um estado C∗-dinâmico.

Note que se ρ = Pψ fosse operador projeção, então, como vimos (vide
consderações após a definição 1.20)

φ(A) = traço (Pψ A) = E(A)ψ =< A(ψ), ψ > .

Um estado C∗-dinâmico φ agindo em uma C∗-Algebra desempenha o
papel de uma probabilidade ν na Mecânica Estat́ıstica ou no Formalismo
Termodinamico. Podemos pensar que φ(A) é o valor obtido ao integrar o
observavel A pelo estado C∗-dinâmico φ.

O estado φ vai agir em observáveis a (operadores autoadjunto que per-
tencem a C∗-Algebra U). Note que φ(a) é real se a é autoadjunto (ver
[62]).

Assim, φ(a) é a ”integral”da ”função”a ∈ U via a ”probabilidade”φ (um
estado C∗-dinâmico).

Dado um estado C∗-dynamico φ agindo nos operadores limitados num
espaço de Hilbert H, ou seja, φ : B(H) → C, então existe uma matriz
densidade ρφ tal que para todo A vale φ(A) = Tr (ρφA) (ver [144]).

Esta subentendido na afirmação acima que isto ocorre se todos os termos
envolvidos estão bem definidos.

Os conceitos anteriores descritos na parte inicial do texto (considerando
apenas o conceito de estado ψ) podem ser vistos de uma forma mais geral.
Se o sistema quântico em consideração é descrito pelo estado C∗-dinâmico
φ e vamos fazer medições utilizando um operador autoadjunto L que tem
decomposição espectral L =

∑
n λn Pφn , então φ(Pφn) é a probabilidade de

se observar λn.

Isto é a extensão natural de um postulado anterior.

Vamos explicar este fato num caso bem simples (em dimensão 2). Seja
ρ = Pψ e o estado C∗-dinâmico φ : M2 → C dado por

φ(L) = Tr(ρL) =< Lψ,ψ > .

Seja L : C2 → C2 operador autoadjunto tal que sua decomposiçao es-
pectral é L = λ1Pφ1 + λ2Pφ2 .
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Assim φ1 é ortogonal a φ2 e os dois vetores tem norma 1.
Seja ψ = a1φ1 + a2φ2
Um dos postulados afirma que se o sistema está no estado ψ então a

probabilidade de se medir λ1 eh a21.
Por outro lado

w(Pφ1) = Tr(ρPφ1) =< Pφ1ψ,ψ >=

< a1φ1, a1φ1 + a2φ2 >=< a1φ1, a1φ1 >= a21.

Assim faz sentido dizer que se o C∗-estado é φ então φ(Pφ1) é a proba-
bilidade de ocorrer λ1 através da medição via L. Exemplos interessantes de
estados em espaços de Fock aparecem na seção 6 de [144].

Uma função analitica g : C → U (ou, g : R → U), é uma expressão
convergente da forma

g(z) =
∞∑

j=0

Bjz
n, Bn ∈ U , n ∈ N,

em que se pode tomar a derivada no sentido de variável complexa (usando
uma norma fixada na C∗-algebra U).

A versão de um teorema classico de variável complexa também é ver-
dadeira aqui: toda função analitica g(z) =

∑∞
n=0Bnz

n limitada é constante.

Definição 2.21. Um elemento a ∈ U é dito anaĺıtico para o homorfismo de
grupo a um parametro definido por σt, t ∈ R, se σt(a) tem uma extensão
analitica da variável t ∈ R para a variável t ∈ C.

A definição acima diz que a é anaĺıtico se a função de variavel real t →
σt(a) ∈ U pode ser extendida a uma função B(z) que é anaĺıtica em z.

Sob condições muito gerais os elementos anaĺıticos a ∈ U são densos em U
(ver [365]). Muitos resultados na teoria das C∗-Algebras são demonstrados
da seguinte forma: se prova primeiro a propriedade para os a anaĺıticos, e
depois, via limite, se mostra a propriedade desejada para todos elementos
de U .

Note que se A é anaĺıtico e

σt(A) = etH iAe−tH i, t ∈ R (2.29)

e então, fica bem definido e−sH AesH , onde s é real. De fato, extenda o t
de etH iAe−tH i ao complexo si.
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Exemplo 2.10. Considere o operador Hamiltoniano H = P2

2m + 1
2mw2 X 2

obtido da quantização do oscilador harmônico. Note que este operador não
é limitado.

Sabemos que H tem autovalores da forma (n+ 1/2)~w. Os autovalores
de e−βH são da forma e− (n+1/2) β ~w.

Assim,

traço e−βH =

∞∑

n=0

e−β (n+1/2) ~w =
e−(1/2) β ~w

1 − e− β ~w

é finito se β > 0.
Desta forma fica bem definido

C =
e−βH

traço e−βH
,

que tem traço 1 e é positivo.
C é um operador densidade. Desta forma B → traço (C B) define um es-

tado C∗-dinâmico. Mais detalhes sobre este exemplo podem ser encontrados
na seção 4.1.1 em [72].

O resultado acima exibe um exemplo de grande importância na teoria
da Mecânica Estat́ıstica Quântica.

♦

Definição 2.22. Dados um β ∈ R e um grupo de automorfismos σt index-
ados por t ∈ R, então, por definição, φ é um C∗-estado KMS associado
ao grupo de automorfismos σt e a β na C∗-Algebra U , se φ é um estado
C∗-dinâmico, tal que para todo b ∈ U e todo a ∈ U anaĺıtico, temos que

φ(a.b) = φ(b.σβi(a)). (2.30)

Para H fixado, se σt é da forma A → σt(A) = etH iAe−tH i, para todo
t, então fixado β, é usual denotar por φH,β o estado KMS associado. Num
certo sentido, como veremos, φH,β corresponde a medida de Gibbs associada
ao potencial H na temperatura 1

β (ver [345]).
A expressão acima (2.30) apareceu anteriormente em (1.29).
A sigla KMS se refere a Kubo, Martin and Schwinger que deram con-

tribuições muito importantes na formalizaçao desta Teoria.
Denotamos por φ estado C∗-dinâmico qualquer.
Suponha fixado o grupo de automorfismos σt, t ∈ R. Afirmar que o

estado φ é invariante pelo fluxo σt, t ∈ R significa que para qualquer a vale
que t→ φ(σt(a)) é constante.
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Ou seja, para o estado φ (que corresponde no setting clássico a uma
probabilidade), dado qualquer operador autoadjunto (que corresponde clas-
sicamente a uma função tomando valores reais) o valor φ(σt(a)) (que corre-
sponde no setting clássico a integral da função com relação a probabilidade
ao longo do tempo t) não depende de t ∈ R.

É fácil ver que para β fixado, a condição

φ(a.b) = φ(b.σβi(a)),

é equivalente a: ∀t ∈ C,

φ(σt(a).b) = φ(b.σt+βi(a)). (2.31)

A partir de (2.29) compare a expressão acima com (1.27).

A expressão (5.179) em [41] - para a evolução do semi-grupo a tempo
continuo de Heisenberg associado a um Hamiltoniano H - ilustra a relação
dos estados KMS com os assim chamados thermal states. Estes últimos são
aqueles da forma

ρβ =
e−βH

Tr(e−βH)
=

e−
1
T
H

Tr(e−
1
T
H)
.

A seguir retomaremos este tópico na expressão (2.32).

Observação 2.7. Segue da seção 8.12 em [365] que se φ é um estado KMS
para β, então para b a identidade e todo a ∈ U anaĺıtico fixado, temos que
τ → φ(στ (a)) é uma função anaĺıtica limitada definida em todo plano, e,
sendo assim é uma constante (ver [95]). Particularizando para τ = t real,
podemos dizer que φ é estacionário (não varia com a variação de t) para o
fluxo σt, t ∈ R.

Em proposition 3.3.9 em [72] (ou [365]) it is shown that if φ is KMS for
σt, t ∈ R, então

φ(a) = φ(σt(a)), ∀ a ∈ U and ∀ t ∈ R.

Em resumo, fazendo um paralelo com o setting clássico, o que se descreve
acima é como dizer que para uma certa medida µ, para qualquer f continua,
a integral

∫
f ◦ στ dµ, seria constante, independente de τ , onde στ é o

fluxo (sistema dinâmico) de alguma equação diferencial fixada. Assim, a
”integral”φ(στ (a)) da ”função”στ (a) (que descreve a evolução dinâmica da
”função”a através do ”fluxo”στ ) é constante, se a é um elemento anaĺıtico
em U .
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♦

Um estudo mais profundo dos estados KMS dentro da Mecânica Quântica
podem ser encontrado em [116] ou em [360].

Vamos elaborar um pouco sobre a condição KMS para o homorfismo
de grupo σt, t ∈ R, onde σt(A) = eitHAe−itH. Tome t = β i. Note

que σβi(A) = e−βHAeβH. Vamos supor que e−βH

traço e−βH
seja um operador

densidade como no exemplo acima.

Estamos interessados, para todo valor real β fixado, nos estados ρ tais
que para todo A,B

ρ(Aσβi(B)) = ρ(BA).

É natural esperar, para um β fixo, que isto vá estar de alguma forma
associada ao operador densidade 1

tr(e−βH)
e−βH . Isto de certa forma é o

análogo do que acontece na Mecânica Estat́ıstica (ver seção 1.10). O op-
erador densidade 1

tr(e−βH)
e−βH se denomina de operador densidade de

Gibbs (operador KMS) associado a −β H. Ao fim desta seção iremos
novamente considerar os operadores densidade KMS.

Isto é de fato verdade no seguinte sentido: considere o estado C∗- dinâmico
ρ, tal que para todo A ∈ U temos

ρ(A) = tr(
1

tr(e−βH)
e−βH A). (2.32)

Então,

ρ(Aσβi(B)) = tr(
1

tr(e−βH)
e−βHA e−β HB eβ H) =

tr(
1

tr(e−βH)
e−βHA [ e−β HB eβ H ])

tr( [ e−βHB eβH ]
1

tr(e−βH)
e−βHA ) = tr(

1

tr(e−βH)
e−β H BA) = ρ(BA).

Desta forma conclúımos que é bem natural a introdução do estado KMS
via o formalismo acima descrito.

Como dissemos antes, é natural pensar que ρ desempenha o papel do
estado de Gibbs a temperatura T , com β = 1

T . De fato, se H fosse diagonal
da forma

H =

(
U1 0
0 U2

)
,
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onde U1, U2 são reais, então

1

tr(e−βH)
e− βH =

(
e−βU1

e−βU1+e−βU2
0

0 e−βU2

e−βU1+e−βU2

)

Seja A diagonal da forma

A =

(
A1 0
0 A2

)
.

Então,

ρ(A) = tr(
1

tr(e−βH)
e−βH A) =

e−βU1

e−βU1 + e−βU2
A1 +

e−βU2

e−βU1 + e−βU2
A2.

Mais uma vez confirmamos que o setting da Mecânica Estat́ıstica Clássica
esta contido no setting da Mecânica Estat́ıstica Quântica através das ma-
trizes diagonais.

Ainda, se A é denotada por

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
,

então

ρ(A) =

e−βU1

e−βU1 + e−βU2
A11 +

e−βU2

e−βU1 + e−βU2
A22.

Mais geralmente, na C∗-Algebra das matrizes n por n complexas, con-
sidere σt = ei tH , onde H é matriz diagonal com entradas U1, U2, ..., Ud reais.
Então o C∗-estado KMS ρ à temperatura β é

ρ(A) = A1 1ρ1 +A2 2ρ2 + ...+Ad dρd,

onde ρi = e−βUi
∑d
j=1 e

−βUj
, i = 1, 2, ..., d.

Este operador densidade é a versão quantica das medidas de Gibbs da
Mecânica Estat́ıstica.

Um outro exemplo - mais complexo - de conexão entre estados de Gibbs
e C∗-algebras é descrito em [176]. Os trabalhos [139], [145][140], [176] e
[303] apresentam varios resultados ligando estados KMS de C∗ Algebras com
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medidas de Gibbs do Formalismo Termodinâmico. Resultados sobre C∗-
Algebras related to Fock spaces, Bosons and Fermions pode ser encontrado
na Seção 1.9 em [329], [17], Seção 8 em [20], [364], [360], Seção 20.3 in [37],
[145] and [351]

Vamos descrever uma outra forma de encontrar o estado de Gibbs quântico
obtido acima mas agora via a maximização da pressão. Este resultado é anal-
ogo ao correspondente do Formalismo Termodinâmico. Na seção 2.8 vamos
abordar esta questão no setting da Mecânica Estat́ıstica.

Abaixo vamos tratar de questões importantes da assim chamada Mecânica
Estat́ıstica Quântica.

Seja ρ : A → A uma matriz densidade fixada, onde A = Cd, então sua
entropia de von Neumann é dada por

0 ≤ h(ρ) = −tr(ρ log ρ).

Se ρ = Ar,s, r, s = 1, 2, .., dim A, então S(ρ) = −∑dimA
r=1 Ar,r logAr,r.

Dado o hamiltoniano H : A→ A (um operador autoadjunto) e β > 0, o
estado térmico γβ : A→ A é dado por

a ∈ A→ γβ(a) =
e− β H(a)

Tr e− β H
∈ St (A).

Denotamos < H >ρ= Tr H ρ. Pode-se mostrar que a entropia de von
Neumann de γβ é

S(γβ) = β Tr (H γβ) + log( Tr e− βH) = β < H >γβ + log( Tr e− β H).

Desta forma,

S(γβ) − β < H >γβ= log( Tr e− β H)

Proposição 2.32. Vamos mostrar que fixado um operador autoadjunto B
agindo em Cn então a função F dada por

X → F (X) = tr(XB) + h(X)

é maximizada por X0 = eB

tr(eB)
.

X0 seria chamado operador densidade KMS associado ao operador B.
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Demonstração. A partir do Lemma 4 section 3 in [198] (ou, Theorem 11.9
em [363]) obtemos: se f(z) é anaĺıtica na variável z, então se A e B são
autoadjuntas agindo em Cn temos

d

dt
trf(A+ tB)|t=t0 = tr(B f ′(A+ t0B)).

Fixado um operador autoadjunto B considere uma matriz densidade
variável X e a função F dada por

X → F (X) = tr(XB) + h(X) ∈ R.

Na notação anterior teremos que este B vai corresponder a B = −βH.
Qual o valor máximo de F (X) quando X varia nas matrizes densidade?

Este valor máximo é denominado de pressão de B.
Como o conjunto dos operadores densidade é compacto existe o supremo.

Poderiam ocorrer autovalores nulos para tal maximizante? Vamos mostrar
que o maximo é realizado por uma matriz densidade X0 com autovalores
estritamente positivos.

De fato, considere P1, P2, ..., Pn operadores projeção tais que
∑n

j=1 Pj =
I.

Dados 0 ≤ λj, j = 1, 2, ..., n, tais que,
∑n

j=1 λj = 1, então temos que∑n
j=1 λj Pj descreve um operador densidade geral.
Note que

F (
n∑

j=1

λj Pj) =
n∑

j=1

λj tr(Pj B) −
n∑

j=1

λj log(λj).

Portanto, temos para um i fixado que

∂

∂λi
F (

n∑

j=1

λj Pj) |λi=0 = (Tr(PiB) − 1) − log(λi) |λi=0 = ∞.

Desta forma não podemos ter λi = 0, i = 1, 2..., n, para o operador
densidade maximizante.

Assim, por argumentos de compacidade existe tal X0 com autovalores
todos positivos.

Como caracterizar X0?
Considere variações de X0 dada por X0 + tZ, onde Z é autoadjunta com

traço zero e t ∈ R é pequeno. Note que como X0 tem todos autovalores
positivos então para t pequeno X0 + tZ é operador densidade.
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Na derivação de

d

dt
F (X0 + tZ) =

d

dt
tr((X0 + tZ)B) + h(X0 + tZ)

o primeiro termo é fácil de controlar. De fato, tr((X0 + tZ)B) = tr(X0B)+
t tr (Z B), e assim d

dttr((X0 + tZ)B) = tr (Z b).
Para o outro termo note que f(z) = z log(z) tem derivada 1 + log(z).
Em função da maximização de X0 e pelo resultado mencionado acima,

para um Z com traço zero qualquer, temos que

0 =
d

dt
F (X0 + tZ)|t=0 = tr(Z B) − tr(Z (I + log(X0)) =

tr(Z B) − tr(Z log(X0)). (2.33)

Fica assim caraterizada a matriz X0

Isto implica que B− logX0 = cI, para algum c real. De fato, considere a
decomposição espectral de C = B − logX0. Se houvessem dois autovalores
distintos de C, digamos λi e λj, considere Z (com mesma decomposiçao em
autovetores) e tal que é igual a multiplicação por 1 e −1 nos correspondentes
autovetores (i e j) que são associados ao dois autovalores distintos λi e
λj . Assuma que Z é tal que tem autovalores zero associados aos outros
autovetores de B − logX0 (distintos de i e j). Neste caso Z tem traço
zero, mas tr(Z C) = λi − λj 6= 0, logo contradição por (2.33). Assim,
B − logX0 = cI.

Portanto, X0 = eB−c I

tr(eB−c I )
= eB

tr(eB)
.

�

Dado o estado quântico ρ : A→ A, e um operador semidefinido positivo
 L em L(A), denotamos a divergência de Kulback-Lieber por

D(ρ‖L) = Tr (ρ ( log ρ− logL)) ≥ 0.

Usamos a notação de que D(ρ‖L) é finito se supp (ρ) ⊂ supp (L). No
outro caso, declaramos D(ρ‖L) = ∞. Observe que se L = σ é um operador
de densidade e D(ρ‖σ) = 0, então, ρ = σ, e vice-versa.

Exemplo 2.11. Dados os estados ρ1, ρ2, ρ3 : A → A, onde ρj = Ajr,s,
j = 1, 2, 3, r, s = 1, 2, ..., dim A, suponha que supp (ρ1⊗ρ2) ⊂ supp (ρ1⊗ρ3),
então

D(ρ1 ⊗ ρ2‖ρ1 ⊗ ρ3) = Tr ( (ρ1 ⊗ ρ2 )( log( ρ1 ⊗ ρ2) − log(ρ1 ⊗ ρ3) ) ) = .
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Tr ( ( ρ1 ⊗ ρ2) ) ( log(ρ1) ⊗ log(ρ2) − log(ρ1) ⊗ log(ρ3) ) ) =

Tr ( ρ1( log(ρ1) − log(ρ1)) + Tr (ρ2 (log(ρ2) − log(ρ3) ) ) =

Tr (ρ2 (log(ρ2) − log(ρ3) ) ) =
dimA∑

r=1

(A2
r,r logA2

r,r − Tr (ρ2 log(ρ3) ). (2.34)

1A denota o operador identidade no espaço de Hilbert A.

Denotamos por d a dimensão de A. Se ρ3 = 1
dimA1A = 1

d1A, obtemos

D(ρ1 ⊗ ρ2‖ρ1 ⊗ ρ3) =

d∑

r=1

A2
r,r logA2

r,r +
d∑

r=1

A2
r,r log d =

=
d∑

r=1

A2
r,r logA2

r,r + log d = −S(ρ2) + log d ≥ 0. (2.35)

Exemplo 2.12. Vamos apresentar o conceito de spectral triple em dimensão
infinita. Ela vai descrever o sentido do operador momento no setting das
C∗-algebras.

Uma representação de uma C∗-algebra A é um ∗-homomorfismo π tal
que

π : A→ {L : H → H, é operador linear limitado eH é espaço de Hilbert}.

Uma representação é dita fiel (ou faithful) se ele é injetiva.

Definição 2.23. Uma spectral triple é uma tripla ordenado (A,H,D), onde

1. H é um espaço de Hilbert;

2. A é uma C∗-álgebra onde para cada a, podemos associar um operador
linear limitado La agindo sobre H;

3. D é um operador linear ilimitado essencialmente autoadjunto em H
com resolvente compacto e tal que {a ∈ A : ‖[D,La]‖ < +∞} é denso
em A, onde [D,La] é o comutador. O operador D é chamado de
operador de Dirac.
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O caso mais simples de spectral triple (ver seção 1.2.1 em [195]) é quando
H = L2(dx, T ), onde T é o ćırculo unitário, A = C1(T ) = { funções de classe
C1 , b : T → C}, e D é definido como g → 1

i g
′. Este operador como vimos

antes é chamado de operador momento em Mecânica Quântica.

No item (2) acima tome o operador La : H → H é a multiplicação por
a ∈ A.

Observe que quando g é diferenciável obtemos g → 1
i (D(a g) − aDg) =

1
i (a

′g + ag′ − ag′) = 1
i a

′ g.
Assim, a ação do operador comutador [D − La ] em g corresponde ao

operador que multiplica por a′. Fica assim justificado o nome operador
momento.

Ainda,

|| [D − La ] || = |a′|. (2.36)

Exemplo 2.13. Spectral triples e relações CAR para fermions.

O exemplo mais simples de todos: qubits. O valor expĺıcito da distância
de Connes será dado por (2.50).

Denote |0〉 = (1, 0) ∈ C2, |1〉 = (0, 1) ∈ C2,

f̂ = |0〉〈1| =

(
0 1
0 0

)
,

e

f̂ † = |1〉〈0| =

(
0 0
1 0

)
.

|0〉 denota o estado de vácuo.

|1〉 significa uma posição ocupada e |0〉 significa uma posição não preenchida.

Note que f̂(x, y) = (y, 0) e f̂ †(x, y) = (0, x).

Observe que

f̂ |0〉 = (0, 0) = 0, f̂ †|0〉 = |1〉, f̂ |1〉 = |0〉 e f̂ †|1〉 = 0.

f̂ † é o operador de criação e f̂ é o operador de aniquilação.

Denotamos

A = {L : C2 → C2, onde L é um operador linear }

e

H = C2 × C2.

Como sempre {A,B} = AB +BA, para A,B ∈ A.
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Observe que são verdadeiras as relações Fermion CAR

{f̂ , f̂ †} = I , {f̂ , f̂} = 0 = {f̂ †, f̂ †}. (2.37)

Observamos que varias versões distintas da CAR são apresentadas na
teoria em função das diferentes escolhas de operadores a serem consideradas
(compare com aquela do Exemplo 2.17).

Consideramos uma representação diagonal π de tal forma que para e ∈ A
e (ψ1, ψ2) obtemos

π(e)(ψ1, ψ2) = (e(ψ1), e(ψ2) =

(
e 0
0 e

)(
ψ1

ψ2

)
.

Finalmente, definimos o operador de momento D : H = C2 × C2 →
C2 × C2

D =
1√
2

(
0 f̂ †

f̂ 0

)
.

Desta maneira,

[D, π(e)] =
1√
2

(
0 f̂ †e− ef̂ †

f̂e− ef̂ 0

)
. (2.38)

Definição 2.24. Em dimensão finita, uma spectral triple é uma tripla or-
denada (A,H,D), onde

1. H é uma espaço de Hilbert de dimensão finita;

2. π é uma representação de A, onde é uma C∗-algebra, e que por sua
vez é tal que para cada a ∈ A, podemos associar um operador linear
limitado Lπ(a) agindo em H;

3. D é um operador linear auto adjunto linear agindo em H. O operator
D é chamando de operador momento ou de Dirac.

Estamos considerando no presente exemplo uma spectral triple onde o
operador D foi definido acima; neste caso A = A and H = H. Ainda,
π : M2 →M4 é dado por

π(a) =

(
a 0
0 a

)
.

A representação π é fiel.
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Denotamos por w : A → C um C∗ estado na C∗-algebra A. Para cada
w existe uma matriz densidade W = Ww tal que para todo a ∈ A obtemos
w(a) =Tr (Wa).

Denotamos por B o conjunto

B = {e ∈ A ||[D, π(e)]|| ≤ 1}. (2.39)

Em (2.54) é necessário considerar apenas os operadores Hermitianos e. Por-
tanto, para estimar (2.54) usando (2.38) basta considerar os operadores Her-
mitianos e. Observe que ||f̂ †e− ef̂ †|| = ||f̂ e− ef̂ ||

A distância de Connes entre w1 e w2 é

d(w1, w2) = sup
e∈B

{w1(e) − w2(e)} = sup
e∈B

{ Traço( (W1 −W2)(e) )}.

Um elemento Hermitiano geral e satisfaz

e =

(
s u− iv

u+ iv t

)
, (2.40)

onde s, t, u, v são números reais.
É posśıvel mostrar que

[f̂ , e] =

(
u+ iv t− s

0 −(u+ iv)

)
. (2.41)

Considere as matrizes densidade W1,W2 denotadas por

Wj =
1

2

(
1 + zj xj − i yj
xj + i yj 1 − zj

)
, (2.42)

onde |(xj , yj , zj)| ≤ 1 (a esfera de Bloch).
Pode-se mostrar que para W1,W2 fixos

Traço( (W1 −W2)(e) ) =
1

2
(s− t)(z1 − z2) + u(x1 − x2) + v(y1 − y2). (2.43)

Denotamos ∆x = x1 − x2,∆y = y1 − y2 e ∆z = z1 − z2.
Para W1,W2 fixos, temos que estimar o supremo de

e→ |Traço( (W1 −W2)(e) )|,

sob as restrições: e é hermitiano e ||[D, π(e)]|| ≤ 1.
De [287] a condição ||[D, π(e)]|| ≤ 1 implica que

2 |w|2 + (s − t)2 + |s− t|
√

4|w|2 + (s − t)2 ≤ 1.



Seção 2.6 C∗-álgebras e estados KMS 285

Isso, por sua vez, implica que para e ∈ B

|w| ≤
√

1

2
e |s− t| ≤

√
1

2
. (2.44)

Por outro lado

d(w1, w2) ≤ sup
e∈B

(
1

2
|(s− t)| |∆z | + |w|

√
∆2
x + ∆2

y ).

Então, para maximização de d(w1, w2) devemos considerar |w| e |s − t| tão
grandes quanto posśıvel (mas as variáveis w e s − t estão vinculadas como
veremos).

Temos que analisar a função

(w, (s − t)) → 1

2
|(s− t)| |∆z | + |w|

√
∆2
x + ∆2

y ). (2.45)

A partir de (2.43) e da convexidade temos que a solução deve atingir o
valor máximo

1 = 2 |w|2 + (s− t)2 + |s − t|
√

4|w|2 + (s− t)2.

Então, nós obtemos

|s− t| =

√
1

2
(1 − 2|w|2). (2.46)

Como função de w obtemos de (2.46) que (2.45) tem a forma

w → G(w) = |w|
√

∆2
x + ∆2

y +
(1 − 2w2) |∆z|

2
√

2
. (2.47)

Queremos encontrar o supremo de G.
Tomando a derivada

d

dw
G(w) =

√
∆2
x + ∆2

y −
√

2w |∆z| = 0,

Nós obtemos o ponto w de maior valor

w =

√
∆2
x + ∆2

y
√

2|∆z|
, (2.48)

e já sabemos que

|s− t| =
1√
2

(1 − 2|w|2). (2.49)
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Finalmente,

d(w1, w2) =
1

2
√

2

∆2
x + ∆2

y + ∆2
z

|∆z|
. (2.50)

Suponha que r = (r1, r2) ∈ C2 seja tal que |r| = 1. O operador |r >< r|
é chamado de estado puro. Na geometria não comutativa, os estados puros
desempenham o papel dos pontos.

O operador de projeção |r >< r| tem a expressão matricial

|r >< r| =

(
r21 r1r2
r1r2 r22

)
. (2.51)

Se s = (s1, s2) ∈ C2 for tal que |s| = 1

|s >< s| =

(
s21 s1s2
s1s2 s22

)
, (2.52)

então
d(|r >< r|, |s >< s|) =

√
2|r1r2 − s1s2|.

Para |r >< r| obtemos de (20) em [287] que

[f̂ , |r >< r|] =

(
r1 r2 r22 − r21

0 −r1 r2

)
. (2.53)

Os autovalores da matriz acima são r1r2 e −r1r2.
Além disso,

[D, π(|r >< r|)] =
√

2




0 0 −r1r2 0
0 0 r21 − r22 r1r2
r1r2 r22 − r21 0 0

0 −r1r2 0 0


 =

√
2

(
0 f̂ †|r >< r| − |r >< r|f̂ †

f̂ |r >< r| − |r >< r|f̂ 0

)
. (2.54)

Os autovalores desta matriz são i r21,−ir21 , ir22 e −ir22.

Exemplo 2.14. Bosons -
Fotons e moléculas de hidrogênio são dois exemplos de Bosons. Todas

as part́ıculas elementares observadas na Natureza são bosons ou fermions.
Elétrons e prótons são fermions.

Sabe-se que um boson em um determinado śıtio (de uma lattice) pode
atingir um número indefinido n de part́ıculas, variando no conjunto N.
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Descreveremos como obter a estat́ıstica de bosons; isto é, a probabilidade
P (j, n) da ocorrência de n part́ıculas no śıtio j. Referimos o leitor para [118]
para mais detalhes sobre o assunto.

Suponha que temos m śıtios e em cada śıtio uma part́ıcula de boson.

Para o modelo clássico de bosons, consideramos o seguinte alfabeto: A =
{1, 2...,m} × N.

Os elementos neste espaço podem ser indexados por:

( (j1, n1), (j2, n2), ..., (jr , nr), ... (jm, nm) )

Assumimos que para cada śıtio j temos uma energia Ej ∈ R. Assumimos
também que E1 < E2 < ... < Em.

Existem alguns parâmetros externos: um deles é µ ∈ R e assumimos que
todo Ej > µ, j = 1, 2, ..,m. O parâmetro µ é conhecido como potencial
qúımico.

β = 1/T , onde T é a temperatura, é outro parâmetro externo.

Denotamos por Pj,n as probabilidades (obtidas a partir de experimentos
no mundo f́ısico real) de cada possibilidade (j, n) ∈ A para um sistema
bosônico sob algumas restrições fixas a serem definidas posteriormente (ver
[118]).

Portanto,
∑m

j=1

∑
n Pj,n = 1 (nossa notação não é exatamente a da

expressão (11.11) em [118], pois sempre normalizamos dividindo por m).
Para cada j, temos que

∑
n Pj,n = 1/m.

Descreveremos um problema variacional bem conhecido (para probabil-
idades em A) para o qual o valor extremo é atingido pelo P (j, n) acima,
j = 1, 2, ..m, n = 0, 1, 2, ...

O número médio de part́ıculas é fixo e denotado por

µN =
1

m

m∑

j=1

∞∑

n=0

nPj,n. (2.55)

A energia média é fixa

µE =
1

m

m∑

j=1

∞∑

n=0

Ej nPj,n (2.56)

Problema A: Considere o problema de maximizar a entropia

−
m∑

j=1

∞∑

n=0

Pj,n log Pj,n,
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sob as restrições dadas por (2.55) e (2.56) para uma probabilidade geral em
A.

O problema acima se insere no contexto do conhecido método maxent,
e que é associado a Segunda Lei da Termodinâmica.

A solução do Problema A antes da normalização é (ver expressão (11.17)
na seção 11.2.4 em [118])

Pj,n = e−n(−β µ+β Ej).

Precisamos assumir que a soma
∑

n Pj,n <∞, então tomamos Ej > µ, para
todo j.

Na seção 11.2.4 em [118], os autores consideram este problema varia-
cional. Eles definem uma certa Lagrangiana L (ver página 190) e, usando
multiplicadores de Lagrange simples, obtêm que o valor extremal é atingido
pela probabilidade P (j, n) descrita acima. Nesse caso, a Lagrangiana L não
é normalizada por 1/m.

A probabilidade de n part́ıculas no śıtio j, que resolve o Problema A (na
rede clássica de bosons), é finalmente dada por:

P (j, n) =
e−β(−nµ+nEj)∑
r,s e

−β(−r µ+r Es) . (2.57)

2.7 Lattices de spins quânticos e teleporte

Referencias abrangentes sobre os assuntos tratados aqui nesta seção são
[396], [137], [350], [208], [328].

No apendice ao fim desta seção falaremos brevemente sobre Informação
Quântica. Uma excelente referencia sobre este assunto é [47] (ver também
[242] e [25]).

Resultados recentes sobre spin lattices aparecem em [58], [60], [57] e [56].
Sobre tensor product recomendamos o leitor a seção 1.7 in [208].
Consideramos em CN o produto interno usual.
Um site clássico, por exemplo, seria da forma

{+,−} × {+,−} × {+,−} × ...× ...,

onde + representa carga positiva e − carga negativa.
Ou seja, neste caso usamos o produto carteziano.

Vamos agora considerar o setting quântico.
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Denote por DN o conjunto das matrizes densidade sobre CN . Ainda,
denote por MN o espaço de Hilbert complexo das matrizes de dimensão N .

Suponha, por exemplo, que num site do lattice quântico sobre N ten-
hamos em cada site dois spins |+〉 e |−〉. Neste caso, em cada site, |+〉 e |−〉
são dois vetores em C2.

Um estado seria algo da forma v = c1|+〉 + c2|−〉, onde c1, c2 ∈ C e
|v| = 1.

Vamos considerar o sistema composto de varios spins

v1 ⊗ v2 ⊗ v3 ⊗ ...⊗ vn ⊗ ... ∈ (C2)N.

Um observavel L poderia ser dado pela expressão

v1 ⊗ v2 ⊗ ...⊗ vn ⊗ ...→ L1(v1) ⊗ L2(v2) ⊗ ...⊗ Ln(vn) ⊗ ....

onde Lj, j = 1, 2, ..n, .., seria uma sequencia de operadores autoadjuntos
(matrizes) agindo em C2.

Suponha que do lado a bem esquerda tenhamos dois sites descritos por
v1 ⊗ v2.

No sistema composto devemos descrever as probabilidades das quatro
possibilidades

|+〉 ⊗ |+〉, |+〉 ⊗ |−〉, |−〉 ⊗ |+〉, |−〉 ⊗ |−〉.

Matrizes em M2⊗M2 agem de forma natural nestes vetores (que podem
ser considerados como em C2 ⊗ C2).

É tambem natural considerar

(a1 ⊗ a2 ⊗ a3...) ∈ (M2)⊗N,

onde aj são operadores densidade aj : C2 → C2.
Como vimos, pelo Postulado 9, para entender a questão devemos con-

siderar o produto tensorial de operadores a1 ⊗ a2 ∈M2 ⊗M2.
Se fossemos considerar três sites deveŕıamos tomar o produto tensorial

de tres matrizes, que estaria em M2 ⊗M2 ⊗M2 = (M2)⊗ 3, e, no caso de k
sites: M2 ⊗M2 ⊗ ...⊗M2︸ ︷︷ ︸

k

= M⊗ k
2 .

É posśıvel formalizar matematicamente o produto tensorial infinito

(CN )⊗N = CN ⊗ CN ⊗ ...⊗ CN ⊗ ...,

N ∈ N (conforme descrito abaixo). Da mesma forma, o produto infinito
(MN )⊗N. Um elemento nesta última C∗-Algebra age em (CN )⊗N. Referimos
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o leitor para [137], [62], [360] e [365] para este tópico. O espaço (CN )⊗N de-
sempenha na teoria dos spins lattices quânticos o papel do shift de Bernoulli
(ver seção 2.8). Só que no presente setting se pode falar em interferência
quântica entre sites vizinhos do lattice. Observamos que, como vamos con-
siderar aqui apenas potenciais que dependem de finitas coordenadas, o en-
tendimento anterior dos produtos finitos (CN )⊗ k = CN ⊗ CN ⊗ ...⊗ CN︸ ︷︷ ︸

k

,

k ∈ N, será suficiente para os fins aqui desejado.
Dado um espaço vetorial complexo com produto interno é sempre posśıvel

considerar seu fecho com respeito a | . | =
√
< ., . >, ou seja, considerar seu

completamento como espaço métrico [137], [382] [283] [137].
Considere um espaço de Hilbert H e a seguir o espaço vetorial das com-

binações lineares finitas de elementos da forma v1 ⊗ v2 ⊗ v3 ⊗ ...⊗ vn ⊗ ...,
onde todos os vj ∈ H são tais que, a menos de um número finito, são iguais
o elemento neutro multiplicativo 1. Um produto interno fica naturalmente
definido neste espaço:

Seja v = v1 ⊗ v2 ⊗ v3 ⊗ ...⊗ vn ⊗ ... e u = u1 ⊗ u2 ⊗ u3 ⊗ ...⊗ un ⊗ ...,
tome então < v, u >=< v1, u1 >< v2, u2 > ... < vk, uk >, onde k é o menor
indice para u e v tais que, a partir dali os indices maiores que k são iguais
a 1.

O fecho deste espaço vetorial é por definição H⊗N. Referimos o leitor
para mais detalhes a [328] e [62].

A operação algébrica em (Mn)⊗N é dada por

(a1 ⊗ a2 ⊗ a3...) (b1 ⊗ b2 ⊗ b3...) = (a1 ◦ b1) ⊗ (a2 ◦ b2) ⊗ (a3 ◦ b3)....,

qualquer (a1 ⊗ a2 ⊗ a3...) , (b1 ⊗ b2 ⊗ b3...) ∈ (MN )⊗N.
O traço de L = a1 ⊗ a2 ⊗ .... ⊗ an é o produto

Tr (a1) Tr (a2) Tr (a3) ... Tr (an).

Quando falarmos em operador dual, ou afirmarmos que o operador

(a1 ⊗ a2 ⊗ a3...) : C2 ⊗ C2 ⊗ ...→ C2 ⊗ C2 ⊗ ...

é autoadjunto, positivo, etc.. será em relação ao produto interno descrito
acima.

Mais exatamente, por exemplo, o dual do operador L = a1 ⊗ a2 ⊗ a3 é
L∗ = (a∗1 ⊗ a∗2 ⊗ a∗3), pois

< L(v1 ⊗ v2 ⊗ v3) , (u1 ⊗ u2 ⊗ u3) >=
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< (a1(v1) ⊗ a2(v2) ⊗ a3(v3)), (u1 ⊗ u2 ⊗ u3) >=

< a1(v1), u1 > < a2(v2), u2 > < a3(v3), u3 >=

< v1, a
∗
1(u1) > < v2, a

∗
2(u2) > < v3, a

∗
3(u3) >=

< (v1 ⊗ v2 ⊗ v3) , L∗(u1 ⊗ u2 ⊗ u3) > .

Dizemos que L = a1⊗a2⊗a3 é autoadjunto se L = L∗. De forma similar
se define operador positivo, operador densidade, operador unitário, etc....

Esta é a maneira de descrever as propriedades dos operadores agindo
num lattice unidimensional quântico com N spins.

Lembre que o operador identidade I deve ser entendido como o ob-
servável ”não observar”.

Seja A a C∗-Algebra (M2)⊗N. O produto tensorial infinito é tratado
com muitos detalhes em [328] ou em [312]. Em [312] o autor considera uma
versão não comutativa do operador de Ruelle em Spin lattices.

Vamos agora considerar uma classe de operadores L : A → A, tais que
L(a) é positivo se a é positivo. Nosso objetivo neste momento é apresentar
alguns exemplos interessantes e fazer um paralelo com o setting de Formal-
ismo Termodinâmico que será analisado na próxima seção.

Considere um operator φ : M2 → C tal que φb̃(a) = φ(a) = traço (b̃a),

para algum b̃ positivo com traço 1.
Defina

L(a1 ⊗ a2 ⊗ a3...) = φ(a1) a2 ⊗ a3 ⊗ a4 ⊗ a5... = b1 ⊗ b2 ⊗ b3... ∈ A.

Se todos os aj são positivos, então, todos os bj são positivos.
Como se sabe o assim chamado traço 1 se define da seguinte forma, dadas

duas matrizes R e S em MN

Tr1(R⊗ S) = Tr(R) S ∈MN ,

onde Tr(R) é o traço de R (para mais detalhes ver [363], [330] ou [338]).
Note Tr1 é bilinear. Observe ainda que se R e S forem operadores

densidade então Tr1(R⊗ S) = S.

Abaixo vamos apresentar uma série de exemplos de operadores agindo
no spin lattice.

Defina para a1 ⊗ a2 ⊗ a3... na C∗-Algebra A = (MN )⊗N

L(a1 ⊗ a2 ⊗ a3...) = Tr1(a1 ⊗ a2) ⊗ a3 ⊗ a4 ⊗ a5... = b1 ⊗ b2 ⊗ b3... ∈ A.
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Vamos apresentar um operador L : (M2)
⊗N → (M2)⊗N descrito numa

forma ainda mais geral do que o acima apresentado, considere primeiro,
ε : M2 ⊗M2 →M2, da forma

ε(a1 ⊗ a2) = Tr1(
N∑

j=1

K∗
j (a1 ⊗ a2)Kj), (2.58)

onde Tr1 é o traço em relação ao primeiro fator (como acima), e Kj ∈
M2 ⊗M2, j = 1, ..., N . O operador Kj não precisa ser unitário.

Defina

L(a1 ⊗ a2 ⊗ a3...) = ε(a1 ⊗ a2) ⊗ a3 ⊗ a4 ⊗ a5... = b1 ⊗ b2 ⊗ b3... ∈ A.

Fixado um operador b, podemos ainda definir outro exemplo interes-
sante. Considere o operador α : M2 →M2, da forma

α(a) = Tr1(

N∑

j=1

K∗
j (b⊗ a)Kj), (2.59)

onde Kj ∈M2 ⊗M2, j = 1, ..., N .
Como exemplo, considere então L, obtido a partir deste α, como

Lα(a1 ⊗ a2 ⊗ ... ⊗ an) = α(a1) ⊗ a2 ⊗ ... ⊗ an.

Seja Φ um canal quantico levando M2 em si mesmo. Podemos então
definir o operador positivo

L(a1 ⊗ a2 ⊗ ... ⊗ an) = Φ(a1) ⊗ a2 ⊗ ... ⊗ an.

Note que como Φ é completamente positivo temos que L é positivo.
Este tipo de operador aparece com frequencia na Teoria da Informação

Quântica.
Aqui fica claro a importância de assumir que Φ é completamente positivo,

pois isto assegura que se a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ ... ⊗ an for positivo, então, como
Φ ⊗ I ⊗ I ⊗ ... ⊗ I é canal positivo (ver definição 2.10), segue que Φ(a1) ⊗
a2 ⊗ ...⊗ an é operador positivo.

Afirmamos que as variadas definições acima são naturais e extendem a
noção de certos conceitos clássicos.

Como veremos a seguir, estamos apresentando acima em (2.58) uma
generalização da ação de uma matriz dois por dois agindo em um espaço
vetorial de dimensão dois (ver [307]).
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Exemplo 2.15. Considere uma matriz P with entradas reais postivas pij.
Ou seja,

P =

(
p11 p12
p21 p22

)
.

Considere agora para for h = 1, 2

Ph =

( √
ph1 0
0

√
ph2

)

Finalmente tome

K =

(
1 0
0 0

)
⊗ P1 +

(
0 0
0 1

)
⊗ P2,

e, considere

ε(a1 ⊗ a2) = Tr1(K
∗ (a1 ⊗ a2)K).

Note que K∗ = K.
Se a2 = 1 (a matriz identidade) e

a1 =

(
f1 0
0 f2

)
,

então, fazendo algumas contas simples obtemos

a1 → Tr1(K
∗ (a1 ⊗ a2)K) =

(
f1 p11 + f2p21 0

0 f1p12 + f2p22

)
.

Estamos assim descrevendo a ação da matriz P no vetor

(
f1
f2

)
.

Desta forma a ação de uma matriz está contida dentro do formalismo
acima descrito. Para isto basta nos restringimos ao universo das matrizes
diagonais (em que não existe o fenômeno da interferência).

O que acabamos de apresentar pode ser estendido a ação de L sobre
A = (M2)⊗N. O paralelo com a Mecânica Estat́ıstica, e, em particular, com
o operador de Ruelle [368] (quando este depende de duas coordenadas) é
transparente (ver seção 2.8).

A interação entre sites vizinhos no lattice de Bernoulli da próxima seção
é descrita pela ação de uma matriz. Desta forma estamos aqui generalizando
o setting da Mecânica Estat́ıstica.

♦



294 Tópicos Selecionados de Mecânica Quântica Cap. 2

Vamos agora descrever o formalismo geral da teoria dos lattices (ou
cadeias) de spin quânticos. Referencias gerais sobre o assunto são [62] e
[267].

Antes de mais nada uma questão de notação: um elemento genérico em
(CN )⊗Z será denotado por

...⊗ a−2 ⊗ a−1 ⊗ a0 ⊗ a1 ⊗ a2 ⊗ ....

Algumas vezes se usa a notação

...⊗ a−2 ⊗ a−1 ⊗ | a0 ⊗ a1 ⊗ a2 ⊗ ....

O | que aparece acima serve apenas para dizer onde está o elemento que
corresponde ao 0 ∈ Z.

Se fossemos considerar o shift σ agindo em (CN )⊗Z, seria natural então
escrever que para x = ...⊗ a−2 ⊗ a−1 ⊗ | a0 ⊗ a1 ⊗ a2 ⊗ .... ∈ (CN )⊗Z temos
que σ(x) ∈ (CN )⊗Z é dado por

σ(...⊗a−2⊗a−1⊗ | a0⊗a1⊗a2⊗ ....) = ...⊗a−2⊗ | a−1⊗a0⊗a1⊗a2⊗ ....

O descrito acima se extende de maneira análoga para (MN )⊗Z.
Vamos descrever agora o que é um interação no setting de quantum spin

lattices. Referimos o leitor para [50] e [84] para uma descrição dentro do
setting de Mecânica Estat́ıstica.

Vamos denotar por Γ um subconjunto genérico de Z.
Para um conjunto ordenado da forma Γ = {n, n + 1, ..., n + k}, consid-

eramos AΓ = L( (CN )⊗ (k+1) ), o conjunto dos operadores complexos sobre
(CN )⊗ (k+1). Este é uma C∗-algebra quando consideramos ∗ a operação de
tomar o adjunto.

Dado o conjunto Γ = {n, n+ 1, ..., n + k}, podemos associar de maneira
natural o espaço (CN )⊗ k+1 com um subespaço de (CN )⊗Z. Isto será feito
o tempo todo sem menção expĺıcita. Desta forma AΓ = L ( (CN )⊗N ⊗
(CN )⊗ (k+1) ⊗ (CN )⊗N), onde colocamos a matriz I onde apropriado (para
preencher os sites fora de Γ). Isto é, dado um operador B : (CN )⊗ (k+1) →
(CN )⊗ (k+1), associamos a ele o operador I⊗N ⊗B ⊗ I⊗N.

Desta forma, se Γ1 ⊂ Γ2, então podemos dizer que AΓ1 ⊂ AΓ2 .
Para um conjunto da forma

Γ = {n1, n1 + 1, ..., n1 + k1} ∪ {n2, n2 + 1, ..., n2 + k2},

onde n1 + k1 < n2, nós consideramos

AΓ = L((CN )⊗ (k1+1) ⊗ (CN )⊗ (k2+1) ) ,
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ou, altenativamente, o identificado associado

AΓ = L((C
N

)
⊗∞

⊗ (C
N

)
⊗ (k1+1)

⊗ (C
N

)
⊗ n2−(n1+k1)

⊗ (C
N

)
⊗ (k2+1)

) ⊗ (C
N

)
⊗ ∞

.

Para outros conjuntos Γ definimos AΓ de forma similar.
Denotamos por A o completamento de ∪ΓAΓ. Qualquer questão envol-

vendo A será reduzida a análise dos AΓ individuais.
Observe que é necessário considerar uma métrica acima para então obter

seu completamento. Isto é descrito com todo cuidado e correção na seção
3.2 em [328].

Considere fixado H : CN ⊗ CN → CN ⊗ CN , que vai desempenhar o
papel de um Hamiltoniano, e que vai descrever uma interação de vizinhos
no lattice (CN )⊗Z. Vamos considerar em breve transladados (via shift)
deste operador agindo no site. Na verdade se pode considerar casos bem
mais gerais, mas entendemos que, para o melhor entendimento, é prefeŕıvel
considerar primeiro alguns exemplos simplificados. Depois. apresentaremos
a definição geral.

Vamos supor que este H : CN ⊗CN → CN ⊗CN esta associado ao Γα =
{0, 1} ⊂ Z. Desejamos estender sua ação ao conjunto Γβ = {0, 1, 2} ⊂ Z.

Denotamos H = HΓα : (CN )⊗ 2 → (CN )⊗ 2. Vamos agora descrever o
correspondente HΓβ

HΓβ : (CN )⊗ 3 → (CN )⊗ 3.

É natural considerar

HΓβ(xn ⊗ xn+1 ⊗ xn+2) =

(H(xn ⊗ xn+1) ⊗ xn+2) + (xn ⊗H(xn+1 ⊗ xn+2)).

A expressão acima descreve o que seria a generalização natural do setting
considerado no Formalismo Termodinâmico (conforme o que vamos apresen-
tar na próxima seção) para um potencial de interação que depende de duas
coordenadas no espaço de Bernoulli. A diferença é que no presente setting o
produto tensorial captura as interferências quânticas entre vizinhos no site.
Vamos apresentar alguns exemplos expĺıcitos abaixo.

As matrizes de Pauli são

σ1 = σx =

(
0 1
1 0

)
,
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σ2 = σy =

(
0 −i
i 0

)
,

e

σ3 = σz =

(
1 0
0 −1

)
.

A denominação x, y, z acima tem a ver com a polarização da luz (ver
Secao 7.4 em [28]).

Os exemplos mais simples de CAR e CCR C∗-algebras são descritos em
Finite Spin Systems. Referimos o leitor ao Examplos 5.4.1 e 5.6.2 em [41]
que descrevem, respectivamente, lattices de Fermions e Bosons, e nos quais
são utilizados as matrizes de Pauli (ver (5.62) em [41]). No exemplo 2.18
vamos descrever a CAR C∗-algebra dos 1/2-spin Fermions.

Junto com a matriz identidade I = σ0 as matrizes de Pauli formam uma
base para as matrizes complexas dois por dois. Isto é, para toda matriz
complexa dois por dois A existem numeros complexos a0, a1, a2, a3 tais que

A = a0I + a1σ1 + a2σ2 + a3σ3.

Cada individual matriz de Pauli não é um operador densidade. As quatro
formam um conjunto ortonormal para o conjunto das matrizes complexas
dois com o produto interno < A,B >= Tr (AB∗).

Propriedades gerais sobre estas matrizes podem ser encontradas em [338].
A relação destas matrizes e o experimento de Stern Gerlach tem uma boa
exposição em [400].

A esfera de Bloch é o conjunto

B3 = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 |x21 + x22 + x23 ≤ 1}.

Existe uma bijeção da esfera de Bloch com as matrizes densidade com-
plexas dois por dois. A cada x em B3 se associa a matriz

ρ =
1

2
(I + x1σ1 + x2σ2 + x3σ3).

Neste caso a entropia de von Neuman S(ρ) de ρ é

S(ρ) = −[
1

2
(1 + x3) log(

1

2
(1 + x3)) +

1

2
(1 − x3) log(

1

2
(1 − x3))]. (2.60)

Os estados puros seriam as projeções sobre vetores ψ = (z1, z2) ∈ C2 de
norma 1, que por sua vez estão em bijeção com os elementos x = (x1, x2, x3)
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tais que x21 + x22 + x23 = 1. Assim, os estados puros podem ser visualizados
como a fronteira da esfera de Bloch

Para mais detalhes sobre esta propriedade referimos o leitor a [64].

Algumas propriedades das matrizes de Pauli são σ2x = σ2y = σ2z = I = σ0.

Ainda, σ1 σ2 = i σ3, σ2 σ3 = i σ1, σ2 σ1 = −i σ3.
Observe que det (σj) = −1 e traço (σj) = 0 para todo j = 1, 2, 3.

Os autovalores tomam apenas os valores 1 e −1.
1√
2
(1, 1) e 1√

2
(1,−1) são os autovetores correspondentes a σx.

1√
2
(1, i) e 1√

2
(1,−i) são os autovetores correspondentes a σy.

(1, 0) e (0, 1) são os autovetores correspondentes a σz.

Como exemplo do uso das matrizes de Pauli considere x1 ⊗ x2, e vamos
nele aplicar o operador C = (σx ⊗ σx) + (σx ⊗ I) agindo (C2)⊗ 2, obtendo
assim

C(x1 ⊗ x2) = [ (σx ⊗ σx) + (σx ⊗ I) ](x1 ⊗ x2) =

[ (σx(x1) ⊗ σx(x2)) + (σx(x1) ⊗ x2) ] =

σx(x1) ⊗ (σx(x2) + x2) .

Este vetor não está emaranhado.

Outro exemplo: considere x1 ⊗ x2 ⊗ x3 e vamos aplicar nele o operador
C que age em (C2)⊗ 3. Assim, se obtem

C(x1 ⊗ x2 ⊗ x3) =

[ (σx ⊗ σx ⊗ I) + (I ⊗ σy ⊗ σy) ](x1 ⊗ x2 ⊗ x3) =

(σx(x1) ⊗ σx(x2) ⊗ x3) + (x1 ⊗ σy(x2) ⊗ σy(x3)).

Pode se mostrar que o vetor acima em (C2)⊗ 3 é emaranhado.

Vamos voltar agora ao setting mencionado antes onde consideramos
transladados (via shift).

Exemplo 2.16. (O modelo XY quântico) Se

H{0,1} = H = (σx ⊗ σy − σy ⊗ I) : (C2)⊗ 2 → (C2)⊗ 2,

então vamos definir, como descrito acima,

H{0,1,2} : (C2)⊗ 3 → (C2)⊗ 3.
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Dado x1 ⊗ x2 ⊗ x3 ∈ (C2)⊗ 3 considere

HΦ
{0,1,2}(x1 ⊗ x2 ⊗ x3) =

(σx ⊗ σy ⊗ I − σy ⊗ I ⊗ I)(x1 ⊗ x2 ⊗ x3)+

(I ⊗ σx ⊗ σy − I ⊗ σy ⊗ I)(x1 ⊗ x2 ⊗ x3) =

σx(x1) ⊗ σy(x2) ⊗ x3 − σy(x1) ⊗ x2 ⊗ x3+

x1 ⊗ σx(x2) ⊗ σy(x3) − x1 ⊗ σy(x2) ⊗ x3.

O estado KMS associado a tais modelos é o operador densidade e−βH

Tre−βH
.

♦

O exemplo acima (o XY quântico H{0,1}) descreve a versão quântica do
Ising Model da Mecânica Estat́ıstica. Este último pode ser descrito, em uma
versão simplificada, via o potencial A : {−1, 1}2 → R tal que

A(x1, x2) = −J x1 x2 − µ x1,

onde a constante J corresponde a interação entre os vizinhos x1, x2, e a
constante µ a um termo magnético. Quando J > 0 se diz que a interação é
ferromagnética e se J < 0 se diz que é anti-ferromagnética. Se J = 0 não
existe interação entre os vizinhos.

Exemplo 2.17. Fermions e o operador Número - Denote |0〉 = (1, 0) ∈ C2,
|1〉 = (0, 1) ∈ C2.

De maneira similar a (2.37), denote

σ− = |0〉〈1| =

(
0 1
0 0

)

e

σ+ = |1〉〈0| =

(
0 0
1 0

)

|0〉 significa zero particulas em um site, e |1〉 uma part́ıcula. O operador
σ+ leva zero part́ıculas para uma part́ıcula (creation) e o operador σ− leva
uma part́ıcula para zero part́ıculas (annihilation). |0〉 denota o vácuo.

Note que σ∗+ = σ− e σ∗− = σ+, ou seja é um par dual. Além disto,
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σ+σ+ + σ+σ+ = 0, (2.61)

σ−σ− + σ−σ− = 0, (2.62)

e

σ+σ− + σ−σ+ = I. (2.63)

Tomando Z =
√

2σ− e Z∗ =
√

2σ+, as equações acima são semelhantes
às de (6.5) em [74] (caso de temperatura finita). Neste caso, Z∗ é o dual de
Z.

Então se obtem CAR:

Z∗Z + ZZ∗ = 2 I,

ZZ + ZZ = 0,

e
Z∗Z∗ + Z∗Z∗ = 0. (2.64)

Utilizamos a notação a = σ− e a∗ = σ∗− = σ+. O operador Número N é
dado por N = a∗a = σ+σ− = 1

2Z
∗Z.

Assim,

N =

(
0 0
0 1

)
= wN = wσ+ σ−. (2.65)

O operador Número definido acima está de acordo com a Seção 6.2 em
[74]. Neste caso N(|0〉) = (0, 0) e N(|1〉) = |1〉. Os autovalores posśıveis de
N são 0 e 1. O operador N é um exemplo de Hamiltoniano associado a um
sistema de fermions. Ele conta o número de part́ıculas (0 ou 1) no site.

Outro exemplo onde se obtem relações do tipo CAR. Na algebra das
matrizes 2 por 2 considere b22 ∈ [− 1√

2
, 0], e tome

Q1 =
√

2


 −

√
1−2 b222√

2
|b22|

|b22|
√

1−2 b222√
2




e

Q2 =
√

2


 −b22 −

√
1−2 b222√

2

−
√

1−2 b222√
2

b22


 .
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Neste caso (ver Section 6.2 in [74]), para Q1, Q2 valem as seguintes
relações

Q1Q1 +Q1Q1 = 2 I

Q2Q2 +Q2Q2 = 2 I

e
Q2Q1 +Q1Q2 = 0.

In the notation of Section 6.2 in [74] we can take P1 = Q2

Z =
1√
2

(Q1 + i P1)

and

Z∗ =
1√
2

(Q1 − i P1).

Note que Z∗ é o dual de Z.
Neste caso, vale CAR para Z,Z∗

Z Z + Z Z = 0 = Z∗ Z∗ + Z∗ Z∗,

and
Z Z∗ + Z∗Z = 2I.

Finalmente, a expressão para o Number operator Section 6.2 in [74] é

N =
1

2
Z∗ Z =

(
1 i
−i 1

)
.

Este operador N é autoadjunto. Os autovalores de N são 0 and 2.

♦

Exemplo 2.18. Fermions - O caso do sistema n-spin 1/2. Denote por
|1〉 = (1, 0) ∈ C2 e |0〉 = (0, 1) ∈ C2, os autovetores de σ3 = σz : C2 → C2.
Note que σ3(|0〉) = −|0〉, e σ3(|1〉) = |1〉. Neste caso |1〉 representa o spin
para cima (up ↑) e |0〉 o spin para baixo (down ↓) na direção z.

Um sistema quântico baseado em matrizes complexas dois por dois agindo
em C2 é conhecido como um sistema quântico de dois ńıveis (2-level systems).

Referencias gerais para fermions são [192] e [17].
No conjunto das matrizes complexas (M2)⊗n, n ∈ N, vamos considerar

a base
|i(n)〉 = |i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ ...⊗ |in〉,
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ik = 0, 1, k ∈ {1, 2, ..., n}.
Esta famı́lia é denominada da base computacional da Informação Quântica

para sistemas de dois ńıveis.

Para cada n ∈ N, a expressão acima corresponde a spin (up or down) no
lattice {1, 2, ..., n}.

Devemos interpretar tais elementos como configuraçãoes ortogonais de
spins quânticos nos sub-sites inteiros (naturais) 0 ≤ v ≤ n, no lattice unidi-
mensional N (ver Example 5.4.1 na Seção 5.4 em [41]).

Ainda, seguindo o texto [41], considere que 1 significa um śıtio ocupado
e 0 um śıtio não ocupado. No caso dos Fermions em cada śıtio só podemos
ler os simbolos 0 ou 1.

É fácil ver que {σj , σk} := σj σk + σk σj = 2 δj,k1.

Denote agora

σ+ =
σ1 + iσ2

2
=

(
0 1
0 0

)

e

σ− =
σ1 − iσ2

2
=

(
0 0
1 0

)
.

Note que σ−(|0〉) = 0, σ−(|1〉) = |0〉, e σ+(|0〉) = |1〉, σ+(|1〉) = 0.

Assim, ao aplicar σ− num spin para cima se obtem um spin para baixo.
Por outro lado, ao aplicar σ+ num spin para baixo se obtem um spin para
cima.

É fácil ver que

{σ+, σ−} = 1

e

[σ+, σ−] = σz = σ3.

O par σ+, σ− satisfaz uma relação CAR (ver (2.66) e (2.67)).

Denotamos 1[j,k] := 1j⊗1j+1⊗...⊗1k, onde j < k, j, k,∈ {1, 2, ..., n}, n ∈
N.

Denotamos também por σj3, σ
j
+, σ

j
−, 1j , quando o correspondente oper-

ador está localizado no śıtio j em {1, 2, ..., N}. Cada um destes operadores
pode ser considerado de maneira natural como um elemento no tensorial
(M2)⊗n. Por exemplo,

σ4+
∼= 1[1,3] ⊗ σ4+ ⊗ 1[5,N ].
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Por exemplo,

σ1+ ⊗ σ23 ⊗ 13 ⊗ 14 ⊗ σ5− ∈ (M2)⊗5

é um posśıvel arranjo de spins.
Finalmente, para cada j ∈ {1, 2, ..., N}, denote

aj = aj,N := (

j−1⊗

k=1

σk3 ) ⊗ σj− ⊗ 1[j+1,N ]

e, seu dual

a†j = a†j,N := (

j−1⊗

k=1

σk3 ) ⊗ σj+ ⊗ 1[j+1,N ].

Para cada N fixo, os operadores aj = aj,N são denominados de anni-

hilation operators e os operadores a†j = a†j,N são denominados de creation
operators.

Para cada fixo N ∈ N, valem as seguintes relações: para todo j, k ∈
{1, 2, ..., N}

{aj , a†k} = aj a
†
k + ak a

†
j = δj,k, (2.66)

e
{aj , ak} = 0 = {a†j , a

†
k}. (2.67)

Sendo assim, estão satisfeitas as assim chamadas Canonical Anticom-
mutation Relations (CAR).Para cada N fixo, a algebra gerada por estas
relações define um espaço de Hilbert denominado espaço Fermiônico com N
graus de liberdade e denotado por HN ⊂M⊗N

2 .
O elemento |0〉⊗n := |0〉 ⊗ |0〉 ⊗ ...⊗ |0〉 é denominado de vacuum state.

Este elemento corresponde a todos os spins apontando para baixo (nenhum
śıtio ocupado neste arranjo).

Dado n, denominamos |vac〉n o espaço vetorial unidimensional gerado
por |0〉⊗n.

Fixado n, o espaço de Hilbert

|vac〉n ⊕
n⊕

N=1

HN

é denominado de n-Fock space (ver Example 5.4.1 in [41]). Outras
formas de Fock spaces são conhecidas (ver seção 6 em [6] ou [17]).

Note que para todo j
aj(|0〉⊗n) = 0
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e, como σ+(|0〉) = |1〉, temos

a†j(|0〉⊗n) = |0〉 ⊗ |0〉 ⊗ ...⊗ |0〉 ⊗ |1〉︸︷︷︸
j-th position

⊗|0〉 ⊗ |0〉 ⊗ ...⊗ |0〉.

A expressão a†j(|0〉⊗n), representa ação de a†j no vacuum; assim, descreve
a criação de um vetor de estado (spin) apontando para cima na posição j.

Como σ3(|0〉) = −|0〉, e σ3(|1〉) = |1〉, σ−(|0〉) = 0, σ−(|1〉) = |0〉, temos
que,

1)
aj(|i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ ...⊗ |in〉) = 0,

se |ij〉 = |0〉, ik = 0, 1, k ∈ {1, 2, ..., n} − {j}.
e
2) no outro caso, a menos de sinal

aj(|i1〉⊗|i2〉⊗...⊗ |1〉︸︷︷︸
j-th position

⊗...⊗|in〉) = ± |i1〉⊗|i2〉⊗...⊗ |0〉︸︷︷︸
j-th position

⊗...⊗|in〉,

ik = 0, 1, k ∈ {1, 2, ..., n} − {j}.
Assim, |1〉 foi substituido por |0〉 na posição j.

Para analisar a†j, note que σ3(|0〉) = −|0〉, e σ3(|1〉) = |1〉, σ+(|1〉) = 0,
σ+(|0〉) = |1〉, e assim temos que,

1)

a†j(|i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ ...⊗ |in〉) = 0,

se |ij〉 = |1〉, ik = 0, 1, k ∈ {1, 2, ..., n} − {j}.
e
2) no outro caso, a menos de sinal

a†j(|i1〉⊗|i2〉⊗...⊗ |0〉︸︷︷︸
j-th position

⊗...⊗|in〉) = ± |i1〉⊗|i2〉⊗...⊗ |1〉︸︷︷︸
j-th position

⊗...⊗|in〉,

ik = 0, 1, k ∈ {1, 2, ..., n} − {j}.
Assim, |0〉 foi substituido por |1〉 na posição j.

Para j = 1, 2, ..., n fixo, o operador a†jaj é tal que

a†jaj (|i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ ...⊗ |in〉) = 0, (2.68)

se |ij〉 = |0〉, e

a†jaj (|i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ ...⊗ |in〉) = |i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ ...⊗ |in〉), (2.69)
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se |ij〉 = |1〉, onde ik = 0, 1, k ∈ {1, 2, ..., n} − {j}.
Assim, os únicos posśıveis valores obtidos por medição do observável

a†jaj são 0 ou 1. Se obtem um valor 1 se o estado |i1〉⊗ |i2〉⊗ ...⊗ |in〉) tiver

na posição j um |1〉. Desta forma a†jaj apenas diz se existe, ou não, um |1〉
na posição j.

Compare (2.68) e (2.69) com (1.19).

Dado n ∈ N, o Number operator é denotado por N̂ = N̂n e age como

N̂ = N̂n :=

n∑

j=1

a†jaj =

n∑

j=1

1[1,j−1] ⊗
1j + σj3

2
⊗ 1[j+1,n]. (2.70)

A partir de (2.69), temos que N̂ |(i(n)〉) = N̂(|i1〉⊗|i2〉⊗...⊗|in〉) descreve
o observável que conta o número de |1〉 em |i(n)〉.

Assim,

N̂(|i(n)〉) = (
n∑

k=1

ik) |i(n)〉.

Ou seja, o observável N̂ conta o número de spins up em cada elemento |i(n)〉
da base computacional; desta forma, N̂(|0〉⊗n) = 0.

Para cada n fixo, os distintos |i(n)〉 (também chamados occupation num-
ber of states) são os autovetores de N̂ = N̂n e definem uma base para o
espaço Fermiônico com n graus de liberdade Hn.

Para cada N , a ação dos aj,N (e dos a†j,N ), j = 1, 2, ..., N , sobre N̂N pode
naturalmente ser extendida ao n-Fock space |vac〉n ⊕⊕n

N=1HN .

É fácil ver que
[N̂ , aj ] = −aj

e
[N̂ , a†j ] = a†j .

A C∗-algebra gerada por polinomios nas variaveis descritas pelos oper-
adores aj e a†j é chamada de CAR C∗-algebra.

Um Hamiltoniano que é natural considerar neste contexto seria

H =
n∑

j=1

εj a
†
j aj ,

onde εj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n, correponde a energia ao nivel j. Este operador é
conhecido como a segunda quantização do Hamiltoniano

H =
n∑

j=1

εj |j〉〈j| ∈Mn.
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Denote por nj o operador nj = a†j aj .

É fácil ver (Example 5.6.2 item 2 in Section 5.6 in [41] ou (27) in [388])
que

Traço ( e−βH ) = Πn
j=1(1 + e− β εj).

Note que acima se pode usar o fato que (a†j aj) e (a†k ak) comutam (lembre

que a†j aj diz se tem se existe, ou não, um |1〉 na posição j).
O correspondente operador KMS (ver Seção 1.10) é dado por

ρβ =
e−βH

Πn
j=1(1 + e− β εj )

. (2.71)

O operador densidade acima é denominado de canonical equilibrium
state.

Considere agora o potencial qúımico µ < 0, e o seguinte Hamiltoniano

H− µβ N̂ =
n∑

j=1

εj a
†
j aj − µ β N̂.

Em termos da F́ısica o valor µ é o da troca de energia no sistema quando
uma part́ıcula é adicionada.

ρβ,µ =
e−β(H−µβ N̂)

Πn
j=1(1 + e− β (εj−µ) )

. (2.72)

O operador densidade acima é denominado de gran-canonical equilibrium
state.

Recomendamos o leitor para a Seção 7.1.1 in [41], Seção 8 em [20], Seção
4.2 in [340], [263], [388], [432] ou Seção 14.5.3 em [17], para mais detalhes
sobre Bosons, Fermions e Fock Spaces.

♦

Uma interação Φ no lattice quântico (CN )⊗Z é uma escolha de um op-
erador autoadjunto HΦ

Γ = HΓ ∈ AΓ = (CN )⊗ (#Γ) para cada conjunto finito
Γ ⊂ Z. Se a escolha definida por Φ for muito geral não se consegue obter
resultados que sejam calculáveis de forma simples. Vamos então considerar
algumas restrições naturais abaixo.

Sendo assim Φ = (ΦΓ)Γ⊂Z, definido para todo conjunto finito Γ denota
uma interação.

Dado um elemento j ∈ Z denote τj o operator tal que para o con-
junto finito Γ = {n, n+ 1, ..., n + k}, a transformação τj : A{n,n+1,...,n+k} →
A{n+j,n+j+1,...,n+j+k}, é a identificação natural.
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Definição 2.25. Diz-se que a interação Φ é invariante por translação se
para qualquer Γ e qualquer a ∈ Z, temos que

Φ(Γ + a) = τa(Φ(Γ)).

Algumas hipóteses técnicas mais são necessárias para definir o que se
chama uma interação (ver [267]) mas para simplificar a questão vamos nois
restringir ao colocado acima.

Vamos apresentar agora um exemplo que descreve o caso t́ıpico de in-
teração Φ invariante por translação.

Considere fixado o operador autoadjunto A : (CN )⊗ 2 → (CN )⊗ 2.

Para conjuntos da forma Γ = {n, n+ 1}, tomamos HΦ
Γ = A.

Para conjuntos da forma Γ = {n, n+ 1, n+ 2}, tomamos

HΦ
Γ : (CN )⊗ 3 → (CN )⊗ 3,

através da expressão

HΦ
Γ (xn ⊗ xn+1 ⊗ xn+2) =

(A(xn ⊗ xn+1) ⊗ xn+2) + (xn ⊗A(xn+1 ⊗ xn+2)).

Uma notação simplificada seria

HΦ
Γ (xn ⊗ xn+1 ⊗ xn+2) = A(xn ⊗ xn+1) +A(xn+1 ⊗ xn+2).

Mas, de maneira mais formal, preferimos escrever

HΦ
Γ (xn ⊗ xn+1 ⊗ xn+2) = [A(xn ⊗ xn+1) ⊗ I] + [I ⊗A(xn+1 ⊗ xn+2)].

Agora, para os conjuntos mais gerais da forma Γ = {n, n+ 1, ..., n + k},
tomamos

HΦ
Γ (x) =

k−1∑

j=0

I⊗ j ⊗A(xn+j ⊗ xn+j+1) ⊗ I⊗ (k−j−1).

Desta forma HΦ
Γ : (CN )⊗ (k+1) → (CN )⊗ (k+1).

Para conjuntos Γ que tem forma distinta do acima, definimos HΦ
Γ = I.

Por exemplo, se o conjunto Γ só tem um elemento entao HΦ
Γ = I.
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O Φ assim definido é invariante por translações. Esta interação Φ foi
obtida a partir de um Hamiltoniano básico A. Dizemos neste caso que o
potencial depende de duas coordenadas no site.

Para cada conjunto Γ fixado podemos considerar o homorfismo de grupo
b → σt(b) = et iHΓ b e−t iHΓ , t ∈ R, onde b ∈ (CN )⊗#Γ. Este grupo a um
parâmetro σt desempenha papel fundamental na teoria e permite definir o
estado KMS associado a familia HΓ.

Exemplo 2.19. Um exemplo interessante é o seguinte: considere H =
σx ⊗ σy e U = eiH = ei σx⊗σy .

Vamos calcular U = eiH .
As relações σx ◦ σx = I and σy ◦ σy = I são úteis.
Assim,

U = ei σx⊗σy =

∞∑

j=0

ij

j !
(σx ◦ σy)j =

∞∑

j=0

ij

j !
(σjx ◦ σjy) =

cos(1) (I ⊗ I) + i sin(1) (σx ⊗ σy) = .

Ainda,

U∗ = e−i σx⊗σy = cos(1) (I ⊗ I) − i sin(1) (σx ⊗ σy).

♦

Generalizando o que foi descrito acima se pode calcular explicitamente
o σt, t ∈ R, associado a tal H

Fixado o aparato descrito acima, o objetivo é encontrar algum estado ρ ∈
(CN )⊗Z que seja invariante por translação. Também faz sentido perguntar
sobre estados KMS neste caso (para definições ver Appendix A em [267],
[369], [345], [62]) and [145], analisando cada conjunto Γ posśıvel. Referimos
o leitor as referências apresentadas aqui para maiores detalhes. Este conceito
de estado invariante generaliza aquele da Mecânica Estat́ıstica.

É possivel iniciar um procedimento análogo ao acima com um operador
autoadjunto A : (CN )⊗ 3 → (CN )⊗ 3. Deixamos isto a cargo do leitor.

Este é um potencial que depende de três coordenadas no site. Neste
caso, se o conjunto Γ só tem um ou dois elemento entao HΦ

Γ = I.

Exemplo 2.20. (O modelo XY geral) Seja A : (C2)⊗ 2 → (C2)⊗ 2 dado

A = − [ (σx ⊗ σx + σy ⊗ σy) cos(α)+
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(σx ⊗ σy + σy ⊗ σx) sin(α) ] − γσy − δσz =

− [ (σx ⊗ σx + σy ⊗ σy) cos(α)+

(σx ⊗ σy + σy ⊗ σx) sin(α) ] − γ(σy ⊗ I) − δ(σz ⊗ I),

onde γ, α, δ são numeros reais.

Podemos obter a partir do apresentado acima uma interação invariante
por translações de forma análoga ao descrito anteriormente.

Este exemplo, que é bastante estudado na literatura, é denominado de
modelo XY quântico de Fukui and Origuchi (ver [157]). Este modelo gen-
eraliza, num certo sentido, o assim chamado modelo XY da Mecânica Es-
tat́ıstica (ver [33]).

Na notação usual de alguns trabalhos em F́ısica, o que afirmamos acima
pode ser descrito como uma interação Φ̃ = (Φ̃Γ), pela expressão

Φ̃Γ =























−[σn
xσ

n+1
x + σn

y σ
n+1
y ] cosα− [σn

xσ
n+1
y + σn

y σ
n+1
x ] sinα, if Γ = {n, n + 1};

−γσn
y − δσn

z , if Γ = {n};

I, otherwise.

♦

Como dissemos antes, a ação de um Hamiltoniano no lattice quântico,
no qual existem interferêcias entre as diferentes possibilidades, requer o uso
do produto tensorial para o seu correto equacionamento. Referimos o leitor
a observação 2.9 na próxima seção onde explicamos a diferença do setting da
Mecânica Estat́ıstica Clássica e do setting da Mecânica Estat́ıstica Quântica.

Em [304] [56] são apresentados uma análise de propriedades de estados
KMS em certos quantum spin lattices e sua relação com probabilidades
invariantes no espaço de Bernoulli.

Alguns exemplos de operadores agindo em sistemas compostos

As propriedades relativas a obtenção da probabilidade de uma medição
do observavel (operador autoadjunto) A⊗ B : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2, quando
o sistema se encontra no estado

ψ = β00 |0 0 > +β11 |1 1 > +β01 |0 1 > +β10 |1 0 > ∈ C2,

onde |0 >, |1 > é conjunto orthonormal em C2, são semelhantes ao que foi
descrito na Observação 1.6.
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Ao fazermos uma observação apenas da primeira componente do sis-
tema composto acima, devemos considerar o operador A ⊗ I. O operador
autoadjunto I corresponde a não observar (no caso a segunda componente).
Observe que dado qualquer conjunto orthonormal |0 >, |1 > em C2, o oper-
ador I pode ser escrito via decomposição espectral como I = 1P|0>+1P|1>.
Assim, se A = λ0 P|0> + λ1 P|1>, temos que

A⊗ I = λ0 P|00> + λ0 P|01> + λ1 P|10> + λ1 P|11>.

Como exemplo, vamos considerar agora o operador σx ⊗ I agindo em
C2 ⊗ C2.

Denote |0 >= (1, 1) e |1 >= (1,−1). Sabemos que σx(|0 >) = 1 |0 > e
σx(|1 >) = − 1 |1 >. Assim, os possiveis autovalores de σx são 1 e −1. Note
que |0 > e |1 > são ortogonais.

Os possiveis valores da medição de σx seriam 1 (que corresponde a |0 >)
e −1 (que corresponde a |1 >).

No sistema composto, as possiveis valores da medição de σx ⊗ I seriam
1 que corresponde aos autovetores |0 0 >= |0 > ⊗|0 > e também a |1 1 >=
|1 > ⊗|1 >, ou então, −1 que corresponde a |0 1 >= |0 > ⊗|1 > e |1 1 >=
|1 > ⊗|1 >.

O estado (vetor)

( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√
2

∈ C2 ⊗ C2

tem norma 1, como vimos na Observação 2.4 logo após definir o Bell state.
No sistema composto vamos considerar agora uma medição somente na

primeira variável, por exemplo, medir σx quando o estado é ψ (ver Ob-
servação 2.4).

Qual seria o valor esperado desta medição quando o estado é ψ? Neste
caso algumas vezes é usado na literatura a notação E(σx)|ψ, quando seria
mais apropriado escrever E(σx⊗I)|ψ. Mas como ψ ∈ C2⊗C2 a ambiguidade
pode ser resolvida e comprendida pelo leitor.

Lembre que o produto interno em C2 ⊗ C2 é dado por que

< a⊗ b | c⊗ d >=< (a⊗ b), (c ⊗ d) >=< a, c > < b, d > .

Lembre também que σx(|0 >) = 1 |0 > e σx(|1 >) = − 1 |1 >.
Ora, então basta calcular

E(σx ⊗ I)|ψ =< ψ| | ( σx ⊗ I ) ψ > =
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<
( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√

2
, (

(
0 1
1 0

)
⊗
(

1 0
0 1

)
)

( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√
2

>=

<
( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√

2
,

1√
2

(σx ⊗ I )(0 ⊗ 0) > +

<
( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√

2
,

1√
2

(σx ⊗ I )(1 ⊗ 1) >=

1

2
< ( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 ) , (σx(|0 >) ⊗ 0) > +

1

2
< ( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 ) , (σx(1 >) ⊗ 1) >=

1

2
< ( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 ) , (0 ⊗ 0) > +

1

2
< ( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 ) , − (1 ⊗ 1) >=

1

2
< ( 0 ⊗ 0 ) , (0 ⊗ 0) > −1

2
< ( 1 ⊗ 1 ) , (1 ⊗ 1) >=

1

2
(1 1 − 1 1) = 0.

Logo, E(σx ⊗ I)|ψ = 0.

Para calcular a probabilidade de se obter |0 > ao se medir σx na primeira
coordenada do sistema composto e no estado ψ, observe que isto corresponde
ao espaço gerado por |0 > ⊗|0 > e |0 > ⊗|1 >.

Ora,

ψ =
|0 0 >√

2
+

|1 1 >√
2

=

1
|0 0 >√

2
+ 1

|1 1 >√
2

+ 0
|0 1 >√

2
+ 0

|1 0 >√
2
.

Assim, probabilidade de se obter |0 > ao se medir σx na primeira coordenada
do sistema composto e no estado ψ é igual a 1/2.

É a mesma probabilidade de se obter |1 >.

Observe que neste caso |0 0>√
2

esta associado a probabilidade 1/2. Vamos

em breve voltar a tocar neste ponto ao falar de não localidade.

Suponha agora que desejamos medir ao mesmo tempo σx na primeira
e na segunda variável. Qual seria a correlação do sistema, ou seja, qual o
valor de Eψ(σx ⊗ σx) ?

E(σx ⊗ σx)|ψ =< ψ| | ( σx ⊗ σx ) ψ > =
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<
( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√

2
,

(σx|0 > ⊗σx|0 > ) + (σx|1 > ⊗σx|1 > )√
2

>=

<
( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√

2
,

( 0 ⊗ 0 ) + (−1 ×−1) ( 1 ⊗ 1 )√
2

>=

1

2
< ( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 ) , ( 0 ⊗ 0 ) ( 1 ⊗ 1 ) >=

1

2
[(11) + (11)] = 1.

Logo existe correlação entre as variáveis σx e σx.
Por outro lado, como σz(|0 >) = |1 > e σz(|1 >) = |0 >, temos que

E(σx ⊗ σz)|ψ =< ψ| | ( σx ⊗ σz ) ψ > =

<
( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√

2
, (

(
0 1
1 0

)
⊗
(

1 0
0 −1

)
)

( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√
2

>=

<
( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√

2
,

(σx(|0 >) ⊗ σz(|0 >) ) + (σx(|1 >) ⊗ σz(|1 >)) )√
2

>=

<
( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√

2
,

( 0 ⊗ 1 ) − ( 1 ⊗ 0)√
2

>=
1

2
(0 + 0 + 0 + 0) = 0.

Logo as variáveis σx e σz não estão correlacionadas.

Uma medição na primeira coordenada pode determinar o que acontece
na segunda. Vamos elaborar sobre isto. Suponha que desejamos medir na
primeira coordenada o |0 > (ou seja, via a análise do que acontece através
da ação do operador |0 >< 0|, ou seja P|0> : C2 → C2) quando o sistema
esta no estado ψ descrito acima. A ação de P|0> corresponde a matriz

(
1 0
0 0

)
.

Note que

( |0 >< 0| ) ⊗ I = (1P|0> + 0P|1>) ⊗ (1P|0> + 1P|1>) =

1(P|0> ⊗ P|0>) + 1(P|0> ⊗ P|1>) + 0(P|1> ⊗ P|0>) + 0(P|1> ⊗ P|1>).

Assim, os autovalores são 0 e 1. Temos que

ψ =
1√
2
|0 > ⊗|0 > +

1√
2
|1 > ⊗|1 >, (2.73)

assim, a probabilidade de se medir |0 > (ou seja obter o autovalor 1 na
medição) na primeira coordenada seria 1/2.
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Desta forma vamos obter |0 > ou |1 > na medição da primeira co-
ordenada com igual probabilidade. De fato, a medição vai determinar os
autovalores de ( |0 >< 0| ⊗ I) que correspondem ao dito acima.

Assim, ( 0 ⊗ 0 ) é autovetor de ( |0 >< 0| ⊗ I) associado ao autovalor 1.
Como dissemos antes, dado o operador ( |0 >< 0| ⊗ I) um medição resulta
num autovalor. Se o output da medição no estado ψ foi o autovalor 1 então
o estado colapsa e passa a ser ( 0 ⊗0 ) (conforme Postulado 4). Neste sentido
podemos dizer que se o resultado da medição resultar na autovalor 1, isto
significa que |0 > está na primeira posição. Mas, isto implica que o
|0 > esta na segunda posição. Ou, seja ter

|0 > na primeira posição determina |0 > na segunda posição (2.74)

do sistema composto.

Na eventualidade de se obter o autovalor 0 na medição, o estado ime-
diatamente passa a ser (1 ⊗ 1) (colapsa). Sendo assim, podemos dizer que
o resultado da medição resultar em 0 significa que |1 > está na primeira
posição. Isto implica que o |1 > também esta na segunda posição.

Assim, a medição na primeira posição sendo feita e resultando |0 >, então
o que acontece na segunda está determinado. Isto significa, neste caso, uma
interferencia de carater deterministico na mediçao da primeira posição em
relação a segunda posição do sistema composto.

Observação 2.8. Sejam A,B : C2 → C2, A,B autoadjuntos, definindo
A ⊗ B : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2. Considere a medição do observavel A ⊗ B
supondo estar sob influencia do estado não emaranhado ψ = φ⊗ ϕ,

Suponha a1, a2, autovetores de A associados aos autovalores α1, α2 e
b1, b2, autovetores de B associados aos autovalores β1, β2. Então os autove-
tores de A ⊗ B são ar ⊗ bs e que estão associados, respectivamente, aos
autovaloes αr βs, r, s = 1, 2.

Suponha que φ = u1a1 + u2a2 e ϕ = v1b1 + v2b2.

Assim, o estado não emaranhado φ⊗ ϕ tem a expansão

φ⊗ ϕ =

2∑

r,s=1

ur vs ar ⊗ bs, (2.75)

onde
∑

r,s |ur vs|2 = 1.

Se vamos agora medir a primeira posição devemos considerar A⊗ I, que
tem autovetores

a1 ⊗ a1, a1 ⊗ a2, a2 ⊗ a1, a2 ⊗ a2,
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associado aos, respectivamente autovalores

α1, α1, α2, α2.

Desta forma temos a expansão

(φ⊗ ϕ) =

u1v1 (a1 ⊗ a1) + u1 v2 (a1 ⊗ a2) + u2 v2 (a2 ⊗ a1) + u2 v2 (a2 ⊗ a2).

A ocorrencia da determinação na segunda posição do sistema com-
posto, a partir do que ocorreu na primeira variavel (como no esṕırito do que
ocorreu acima), deveria implicar que ao menos um dos coeficientes urvs = 0.
Se por exemplo u1v2 = 0, isto implica que, digamos u1 = 0, e assim u1 v1
também é zero. Desta forma o a1 não pode aparecer na primeira posição.
Isto corresponde a propriedade que o unico posśıvel valor de medição de
A⊗I é α2. O exposto acima determina φ = 0 a1 +u2 a2 = a2 não é aleatório
no sentido de (1.24), que como afirmamos, é uma situação não muito natural
do ponto de vista quântico (e seria evitado).

Em resumo temos aqui uma situação diferente do que aconteceu quando
ψ dado por (2.73) era emaranhado.

♦

Assim, podemos afirmar que num certo sentido, a partir do que discuti-
mos no ultimo exemplo (observação 2.8) sob a hipótese (2.75), a interferencia
anteriormente descrita por (2.74) requereu que

( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√
2

estivesse emaranhado.

A discussão acima é uma preparação para o que vem a seguir.

Apendice: Introdução a Informação Quântica

Ótimas referencias para a Teoria da Informação Quântica são: [363],
[338], [47], [13], [453], [429], [82], [426], [25] e [345]. No paper [14] é descrito
o uso de certo software que é util na teoria da Infomação Quantica. No
site [257] é posśıvel utilizar o computador quantico para realizar pequenas
tarefas (utilizar portas lógicas).

Ressaltamos aqui que ação de um computador quântico está no domı́nio
aleatório, assim, ao tentar resolver um problema concreto, se vai utilizar
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um determinado operador Hamiltoniano H (ou, a ação de alguma porta
quântica do tipo que será descrita a seguir), que vai determinar a ação de
um canal quântico sobre um estado Q via uma expressão similar a (2.7). O
ouput é de qualquer forma aleatório e não precisa ser exatamente a resposta
certa. O processo pode ser repetido, e em geral é fácil testar se algum dos
distintos output é a resposta certa ao problema em consideração (ver seção
7 em [393]). Por exemplo, no caso de fatoração de um número primo basta
testar via multiplicação se o output está correto.

Lembre que convencionamos que |0 >= (0, 1) e |1 >= (1, 0) (ambos
elementos de C2). Eles são denominados de qbits em C2.

Nao confunda |0 > com o elemento neutro da soma que é (0, 0).
Na Teoria da Informação Clássica se considera dois bits denotados por

+ e − (um número finito de possibilidades). Vamos convencionar chamá-los
respectivamente de 0 e 1. Na Teoria da Informação Quântica é importante
analizar um sistema com dois qbits que são os |0 > e |1 > acima. Como
um estado quântico genérico será a combinação a |0 > + b |1 >, a, b ∈ C,
um sistema desta natureza contempla um cont́ınuo de possibilidades o que
permite em prinćıpio um poder de processamento muito maior do que o
clássico. Sistemas compostos desempenham um papel importante na teoria.

De outra forma: as possibilidades de combinação de |+ > e |− > é não
enumerável e não apenas duas possibilidades + e − como no caso da Teoria
da Informação Clássica.

Um sistema qbit que está no estado ψ = a |0 > + b |1 > tem probabili-
dade |a|2 de ser medido o qbit |0 > .

Por notação

|0 0 >= |0 > ⊗ |0 >, |0 1 >= |0 > ⊗ |1 >,

|1 0 >= |1 > ⊗ |0 >, |1 1 >= |1 > ⊗ |1 > .

Dado um certo estado ψ = a |0 > +b |1 >, a, b ∈ C podemos modificá-lo
via ação de um operador unitário U e obter assim um novo estado U(ψ).
Não estamos fazendo com isto uma medição. Uma medição seria descrito
pela ação de um operador autoadjunto A =

∑
j λjPφj . Ao medir por A o

sistema no estado ψ se obtém como resultado um autovalor de A, digamos
λ2 . O estado ψ então colapsa no autovetor associado φ2.

Varias operadores unitários U são utilizados em Informação Quântica
para preparar um estado ψ transformado-o em algum outro U(ψ). Tais
operadores algumas vezes são chamados neste contexto de portas lógicas
(ou, chaves).
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Porta CNOT

CNOT é uma porta lógica que age no C2 ⊗ C2 de tal forma que se na
primeira posição aparece um |0 > então não se altera o que está na segunda
posição (nem na primeira). Mas, se aparece um |1 > na primeira posição
então ele troca o que está na segunda (mas não na primeira).

Em termos matriciais a ação em C2 ⊗ C2 é dada por




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




Assim, CNOT |0 0 >= |0 0 >, CNOT |0 1 >= |0 1 >, CNOT |1 0 >=
|1 1 >, CNOT |1 1 >= |1 0 >.

Considere o estado ψ no sistema composto

ψ =
|0 0 > +|1 1 >√

2
=

( 0 ⊗ 0 ) + ( 1 ⊗ 1 )√
2

que como já vimos é emaranhado.

Note que CNOT (ψ) = |0 0>+|1 0>√
2

.

Porta Hadamard

Considere H : C2 → C2, descrito pela ação da matriz

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)

Neste caso,

H (|0 >) =
|0 > +|1 >√

2
,

H (|1 >) =
|0 > −|1 >√

2
.

Teleporte
O objetivo é enviar com segurança de uma pessoa a outra a informação de

um estado ψ = a |0 > +b |1 >. Lembre que o estado ψ é uma potencialidade
e, na verdade, só podemos ter acesso ao módulo |a|2 do estado ”recebido”via
a estat́ıstica obtida através de várias medições. Uma otima referencia no
assunto é a seção 3.3.4 em [214].



316 Tópicos Selecionados de Mecânica Quântica Cap. 2

Vamos considerar um sistema composto Φ ∈ C2 ⊗ C2 ⊗ C2 de 3 qbits
preparado em um laboratório. Dois observadores que são denominados de
Alice e Bob tem acesso parcial a certos bits do estado Φ.

O vetor |Φ > esta ordenado como |AB C >, assim A poderia ser |0 >
ou |1 >, mesma coisa individualmente para B e também para C.

Seja ψ = a |0 > +b |1 > um estado fixado que vai ficar na posição A.
É ele que desejamos transportar para Alice. Bob vai intervir no processo.
Vamos necessitar usar várias portas lógicas no processo as quais irão operar
sucessivamente num certo Φ particular.

Alice (que tem acesso apenas a C) - e que inicialmente não fará nenhuma
medição - poderá, posteriormente a medição e uma posterior informação de
Bob (que tem acesso apenas a BC) a Alice por telefone, receber um estado
na posição C - e de alguma forma recuperar ψ = a |0 > +b |1 >.

Um espião não teria acesso ao ψ a ser enviado. Uma medição do eventual
espião após a medição de Bob iria colapsar o estado. Isto seria detectado
por Bob ou Alice. Esta afirmação vai ficar mais clara mais tarde.

A maneira de proceder é a seguinte: através do uso de várias portas irá
se obter (a partir de ψ = a |0 > +b |1 >∈ C2) o estado

1

2
[ { |00 > ⊗ (a |0 > +b |1 >) } + { |01 > ⊗ (a |1 > +b |0 >) }+

{ |10 > ⊗ (a |0 > −b |1 >) } + { |11 > ⊗ (a |1 > −b |0 >) } ]. (2.76)

em C2 ⊗ C2 ⊗ C2.

Explicaremos mais tarde como se vai proceder após obter tal estado.

Inicialmente, escolhemos um Φ particular, mais exatamente

Φ = ψ ⊗ |0 > ⊗ |0 >= a ( |0 > ⊗ |0 > ⊗ |0 > ) + b ( |1 > ⊗ |0 > ⊗ |0 > ),

ou de forma sintética

Φ = |ψ 0 0 >= a |000 > +b |100 > .

Assim dado o input ψ que se deseja teleportar para Alice então para
comecar o procedimento alguém no laboratório de Bob produz o estado
Φ = |ψ 0 0 >.

Alice deseja saber quem é ψ.

Alice tem conhecimento da seguinte sequência de chaves agindo em Φ.
Isto é feito no laboratório para preparar o estado em uma certa posição
desejada.
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Primeiro usamos a chave Hadamard HB só na posição B em |Φ >. Assim,

HB(|Φ >) = |Φ1 >=
a |000 > +a |010 > +b|100 > +b|110 >√

2
.

Depois, operamos com CNOT só na posição B C:

|Φ2 >= CNOTBC (|Φ1 >) =
a |000 > +a |011 > +b|100 > +b|111 >√

2
,

e ao resultado operamos com CNOT só na posição A B:

|Φ3 >= CNOTAB (|Φ2 >) =
a |000 > +a |011 > +b|110 > +b|101 >√

2
.

Finalmente, aplicamos a chave Hadamard HA só na posição A em |Φ3 >,

|Φ4 >= HA(|Φ3 > ) =

1

2
[ { |00 > ⊗ (a |0 > +b |1 >) } + { |01 > ⊗ (a |1 > +b |0 >) }+

{ |10 > ⊗ (a |0 > −b |1 >) } + { |11 > ⊗ (a |1 > −b |0 >) } ].

Note que Φ4 tem na posição C quatro possibilidades.
Esta sequencia de uso de chaves é um segredo que só Alice (e Bob) sabe.
O estado inicial Φ não era apropriado ao procedimento desejado mas,

como veremos, Φ4 sim.
Através de um aparelho o estado Φ4 (que está num laboratório remoto)

pode ser acessado por Bob mas apenas nas posições A e B (os dois primeiros
no lattice). Já Alice tem acesso apenas ao que está na posição C.

Este acesso pode ser via uma cabo por exemplo; um que liga o laboratório
à casa de Bob e outro cabo que liga o laboratório à casa de Alice. Este acessos
não envolvem nenhuma medição.

Bob conhece a expressão de Φ4 mas so tem acesso via as posições AB.
Então Bob faz uma medição do estado Φ4 = |AB C > apenas no par

de qbits A B (somente a esta parte que ele tem acesso). Suponha que por
acaso a medição resultou em |01 >, assim, pela expressão (2.76) acima, o
estado Φ4 colapsa e passa a ser

|01 > ⊗ (a |1 > +b |0 >).

Se alternativamente tivesse resultado em |10 > então, por (2.76) o estado
colapsa e passa a ser |10 > ⊗ (a |0 > −b |1 >).
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Haveriam 4 alternativas de resultado da medição.
Para fixar o racioćınio suponha que a medição feita por Bob resultou em

|01 >. Neste caso, o estado colapsa e passa a ser

|01 > ⊗ (a |1 > +b |0 >).

Alice tem acesso (parcial) a este estado colapsado de 3 qbits pela comu-
nicação com o laboratório, mas apenas na posição C. Ou seja, Alice recebe
o estado colapsado a |1 > +b |0 > em seu laboratorio C

Como Alice sabe da forma de Φ4 (via a expressão (2.76) ) - mas não da
expressão expĺıcita de ψ - tudo que Bob precisa fazer é dar um telefonema
a Alice e dizer que sua medição na posição A B do lattice resultou em
|01 >. Então, Alice recebe na posição C do estado colapsado o estado
a |1 > +b |0 >. Ninguem mais tem acesso a esta informação mesmo sabendo
do telefonema de Bob.

Alice sabe da sequencia de portas utilizadas a partir do inicial ψ para
resultar em |Φ4 >. Assim, a partir do estado colapsado recebido a |1 >
+b |0 > e com a informação que Bob obteve a medição |01 > na posição AB,
ela consegue identificar que ψ = a |0 > +b |1 >.

Se alternativamente, a medição de Bob tivesse resultado em |10 >, então
Alice recebe esta informação via um telefonema de Bob, e, a partir do estado
colapsado (a |0 > −b |1 >) na posição C, ela consegue identificar o estado
ψ = a |0 > +b |1 >.

Os outros casos de posśıveis resultados da medição de Bob são tratados
de forma similar.

Se alguem de alguma forma interceptar o que foi dito no telefonema de
Bob a Alice, mas não tem conhecimento de que o processo é baseado em
ψ = a |0 > +b |1 > e no estado Φ4, terá uma informação inutil.

Desta forma o input ψ é passado a Alice via o procedimento acima. Em
resumo: o que Bob faz é medir as duas primeiras posições de Φ4 e avisar o
que resultou a Alice.

O estado ψ = a |0 > +b |1 > é uma potencialidade. Observe que a
transmissão do estado ψ = a |0 > +b |1 > significa identificar |a|. Desta
forma Bob deverá repetir muitas vezes o procedimento acima de tal forma
que muitas medições de Alice - ao final de cada uma - vão permitir estimar
de forma estat́ıstica o valor de |a|2.

♦
Resultados gerais recentes sobre canais quânticos podem ser encontrados

em [44], [57] and [58].
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2.8 Formalismo Termodinâmico e Mecânica Estat́ıstica

A Mecânica Estat́ıstica Quântica generaliza o setting da Mecânica Estat́ıstica
(ver [54], [156], [84] and [130] para descrições bastante detalhadas). Com o
objetivo de auxiliar o entendimento do nosso texto pelo leitor vamos apre-
sentar nesta seção uma breve descrição do ponto de vista matemático desta
ultima teoria em seu caso mais simples: o lattice unidimensional.

O modelo para a Mecânica Estat́ıstica (no lattice unidimensional) pro-
posto por Ruelle [267] é o seguinte: considere um reticulado unidimensional
Z. Cada inteiro está associado a um estado 1, . . . , n e uma configuração do
sistema é uma sequência ωi ∈ {1, . . . , n}, i ∈ Z. O nosso espaço de con-
figurações é, então, Ω = {1, . . . , n}Z. Este espaço é chamado de Bernoulli.

Dado w ∈ Ω se usa a notação

w = (.., w−2, w−1 |w0, w1, w2, ..).

O | serve para indicar onde está o site 0 no lattice Z.

É usual considerar a métrica em Ω tal que para

x = (.., x−2, x−1|x0, x1, x2, ..)

e

y = (.., y−2, y−1|y0, y1, y2, ..)
temos que d(x, y) = 2−n, onde n é tal que é o indice j de menor módulo
onde as componentes xj e yj são distintas.

Se n = 2, um elemento em Ω poderia ser, por exemplo,

(..., 1, 2, 2, 1, 2 | 1, 1, 1, 2, 1, ...).

Por exemplo, se

x = (..., 1, 2, 2, 1, 2 | 1, 1, 1, 2, 1, ...)

e

y = (..., 1, 2, 2, 1, 2 | 1, 1, 2, 2, 1, ...),
então d(x, y) = 2−3.

Ainda, se

x = (..., 1, 2, 2, 2, 2 | 1, 1, 1, 2, 1, ...)
e

y = (..., 1, 2, 2, 1, 2 | 1, 1, 1, 2, 2, ...),
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então d(x, y) = 2−2.
Esta métrica torna Ω compacto.
Por σ : Ω → Ω se vai denotar a aplicação shift.
Por definição

σ((..., ω−2, ω−1 |ω0, ω1, ω2, . . . )) = (..., ω−2, ω−1, ω0 |ω1, ω2, ω3, . . . ).

O shift σ é uma função continua em Ω.
Seja T o espaço de probabilidades invariantes para o shift, i.e., µ ∈ T ⇔

µ(A) = µ(σ−1(A)), A conjunto de Borel. Este é o modelo da Mecânica
Estat́ıstica no reticulado Z via o shift de Bernoulli. Um modelo mais apro-
priado seria sobre o reticulado tridimensional Z3, mas aqui vamos evitar
situações mais complexas.

Seja U : Ω → R uma função cont́ınua, que contém a informação rela-
cionada com alguma grandeza f́ısica (energia, temperatura, campo magnético,
etc.). Queremos obter agora uma maneira de determinar a distribuição de
Gibbs no reticulado unidimensional infinito de uma forma semelhante a us-
ada no caso finito e que foi descrita no começo da seção 1.10.

A função U corresponde em Mecânica Estat́ıstica a menos o Hamiltoni-
ano multiplicado por 1/T onde T é temperatura.

A distribuição de Gibbs associado a U será uma probabilidade ν sobre
o espaço Ω = {1, . . . , n}Z.

Por exemplo, considere uma determinada distribuição de spins + ou
− de part́ıculas no reticulado unidimensional Z (podeŕıamos ter escrito 0
e 1 no lugar de + e −, por exemplo). Devemos considerar o espaço de
Bernoulli de dois śımbolos Ω = {+,−}Z, e probabilidades µ em Ω. fixado
U , qual probabilidade ν é a de Gibbs associada a U? É apropriado considerar
apenas probabilidades em T porque não há uma razão natural para destacar
um determinado ponto do reticulado como sendo o valor i = 0. Assim, a
probabilidade de Gibbs deve ser invariante por translação.

Denota-se por | + + = {ω = (. . . , ω−1 |ω0, ω1, ω2, ω3, ...)| tal que ω0 =
+, ω1 = +}. Da mesma forma,

+ | − + = {ω = (. . . , ω−1 |ω0, ω1, ω2, ω3, ...)|

tal que ω−1 = +, ω0 = −, ω1 = +}, e assim por diante...
Em prinćıpio se estaria interessado em obter a probabilidade de se ter

no lattice Z um spin + na posição −1, um spin − na posição 0 e um spin +
na posição 1. Isto seria a probabilidade do cilindro + | − +.

Por razões técnicas vamos nos concentrar em analisar o lattice Ω =
{+,−}N e não Ω = {+,−}Z. Sob certas hipótese naturais questões que en-
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volvem o último podem ser traduzidas em questões que envolvem o primeiro
(detalhes em [368] seção 1).

Assim, ++ = {ω = (ω1, ω2, ω3, ω4, ...)| tal que ω1 = +, ω2 = +}.

O estado de Gibbs ν vai dizer, por exemplo, qual a probabilidade de
ocorrer no lattice N o arranjo ω1 = +, ω2 = −, ω3 = +, através de ν(+ − +).

Referimos o leitor para [33] e [297] onde são analisadas questões que
envolvem a existencia de estados de Gibbs para lattices de spins de natureza
mais geral.

Exemplo 2.21. Seja Ω = {+,−}N. Vamos definir uma classe de funções U
tal que é constante em cada um dos cilindros ++, +−, −+ e −−. Vamos
identificar + com 2 e − com 1. Sejam p11 ≥ 0, p12 ≥ 0, p21 ≥ 0, p22 ≥ 0,
p11 + p12 = 1, p21 + p22 = 1 e defina U da seguinte maneira:

U(ω) =





log p22, se ω ∈ ++
log p21, se ω ∈ +−
log p12, se ω ∈ −+
log p11, se ω ∈ −−

Neste caso, assumimos que no reticulado Z existe uma probabilidade p22 de
obter um + à direita de um + e uma probabilidade p21 de obter um − à
direita de um +.

Ainda, o modelo descreve um sistema onde existe uma probabilidade p12
de obter um − à direita de um + e uma probabilidade p11 de obter um − à
direita de um −.

Uma pergunta natural é que probabildade sobre Ω tal sistema irá deter-
minar em equiĺıbrio seguindo as Leis da Mecânica Estat́ıstica.

♦

Qual seria o estado de Gibbs ν associado a tal U? Vamos descrever aqui
uma versão simplificada do que é apresentado em [402] e [271].

Voltemos agora ao caso geral.

Dada uma função U cont́ınua em Ω, vamos analisar o seguinte problema
variacional. Seja

P (U) = sup
µ∈T

{
S(µ) +

∫
Udµ

}
,

onde S(µ) é a entropia da probabilidade µ (ver definição a seguir). Diremos
que P (U) é a (ou, energia livre) pressão topológica associada a U .
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Gostaŕıamos de encontrar um probabilidade ν, definida em todo o espaço
Ω, que assuma o supremo mencionado acima. Tal probabilidade será chamada
de estado de equiĺıbrio, ou estado de Gibbs (ou, distribuição de Gibbs)
associado ao potencial U . Em outras palavras,

P (U) = S(ν) +

∫
Udν ≥ S(µ) +

∫
Udµ, para todoµ ∈ T .

O estado de equiĺıbrio ν será definido, portanto, por meio de um prinćıpio
de máximo, ou seja, ν maximiza S(µ) +

∫
Udµ. O potencial U do exem-

plo particular acima mencionado descreve uma certa interação entre spins
no reticulado, mas o problema faz sentido para U qualquer, não necessari-
amente como no exemplo. Poderia, por exemplo, depender de mais co-
ordenadas, não apenas duas. Vamos considerar na próxima seção o caso
simples em que U(ω) depende apenas de duas, ou seja de ω0 e ω1, onde
ω = (· · ·ω−1ω0ω1 · · · ), ou seja, cada spin depende apenas do vizinho à dire-
ita. No exemplo dado abaixo, a solução pode ser obtida através de Álgebra
Linear, ou seja, pela teoria de Cadeias de Markov e pelo Teorema de de
Perron-Frobenius (descrito no Apêndice deste caṕıtulo). Se o U depende de
infinitas coordenadas, áı o procedimento via Álgebra Linear não resolve o
problema; é necessário utilizar [368].

Ruelle mostrou que o que os f́ısicos denominam de estado de Gibbs, no
caso do reticulado Z, pode ser obtido via o procedimento acima através de
uma escolha correta de U . Diferentes problemas de Mecânica Estat́ıstica
requerem diferentes U .

Se existir mais de uma probabilidade atingindo o máximo acima dizemos
que existe transição de fase [209] [295] [152] .

A análise de questões mais gerais em Mecânica Estat́ıstica pode ser en-
contrada em [130] [156].

Vamos agora descrever a apropriada caracterização variacional do prob-
lema acima.

Para simplificar, no lugar de Ω = {1, · · · , n}Z, vamos considerar o lattice
N e assim o espaço de Bernoulli

Ω = {1, · · · , n}N.

O problema para um U geral definido em Ω = {1, · · · , n}Z pode ser
reduzido a este {1, · · · , n}N (ver Proposition 1.2 [368]).

Seja uma função potencial do tipo U : {1, · · · , n}N → R, com U(ω) =
U(ω1, ω2), onde ω = (ω1ω2ω3 · · · ), isto é, U só depende de duas coordenadas.
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Vamos considerar aqui apenas potenciais U deste tipo. Este potencial vai
descrever uma certa interação entre sites vizinhos no lattice N. A pergunta
que desejamos responder é: qual será a medida de equiĺıbrio associada a tal
interação? Precisaremos de vários resultados preliminares antes da formal-
ização completa desta questão.

Um cilindro de Ω de comprimento k é um conjunto A da seguinte forma:
fixe (a1, · · · , ak) ∈ {1, · · · , n}k.

A = {ω = (ω1, · · · , ωk, ωk+1, .., ωn, ...) ∈ Ω : (ω1, · · · , ωk) = (a1, · · · , ak)}

Iremos denotar tal cilindro por

A = a1 · · · ak

Seja F a σ-álgebra gerada pelos cilindros de Ω de todos os comprimentos
posśıveis [149] [293]. Em geral se define uma probabilidade nos cilindros e
se considera a sua extensão a conjuntos mais complexos na sigma algebra
gerada via o teorema de Kolomogorov [149][293].

Por exemplo, fixados dois números positivos p1 e p2 que descrevem a
probabildade p1 de sair cara (́ıdentificada com 1) e p2 de sair coroa (identi-
ficada com 2), definimos

µ(a1 · · · ak) = p#1na sequencia a1···ak
1 p#2na sequencia a1···ak

2 .

Estamos descrevendo desta forma a moeda desonesta com probabilidade
p1, p2, que é lançada de maneira independente.

Sendo assim, µ(11212) = p3i p
2
2 nos diz a probabilidade de sair a sequência

cara, cara, coroa, cara, coroa em cinco lançamentos. A moeda honesta cor-
responde ao caso em que p1 = 1/2 = p2.

Seja σ : Ω → Ω a aplicação shift dada por (σω)k = ωk+1, k ∈ N.
Em outras palavras, se ω = (ω1, ω2, ω3, ...),

σ(ω) = (ω2, ω3, ω4, ...).

Por exemplo, em Ω = {1, 2, 3}N, temos que

σ(1, 2, 1, 1, 3, 2, ..) = (2, 1, 1, 3, 2, ..).

Iremos a seguir considerar medidas µ sobre a σ-álgebra F .
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Definição 2.26. Diremos que a probabilidade µ é invariante para o shift σ
se µ(σ−1(A)) = µ(A), A ∈ F .

Vamos denotar por T é o conjunto das medidas invariantes [293]. Sabe-
se que T é sequencialmente compacto se consideramos a convergência fraca
de medidas [382] [293].

Por exemplo, no caso da moeda desonesta associada a p1, p2, temos que
a µ que descrevemos acima é invariante. Por exemplo, note que

σ−1(11212) = 111212 ∪ 211212.

Ora,
µ(11212) = p3i p

2
2 = (p1 + p2)p

3
i p

2
2 = p4i p

2
2 + p3i p

3
2 =

µ(111212 ∪ 211212) = µ(σ−1(11212)).

Uma probabilidade invariante descreve uma invariancia por translação
no lattice unidimensional. Sob outro ponto de vista ela descreve o conceito
de probabilidade estacionária (ver [252] e [367]). A Mecânica Estat́ıstica de
equiĺıbrio considera apenas as medidas estacionárias (ver [165] e [170]).

Seja k fixo e Ak o conjunto dos cilindros de comprimento k, k ≥ 1, que
é uma partição de Ω para cada k fixo.

Por exemplo, se n = 2 e k = 3,

A3 = {111, 112, 121, 122, 211, 212, 221, 222}.

Defina a entropia da partição por

Sµ(Ak) = −
∑

a∈Ak
µ(a) log µ(a) ≥ 0

onde escrevemos a = a1a2, . . . ak ∈ Ak.
Por exemplo, se n = 2 temos

Sµ(A3) = −
∑

aj∈{1,2},j=1,2,3

µ(a1, a2, a3) log µ(a1, a2, a3).

Definimos a entropia da medida (com relação ao shift) por

s(µ) = lim
k→+∞

Sµ(Ak)

k
, µ ∈ T , (2.77)

A entropia é um conceito definido apenas para probabilidades invari-
antes. Este limite existe neste caso (ver [367]).



Seção 2.8 Formalismo Termodinâmico 325

Pode se mostrar que, no caso da medida µ que foi obtida para a moeda
desonesta, a correspondente entropia tem o valor −p1 log p1 − p2 log p2.

De fato, note que

−Sµ(Ak) =

k∑

j=0

(
k
j

)
pk−j1 pj2 log(pk−j1 pj2) =

log p1

k∑

j=0

(k − j)

(
k
j

)
pk−j1 pj2 + log p2

k∑

j=0

j

(
k
j

)
pk−j1 pj2.

Como

(k − j)

(
k
j

)
= k

(
k − 1
j

)
,

para todo 0 ≤ j ≤ k − 1, então

k∑

j=0

(k − j)

(
k
j

)
pk−j1 pj2 =

k p1

k∑

j=0

(
k − 1
j

)
pk−j1 pj2 = p1 k(pi + p2)

k−1 = k p1.

Trocando j por k − j obtemos que

k p2 =

k∑

j=0

j

(
k
j

)
pk−j1 pj2.

Logo,

Sµ(Ak) = −k p1 log p1 − k p2 log p.

Desta forma segue a afirmação.

Dado a função potencial U : Ω → R, onde U(x1, x2, x3, ...xk, ..) diremos
que ela depende das duas primeiras coordenadas se vale que U(x1, x2, x3, ...xk, ..) =
U(x1, x2) para quaisquer (x1, x2, x3, ...xk, ..) ∈ Ω. Só vamos considerar U
deste tipo aqui. O caso de U mais geral é tratada em [368].

Dado a = (a1, a2, a3, ...ak, ..) note que U(σj−1(a)) = U(aj , aj+1).
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Diremos que U(i, j), 1 ≤ i, j ≤ n é a energia de interação entre ωk e
ωk+1 se ωk = i, ωk+1 = j. Defina a energia média da partição Ak como
sendo

Eµ(Ak) =
∑

a∈Ak

(
µ(a)

k−1∑

j=1

U(aj , aj+1)

)

onde a = a1, a2, .., ak.

Neste caso a interação é apenas entre vizinhos no lattice. Em Mecânica
Estat́ıstica se deseja saber qual probabilidade que resulta no lattice a partir
de um interação dada por U .

A energia espećıfica da partição com respeito a U é

eU (µ) = lim
k→+∞

E(Ak)

k
(2.78)

que é uma função cont́ınua e afim. Afirmamos que

eU (µ) =

∫
Udµ

De fato, pelo teorema ergódico de Birkhoff (proposição 2.36) e aplicando o

teorema da convergência dominada para a sequência de funções 1
N

∑N−1
k=1 U ◦

σk, temos:

∫

Udµ =

∫

lim
N→+∞

1

N

N−1∑

j=1

U(σj−1(ω))dµ(ω) = lim
N→+∞

∫
1

N

N−1∑

j=1

U(σj−1(ω))dµ(ω) =

lim
N→+∞

1

N

N−1∑

j=1

∫
U(σj−1(ω))dµ(ω) =

lim
N→+∞

1

N

∑

j

∑

a∈AN
µ(a)U(σj−1(a)) =

lim
N→+∞

1

N

∑

a∈AN
µ(a)

∑

j

U(aj, aj+1) = eU (µ).

Assim, se a energia livre em AN para a probabilidade µ é

Fµ(AN ) = Sµ(AN ) + Eµ(AN ),

definimos a energia livre espećıfica como sendo o limite em N

fU(µ) = s(µ) + eU (µ) = s(µ) +

∫
Udµ. (2.79)
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Vamos estar interessados na medida µ que maximiza tal valor. Esta
medida será denominada de medida de Gibbs do potencial U .

Definição 2.27. Uma matriz M da forma n por n com entradas não neg-
ativas é dita (linha) estocástica se a soma de cada linha é igual a 1.

Se todas as entradas de M são estritamente positivas então existe apenas
um vetor ϕ = (ϕ1, ϕ2, ..., ϕn) (todos os ϕj > 0) tal que ϕP = ϕ (multi-
plicação à esquerda) e ainda tal que

∑n
j=1 ϕj = 1 (ver [252] ou [293]).

O conjunto M ⊂ T das medidas de Markov será definido da seguinte
maneira. Diremos que µ ∈ M ⇔ ∃ matriz n× n linha estocástica tal que

µ(a1, · · · aN ) = ϕa1M(a1, a2)M(a2, a3) · · ·M(aN−1, aN ),

a1, . . . , aN ∈ {1, . . . , n}, onde ϕ é o único vetor de probabilidade invariante
à esquerda para M (ou seja, ϕk > 0, 1 ≤ k ≤ n,

∑
ϕi = 1 e ϕM = ϕ).

Definindo µ sobre os cilindros, fica determinada de maneira única, pelo
teorema de Kolmogorov, uma medida de probabilidade sobre a σ-álgebra
gerada pelos cilindros.

No caso n = 2 estamos dizendo acima que vale o seguinte produto de
matrizes

(ϕ1 ϕ2)

(
M(1, 1) M(1, 2)
M(2, 1) M(2, 2)

)
= (ϕ1 ϕ2).

Observamos que a moeda desonesta é um caso particular de probabili-
dade Markoviana.

Suponha que a matriz M seja dada na forma

(
M(1, 1) M(1, 2)
M(2, 1) M(2, 2)

)
=

(
1/3 2/3
1/2 1/2

)
.

Neste caso, o ϕ normalizado que satisfaz a equação acima é ϕ = (3/7, 4/7).

Desta forma

µ(12212) = ϕ1M(1, 2)M(2, 2)M(2, 1)M(1, 2) =
1

21
.

A maneira certa de pensar é que M(i, j) nos dá a probabildade de se
obter um j na posição a direita de i no lattice.

Usando o fato que ϕM = ϕ se pode mostrar que tal µ Markoviana é
invariante pelo shift. Se M tem todas entradas positivas então o vetor de
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probabildade ϕ que resolve ϕM = ϕ é único [401] [252]. Pode se mostrar
[367] [293] que a entropia associada é dada por

h(µ) = −
n∑

i,j=1

ϕi M(i, j) logM(i, j).

Voltando à função potencial U : Ω → R (que depende das duas primeiras
coordenadas) dada acima, seja a matriz Q = QU definida por

Q(i, j) = eU(i,j) , 1 ≤ i, j ≤ n (2.80)

Um potencial U : Ω → R que depende das duas primeiras cordenadas,
isto é, para x = (x0, x1, x2, x3, ...), U(x) é constante nos cilindros de tamanho
dois i, j, i, j = 1, 2, .., n, pode ser identificado com uma matriz U = U(i, j) do
tipo n por n. O leitor pode perceber agora a analogia do que consideramos
neste momento com o descrito na seção anterior (quando falamos de uma
interação no lattice de spins quânticos para um Hamiltoniano que depende
de duas coordenadas).

A matriz Q não é necessariamente Markoviana mas tem todas as en-
tradas positivas. Podemos então utilizar o Teorema de Perron-Frobenius
(ver Proposição 2.34).

Seja assim, λ = λ(U) o maior autovalor (positivo) de Q e sejam l, r os
autovetores à esquerda e à direita de Q correspondentes a λ, e normalizados
de modo que li > 0, ri > 0, 1 ≤ i ≤ n e 〈l, r〉 =

∑
i liri = 1.

Defina a seguinte matriz:

M(i, j) =
1

λ
Q(i, j)

rj
ri

, 1 ≤ i, j ≤ n (2.81)

A matriz M = M(U) é positiva e é linha estocástica. De fato:

Qr = λr ⇒ Q




r1
...
rn


 = λ(r1, · · · , rn) ⇒

∑

j

Q(i, j)rj = λri

Então

∑

j

M(i, j) =
∑

j

1

λ
Q(i, j)

rj
ri

=
1

λri

∑

j

Q(i, j)rj =
1

λri
λri = 1.

Assim, associamos ao potencial U , via Q(i, j) = eU(i,j) , 1 ≤ i, j ≤ n
uma matriz estocástica M .
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Observe queM possui um vetor de probabilidade invariante ϕ = (ϕ1, ϕ2, .., ϕn)

ϕi = liri, 1 ≤ i ≤ n, (2.82)

De fato,
ϕM = (l1r1, · · · , lnrn)M ⇒

⇒ (ϕM)i =
∑

k

lkrkM(k, i) =
∑

k

lkrk
1

λ
Q(k, i)

ri
rk

=

=
ri
λ

∑

k

lkQ(k, i) =
ri
λ
λli = rili = ϕi ⇒ ϕM = ϕ

Note que li e ri são definidos a menos de constante multiplicativa e acima
escolhemos ϕ = (ϕ1, · · · , ϕn) como sendo ϕi = liri, i = 1, . . . , n e

∑
ϕi = 1,

ϕi > 0.

Desta forma, a partir de U obtivemos Q e ϕ que podem definir uma
medida Markoviana ν. Esta probabilidade ν será a solução que buscamos
para o problema de maximização da pressão. Note também que associamos
a U um autovalor λ (via a matriz Q).

Vamos formular a caracterização da maximização da pressão e mostrar
que resulta na ν. Para U fixo, seja ν = ν(U) a medida de Markov definida
pela matriz de transição M = M(U) obtida acima, isto é,

ν(a) = ϕa1M(a1, a2)M(a2, a3) · · ·M(ak−1, ak) , a ∈ Ak.

Observação 2.9. Note que se pode escrever a expressão acima como

ν(a) = elogϕa1+logM(a1,a2)+logM(a2,a3)+...+logM(ak−1,ak) , a ∈ Ak.

Os logM(a1, a2) descrevem (na escala log), via a matriz M(i, j), as
probabilidades de elementos vizinhos no lattice. A soma logM(a1, a2) +
logM(a2, a3) + ... + logM(ak−1, ak) descreve a probabilidades do sistema
composto (olhando do site 1 até o site k). Na Mecânica Estat́ıstica não
existe interferencia das probabilidades entre vizinhos no site. Na Mecânica
Quântica as interferências de carater ondulatório não podem ser negligen-
ciadas, e, assim o produto tensorial aparece como ferramenta fundamental
para descrever tal fenômeno.

♦
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Dizemos que σ é ergódica para µ (invariante) se σ−1(A) = A implica
µ(A) = 0 ou 1. Pode-se mostrar que a probabilidade ν acima é invariante e
ergódica para o shift σ (ver seção 11.6 [368], ou [293]).

Afirmamos que supµ∈T fU (µ) = fU (ν). Mais precisamente, temos o
seguinte:

Teorema 2.33. Seja U : Ω → R cont́ınua. Então:

fU (µ) ≤ log λ(U) = log(λ) , ∀µ ∈ T (2.83)

e vale a igualdade se e somente se µ for a medida de Markov ν = ν(U)

definida acima.

Em outras palavras

P (U) = sup
µ∈T

{
S(µ) +

∫
Udµ

}
= S(ν) +

∫
Udν.

Assim, ν é a medida de Gibbs associado ao potencial U .

Demonstração. Não vamos mostrar a unicidade da maximizante.

Na demonstração a seguir, escreveremos ν(U) = ν.

Seja ν a medida de Markov definida por M , e µ ∈ T qualquer.

Sejam M e ϕ definidos anteriormente. Assumimos que para qualquer
cilindro a vale

ν(a) = ϕa1M(a1, a2)M(a2, a3) · · ·M(ak−1, ak).

Ou seja, ν é a medida de Markov associada a M e ϕ.

Considere uma µ invariante qualquer para o shift σ.

Desejamos estimar

fU (µ) = s(µ) − eU (µ) = s(µ) +

∫
Udµ (2.84)

Primeiro vamos analisar o termo
∫
Udµ.

Para N fixo, considere os cilindros de comprimento N . Então

Eµ(AN ) =
∑

a∈AN

(
µ(a)

N−1∑

k=1

U(ak, ak+1)

)
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Como

M(i, j) =
1

λ
Q(i, j)

rj
ri

=
1

λ
eU(i,j) rj

ri
, 1 ≤ i, j ≤ n,

então
Q(i, j) = λM(i, j)

ri
rj

, 1 ≤ i, j ≤ n.

Escrevendo λ(U) = λ e a = a1, · · · aN temos:

N−1∑

k=1

U(ak, ak+1) =
N−1∑

k=1

logQ(ak, ak+1) = log
N−1∏

k=1

Q(ak, ak+1) =

= log

(
N−1∏

k=1

M(ak, ak+1)λ
rak
rak+1

)
=

=

(
log

N−1∏

k=1

M(ak, ak+1) + log

N−1∏

k=1

λ+ log

N−1∏

k=1

rak − log

N−1∏

k=1

rak+1

)
=

= (N − 1) log λ+ log

(
N−1∏

k=1

M(ak, ak+1)

)
+ log ra1 − log raN =

= (N − 1) log λ+ log
ν(a)

ϕa1
+ log ra1 − log raN

= (N − 1) log λ+ log ν(a) + log la1ra1 + log ra1 − log raN

= (N − 1) log λ+ log ν(a) + log la1 − log raN .

Lembre que
∑

a∈AN µ(a) = 1.
Calculando a energia média com respeito a µ obtemos

Eµ(AN ) =
∑

a∈AN
µ(a)

N−1∑

k=1

U(ak, ak+1) =

=
∑

a∈AN
µ(a)((N − 1) log λ+ log ν(a) + log la1 − log raN )

=
∑

a∈AN
µ(a) log(ν(a) + (N − 1) log λ+ log la1 − log raN .
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Como o número de ai ∈ {1, 2, .., n} é finito e os rai e lai são positivos e
limitados, então existe c1 e c2 tal que para todo i vale c1 < log rai , log lai <
c2.

Sendo assim,

∑

a∈AN
µ(a) log ν(a) + (N − 1) log λ + 2c1 ≤ Eµ(AN ) ≤

∑

a∈AN
µ(a) log ν(a) + (N − 1) log λ + 2c2.

Assim,

−
∑

a∈AN
µ(a) log µ(a) +

∑

a∈AN
µ(a) log ν(a) + (N − 1) log λ − 2c2 ≤

Sµ(AN) + Eµ(An) ≤ −
∑

a∈AN

µ(a) log µ(a) +
∑

a∈AN

µ(a) log ν(a) + (N − 1) log λ − 2c1.

Observando que o somatório

∑

a∈AN
µ(a) log

ν(a)

µ(a)
(2.85)

é negativo (veja a proposição 2.35), temos

1

N
Fµ(AN ) =

1

N
(Sµ(AN ) + Eµ(AN )) ≤ (2.86)

1

N

∑

a∈AN
µ(a) log

ν(a)

µ(a)
+ log λ− log λ

N
− (log la1 − log raN )

N
≤ (2.87)

≤ log λ− log λ

N
− 2

c1
N

(2.88)

Fazendo N → +∞, obtemos a desigualdade procurada, isto é, fU (µ)
≤ log λ. Para mostrar a igualdade, observe que o somatório (2.85) é igual a
zero se µ = ν. Segue dáı que

log λ− log λ

N
− 2

c2
N

≤ 1

N
Fν(AN ) ≤ log λ− log λ

N
− 2

c1
N

(2.89)

Fazendo N → +∞, obtemos a igualdade, ou seja, fU (µ) = log λ se
µ = ν(U) (isto é, se µ = ν for a medida de Markov associada a U). Isso
prova o teorema.
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�

Apêndice

Vamos apresentar abaixo uma descrição mais precisa de alguns resulta-
dos que forma utilizados acima.

Proposição 2.34. (Perron-Frobenius) [401] Seja A =‖ aij ‖ uma matriz
com entradas estritamente positivas, 1 ≤ i, j ≤ n. Então existem λ > 0 e
vetores u = (u1, · · · , un) e v = (v1, · · · , vn) tais que

1. ui > 0, vi > 0 , 1 ≤ i ≤ n

2.
n∑

j=1

aijuj = λui , 1 ≤ i ≤ n e
n∑

i=1

viaij = λvj , 1 ≤ j ≤ n

(i.e., u é autovetor à direita de A e v é autovetor à esquerda de A).

Demonstração. Seja A matriz com entradas positivas. Mostremos que
existe pelo menos um vetor u com coordenadas positivas, e λ ≥ 0, tais que

n∑

j=1

aijuj = λui , 1 ≤ i ≤ n.

Considere o conjunto convexo H de vetores h = (h1, · · · , hn) tais que hi ≥ 0,
1 ≤ i ≤ n e

∑n
i=1 hi = 1. A matriz A determina uma transformação cont́ınua

A : H → H, dada por Ah = h′, onde

h′i =

∑n
j=1 aijhj∑n

i=1

∑n
j=1 aijhj

O teorema do ponto fixo de Brouwer [283] nos diz que tal aplicação possui
pelo menos um ponto fixo. Se u é tal ponto fixo então Au = u, ou seja,

ui =

∑n
j=1 aijuj∑n

i=1

∑n
j=1 aijuj

Fazendo λ =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijuj, obtemos o que queŕıamos.

Considere a matriz At =‖ atij ‖, atij = aji. Pela primeira parte do lema,
podemos obter λ∗ e v tais que Atv = λ∗v, ou seja,
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n∑

j=1

ajivj = λ∗vi

e vi > 0.

Note que 〈u, v〉 é um número positivo.

Além disso,

λ〈u, v〉 = 〈Au, v〉 = 〈u,Atv〉 = λ∗〈u, v〉

o que implica λ = λ∗.

�

Proposição 2.35. Se p1, · · · , pk e q1, · · · , qk são distribuições de probabili-
dade, com pi > 0, i = 1, · · · , k, então

k∑

i=1

qi log
qi
pi

≥ 0

com igualdade valendo se e somente se pi = qi, i = 1 · · · , k (por convenção,
escrevemos 0 log 0 = 0).

Demonstração. a desigualdade é evidente no caso em que pi = qi porque
log 1 = 0. No caso geral, observe que a função ϕ(x) = −x log x é estritamente
côncava, pois ϕ′′(x) < 0. Como

ϕ(
k∑

i=1

pi
qi
pi

) = ϕ(
k∑

i=1

qi) = ϕ(1) = 0,

então

0 = ϕ(

k∑

i=1

pi
qi
pi

) = ϕ(

k∑

i=1

qi) ≥
k∑

i=1

piϕ(
qi
pi

) =

k∑

i=1

pi
−qi
pi

log
qi
pi

Assim,
∑k

i=1 qi log qi
pi

≥ 0.

Ainda, se
∑k

i=1 qi log qi
pi

= 0, então pelo que precede

ϕ(
k∑

i=1

pi
qi
pi

) =
k∑

i=1

piϕ(
qi
pi

).
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Como ϕ′′ < 0, decorre dáı que os qi
pi

são todos iguais. A partir de

1 =
∑k

i=1 qi =
∑k

i=1 pi, conclúımos que pi = qi, para i = 1, 2, .., k

�

Diremos que uma propriedade vale em quase toda parte (q.t.p.), ou
com probabilidade 1, se o conjunto dos elementos onde não vale a pro-
priedade tem medida nula.

Lembre que denotamos o conjunto das medidas invariantes por T , e
ainda, que dizemos que µ ∈ T é ergódica se toda vez que A ∈ F é tal que
T−1(A) = A, então é porque µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

Em outras palavras µ é ergódica se todo conjunto invariante é trivial
(tem medida zero ou 1).

Proposição 2.36. (Teorema Ergódico de Birkhoff) [367] Seja T uma
transformação que preserva medida em (Ω,F , µ). Seja f função mensurável
e integrável. Então existe K, µ(K) = 1 tal que para todo ω ∈ K,

lim
n→+∞

1

n

n∑

k=1

f(T k−1ω) = f̂(ω)

(i.e., o limite existe q.t.p.), onde f̂ é T -invariante e vale que

∫
f̂dµ =

∫
fdµ

Se T é ergódica para µ então f̂ =
∫
fdµ q.t.p.

Note que no caso do shift no espaço de Bernoulli, ou seja T = σ, o con-
junto K é um conjunto na sigma algebra gerada pelos cilindros. No entanto,
para decidir se um elemento w ∈ {1, 2, ..., n}N está ou não no K acima, não
basta ter o conhecimento de apenas um número finito das coordenadas de
w.

Uma versão do Torema Ergódico no setting quântico é devida a J. Von
Neumann (ver [435]).

Um espaço vetorial X com uma topologia T é um espaço vetorial
topológico se a soma é uma função cont́ınua de X ×X em X e se a mul-
tiplicação por escalar é uma função cont́ınua de R ×X em X. Um espaço
vetorial topológico é dito localmente convexo se podemos obter uma base
para a topologia formada por conjuntos convexos.
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Proposição 2.37. (Krein-Milman) Seja K um conjunto convexo com-
pacto em um espaço vetorial topológico localmente convexo. Então a inter-
secção de todos os conjuntos convexos fechados contendo os pontos extremos
de K é o próprio K.

Em [139] e [140] são apresentados resultados que relacionam medidas de
Gibbs do Formalismo Termodinâmico com estados KMS.
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2.9 A Integral de Caminho de Feynman

Neste caṕıtulo derivamos uma conveniente representação para o núcleo in-
tegral do operador de evolução de Schrödinger, e−itH/~. Esta representação,
denominada a “Integral de Feynman”, vem a ser uma ferramenta heuŕıstica,
mas eficiente, para investigar a conexão entre a Mecânica Quântica e Clássica.
Referencias gerais mais detalhadas do assunto podem ser encontradas em
Section 20 em [192], [191], [175] [232], [122], [226], [168], [8], [356], [316],
[447], [451] , [26] e [397]. As referencias [98] e [3] se propõem a dar uma
versão abrangente e rigorosa do assunto.

A integral de Feynman descrita aqui explora o ponto de vista Lagrangiano
(existe também o ponto de vista Hamiltoniano).

Fixado o peŕıodo de tempo [0, T ] então os caminhos diferenciáveis φ :
[0, T ] → Rn que são criticos para a integral da ação Lagrangeana

S(φ) =

∫ T

0
L(φ(t), φ′(t)) dt

são determinados pela equação de Euler-Lagrange (ver [291] e [292]). Estes
determinam as trajetórias do sistema mecânico sob a ação do potencial V
quando tomamos o Lagrangeano

L(x, v) =
m

2
|v|2 − V (x).

Este é o prinćıpio de mı́nima ação.

Primeiramente vamos introduzir a Fórmula Produto de Trotter.

Seja A,B, e A + B operadores auto-adjuntos em um espaço de Hilbert
H. Se [A,B] 6= 0, então em geral ei(A+B) 6= eiAeiB . Mas vale o seguinte
resultado.

Teorema 2.38. Fórmula Produto de Trotter

Sejam A e B limitados, ou A,B, e A + B auto-adjuntos. Então, para
Re(λ) ≤ 0,

eλ(A+B) =
s

lim
n→∞

[
eλ

A
n eλ

B
n

]n
. (2.90)

Observação 2.10. O sobrescrito s na equação 2.90 indica convergência
na topologia forte de operadores. Para operadores An e A num espaço de
Hilbert H, tais que D(An) = D(A), An → A na topologia forte de operador
(e escrevemos lims

n→∞An = A) se, e só se, ‖An − A‖ → 0 (na norma de
operadores e restrito ao domı́nio D(A).)
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♦

Prova para A e B limitados:
Podemos assumir que λ = 1. Defina então Sn = e(A+B)/n e Tn =

eA/neB/n.
Denote R := e(‖A‖+‖B‖).
Agora, por uma espécie de soma telescópica podemos escrever a diferença

Snn − T nn como segue abaixo

Snn − T nn = Snn − TnS
n−1
n + TnS

n−1
n − T 2

nS
n−2
n + T 2

nS
n−2
n + · · · − T nn =

=

n−1∑

k=0

T kn (Sn − Tn)Sn−k−1
n .

Deste modo,

‖Snn − Tnn ‖ =

∥
∥
∥
∥
∥

n−1∑

k=0

T kn (Sn − Tn)S
n−k−1
n

∥
∥
∥
∥
∥
≤1

n−1∑

k=0

‖Tn‖k‖(Sn − Tn)‖‖Sn‖n−k−1 ≤2

≤
n−1∑

k=0

Rk/nR(n−k−1)/n‖(Sn − Tn)‖ =

n−1∑

k=0

R(n−1)/n‖(Sn − Tn)‖ =3

= nR(n−1)/n‖(Sn − Tn)‖ ≤4 ne‖A‖+‖B‖‖(Sn − Tn)‖,

onde 1 segue da desigualdade triangular e do fato que ‖An‖ ≤ ‖A‖n para
todo operador linear limitado; a desigualdade 2 segue do fato que definimos
R := e(‖A‖+‖B‖); 3 é válida pois a soma é feita sobre k (e não n!); para
analisar a passagem 4 note que,

R(n−1)/n = e
(n−1)
n

[‖A‖+‖B‖] ≤ e‖A‖+‖B‖.

Justificamos, deste modo, a passagem 4.
Note que

Sn = e(A+B)/n = I + (A+B)/n +
1

2
(A+B)2/(n2) + ....,

e

Tn = eA/neB/n = I + (A+B)/n+
1

2
(A2 +B2 + 2AB)/(n2) + .....

Assim,

Sn − Tn =
1

2n2
(BA−AB) + ...

Usando a expansão em série de potências do operador exponencial, vemos
que ‖Sn − Tn‖ = O(1/n2) a assim que ‖Snn − T nn ‖ → 0 quando n→ ∞.
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♦

Considere uma part́ıcula em Rd descrita por um operador auto-adjunto
de Schrödinger

H = − ~2

2m
4 + V. (2.91)

Lembre que a dinâmica de uma tal part́ıcula é dada pela equação de Schrödinger

i~
∂ψ

∂t
= Hψ. (2.92)

Relembre também que a solução para esta equação, com a condição inicial

ψ|t=0 = ψ0, (2.93)

é dada em termos do operador de evolução U(t) := e−iH t/~ quando

ψ = U(t)ψ0. (2.94)

Usaremos a seguinte notação: dado um operador integral A
vamos denotar por A(x, y) seu núcleo (ou, kernel) integral.

Assim se K é um operador integral, com núcleo K(x, y), ele leva funções
ψ(x) em funções [K(ψ)] (y) = K(ψ)(y) =

∫
K(x, y)ψ(x)dx = φ(y). Ou seja

K(ψ) = φ.
Desta forma, dado ψ(x), temos que φ(y) = V(ψ) (y) = V (y)ψ(y).
O operador V pode ser considerado integral via o núcleo degenerado

V(x, y) = V (x) δy(x). Da mesma forma, eV(x, y) = eV (x) δy(x).
Nosso objetivo neste caṕıtulo é entender o operador de evolução U(t) =

e−iH t/~ obtendo uma conveniente representação de seu núcleo integral. De-
notamos o núcleo integral de U(t) por Ut(x, y) (também chamado de
propagador de x a y).

Fixados t > 0 e pontos x, y, considere a classe dos caminhos φ tais
que φ(0) = x e φ(t) = y. Desejamos descrever o núcleo integral Ut(x, y)
atraves da ação S de caminhos φ em tal classe, ou seja, através de expressões

S(φ, t) =
∫ t
0

{
m
2 |φ̇(s)|2 − V (φ(s))

}
ds.

Uma representação da exponencial da soma de operadores é fornecida
pela Fórmula Produto de Trotter (comforme teorema 2.38). A fórmula pro-
duto de Trotter nos diz que

e−iHt/~ = e
i
(

~
2t

2m
∆−Vt

)

/~
=

s
lim
n→∞

Kn
n , (2.95)
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onde

Kn = e
i~t

2mn
∆e−

iV t
~ n . (2.96)

Note que os operadores −V e 4 não comutam.

Seja o operador Kn = e
i~t

2mn
∆e−

iV t
~n e Kn(x, y) seu núcleo integral.

Denote por e
i ~t∆
2mn (x, y) o kernel integral do operador e

i ~t∆
2mn .

Note que o núcleo integral de A = e−
iV t
~n =

∑
n

1
n! (− iV t

~n )n é A(x, y)

= e−
iV (x)t
~n δy(x).

Vai seguir da próxima proposição que

Kn(x, y) = e
i ~t∆
2mn (x, y)e−

iV (x)t
~ n . (2.97)

Note que

Kn(ψ(x)(y) = e
i ~t∆
2mn ( e−

i V t
~n (ψ(x)) ) =

∫

Rd
( e

i ~t∆
2mn (x, y)e−

iV (x)t
~ n )ψ(x) dx.

Lembre que (Prop. 0.3) se K1 e K2 são operadores integrais (com núcleos
K1 e K2 respectivamente), então o núcleo integral de K = K1K2 é

K(x, y) =

∫

Rd
K2(x, z)K1(z, y)dz. (2.98)

Suponha que K tenha núcleo integral K. Portanto, da proposição 0.3 so-
mos levados a concluir (de modo iterativo) que o núcleo integral do operador
Kn é

Kn(x, y) =

∫

· · ·
∫

K(x, x1)K(x1, x2) · · ·K(xn−2, xn−1)K(xn−1, y) dx1 · · · dxn−1.

Conclúımos dos resultados acima que

Ut(x, y) = lim
n→∞

∫

· · ·
∫

Kn(x, x1) · · ·Kn(xn−2, xn−1)Kn(xn−1, y)dx1 · · · dxn−1. (2.99)

Determinando Ut(x, y) estaremos determinando a ação de e−iHt/~ em
estados ψ.



Seção 2.11 A Integral de Caminho de Feynman 341

No que segue aparecem integrais impróprias que não convergem. Mas
elas convergem no sentido de distribuições. Em geral, Ut(x, y) vai ser um
núcleo no sentido de distribuições.

Vimos anteriormente (seção 1.5) que para toda função de onda ψ bem
comportada vale

(e
i~2t∆
2m ψ)(y) =

(
2πi~ t

m

)−d/2 ∫

Rd
e
im|x−y|2

2~t ψ(y)dy. (2.100)

Logo, substituindo (2.97) e (2.100) em (2.99) temos, definindo x0 = x e
xn = y que (já que (2.100) vale para ∀ψ)

Ut(x, y) = Ut(x0, xn) = lim
n→∞

∫

· · ·

∫ (

2πi~ t

mn

)−d/2

e
imn |xn−xn−1|2

2~t dxn−1e
−i

V (xn−1)t

~n ×

×

(

2πi~ t

mn

)−d/2

e
i mn|xn−1−xn−2|2

2~t dxn−2e
−i

V (xn−2)t

~n × · · · ×

×

(

2πi~ t

mn

)−d/2

e
i mn |x1−x0|2

2~t dx1e
−i

V (x0)t
~n =

= lim
n→∞

∫

· · ·

∫

dx1 · · · dxn−1

(

2πi~ t

mn

)−nd/2

×

× exp





i

~

n−1
∑

k=0

(

mn
|xk+1 − xk|2

2t
− V (xk)

t

n

)



 =

= lim
n→∞

∫

· · ·

∫

e
i
~

Sn
(

2πi~ t

mn

)−nd/2

dx1 · · · dxn−1,

onde

Sn :=

n−1∑

k=0

(
mn

|xk+1 − xk|2
2t

− V (xk)
t

n

)
. (2.101)

Resumidamente,

Ut(x, y) = lim
n→∞

∫
· · ·
∫
e
i
~
Sn

(
2πi~ t

mn

)−nd/2
dx1 · · · dxn−1, (2.102)

com Sn dado por (2.101) e x = x0 e y = xn.
Defina a função linear por partes φn tal que φn(0) = x = x0, φn(t/n)

= x1, · · · , φn(t) = y = xn. Obtemos assim um caminho linear por partes
ligando o ponto inicial x ao ponto final y. Fica assim determinado pelo pro-
cesso de discretização temporal caminhos poligonais que em algum sentido
vão capturar a essencia do fenômeno f́ısico no limite n→ ∞.

Então,

Sn =

n−1∑

k=0

{
m
|φn((k + 1)t/n) − φn(kt/n)|2

2(t/n)2
− V (φn(k t/n))

}
t/n. (2.103)
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Note que Sn é uma soma de Riemann para a ação clássica

S(φn, t) =

∫ t

0

{m
2
|φ̇n(s)|2 − V (φn(s))

}
ds (2.104)

do caminho φn. Assim, fazendo n→ ∞, temos que (2.103) converge a ação
do caminho clássico φ entre o tempo 0 e t:

S(φ, t) =

∫ t

0

{m
2
|φ̇(s)|2 − V (φ(s))

}
ds.

A expressão m
2 |φ̇(s)|2−V (φ(s)) descreve o Lagrangiano do caminho φ(t)

de uma part́ıcula sob a ação de um potencial V .

Assim, no procedimento descrito acima dado φ e n associamos a ele seu
caminho poligonal φn. A seguir fazemos o limite em n da soma de Riemann
até a integral que envolve φ.

Uma descrição heuŕıstica do procedimento acima se faz necessário neste
momento. Existem muitos caminhos diferenciáveis φ ligando em tempo t o
ponto x ao ponto y. Fixado o Hamiltoniano e t > 0 desejamos associar uma
certa medida tomando valores complexos para ”tubos”de posśıveis caminhos
φ. Esta medida teria uma espécie de densidade de tal forma que para cada φ

se associaria o número e
iS(φ,t)

~ , onde S(φ, t) =
∫ t
0

{
m
2 |φ̇(s)|2 − V (φ(s))

}
ds.

Assim, alguns caminhos vão ter um peso relativo maior dependendo de

S(φ, t) que os outros. Note que e
iS(φ,t)

~ não é um número real mas con-
tribuirá via interferencia de forma semelhante ao que mencionamos na seção
1.1. O ponto fundamental é que o kernel do operador integral Ut pode
ser expresso (via uma aproximação em que se discretiza o tempo) quando
n→ ∞ por integrais sobre caminhos poligonais.

Deste modo, mostramos que

Ut(x, y) = lim
n→∞

∫

Pnx,y,t

eiSn/~Dφn, (2.105)

onde Pnx,y,t é o espaço (n− 1)-dimensional dos caminhos φn com φn(0) = x
e φn(t) = y, e que são lineares nos intervalos (kt/n, (k + 1)t/n) para k =
0, 1, . . . , n− 1, e

Dφn =

(
2π i~ t

nm

)−nd/2
dφn(t/n) · · · dφn((n− 1)t/n). (2.106)
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Heuristicamente, quando n→ ∞, então, φn aproxima-se de um caminho
φ, ligando o ponto inicial x ao ponto terminal y (no tempo t), e Sn → S(φ).
Dáı, podemos escrever ”formalmente”

Ut(x, y) =

∫

Px,y,t

ei S(φ,t)/~Dφ. (2.107)

Onde, fixados x, y, t, temos que Px,y,t é um espaço de caminhos de x a y,
definido como

Px,y,t := {φ : [0, t] → Rd :

∫ t

0
|φ̇|2 <∞, φ(0) = x, φ(t) = y}. (2.108)

A equação (2.107) é a Integral de Caminho de Feynman. A expressão
formal envolvendo Dφ não é, de fato, uma integral, na acepção de
Teoria da Medida (conforme [149]), mas uma expressão formal cujo sen-
tido está dado via um limite por 2.105.

Em [128] o autor apresenta uma descrição explicita da integral de cam-
inho no caso do pêndulo.

Para x, y, t fixos o valor da expressão 2.107, quando ~ → 0, é similar a
análise do método da fase estacionária (ver [116]). Este tópico será analisado
nas próximas seções e vai desvendar uma interessante relação (no limite
semiclássico) com o prinćıpio de mı́nima ação.

Observe que se desejássemos calcular para t fixo o traço do operador
integral Ut seria natural calcular

∫
Ut(x, x)dx e assim a integral de caminhos

acima deveria tomar em conta apenas caminhos fechados em Px,x,t

O análogo desta forma integral quântica descrita acima (2.107) em Pro-
cessos Estocásticos é o que se chama de Brownian bridge (ver [239]). Neste
caso não é uma expressão formal e a correspondente medida (real) está bem
definida.

Observamos que não existe do ponto de vista da F́ısica uma trajetória
que varia continuamente e que descreve o caminho seguido pela part́ıcula
quântica. No entanto, o formalismo matemático acima descrito (fazendo de
conta que tal acontece) fornece ferramentas que são usadas com sucesso
em vários problemas que envolvem aplicações importantes da Mecânica
Quântica (ver [184], [394], [122], [397], [316]).

Note que se V = 0 então e−i tH/~ = Kn
n . Logo a sequencia (2.29) deve

ser constante.
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2.10 Sobre a amplitude de Feynman

O formalismo de integrais de caminhos, sobre o qual as amplitudes de Feyn-
man estão baseadas, descreve algumas situações interessantes e esclarece-
doras. Desejamos compara o setting Quântico com o setting Clássico, em
particular com o prinćıpio de mı́nima ação (ver [12], [2], ou [291]).

Considere o seguinte experimento: temos um emissor de fótons (à dire-
ita), um detector (à esquerda), e abaixo um espelho (figura 2.1). Supondo
que temos uma barreira (ao centro) entre o emissor e o detector (assim a
luz emitida não pode ir diretamente para o detector) conclúımos, após uma
análise clássica, que todo fóton que atingiu o detector foi refletido pelo es-
pelho, e além disso, deve ter sido no seu centro, pois o ângulo de incidência
é igual ao ângulo de reflexão, e tanto o emissor como o detector estão a
uma mesma distância da barreira. Isso é o que observamos quando faze-
mos experimentos com um feixe de luz. Entretanto, quando temos apenas
uma part́ıcula, o formalismo das integrais nos mostra um outro aspecto do
fenômeno: devemos considerar todas as trajetórias “posśıveis”para a luz.
Em outras palavras, não devemos supor que a luz anda apenas em linha
reta, e muito menos que ela sabe qual o caminho mais curto! Mas para fins
de simplificação do problema, iremos supor que a luz percorre apenas linhas
retas e a situação que iremos considerar é: um fóton, incidindo e refletindo
em qualquer ângulo e em qualquer ponto do espelho.

Figura 2.1: Dois caminhos para o fóton. Sabe-se que o caminho em que o fóton atinge
o espelho no centro nos fornece o menor tempo, mas não é correto dizer que os outros
pontos são proibidos, ou que nunca irão ocorrer. Teoricamente, é posśıvel que um fóton
atinja outro ponto do espelho (embora a probabilidade seja pequena, e, em grande escala,
descobrimos que as amplitudes de probabilidade destas alternativas se cancelam).

Observamos que o foton não tem uma massa intŕınseca detectável e se
desloca na velocidade da luz; de qualquer forma o racioćınio heuŕıstico que
descrevemos a seguir é esclarecedor.

A prinćıpio pode parecer estranho supor que um fóton atinge uma parte
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qualquer do espelho. Isso nos leva a uma pergunta: como poderia o fóton
saber qual é o caminho mais curto e por que ele escolheria tal caminho? A
figura 2.2 nos fornece um gráfico que indica os tempos necessários para um
fóton sair da fonte e chegar até o detector.

No presente caso V = 0 e S(φ, t) =
∫ t
0

{
m
2 | ˙φ(s)|2

}
ds. Para cada posśıvel

caminho φ a ”densidade complexa”da probabilidade local associada a este
ponto é da ordem de ei

1
~
S(φ,t). Para calcular a probabilidade de um feixe de

caminhos devemos integrar ei
1
~
S(φ,t) nos posśıveis caminhos φ. Na verdade,

esta ”integração”é um limite de somas de Riemann.
Nosso objetivo é mostrar que existe maior probabilidade da part́ıcula

quântica bater na região central do espelho. Ainda, a medida que ~ fica pe-
queno, então esta probabilidade fica cada vez de maior intensidade (quando
comparada com as outras possiveis regiões onde ela bate). Isto pode ser
interpretado como uma justificativa do Prinćıpio de Mı́nima ação clássico
(via o limite semi-clássico). Note que como não existe um potencial V no
problema em consideração, podemos manter, alternativamente, ~ fixo e con-
siderar que massa vai a infinito e a mesma propriedade vai ocorrer.

É natural assumir neste modelo simplificado que a velocidade ‖ ˙φ(s)‖
= c, ∀s, é constante. Se γ(φ) é o comprimento do caminho φ então t c = γ(φ),
onde t é o tempo que o caminho leva de D a S.

Vamos assumir que numa certa região determinada por um feixe de cam-
inhos, a soma

|
200∑

j=1

ei
1
~
S(φj ,tj)|2 = |

200∑

j=1

ei
1
~
tj
m
2
c2 |2 = |

200∑

j=1

ei
1
~

mc
2
γ(φj) |2,

da uma boa aproximação das probabilidade (após normalização) envolvidas.
Com isto queremos dizer que a probabilidade P1 de ser atingida uma região
central do espelho (por exemplo G na figura 2.2 contendo, digamos, dois
pontos de batida) seria aproximadamente

|∑101
k=100 e

i 1
~

mc
2
γ(φk) |2

|∑200
j=1 e

i 1
~

mc
2
γ(φj) |2

,

Por outro lado, a probabilidade P2 de ser atingida uma região localizada
na ponta do espelho (por exemplo M na figura abaixo contendo, digamos
dois pontos de batida) seria aproximadamente

|∑200
k=199 e

i 1
~

mc
2
γ(φk) |2

|∑200
j=1 e

i 1
~

mc
2
γ(φj) |2

.
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Note que o tamanho de M e G no espelho são os mesmos.
Observe que os valores dos comprimentos γ(φk), para k tal que k =

100, 101, são bem menores que os valores dos comprimentos γ(φk), para k
tal k = 199, 200. Mas isto por si só não é suficiente para explicar o fenômeno
a ser entendido.

O valor do quociente P2/P1 deve ser estimado por

|∑101
k=100 e

i 1
~

mc
2
γ(φk) |2

|∑200
j=199 e

i 1
~

mc
2
γ(φj) |2

,

Figura 2.2: Vamos dividir o espelho em partições de mesmo tamanho. (a) Todos os
caminhos posśıveis. (b) Tempos associados aos caminhos. O importante aqui é notar que
a diferença entre os tempos associados a dois pontos do centro, digamos F e G, é menor

do que a diferença entre os tempos associados a dois pontos dos extremos, digamos A e
B. É exatamente isso que determina o fato que no mundo clássico (~ pequeno) apenas
observamos a luz gerando ângulos de incidência e reflexão iguais.

Daremos uma explicação informal sobre o que acontece, devida a Feyn-
man (mais detalhes podem ser vistos em seu livro de divulgação QED: The
strange theory of light and matter, Princeton University Press, 1985). A
reflexão da luz é um fenômeno que envolve uma certa porção do espelho.
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Com isso em mente, observamos o seguinte fato: a diferença entre os tempos
associados a pontos próximos do centro (região entre E e I) é menor do que
a diferença entre os tempos associados a pontos dos extremos do espelho
(perto de A ou M), veja a figura 3. Isso significa que a diferença de fase
entre as exponenciais associadas à amplitude de Feynman (ver a expressão
obtida nas integrais) é pequena para pontos próximos ao centro, e logo temos
amplitudes de probabilidade que contribuem para uma amplitude maior e
logo, uma probabilidade maior; nos extremos, a variação de fase é maior, e
existe uma contribuição menor de amplitudes, o que confere a esses pontos
uma menor probabilidade. Vamos elaborar sobre isto.

De fato, suponha para simplificar que se tenha a diferença γ(φ101) −
γ(φ100) = 0.03 e também a diferença γ(φ200) − γ(φ199) = 0.3.

Assim, obtemos

P2

P1
=

∣∣∣∣∣
1 + ei

1
~

mc
2

0.3

1 + ei
1
~

mc
2

0.03

∣∣∣∣∣,

que por razões elementares de trigonometria é bem pequeno. Note que
1 + ei

1
~

mc
2

0 = 2, é o máximo valor posśıvel de 1 + ei
1
~

mc
2
x (para valores

pequenos positivos de x).

Figura 2.3: A cada caminho posśıvel é associado uma seta de um certo tamanho fixado.
A direção da seta varia a medida que o tempo muda. Nesse sentido, somar amplitudes
está associado a somar setas. Assim vemos que a maior contribuição para a soma total
ocorre entre E e I, onde as direções são quase as mesmas porque os tempos dos caminhos
naquela região são quase os mesmos.

Logo, o centro é a região onde ocorrem pequenas variações de fase e onde
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é posśıvel obter uma amplitude considerável. Observe na expressão acima
que a medida que a massa m cresce (ou, ~ decresce) se amplifica a diferença
entre P1 e P2. E é por isso que podemos dizer, aproximadamente, que a
luz percorre a trajetória em que o tempo é mı́nimo (também, não é dif́ıcil
provar que no caminho onde o tempo é mı́nimo, o ângulo de incidência é
igual ao ângulo de reflexão).

Vamos agora calcular alguns exemplos concretos.

Exemplo 2.22.

Para entendermos o formalismo das integrais de caminho de Feynman,
vamos começar pelo caso mais simples que é o caso de uma part́ıcula livre
em uma dimensão. Sendo assim, a função potencial é identicamente nula,
i.e., V (x) = 0. Consideremos uma partição do intervalo [0, t], digamos
{0, t/n, 2t/n, . . . , (n − 1)t/n, t}, vamos também definir como anteriormente
x = x0 e y = xn.

Neste caso, a ação 2.101 pode ser escrita como

Sn =
n−1∑

k=0

m

2

(xk+1 − xk)
2

(t/n)
.

Portanto, por 2.102 temos

Ut(x, y) = lim
n→∞

∫

· · ·
∫

e
i
~
Sn

(
2πi~ t
mn

)−n/2

dx1 · · · dxn−1 =

= lim
n→∞

∫ ∞

−∞

· · ·
∫ ∞

−∞

(
2πi~ t
mn

)−n/2

e
imn
2~ t

∑n−1
k=0

(xk+1−xk)
2

dx1 · · · dxn−1.

Façamos uma mudanção na variável de integração como segue

yk =
(mn

2~ t

)1/2
xk.

Logo, o propagador tornar-se-à

Ut(x, y) = lim
n→∞

∫ ∞

−∞

· · ·
∫ ∞

−∞

(
2πi~ t
mn

)−n
2 (mn

2~ t

)−
(n−1)

2
ei
∑n−1

k=0
(yk+1−yk)

2

dy1 · · · dyn−1.

Vamos analisar, para cada k ∈ {0, . . . , n − 1}, o resultado da integral
anterior com o intento de encontrar resultados que nos esclareçam sobre o
fenômeno f́ısico subjacente.
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Ora, para n = 2 temos

I1 =

∫ ∞

−∞
dy1e

i[(y1−y0)2+(y2−y1)2] =

∫ ∞

−∞
dy1e

i

[

2
(

y1− y2+y0
2

)2
+ 1

2
(y2−y0)2

]

=

= e
i
2
(y2−y0)2

(
i π

2

)1/2

.

Prosseguindo,

I2 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dy1dy2e

i[(y1−y0)2+(y2−y1)2+(y3−y2)2] =

=

(
i π

2

)1/2 ∫ ∞

−∞
dy2e

i
2
(y2−y0)2+i(y3−y2)2 =

=

(
i π

2

)1/2 ∫ ∞

−∞
dy2e

3i
2

(

y2− y0+2y3
3

)2
+ i

3
(y3−y0)2 =

=

(
i π

2

)1/2(2i π

3

)1/2

e
i
3
(y3−y0)2 =

(
(i π)2

3

)1/2

e
i
3
(y3−y0)2 .

Pelos cálculos de I1 e I2 somos levados a deduzir que

In−1 =

(
(iπ)n−1

n

)1/2

e
i
n
(yn−y0)2 .

Donde que, o propagador Ut(x, y) vem a ser

Ut(x, y) = lim
n→∞

(
2πi~ t

mn

)−n
2 (mn

2~ t

)− (n−1)
2

(
(iπ)n−1

n

)1/2

e
i
n
(yn−y0)2 =

= lim
n→∞

( m

2~ t

)1/2
(iπ)−1/2e

i
n
(yn−y0)2 =1

=
[ m

2i π~ t

]1/2
e−

m
2i~t

(y−x)2 ,

onde yn − y0 = (mn
2 ~ t)

1/2 t.

A igualdade 1 deve-se a mudança de variável de integração feita ante-
riormente, bem como ao fato que definimos x0 = x e xn = y. Portanto, o
propagador para o caso de uma part́ıcula livre movendo-se em uma dimensão
tornar-se-à, finalmente

Ut(x, y) =
[ m

2i π~ t

]1/2
e−

m
2i~t

(x−y)2 .
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Mais geralmente, quando tivermos o caso em que φn(t0) = x = x0 e
φn(t) = y = xn a expressão anterior toma a forma

Ut,t0(x, y) =

[
m

2i π~ (t− t0)

]1/2
e
− m

2i~(t−t0)
(x−y)2

.

Além disso é interessante observar que a expressão de Ut(x, y) pode ser
identificada com uma distribuição gaussiana, cuja variância é proporcional
a
√
t, sendo assim, se tomarmos o limite de t→ t0, obteremos uma Delta de

Dirac em torno da média x0, i.e., Ut(x, y) → δ(x− y), quando t→ 0.

Este fato está de acordo com a nossa intuição sobre o problema em
consideração.

♦

Exemplo 2.23.

O Oscilador Harmônico Simples (OHS) é um dos problemas clássicos
de maior interesse estudados pela mecânica quântica. Neste exemplo va-
mos calcular a integral de Feynman deste sistema com o intento de obter
o propagador Ut(x, y) de um caminho conectando os pontos x(0) = x e
x(t) = y. É produtivo observar que, segundo nossa abordagem, o resultado
será dado em termos de um produto infinito de aproximações parciais de
frações cont́ınuas.

A ação S(x(t)) de um particular caminho conectando os pontos x(0) = x
e x(t) = y determina a amplitude de fase. Para calcular Ut(x, y), devemos
somar (integração) as amplitudes de todos os caminhos. Como vimos no
texto Ut(x, y) é dado por 2.107, onde

S(x(t), t) =

∫ t

0
L(x(s), ẋ(s), s)ds, (2.109)

e L(x(s), ẋ(s), s) é o Lagrangiano do sistema, que no caso de um OHS uni-
dimensional é dado por

L(x, ẋ) = K − V =
1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2. (2.110)

Consideremos como no exemplo 2.22 uma partição do intervalo [0, t] do
tipo {0, t/n, 2t/n, . . . , (n − 1)t/n}. Então, a ação 2.109 pode ser expressa
como o limite de uma soma de Riemann em termos das variáveis de inte-
gração x1, x2, . . . , xn−1 como segue (aqui também estaremos supondo que
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x(0) = x = x0 e x(t) = y = xn)

Sn =
n−1∑

k=0

[
1

2
m

(
xk+1 − xk

(t/n)

)2

(t/n) − V (xk)(t/n)

]
. (2.111)

Estamos agora na posição de substituir 2.111 em 2.102 para iniciar o
processo de integração. Entretanto, façamos a seguinte mudança de variável

y(s) = x(s) − χ(s), (2.112)

onde χ(s) representa o caminho seguido pela part́ıcula clássica (trajetória
clássica) e y(s) representa o afastamento entre os caminhos x(s) e χ(s) (a
variação).

A trajetória χ(s) de um OHS unidimensional clássico sujeito às condições
de fronteira χ(0) = x e χ(t) = y (para cada t fixo) é dada pelo solução da
equação diferencial de segunda ordem

χ̈+ ω2χ = 0, (2.113)

ou seja

χ(s) =
y sin(ωs) + x sin[ω(t− s)]

sin(ωt)
, (2.114)

assim y(0) = y(t) = 0.
Todo este arrazoado foi feito porque é posśıvel mostrar que para qualquer

hamiltoniano quadrático em x e ẋ a mudança de variáveis 2.112 nos permite
separar o propagador em dois fatores, a saber

Ut(x, y) = e
i
~
SCl

∫ 0

0
e
i
~
S(y(t))D[y(t)]. (2.115)

Vamos elaborar sobre isto. Mas antes note que o limite de integração
acima não deve ser tomado literalmente (é apenas uma notação)! Escreve-
mos desta forma apenas para lembrar ao leitor que todos os caminhos y(t)
são nulos nos extremos.

Escrevendo um caminho qualquer φ ∈ Px,y,t como uma variação do cam-
inho clássico φcl, φ = φcl + φvar, onde φvar ∈ P0,0,t, temos

S (φ, t) = S (φcl + φvar, t) =

∫ t

0

m

2
|φ̇cl + φ̇var |2 −

mω2

2
|φcl + φvar|2ds =

= S (φcl, t) + S (φvar, t) +

∫ t

0

[
m
〈
φ̇cl, φ̇var

〉
−mω2 〈φcl, φvar〉

]
ds =
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= S (φcl, t) + S (φvar, t) −
∫ t

0
m
[〈
φ̈cl, φvar

〉
+ ω2 〈φcl, φvar〉

]
ds+

+
〈
φ̇cl, φvar

〉∣∣∣
t

0︸ ︷︷ ︸
=0

⇒ S (φ, t) = S (φcl, t) + S (φvar, t) (2.116)

onde usamos que o caminho clássico satisfaz as equações de Euler-Lagrange
φ̈cl = −ω2φcl.

Pode ser mostrado que a ação clássica é dada por

S(φcl, t) =
ω

2 sin(ωt)
[(x2 + y2) cos(ωt) − 2xy]. (2.117)

Toda dificuldade reside em calcular o segundo termo de 2.115. Agora, o
termo integrando de 2.115 pode ser resolvido utilizando-se a expressão 2.102
e 2.111, no que consiste

u0 = lim
n→∞

( mn

2π i ~t

)n/2
∫ ∞

−∞

· · ·
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

e
imn
2~t

∑n−1
k=0

[

(yk+1−yk)
2−ω2( t

n )
2
y2k

]

×

×dy1dy2 . . . dyn−1, (2.118)

onde y0 = y(0) = 0 e yn = y(t) = 0.
Procedendo de forma análoga ao que fizemos no exemplo 2.22 vamos

analisar o resultado da integral iterada para cada valor de k. A integração
sobre y1 envolvem somente aqueles termos da soma que contém y1 todos
os outros são tratados como constantes e podem ser fatorados. Assim, a
integral em y1 assume a forma

I1 =

∫ ∞

−∞
e
imn
2~t

[

(y2−y1)2+(y1−y0)2−ω2( tn )
2
y21

]

dy1. (2.119)

Tal integração é resolvida completando-se os quadrados no expoente (ou
utilizando-se um recurso de computação algébrica, onde podemos citar o
Mathematica que particularmente usamos.) obtemos

I1 = c1

( mn

2π i~ t

)−1/2
e
imn
2~t

[

(y22+y
2
0)− 1

γ
(y2+y0)2

]

, (2.120)

onde c1 =
√

1/γ e onde

γ := 2 − (ωt)2

n2
(2.121)
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A segunda integral (envolvendo y2) pode ser escrita como

I2 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

exp

[(
imn

2~t

)
(
(y3 − y2)

2 + (y2 − y1)
2 + (y1 − y1)

2
)
]

×

× exp

[(
imn

2~t

)(

−ω2

(
t

n

)2

y21 − ω2

(
t

n

)2

y22 − ω2

(
t

n

)2

y23

)]

dy1dy2.

Agora, levado em conta a equação 2.120 vem que a expressão anterior
tornar-se-á

I2 = c1

( mn

2π i~t

)−1/2
∫ ∞

−∞
e
im n
2~t

[

(y3−y2)2−ω2( tn)
2
y22

]

×

×e
imn
2~t

[

(y22+y
2
0)− 1

γ
(y2+y0)2

]

dy2, (2.122)

cuja solução é

I2 = c2

( mn

2π i~t

)−1/2
c1

( mn

2π i~t

)−1/2
×

×e
imn
2~t

[

(y23+(1−1/γ)y20)−
(

1

(γ− 1
γ )

)

(

y3+
(

1
γ

)

y0
)2
]

, (2.123)

onde c2 =
√

1
γ− 1

γ

. Este procedimento é repetido para todo yk até yn−1.

Após poucas integrações um padrão já aparece. A p-ésima constante cp,
pode ser escrita como:

cp =

√√√√√
1

γ − 1
γ− 1

.. .p

, (2.124)

onde o śımbolo p indica que o padrão segue até o p-ésimo denominador. O
radicando em 2.124 é reconhecido como a p-ésima aproximação parcial da
fração cont́ınua,

c2∞ =
1

γ − 1
γ− 1

...

, (2.125)

onde a fração extende-se a um número infinito de denominadores. Após
n − 1 integrações, o resultado do processo de integração multiplicado pelo
fator normalizante (mn/2π i~t)n/2 é

cn−1cn−2 · · · c1
( mn

2π i~t

)−(n−1)/2
e
imn
2~t [(y2n+Fn−1y20)−c2n−1(yn+

∏n−1
j=1 c

2
jy0)]×
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×
( mn

2π i~t

)n/2
, (2.126)

onde Fn−1 é uma função finita de um número finito de aproximações parciais
da fração cont́ınua c2∞. Mas, como mancionamos anteriormente y0 e yn
devem ser ambos nulos, portanto vale que

e
im n
2~t [(y2n+Fn−1y20)−c2n−1(yn+

∏n−1
j=1 c

2
jy0)] = 1. (2.127)

Assim, substituindo 2.126 em 2.115 o propagador fica

Ut(x, y) =
( m

2π i~t

)1/2
e
i
~
SCl lim

n→∞


n

n−1∏

p=1

c2p



1/2

. (2.128)

Escrevendo esta mesma expressão explicitamente em termos de γ vem

Ut(x, y) =
( m

2π i ~t

)1/2

e
i
~
SCl lim

n→∞












n
1

γ

1

γ − 1
γ

1

γ − 1

γ− 1
γ

. . .
1

γ − 1

γ− 1

γ− 1

γ− 1

. . .n−1












1/2

.

(2.129)

Resolver o limite que aparece em 2.129 não é trivial pois γ = γ(n) (veja
2.121). Após um enfadonho trabalho, utilizando um recurso de computação
algébrica, é posśıvel mostrar que

lim
n→∞


n

n−1∏

p=1

c2p



1/2

=

√
ωt

sin(ωt)
. (2.130)

Usando o limite 2.130 teremos que a forma final para o propagador do
OHS unidimensional será

Ut(x, y) =

(
mω

2π i~ sin(ωt)

)1/2

e
imω

2~ sin(ωt) [(x
2+y2) cos(ωt)−2xy]. (2.131)

♦
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2.11 Um paralelo com o Movimento Browniano

O movimento Browniano unidimensional (começando no ponto x0 ∈ R)
é processo descrito por uma famı́lia Xt, t ≥ 0, que ,”simplificadamente”,
afirma que a probabilidade de encontrar uma part́ıcula na reta no tempo t
na intervalo [a, b], dado que no tempo 0 estava em x0, é dada por

∫ b

a

1√
t
√

2π
e

−(x−x0)
2

2 t dx = P (Xt ∈ [a, b]).

Referimos o leitor a [239] e [252] para uma descriçao mais completa,
precisa e formal do assunto.

Note que quando t se aproxima de zero a probabilidade associada a
Xt se aproxima da Delta Dirac em x0. A densidade de probabilidade

1√
t
√
2π
e

−(x−x0)
2

2 t descreve uma Gaussiana de média x0 e variância
√
t. A me-

dida que t cresce a part́ıcula tem maior probabilidade de ser encontrada em
regiões mais distantes de x0. A analogia com a part́ıcula livre da Mecânica
Quântica é transparente.

Note que φ(t, x) = 1√
t
√
2π
e

−(x−x0)
2

2 t satisfaz a equação do calor

∂φ

∂t
=

1

2

∂2φ

∂x2
.

Considere uma função continua V : R → R. Então, existe uma função
Q(x, t), tal que, para todo t e todo intervalo [a, b]

E {e
∫ t
0 V (Xt) : Xt ∈ [a, b] } =

∫ b

a
Q(t, x)dx.

A função Q(x, t) satisfaz (ver chapter 15 em [253] e [238]) a equação
parcial

∂Q

∂t
=

1

2

∂2Q

∂x2
+ V Q.

Em resumo, existe uma certa analogia entre a Teoria das Difusões em
Processos Estocásticos ([253] chapter 15.11 or [236]) e a Mecânica Quântica
(ver [341] ou Lecture 14 in [83]). Na equação diferencial parcial associada

a cada correspondente sistema existe uma mudança de sinal, ou seja, 1
2
∂2Q
∂x2

troca para −1
2
∂2Q
∂x2

.

Para todo t fixo, o operador et
1
2
∂2Q

∂x2 , é estocástico (leva densidades em
densidades). Na Mecânica Quântica os operadores unitários (por exemplo
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et i
1
2
∂2Q

∂x2 ) desempenham o papel dos operadores estocásticos (levando ele-
mentos da bola unitária do espaço de Hilbert no mesmo conjunto).

Os estados estacionários da Mecânica Quântica são os análogos dos es-
tados estacionários da Teoria dos Processos de Difusão (ver [253] chapter
15.5). Uma interessante discussão sobre o assunto aparece em [172].

Os caminhos que trata a integral de Feymann desempenham um papel
similar aos caminhos amostrais do movimento Browniano (ver [252]). O
teorema de Feymann-Kac (ver [192] Theorem 20.3, [424] ou [253] chapter 15)
descreve um resultado de fundamental importância na Teoria dos Processos
Estocásticos e possui forte analogia com o que descrevemos na seção anterior.
Referimos o leitor a [82], [238], [81], [256], e [114] que são referências muito
interessantes que exploram a analogia existente entre os resultados de uma
e outra teoria.

A formulação da Mecânica Quântica Estocástica de Nelson (ver [357],
[326], [173], [333], [332], [434]) tenta descrever a evolução dinâmica de |ϕ|2
onde ϕ é um estado. Ou seja, em prinćıpio não se está interessado na fase
do estado ϕ.

Nesta formulação se considera a equação diferencial estocástica (uma
equação de um processo de difusão)

DX = V dt+Ddt +
~

2m
DBt, t ≥ 0,

onde V é o potencial, D uma constante e dBt é o derivado do movimento
Browniano.

Dada uma condição inicial ρ̃ = |ϕ|2, se está interessado na evolução
temporal ρ̃t,= |ϕt|2, t ≥ 0, onde ϕt é a evolução dinamica do semigrupo

e
−t i
~

H associado ao Hamiltoniano H. Esta evolução de ρ̃t, t ≥ 0, é descrita
por uma equação diferencial parcial conforme [104] (ver também Teorema
2.46 mais ao fim do texto).

Uma resultado interessante descrevendo a quantização natural de uma
cadeia de Markov com tempo continuo e estado discreto ao cenário quantico
aparece em [188]. Este ultimo vai corresponder a descrição de uma cadeia
de spin quanticos sob a ação de um certo Hamiltoniano.

Sobre o tópico de cadeias de Markov quanticas a tempo continuo, refer-
imos o leitor a [82], [74], [369], [59] and [246].
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2.12 Integral de caminho na Mecânica Estat́ıstica Quântica

Vamos agora derivar uma representação por integrais de caminho para o

núcleo integral de exp
[
−β

~H
]
. Esta expressão aparece em Mecânica Es-

tat́ıstica Quântica.

Considere o sistema descrito pelo Hamiltoniano H = − ~2

2m∆ + V (x). Para

obtermos uma representação para o núcleo integral de exp
[
−β

~H
]

por in-

tegrais de caminho basta notar que este operador é exatamente igual ao
operador de evolução temporal, U (t) = exp

[
−iHt~

]
, se pensarmos em β

como um tempo imaginário, i.e., se fizermos t = −iβ.
Seguindo a “receita”da seção 2.9, obtemos, pela fórmula de Trotter

eλ(A+B) = s- lim
n→∞

(
e
λ
n e

λ
n
B
)n
,

que o operador exp
[
−β

~H
]

pode ser escrito como

e−
β
~
H = e

β~
2m

∆−β
~
V (x) = s- lim

n→∞
Kn
n , (2.132)

onde Kn = exp
[
β~
2mn∆

]
exp

[
− β

~nV (x)
]
.

Lembramos que dados dois operadores integrais K1 e K2, cujos núcleos inte-
grais são K1 e K2 respectivamente, temos que o núcleo integral de K = K1K2

é

K (x, y) =

∫

Rd
K2 (x, z)K1 (z, y) dz.

Logo podemos escrever

e−
β
~
H (x, y) = lim

n→∞

∫

Rd
...

∫

Rd
Kn (x, xn−1) ...Kn (x1, y) dxn−1...dx1,

(2.133)

onde Kn (x, y) é o núcleo integral de Kn. Como os núcleos de ei
~t

2mn
∆ e

e−i
t
~n
V são, respectivamente

(
2πi~t

mn

)− d
2

exp

[
imn|x− y|2

2~t

]
e exp

[
−i t

~n
V (x)

]
δy (x) ,

obtemos, fazendo t = −iβ,

e
β~

2mn
∆ (x, y) =

(
2π~β

mn

)− d
2

exp

[−mn|x− y|2
2~β

]
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e

e−
β
~n
V (x, y) = exp

[
− β

~n
V (x)

]
δy (x) .

As expressões acima nos permitem escrever (2.133) como

e−
β
~
H (x, y) = lim

n→∞

∫

Rd
...

∫

Rd

(
2πβ~

m

)−n d
2

exp

[
−Sen

~

]
dx1...dxn−1,

(2.134)
onde

Sen =

n−1∑

k=0

mn|xk+1 − xk|2
2β

+ V (xk)
β

n
,

com x0 = x e xn = y.

Definindo a função poligonal φn, linear em
(
kβ
n ,

(k+1)β
n

)
, k = 0, 1, ..., n − 1,

tal que φn

(
kβ
n

)
= xk, k = 0, 1, ..., n, vemos que Sen é uma soma de Riemann

da integral

Se (φn, β) =

∫ β

0

[m
2
|φ̇ (s) |2 + V (φ (s))

]
ds. (2.135)

Mostramos, assim, que

e−
β
~
H (x, y) = lim

n→∞

∫

Pnx,y,β

exp

[
−Sen

~

]
Dφn = (formal)

∫

Px,y,β

exp

[
−Se (φ, β)

~

]
Dφ (2.136)

onde Pnx,y,β é o espaço dos caminhos poligonais φn lineares em(
kβ
n ,

(k+1)β
n

)
, k = 0, 1, ..., n − 1, tais que φn (0) = x e φn (β) = y,

Dφn =

(
2π~β

mn

)−n d
2

dφn

(
β

n

)
...dφn

(
(n− 1) β

n

)
,

Px,y,β é o espaço de caminhos de x a y (em tempo imaginário β) e Dφ rep-
resenta formalmente uma medida neste espaço.

3. Usando o resultado anterior vamos calcular Z (β) = tr exp
[
−β

~H
]
.
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Lembrando que se K é uma função cont́ınua em R2d, e o operador inte-
gral K (que tem núcleo é K ) é trace class, então pela seção 1.10, temos
que

trK =

∫

Rd
K (x, x) dx. (2.137)

Encontramos anteriormente uma representação para o núcleo integral do

operador exp
[
−β

~H
]
. Se este for cont́ınuo temos, por (16)

Z (β) = tr exp

[
−β
~
H

]
=

∫

Rd
exp

[
−β
~
H

]
(x, x) dx =

∫

Rd

{∫

Px,x,β

exp

[
−Se (φ, β)

~

]
Dφ

}
dx.

Dizemos que um caminho φ : [0, β] → Rd é periódico e tem peŕıodo β se
φ(0) = φ(β).

Se interpretamos a integral de caminhos (2.136) como a ”soma”sobre
todos os caminhos saindo de x ∈ Rd e chegando a y ∈ Rd em um tempo
(imaginário) β, devemos interpretar a integral (2.137) como a soma sobre
todos os caminhos saindo de algum ponto x ∈ Rd, e voltando a este mesmo
ponto, depois de um tempo β, ou seja, a soma sobre todos os caminhos
periódicos com periodo β

Z (β) =

∫

φ caminho com peŕıodo β
exp

[
−Se (φ, β)

~

]
Dφ. (2.138)

O assintótico da expressão quando ~ → 0 esta associado ao método de
Laplace.

2.13 Cálculo das Variações em espaços de funções

Nesta seção vamos apresentar brevemente vários cálculos que serão necessários
nas seções subsequentes. Referimos o leitor a [191] para mais detalhes.

Vamos denotar por X um espaço de Banach real genérico e considerar
um funcional S : X → R. Em cada exemplo vamos explicitar quem é o X
a ser considerado. Em geral X é um espaço de funções. O espaço tangente
no ponto ψ ∈ X é denotado por Tψ(X).
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Em algum momento futuro no texto o espaço X poderá denotar uma
variedade diferenciável modelada em um espaço de Banach. Neste caso
Tψ(X) não será isomorfo a X.

Abaixo, a = (a1, a2, .., ad), ak ∈ N, e |a| =
∑d

k=1 ak. Vamos denotar ∂a

por ∂a = ∂a1x1 ∂
a2
x2 ... ∂

ad
xd
.

Definição 2.28. Seja B um domı́nio aberto em Rd e s ∈ N. O espaço de
Sobolev Hs(B,Rm) é o conjunto

Hs(B,Rm) = {ψ : B → Rm | ∂aψ ∈ L2(B,Rm)), ∀a, |a| < s},

Este espaço se torna um espaço de Hilbert mediante o produto interno
[191] [439]

< φ,ψ >=
∑

|a|<s
< ∂aφ, ∂aψ > .

Dados φ ∈ X e ξ, η ∈ TφX, denotaremos por φλ,µ ∈ X a variação de φ
nas direções ξ e η. A variação de φ apenas na direção ξ, φλ,0, será denotada
por φλ. Assumimos que φ0,0 = φ.

Por exemplo, fixado φ : [0, 2π] → C podemos considerar ξ = cos e
η = sin .

Assim, φλ,µ(t) = φ(t) + λ ξ(t) + µ η(t) = φ(t) + λ cos(t) + µ sin(t). Esta
em particular seria uma variação com extremos fixos.

Vamos assumir que estas variações são diferenciáveis e portanto para
todo t

∂

∂λ
φλ,µ|λ=0,µ=0(t) = ξ(t),

e
∂

∂µ
φλ,µ|λ=0,µ=0(t) = η(t).

Definição 2.29. Dada S : X → R uma função definida em um espaço
de Banach X considere um elemento φ fixado em X. Dizemos que S é
diferenciável em φ, se existe um funcional linear em X, denotado por ∂S(φ) :
X → R tal que para cada variação linear φλ de φ na direção ε, vale

d

dλ
S(φλ)|λ=0 = ∂S(φ)(ε).

Ou seja, só iremos considerar variações da forma λε+ µη, λ, µ ∈ R.
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Um funcional linear limitado num espaço de Hilbert é caracterizado por
um vetor. Neste caso, denotamos tambem tal vetor por ∂S(φ). Assim, neste
caso

d

dλ
S(φλ)|λ=0 =< ∂S(φ), ε > .

Este conceito é conhecido como derivada de Gâteaux.

Estamos interessados nos pontos cŕıticos de S, ou seja, onde a derivada
é zero.

Definição 2.30. Dada S : X → R uma função definida em um espaço de
Banach X considere um elemento φ fixado em X. Dizemos que S é duas
vezes diferenciável em φ, se existe um funcional linear em TφX tomando
valores em (TφX)∗ , denotado por ∂2S(φ) tal que para cada variação φλ,µ
de φ na direção ε e η, vale

∂2

∂λ ∂µ
S(φλ,µ)|λ=0,µ=0 = [∂2S(φ)(η)] (ε).

Um funcional linear limitado no espaço de Hilbert TφX é caracterizado
por um vetor. Neste caso, para cada η, denotamos tambem tal vetor por
∂S2(φ) (η). Assim, neste caso

∂2

∂λ ∂µ
S(φλ,µ)|λ=0,µ=0 =< ∂2S(φ)(η) , ε > .

Vamos ilustrar a teoria com vários exemplos interessantes. Alguns deles
serão utilizados nas proximas seções.

1. X = L2 ([a, b] ;R). Fixada f ∈ X, considere o funcional S : X → R
definido por

S [φ] =

∫ b

a
f (x)φ (x) dx.

A derivada variacional de S em φ é o funcional linear ∂Sφ : X → R dado
por

∂Sφ [ξ] =
∂S [φλ]

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

=
∂

∂λ

∫ b

a
f (x)φλ (x) dx

∣∣∣∣
λ=0

=

∫ b

a
f (x)

∂φλ (x)

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

dx =

∫ b

a
f (x) ξ (x) dx

⇒ ∂Sφ [ξ] =

∫ b

a
f (x) ξ (x) dx.
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2. A segunda variação de S em φ é a aplicação S′′
φ : X → (X)∗ , ou de

maneira equivalente a forma bilinear S′′
φ : X ×X → R, definida por

S′′
φ (η, ξ) =

∂2S [φλ,µ]

∂µ∂λ

∣∣∣∣
λ=µ=0

=
∂

∂µ

[
∂Sφµ [ξ]

]∣∣∣∣
µ=0

=
∂

∂µ

∫ b

a
f (x) ξ (x) dx

∣∣∣∣
µ=0

= 0

⇒ S′′
φ (η, ξ) = 0.

3. Dada V : Rm → R cont́ınua tal que V (0) = 0, seja

X =
{
φ : Rd → Rm | tem suporte compacto eV ◦ φ ∈ L1

(
Rd
)}

.

Considere o funcional S : X → R definido por

S [φ] =

∫

Rd
V (φ (x)) dx.

A derivada variacional de S em φ é o funcional linear ∂Sφ : TφX → R dado
por

∂Sφ [ξ] =
∂S [φλ]

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

=
∂

∂λ

∫

Rd
V (φλ (x)) dx

∣∣∣∣
λ=0

=

∫

Rd

m∑

j=1

∂V

∂φλj

∂φλj
∂λ

∣∣∣∣∣∣
λ=0

dx =

∫

Rd
〈∂φV, ξ〉 dx

⇒ ∂Sφ [ξ] =

∫

Rd

〈
∂φ(x)V, ξ (x)

〉
dx,

onde ∂φV é um vetor do Rm cujas coordenandas são ∂V
∂φj

∣∣∣
φ

e 〈·, ·〉 denota o

produto interno usual do Rm.
A segunda variação de S em φ é a aplicação S′′

φ : TφX → (TφX)∗ , ou de
maneira equivalente a forma bilinear S′′

φ : TφX × TφX → R, definida por

S′′
φ (η, ξ) =

∂2S [φλ,µ]

∂µ∂λ

∣∣∣∣
λ=µ=0

=

∂

∂µ

[
∂Sφµ [ξ]

]∣∣∣∣
µ=0

=
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∂

∂µ

∫

Rd

〈
∂φµ(x)V, ξ (x)

〉
dx

∣∣∣∣
µ=0

=

∫

Rd

m∑

i,j=1

∂φµi
∂µ

∂2V

∂φµi∂φµj
ξidx

∣∣∣∣∣∣
µ=0

=

∫

Rd

〈
D2
φV η, ξ

〉
dx

⇒ S′′
φ (η, ξ) =

∫

Rd

〈
D2
φ(x)V η (x) , ξ (x)

〉
dx,

onde D2
φV é a matriz m×m cujos elementos são ∂2V

∂φi∂φj

∣∣∣
φ
, ou seja a matriz

Hessiana do potencial V em φ.

A expressão acima está bem definida num espaço de Banach. Se con-
siderarmos a função S definida numa variedade modelada num espaço de
Banach se pode obter o conceito análogo (e resultados semelhantes) mas
isto não será tratado aqui (ver por exemplo [269]).

4. X = H1
(
Rd
)
. Considere o funcional S : X → R definido por

S [φ] =

∫

Rd

1

2
|∇φ (x) |2dx.

A derivada variacional de S em φ é o funcional linear ∂Sφ : X → R dado
por

∂Sφ [ξ] =
∂S [φλ]

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

=

∂

∂λ

∫

Rd

1

2
|∇φλ (x) |2dx

∣∣∣∣
λ=0

=

∫

Rd

〈
∇φλ,∇

∂φλ
∂λ

〉∣∣∣∣
λ=0

dx =

∫

Rd
〈∇φ,∇ξ〉 dx

= (∇φ) ξ|Rd︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫

Rd
(∆φ) ξdx =

∫

Rd
(−∆φ) ξdx

⇒ ∂Sφ [ξ] =

∫

Rd
(−∆φ (x)) ξ (x) dx,

onde 〈·, ·〉 denota o produto interno usual do Rd. Aqui usamos que o produto
(∇φ) ξ tende a zero no infinito, já que φ, ξ ∈ H1

(
Rd
)
.
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A segunda variação de S em φ é a aplicação S′′
φ : X → (X)∗ , ou de

maneira equivalente a forma bilinear S′′
φ : X ×X → R, definida por

S′′
φ (η, ξ) =

∂2S [φλ,µ]

∂µ∂λ

∣∣∣∣
λ=µ=0

=

∂

∂µ

[
∂Sφµ [ξ]

]∣∣∣∣
µ=0

=
∂

∂µ

∫

Rd
(−∆φµ (x)) ξ (x) dx

∣∣∣∣
µ=0

=

∫

Rd

(
−∆

∂φµ
∂µ

)
ξ

∣∣∣∣
µ=0

dx =

∫

Rd
(−∆η) ξdx

⇒ S′′
φ (η, ξ) =

∫

Rd
(−∆η (x)) ξ (x) dx.

5. Sejam a, b ∈ Rm, X =
{
φ ∈ C1 ([0, T ] ;Rm) /φ (0) = a, φ (T ) = b

}
.

Seja E = C1((0, T ],Rm) que é um espaço de Banach com a norma C1.
Então X é um subespaço fechado de E que também é de Banach.

Temos então TφX =
{
ξ ∈ C1 ([0, T ] ;Rm) /ξ (0) = ξ (T ) = 0

}
. Considere

o funcional S : X → R definido por

S [φ] =

∫ T

0

[
1

2
m|φ̇ (t) |2 − V (φ (t))

]
dt,

onde V : Rm → R é uma função cont́ınua. A derivada variacional de S em
φ é o funcional linear ∂Sφ : TφX → R dado por

∂Sφ [ξ] =
∂S [φλ]

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

=

∂

∂λ

∫ T

0

[
1

2
m|φ̇λ (t) |2 − V (φλ (t))

]
dt

∣∣∣∣
λ=0

=

∫ T

0

m∑

j=1

[
mφ̇λj

∂φ̇λj
∂λ

− ∂V

∂φλj

∂φλj
∂λ

]

λ=0

dt =

=

∫ T

0

[
m
〈
φ̇, ξ̇
〉
− 〈∂φV, ξ〉

]
dt =

m
〈
φ̇, ξ
〉∣∣∣
T

0︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ T

0

[
−
〈
mφ̈, ξ

〉
− 〈∂φV, ξ〉

]
dt
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=

∫ T

0

〈
−mφ̈− ∂φV, ξ

〉
dt

⇒ ∂Sφ [ξ] =

∫ T

0

〈
−mφ̈ (t) − ∂φ(t)V, ξ (t)

〉
dt,

onde ∂φV é um vetor do Rm cujas coordenandas são ∂V
∂φj

∣∣∣
φ

e 〈·, ·〉 denota o

produto interno usual do Rm.

Tomando φλ,µ = φ0 + λξ + µη, obtemos
∂φλ,µ
dλ |λ=0 = ξ, para todo µ.

A segunda variação de S em φ é a aplicação S′′
φ : TφX → (TφX)∗ , ou de

maneira equivalente a forma bilinear S′′
φ : TφX × TφX → R, definida por

S′′
φ (η, ξ) =

∂2S [φλ,µ]

∂µ∂λ

∣∣∣∣
λ=µ=0

=
∂

∂µ
[∂Sφλ [ξ]]

∣∣∣∣
µ=0

=

∂

∂µ

∫ T

0

〈
−mφ̈µ (t) − ∂φµV (t) , ξ (t)

〉
dt

∣∣∣∣
µ=0

=

∫ T

0

m∑

j=1

[
−m∂φ̈µj

∂µ
−

m∑

i=1

∂φµi
∂µ

∂2V

∂φµi∂φµj

]
ξj

∣∣∣∣∣∣
µ=0

dt

=

∫ T

0

〈
−mη̈ −D2

φV η, ξ
〉
dt

⇒ S′′
φ (η, ξ) =

∫ T

0

〈[
−m d2

dt2
−D2

φ(t)V

]
η (t) , ξ (t)

〉
dt,

onde D2
φV é a matriz m×m cujos elementos são ∂2V

∂φi∂φj

∣∣∣
φ
, ou seja a matriz

Hessiana do potencial V em φ.

6. X como em (5). Considere o funcional S : X → R definido por

S [φ] =

∫ T

0
L
(
φ (t) , φ̇ (t)

)
dt,

onde L : Rm × Rm → R é uma função duas vezes diferenciável. A derivada
variacional de S em φ é o funcional linear ∂Sφ : TφX → R dado por

∂Sφ [ξ] =
∂S [φλ]

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

=
∂

∂λ

∫ T

0
L
(
φλ (t) , φ̇λ (t)

)
dt

∣∣∣∣
λ=0

=
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∫ T

0

∂

∂λ
L
(
φλ, φ̇λ

)∣∣∣∣
λ=0

dt =

∫ T

0

m∑

j=1

[
∂L

∂φλj

∂φλj
∂λ

+
∂L

∂φ̇λj

∂φ̇λj
∂λ

]

λ=0

dt =

∫ T

0

[
〈∂φL, ξ〉 +

〈
∂φ̇L, ξ̇

〉]
dt =

〈
∂φ̇L, ξ

〉∣∣∣
T

0︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ T

0

〈
∂φL− d

dt
∂φ̇L, ξ

〉
dt =

∫ T

0

〈
∂φL− d

dt
∂φ̇L, ξ

〉
dt

⇒ ∂Sφ [ξ] =

∫ T

0

〈
∂φL

(
φ (t) , φ̇ (t)

)
− d

dt
∂φ̇L

(
φ (t) , φ̇ (t)

)
, ξ (t)

〉
dt,

onde ∂φL e ∂φ̇L são vetores do Rm cujas coordenadas são, respectivamente,

∂L
∂φj

∣∣∣
(φ,φ̇)

e ∂L
∂φ̇j

∣∣∣
(φ,φ̇)

e 〈·, ·〉 denota o produto interno usual do Rm.

A segunda variação de S em φ é a aplicação S′′
φ : TφX → (TφX)∗ , ou de

maneira equivalente a forma bilinear S′′
φ : TφX × TφX → R, definida por

S′′
φ (η, ξ) =

∂2S [φλ,µ]

∂µ∂λ

∣
∣
∣
∣
λ=µ=0

=
∂

∂µ

[
∂Sφµ [ξ]

]
∣
∣
∣
∣
µ=0

=

∂

∂µ

∫ T

0

〈

∂φµL− d

dt
∂φ̇µ

L, ξ

〉

dt

∣
∣
∣
∣
µ=0

=

∫ T

0

m∑

j=1

[
m∑

i=1

∂φµi

∂µ

∂2L

∂φµi∂φµj

+
m∑

i=1

∂φ̇µi

∂µ

∂2L

∂φ̇µi∂φµj

−
m∑

i=1

d

dt

(

∂φµi

∂µ

∂2L

∂φµi∂φ̇µj

)

−
m∑

i=1

d

dt

(

∂φ̇µi

∂µ

∂2L

∂φ̇µi∂φ̇µj

)]

ξj

∣
∣
∣
∣
∣
µ=0

dt =

∫ T

0

〈

D2
φLη +D2

φ̇φLη̇ −
d

dt

[

D2
φφ̇Lη

]

− d

dt

[

D2
φ̇Lη̇

]

, ξ

〉

dt

=

∫ T

0

〈

D2
φLη +D2

φ̇φLη̇ −D2
φφ̇Lη̇

︸ ︷︷ ︸

=0

− d

dt

[

D2
φφ̇L

]

η − d

dt

[

D2
φ̇L
]

η̇ −D2
φ̇Lη̈, ξ

〉

dt =

∫ T

0

〈

D2
φLη −

d

dt

[

D2
φφ̇L

]

η − d

dt

[

D2
φ̇L
]

η̇ −D2
φ̇Lη̈, ξ

〉

dt

⇒ S′′
φ (η, ξ) =

∫ T

0

〈[

D2
φL− d

dt

(

D2
φφ̇L

)

− d

dt

(

D2
φ̇L
) d

dt
−D2

φ̇L
d2

dt2

]

η, ξ

〉

dt,

onde D2
φL, D2

φφ̇
L, D2

φ̇φ
L e D2

φ̇
L são matrizes m ×m cujos elementos são,

respectivamente, ∂2L
∂φi∂φj

∣∣∣
(φ,φ̇)

, ∂2L
∂φi∂φ̇j

∣∣∣
(φ,φ̇)

, ∂2L
∂φ̇i∂φj

∣∣∣
(φ,φ̇)

∂2L
∂φ̇i∂φ̇j

∣∣∣
(φ,φ̇)

. Aqui

usamos que D2
φφ̇
L = D2

φ̇φ
L uma vez que L é duas vezes diferenciável.
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7. Sejam f, g ∈ H1
(
Rd,Rm

)
,

X =
{
φ ∈ H1

(
Rd × [0, T ] ,Rm

)
/φ (x, 0) = f (x) ,

φ (x, T ) = g (x)}. Temos

TφX =
{
ξ ∈ H1

(
Rd × [0, T ] ,Rm

)
/ξ (x, 0) = ξ (x, T ) = = 0} .

Considere o funcional S : X → R definido por

S [φ] =

∫ T

0

∫

Rd

[
−1

2
|∂tφ (x, t) |2 +

1

2
‖∇φ (x, t) ‖2 + V (φ (x, t))

]
dxdt,

onde V : Rm → R é uma função cont́ınua, | · | é a norma euclidiana do Rm

e ‖ · ‖ a norma euclidiana do Rdm. A derivada variacional de S em φ é o
funcional linear ∂Sφ : TφX → R dado por

∂Sφ [ξ] =
∂S [φλ]

∂λ

∣
∣
∣
∣
λ=0

=
∂

∂λ

∫ T

0

∫

Rd

[

−1

2
|∂tφλ|2 +

1

2
‖∇φλ‖2 + V (φλ)

]

dxdt

∣
∣
∣
∣
λ=0

=

∫ T

0

∫

Rd

m∑

j=1

[

−
∂φλj

∂t

∂

∂t

(
∂φλj

∂λ

)

+
d∑

k=1

[
∂φλj

∂xk

∂

∂xk

(
∂φλj

∂λ

)]

+
∂V

∂φλj

∂φλj

∂λ

]

λ=0

dxdt =

∫ T

0

∫

Rd

m∑

j=1

[

−∂φj
∂t

∂ξj
∂t

+

d∑

k=1

[
∂φj
∂xk

∂ξj
∂xk

]

+
∂V

∂φj
ξj

]

dxdt =

∫

Rd

m∑

j=1

−∂φj
∂t

ξj

∣
∣
∣
∣
∣

T

0

dx

︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ T

0

m∑

j=1

(∇φj) ξj
∣
∣
∣
∣
∣
Rd

dt

︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ T

0

∫

Rd

m∑

j=1

[

∂2φj
∂t2

−
d∑

k=1

(
∂2φj
∂x2

k

)

+
∂V

∂φj

]

ξjdxdt =

∫ T

0

∫

Rd

[〈
∂2
t φ −∆φ+ ∂φV, ξ〉] dxdt⇒

∂Sφ [ξ] =

∫ T

0

∫

Rd

[〈
�φ (x, t) + ∂φ(x,t)V, ξ (x, t)

〉]
dxdt,

onde ∂φV é um vetor do Rm cujas coordenandas são ∂V
∂φj

∣∣∣
φ
, 〈·, ·〉 denota

o produto interno usual do Rm e � = ∂2t − ∆ é o D’Alambertiano. Aqui
usamos que o produto (∇φ) ξ tende a zero no infinito para todo t, uma vez
que φ, ξ ∈ H1

(
Rd × [0, T ] ,Rm

)
.
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A segunda variação de S em φ é a aplicação S′′
φ : TφX → (TφX)∗ , ou de

maneira equivalente a forma bilinear S′′
φ : TφX × TφX → R, definida por

S′′
φ (η, ξ) =

∂2S [φλ,µ]

∂µ∂λ

∣∣∣∣
λ=µ=0

=
∂

∂µ

[
∂Sφµ [ξ]

]∣∣∣∣
µ=0

=

∂

∂µ

∫ T

0

∫

Rd

[〈
�φµ + ∂φµV, ξ

〉]
dxdt

∣∣∣∣
µ=0

=

∫ T

0

∫

Rd

m∑

j=1

[
�
∂φµj
∂µ

ξj +

m∑

i=1

∂φµi
∂µ

∂2V

∂φµi∂φµj
ξj

]

µ=0

dxdt =

∫ T

0

∫

Rd

〈
�η +D2

φV η, ξ
〉
dxdt

⇒ S′′
φ (η, ξ) =

∫ T

0

∫

Rd

〈[
� +D2

φ(x,t)V
]
η (x, t) , ξ (x, t)

〉
dt,

onde D2
φV é a matriz m×m cujos elementos são ∂2V

∂φi∂φj

∣∣∣
φ
, ou seja a matriz

Hessiana do potencial V em φ.

8. Fixado B um operador auto-adjunto em um espaço de Hilbert real H,
X = D (B). Temos TφX = X, pois X é um subespaço de H. Considere o
funcional S : X → R definido por

S (φ) =
1

2
〈φ,Bφ〉 .

A derivada variacional de S em φ é o funcional linear ∂Sφ : X → R dado
por

∂Sφ (ξ) =
∂S (φλ)

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

=
1

2

∂

∂λ
〈φλ, Bφλ〉

∣∣∣∣
λ=0

=

1

2

[〈
∂φλ
∂λ

,Bφλ

〉
+

〈
φλ, B

∂φλ
∂λ

〉]

λ=0

=

1

2
[〈ξ,Bφ〉 + 〈φ,Bξ〉] =

1

2
[〈Bφ, ξ〉 + 〈φ,Bξ〉] = 〈Bφ, ξ〉

⇒ ∂Sφ (ξ) = 〈Bφ, ξ〉 ,

onde 〈·, ·〉 denota o produto interno de H.
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A segunda variação de S em φ é a aplicação S′′
φ : X → (X)∗ , ou de

maneira equivalente a forma bilinear S′′
φ : X ×X → R, definida por

S′′
φ (η, ξ) =

∂2S (φλ,µ)

∂µ∂λ

∣∣∣∣
λ=µ=0

=

∂

∂µ

[
∂Sφµ (ξ)

]∣∣∣∣
µ=0

=
∂

∂µ
〈Bφµ, ξ〉

∣∣∣∣
µ=0

=

=

〈
B
∂φµ
∂µ

, ξ

〉∣∣∣∣
µ=0

= 〈Bη, ξ〉

⇒ S′′
φ (η, ξ) = 〈Bη, ξ〉 .
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2.14 Comportamento assintótico da Integral de Feymann

Nesta seção x denota a variável usual na reta real.

Como dissemos antes ao determinar o kernel integral Ut(x, y) estaremos
determinando a ação de e−iHt/~ em estados ψ. Como vimos antes este prob-
lema está associado a uma integral de caminho. O objetivo desta seção é
mostrar que quando ~ é pequeno então a contribuição principal desta inte-
gral está na vizinhança do caminho clássico que minimiza a ação. Ou seja,
quando ~ é pequeno as trajetórias tem uma tendencia (maior probabilidade)
de ficarem próximas da trajetória determinada pela Mecânica Clássica.

Considere fixados dois pontos a, b ∈ Rn, T > 0, e vamos considerar
abaixo apenas caminhos diferenciáveis por partes φ : [0, T ] → Rn tais que
φ(0) = a e φ(T ) = b.

Após a obtenção da Integral de Feymann, queremos determinar o com-
portamento assintótico da expressão

∫
eiS(φ)/hdφ

quando h→ 0. Note que

S[φ] =

∫ T

0
[
1

2
mφ̇2 − V (φ(t))]dt,

e assim, no caso particular do oscilador harmônico V (y) = mk 1
2 y

2, onde k

é a constante da mola. É importante considerar o caso em que m 6= 1.

S [φ] = m

∫ T

0
[
1

2
|φ̇ (t) |2 − k

2
φ(t)2]dt.

No caso geral (V qualquer) é natural, ao menos para o autor, supor que
o potencial tenha ordem de magnitude da massa m (as ”forças”que atuam
deveriam ser da mesma grandeza). Mais exatamente assumimos na análise
da questão um potencial linear em m. Ou seja, consideramos a seguir a
famı́lia indexada por m

1

2
mφ̇2 −mV (φ(t)),

onde V é um potencial fixo (que independe da massa).

Desejamos estimar o comportamento assintótico de
∫
Rd e

i S(x)/hdx quando
m→ ∞ . Isto nos dará (num certo sentido) no limite semiclássico o setting
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Newtoniano (clássico). Ou seja, o prinćıpio de mı́nima ação vai aparecer de
uma maneira natural.

É usual na literatura considerar, e faremos o mesmo aqui, que a massa
é igual a 1 (está normalizada) e fazer a ”constante”~ ir a zero. Os dois
procedimentos resultam no mesmo resultado final se S tem a forma

1

~
S[φ] =

1

~

∫ T

0
[
1

2
mφ̇2 −mV (φ(t))]dt. =

m

~

∫ T

0
[
1

2
φ̇2 − V (φ(t))]dt.

Será necessário considerar agora na analise assintótica da integral de
Feymann o Método da fase estacionária (ver seção 6.5.2 em [83], Cap 3
seção 3 em [112] ou [320], [346], [324] [396] [191] [141] [292] [122] [448] [202]
[256]).

Observamos que nosso procedimento (talvez não usual) de multiplicar
o potencial V pela massa, e então fazer a massa ir a infinito, faz sentido
do ponto de vista matemático para o uso do Método da fase estacionária.
Não estamos afirmando nada sobre a validade f́ısica de tal desenvolvimento.
Nosso procedimento não é standard na teoria.

A idéia básica é que quando h → 0, o integrando é muito oscilatório
e contribui muito pouco, exceto quando ∇S(φ) = 0, ou seja, nos pontos
cŕıticos. Em outras palavras, as probabilidades tem maior magnitude perto
dos pontos cŕıticos. Este é o ponto central do desenvolvimento a seguir.

Estamos interessados nos caminhos cŕıticos para a ação clássica.

Vamos estudar mais geralmente a seguinte função:

I(h) :=

∫
f(φ)eiS(φ)/hdφ

onde f ∈ C∞
0 (R).

A parte ”oscilatória’ do ”estado”, um dos principais determi-
nantes do comportamento de uma part́ıcula na ”Mecânica Quântica”,
desaparece no limite semiclássico, determinando assim, no mundo
da ”Mecânica Clássica”, a sua ausência. Este desaparecimento
segue do prinćıpio de autocancelamento inerente ao método da
fase estacionária (ver figura 2.4).

Vamos mostrar que se existe um caminho φ̄ que é o único mı́nimo para
a ação clássica S então, quando ~ → 0, teremos que a integral I pode ser
aproximadamente expressa pelo seu valor neste caminho (sem integração).

Uma boa referencia para o método da fase estacionária em Mecânica
Quântica é [116].
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Para facilitar vamos pensar, inicialmente, que φ descreve a variável do
espaço Rn e S : Rn → R é de classe C2. O que faremos, inicialmente, é pensar
que estamos considerando apenas os caminhos poligonais constituidos por
n segmentos de reta. Ou seja, x(t) é linear por partes (em cada intervalo
da forma (j Tn , (j + 1) Tn ), 0 ≤ j ≤ n − 1, n, T fixos). Denotamos assim
φj = x(j Tn ). Assim, reduzimos um problema com variações em dimensão
infinita (os possiveis caminhos gerais x(t)) a um com dimensão finita n.
Neste caso se pode usar diretamente o resultado que aparece nos textos
canônicos (por exemplo, [324]).

Vamos considerar o caso em que S tem um único ponto de mı́nimo isolado
(que será assim cŕıtico), digamos φ̄, não degenerado (detS′′(φ̄) 6= 0), e que
o suporte de f contém φ̄. Expandindo S(φ) até ordem 2 em torno de φ̄ e
escrevendo φ− φ̄ =

√
hα obtemos que

S(φ)

h
=
S(φ̄)

h
+

1

2
〈α, S′′(φ̄)α〉 +O(

√
h |α|3)

Portanto

I(h) = hd/2eiS(φ̄)/h
∫

Rd
f(φ̄+

√
hα)ei〈α,S

′′(φ̄)α〉/2eiO(
√
h |α|3)dα

E usando a expressão

lim
R→∞

∫

|α|≤R
ei〈α,S

′′(φ̄)α〉/2dα = (2πi)d/2[detS ′′(φ̄)]−1/2

Obtemos que

I(h) = (2πih)d/2[detS′′(φ̄)]−1/2f(φ̄)eiS(φ̄)/h[1 +O(
√
h)]. (2.139)

Acima no cálculo que foi feito a integral foi dividida em duas: a integral
na bola B(φ̄, R) e no complemento da bola. No complementar da bola a
integral é de decrescimento rápido em h porque, pela hipótese, S não tem
pontos cŕıticos áı.

Desta forma se existe um caminho φ̄ que é o único mı́nimo estrito para
a ação clássica S então, quando ~ → 0, pelo método da fase estacionária
obtemos que a integral I tem uma expressão anaĺıtica (ver acima) expressa
(aproximadamente) pelo seu valor neste caminho φ̄ (sem integração).

S′′ é chamado de operador Hessiano. Para saber se um certo cam-
inho cŕıtico φ é mı́nimo para S (a ação) será necessario investigar se S′′ é um
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operador positivo (no sentido definido na introdução do texto). Este proced-
imento é similar ao estudo de máximos e mı́nimos de funções diferenciáveis
definidas em R.

Vamos necessitar obter um definição de determinante de S′′ para um
operador S bem geral.

Se houver mais de um ponto cŕıtico φ para S então deveremos somar a
expressão acima considerando todos os pontos cŕıticos para S.

Note que para S : Rn → R temos que

lim
h→0

h ln

∫
eiS(φ)/hdφ = iS(φ̄) = i inf

φ
{S(φ)}.

A expressão acima descreve o resultado essencial no método da fase
estacionária:

∫
eiS(φ)/hdφ ∼ eh i infφ{S(φ)}, quando h→ 0.

Este comportamento é bem compreendido num espaço finito dimensional
[320], ou seja S : Rn → R, em razão do determinante ser algo muito bem
definido. Um resultado similar vale no caso de dimensão infinita mas para
isto devemos explicar o que é o determinante nesta situação (quando existe).

Desejamos obter o resultado: considere o conjunto dos caminhos (difer-
enciáveis por partes) φ : [0, T ] → Rn tais que φ(0) = a e φ(T ) = b e S(φ) a
ação do caminho φ. Então,

lim
h→0

h ln

∫
eiS(φ)/hdφ = iS(φ̄) = i inf

φ
{S(φ)}.

Desta forma, quando h é pequeno, a contribuição principal da
integral

∫
eiS(φ)/hdφ seria devida aos caminhos φ onde

∫ T
0

1
2 mφ̇2(t) −

mV (φ(t)) dt é mı́nima (entre aqueles tais que φ(0) = a e φ(T ) = b).
Isto num certo sentido justificaria o prinćıpio de mı́nima ação da
Mecânica Clássica.

Suponha que A =
∑∞

k=1 λkPψk , λk ∈ R. Sabemos que se B for escrito
em série de potências f(z) =

∑
n anz

n em A, ou seja, B = f(A), então
B =

∑
n anA

n =
∑

k f(λk)Pψk . Sendo assim, denominamos de A−s =∑∞
k=1 λ

−s
k Pψk .

Desejamos definir o determinante de um operador A geral e para isto
necessitamos primeiro definir o traço de A−s onde s é um parametro real.

Observe que se P é uma projeção então eµP = eµ P . Logo,

∫ ∞

0
ts−1 e−At dt =

∞∑

k=1

∫ ∞

0
ts−1 e−t λk Pψk dt,
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porque se P , P ′ são projeções e P P ′ = P ′ P = 0, então eaP+bP ′
= ea P +

ebP ′.
Sendo assim, para s > 0.

∫ ∞

0
ts−1 e−A t dt = Γ(s)

∞∑

k=1

λ−sk Pψk = Γ(s)A−s.

Como

λ−s =
1

Γ(s)

∫ ∞

0
ts−1 e−λ t dt,

onde Γ(s) é a função Gamma no ponto s > 0, é natural escrever

A−s =
1

Γ(s)

∫ ∞

0
ts−1 e−A t dt.

Voltando ao caso finito dimensional, seA for diagonalizável A =
∑n

k=1 λkPψk ,
λk ∈ R, então, considere a função zeta associada

ζA(s) = traço (A−s) =

n∑

k=1

λ−sk .

Note que

d

ds
ζA(s)|s=0 = −

n∑

k=1

log(λk).

Assim,

det (A) = e−ζ
′
A(0).

Suponha agora que A =
∑∞

k=1 λkPψk , λk ∈ R, e, da mesma forma,
considere a função zeta associada

ζA(s) = traço (A−s) =

∞∑

k=1

λ−sk .

Observe que somente se para certas famı́lias de λk estará bem definido
tal expressão. Por exemplo, se λk vai a infinito como k2, então, para s com
parte real maior que 1/2 a série

∑∞
k=1 λ

−s
k converge. Este caso por exemplo

ocorre para a part́ıcula livre como vimos. Já no caso do oscilador harmônico
temos que λk vai a infinito como k, e assim, para s com parte real maior
que 1 a série

∑∞
k=1 λ

−s
k converge.
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Note que, formalmente,

d

ds
ζA(s)|s=0 = −

∞∑

k=1

log(λk).

O problema é que, por exemplo, nas duas situações descritas acima a
função ζA(s) não está definida numa vizinhaça de s = 0.

Assim, necessitamos de uma extensão anaĺıtica de ζA(s) no plano com-
plexo a uma vizinhaça de s = 0 para então poder afirmar que

det (A) = e−ζ
′
A(0).

Pode-se mostrar que em várias situações é possivel obter esta extensão
(ver [107]), e, claramente, isto depende apenas do crescimento assintótico
dos λk, quando k vai a infinito. Esta questão envolve muitas tecnicalidades
e não será abordada aqui.

Figura 2.4: A linha pontilhada descreve o tempo de ocupação assintótica da part́ıcula
no ńıvel de energia E segundo a Mecânica Clássica. A linha cheia descreve a densidade
|ψ|2 associada a um estado ψ que se encontra neste mesmo ńıvel de energia E quando ~
é muito pequeno (massa grande).

Iremos agora analisar o método da fase estacionária no caso Quântico
[396].
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Vamos agora aplicar o método esboçado acima no caso em que S é a
ação associada ao Hamiltoniano H = − ~2

2m4 + V (x).
Lembre que da seção anterior, para um caminho φ : [0, t] → Rn fixo,

obtivemos que

S′′
φ (η, ξ) =

∫ t

0

〈[
−m d2

dt2
−D2

φ(s)V

]
η (s) , ξ (s)

〉
ds.

Assim, Sφ
′′ = S′′(φ) = −m ∂2

∂s2
− Vφ

′′. Este operador age em η(s),
s ∈ [0, t].

Lembre que a integral de Feynman é expressa por

e−Ht/~(x, y) =

∫

P (x,y,t)
eiS(φ)/~Dφ.

Note S(φ,t)
~ =

∫ t
0{m2 |φ′(s)|2−mV (φ(s))}ds

~ contem a massa m no numerador.
Considere um caminho φ que é o único mı́nimo para a ação S no tempo

de 0 a t ligando x a y. Vamos supor em alguns casos a frente que S′′ é
positivo definido. Se t é pequeno e x está próximo de y pode se mostrar
que isto ocorre [191] (ver também proposição 2.39). De fato, seja φ fixo e
considere o problema de Sturm-Liouville x(0) = 0, x(t) = 0, s ∈ [0, t]

mx′′(s) + V ′′(φ(s))x(s) = λx(s).

Uma referencia geral sobre problemas de Sturm-Liouville é [63].
A situação ideal é quando só existem autovalores negativos (assim, pos-

itivos para x→ −mx′′(s) − V ′′(φ(s))x(s)).
No espaço L2[0, t], com condições de fronteira x(0) = 0, x(t) = 0, o

operador autoadjunto x→ mx′′ + (V ′′ ◦φ)x = −S′′(x) tem apenas espectro
pontual e possue um conjunto de autovalores estritamente negativos se t é
pequeno. Supondo o valor de t pequeno, segue que S′′ é positivo definido (ver
começo da próxima seção) quando agindo em caminhos definidos em [0, t].
Quando considerarmos valores de t maiores pode ocorrer a existência de
pontos conjugados, e, após isto a existência de alguns autovalores negativos
para o operador S′′ (considerado como agindo em caminhos definidos em
[0, t]). Neste caso S′′ não é mais positivo definido e o caminho φ cŕıtico
deixa de ser mı́nimo local. Para analisar tal questão é natural considerar
os campos de Jacobi [389] (seção 12) e [191]. Vamos elaborar sobre isto na
próxima seção.

Considere por exemplo um potencial quadrático da forma

V (y) = K y2 + εy3 + ...,
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onde ε é pequeno e K é grande e positivo. Considere φ : [0, t] → R fixo com
t também fixo.

Desta forma devemos considerar x(0) = 0, x(t) = 0, s ∈ [0, t]

mx′′(s) + [2K + 6 ε(φ(s)) + ...]x(s) = 2λx(s).

Se ε fosse zero então a equação seria

mx′′(s) + 2 (K − λ)x(s) = 0.

Suponha λ seja tal q que K − λ < 0, então a solução geral da e.d.o.
linear seria da forma

x(s) = aesλ1 + beλ2s,

com λ1 6= λ2.
Sendo assim, se x(0) = 0, x(t) = 0 então x é nula. Este caso então não

nos interessa.
Suponha λ negativo de tal forma que K − λ > 0, então a solução geral

da e.d.o. linear seria da forma

x(s) = a cos(

√
K − λ

m
s) + b sin(

√
K − λ

m
s).

Se t é pequeno não existe x(s) tal que x(0) = 0, x(t) = 0, e mx′′(s) +
2 (K − λ)x(s) = 0. Note que se t é grande, por exemplo, t = π

√

K−λ
m

, então,

x : [0, t] → R dada por x(s) = cos(
√

K−λ
m s) define uma autofunção para

S′′(φ) tal que o autovalor λ é negativo, e, x(0) = 0, x(t) = 0. Se t > π
√

K−λ
m

isto continua ocorrendo. Se, por exemplo, t > 2 π
√

K−λ
m

, então vão haver

duas autofunções linearmente independentes com autovalor negativo.

Em resumo, os autovalores do problema de Sturm-Liouville são, neste
caso,

λn = K −m (
nΠ

t
)2, n = 1, 2, 3, ...,

e portanto são todos negativos se t > 0 é pequeno.

Pelo que vimos acima, para t fixo, tomando λ bem negativo vai existir
um conjunto de dimensão finita de autofunções com autovalor λ. Estes
autovalores λ são em número enumerável e convergem a −∞.

No presente caso, no entanto, o t é pequeno e fixo, e temos assim que
S′′(φ) é positivo definido. Se V é da forma V (y) = K y2 + εy3 + ..., e, se
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ε é pequeno, um resultado similar pode ser obtido por perturbação do caso
V (y) = K y2. Assim, φ é mı́nimo local para variações de S e det S′′ é
positivo.

Note que desejamos considerar a seguir o assintótico em m, quando m→
∞, de S(φ,t)

~ =
∫ t
0{m2 |φ′(s)|2−mV (φ(s))}ds

~ onde o numerador é linear na massa
m.

Nosso ponto de vista, alternativamente, será considerar m = 1, ou seja,

S(φ, t)

~
=

∫ t
0

{
1
2 |φ′(s)|2 − V (φ(s))

}
ds

~
,

e fazer ~ → 0.

Voltando ao problema inicial, a partir do descrito acima e (2.139)(no caso
que f é a função constante 1), teremos que a expressão do kernel integral
de e−iHt/h, quando h é pequeno, é

e−iHt/h(x, y) = (detS′′(φ̄))−1/2eiS(φ̄)/h(1 +O(
√
h)). (2.140)

Acima estamos considerando que φ̄ é mı́nimo, S′′ é visto como um operador,
e, ainda, que o determinante que estamos mencionando acima é aquele de-
terminado pela expressão obtida via função zeta apresentada anteriormente.
Isto trata de maneira adequada o caso em que t é pequeno.

Lembre que assumimos que os pontos cŕıticos são todos não degenerados,
ou seja, det S

′′
(φ) 6= 0, se φ é cŕıtico.

Agora vamos considerar t grande e S agindo em caminhos definidos em
[0, t]. Assim S′′ já não é mais positivo definido.

Suponha agora que φ descreve os caminhos cŕıticos (S′
φ = 0) para a ação

S, e, que são em número finito.

Assim,

e−iHt/h(x, y) =
∑

φ̄

Mφ̄(detS′′(φ̄))−1/2eiS(φ̄)/h(1 +O(
√
h)) (2.141)

onde Mφ̄ é uma constante de normalização e a soma é feita sobre todos os
pontos cŕıticos da ação S(φ) ligando x a y e tempo t.

Vamos determinar M := Mφ̄, assumindo que é independente de φ̄ e de
V . Para V = 0, sabemos que o kernel do operador é dado por

e−iH0t/h(x, y) = (2πiht/m)−d/2eim|x−y|2/2ht (2.142)
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Como estamos supondo H0 = −4, a ação se escreve

S0(φ) =
1

2

∫ t

0
|φ′(s)|2ds,

S0 tem um único ponto cŕıtico que é φ0(s) = x+(y−x)s/t. Então S0(φ0) =

m|x− y|2/2t, e S ′′(φ0) = −m ∂2

∂s2
.

O acima descrito funciona para o caso V = 0.
Por outro lado, no caso V 6= 0, temos que

e−iH0t/h(x, y) = (2πiht/m)−d/2 e
i
h
S0(φ0).

Portanto comparando (2.141) e (2.142) temos neste caso que

M = (det(−m ∂2

∂s2
))1/2(2πiht/m)−d/2

Logo

e−iHt/h(x, y) =
∑

φ̄

(
2πiht

m

)−d/2
(
det(−m ∂2

∂s2
)

detS ′′(φ̄)

)1/2

eiS(φ̄)/h(1 +O(
√
h))

quando h→ 0.

Apresentaremos agora uma demonstração mais rigorosa para a expressão

e−iHt/h(x, y) =
∑

φ̄

(
2πith

m

)−d/2(detŜ′′
φ0

detS′′
φ̄

)1/2

eiS(φ̄)/h
(

1 +O
(√

h
))

quando h → 0, onde Sφ é a ação clássica correspondente ao Hamiltoniano
clássico H em um caminho ligando x a y em um tempo t, φ̄ é são pon-
tos cŕıticos de S, S′′

φ̄
é a hessiana de S em um de seus pontos cŕıticos, e,

Ŝ′′
φ0

= −m∂2s é a Hessiana da ação clássica da part́ıcula livre no seu único
ponto cŕıtico φ0 (s) = x+ (y − x) s/t.

Supondo por simplicidade que S possui apenas um ponto cŕıtico e notando
que S′′

φ̄
(é um operador que age nas funções nulas em 0 e t e que estão

em L2 ([0, t])) com condições de contorno de Dirichlet, possui um conjunto
ortonormal completo de autofunções {ξj}∞j=1, de modo que S′′

φ̄
ξj = µjξj para

autovalores µj , tomamos o espaço de funções da forma

φ(n) = φ̄+
n∑

j=1

ajξj,
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com aj ∈ R, como a aproximação n-dimensional do espaço de caminhos
Px,y,t.

Expandindo S
(
φ(n)

)
em torno de φ̄ obtemos

S
(
φ(n)

)
= S

(
φ̄
)

+ S′
φ̄ (ξ) +

1

2

〈
ξ, S′′

φ̄ξ
〉

+O
(
‖ξ‖3

)
=

= S
(
φ̄
)

+
1

2

〈
ξ, S′′

φ̄ξ
〉

+O
(
‖ξ‖3

)
,

onde ξ = φ(n) − φ̄ =
∑n

j=1 ajξj , e portanto

S
(
φ(n)

)
= S

(
φ̄
)

+
1

2

n∑

j=1

µja
2
j +O

(
‖ξ‖3

)
.

Assim obtemos,

exp

[
i

h
S
(
φ(n)

)]
= exp


 i
h


S

(
φ̄
)

+
1

2

n∑

j=1

µja
2
j +O

(
‖ξ‖3

)



 =

= exp
[
iS
(
φ̄
)
/h
]

exp

[
i

2h

∑
µja

2
j

]
exp

[
O
(
‖ξ‖3/h

)]
=

= eiS(φ̄)/hei
∑

µja2j/2h
(
1 +O

(
‖ξ‖3/h

))
,

e como temos também

Dφ(n) = Cn

n∏

j=1

daj ,

para alguma constante Cn, utilizamos a formulação de Feynman para escr-
ever (de maneira mais ou menos informal)

e−iHt/h(x, y) =

∫

Px,y,t

eiS(φ)/hDφ = lim
n→∞

∫

Pn+1
x,y,t

eiS(φ
(n))/hDφ(n) =

= lim
n→∞

∫

R

...

∫

R

eiS(φ̄)/hei
∑

µja
2
j/2h

(

1 +O

(
‖ξ‖3
h

))

Cn

n∏

j=1

daj =

= lim
n→∞

∫

Rn

eiS(φ̄)/hei
∑

µja
2
j2h

(

1 +O

(
a3

h

))

Cnd
na,

onde a = (a1, ..., an) ∈ Rn. Fazendo bj = aj/
√
h ficamos com

∫

Rn
ei
∑

µja2j/2h

(
1 +O

(
a3

h

))
dna =

=

∫

Rn
ei
∑

µjb2j/2
(

1 +O
(
b3
√
h
))

hn/2dnb



Seção 2.14 Comportamento assintótico da Integral de Feymann 381

e portanto

e−iHt/h(x, y) = lim
n→∞

∫

Rn

eiS(φ̄)/hei
∑

µjb
2
j/2
(

1 +O
(

b3
√
h
))

Cnh
n/2dnb =

= lim
n→∞

Cn (2πih)
n/2 (det

(
S′′
φ̄ |Fn

))−1/2
eiS(φ̄)/h

(

1 +O
(√

h
))

,

onde Fn =
{∑n

j=1 ajξj

}
de modo que det

(
S′′
φ̄
|Fn
)

=
∏n
j=1 µj.

No caso da particula livre temos o propagador dado explicitamente por

e−iH0t/h(x, y) = (2πiht/m)d/2 eim|x−y|2/2ht,

donde
e−iH0t/h(x, x) = (2πiht/m)d/2 .

Por outro lado temos, pelo que fizemos anteriormente,

e−iH0t/h(x, x) = lim
n→∞

Cn (2πih)n/2
(
detŜ′′

φ0

)−1/2
.

Podemos utilizar tal resultado para evitar a determinação das constantes
Cn que aparecem na ”medida” Dφ(n) tomando a razão

e−iHt/h(x, y)

(2πiht/m)d/2
=

e−iHt/h(x, y)

e−iH0t/h(x, x)
=

=
limn→∞ Cn (2πih)

n/2
(

detS′′
φ̄

)−1/2

eiS(φ̄)/h
(

1 +O
(√

h
))

limn→∞ Cn (2πih)
n/2
(

detŜ′′
φ0

)−1/2
=

= lim
n→∞

(

detS′′
φ̄

)−1/2

(

detŜ′′
φ0

)−1/2
eiS(φ̄)/h

(

1 +O
(√

h
))

=

=

(

detŜ′′
φ0

detS′′
φ̄

)1/2

eiS(φ̄)/h
(

1 +O
(√

h
))

,

assim, obtemos, como queriamos,

e−iHt/h(x, y) =

(
2πith

m

)−d/2
(
detŜ′′

φ0

detS′′
φ̄

)1/2

eiS(φ̄)/h
(

1 +O
(√

h
))

.

Observamos que, por outro lado, ometodo de Laplace analisa o limite
assintótico de integrais da forma

∫
f(x)eS(x)/hdx, S : Rn → R, quando ~ → 0

(ver [320]). Este procedimento é diferente do método da fase estacionária.
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Existe na verdade uma relação entre os dois procedimentos (método da
fase estacionária e metodo de Laplace) que no fundo significa fazer uma
”Wick rotation”, i.e., trocar o tempo t por ”it”. Desta forma a exponencial
complexa vira uma exponencial real e vice-versa. É posśıvel mostrar que as
funções de correlação do caso complexo são de fato a continuação anaĺıtica
das funções de correlação do caso real (a referencia inicial do assunto é [347]
[348])).

2.15 Segunda variação e campos de Jacobi

No estudo da integral de caminhos de Feymann, nos deparamos com o prob-
lema de identificar um caminho que minimiza a ação clássica

S(φ) :=

∫ T

0

m

2
|φ̇|2 − V (φ)dt. (2.143)

Para tanto, vimos que é necessário conhecer os pontos cŕıticos da ação e pos-
teriormente descobrir se eles são de fato mı́nimos, analisando para tanto se
a forma quadrática S′′(φ) (o operador Hessiano) é positiva-definida. Outra
questão importante é identificar a quantidade de caminhos minimizantes
ligando dois pontos x e y. A existência de um único caminho minimizante
pode ser favorável para aplicar o método da fase estacionária e então cal-
cular limites semiclássicos. A seguir, faremos um breve estudo de algumas
ferramentas que podem ser úteis para determinar a unicidade de caminho
minimizante para (2.143).

Para maiores detalhes sobre os tópicos da presente seção referimos o
leitor a [191].

Nas referencias [394] e [122] vários exemplos interessantes sobre o tópico
em análise são desenvolvidos. O trabalho [376] apresenta resultados assintóticos
relativos à equação de Schrödinger em variedades com curvatura negativa.

De agora em diante, denotamos por ψ um caminho cŕıtico para a ação
(2.143).

Proposição 2.39. Se V ′′ é limitada, então existe T0 > 0 suficientemente
pequeno tal que S′′(ψ) > 0 em [0, T0].

Demonstração. Temos a seguinte a igualdade de operadores lineares no
espaço dos caminhos L2[0, t] que se anulam nos extremos (ver Exemplo 5
seção 2.13):

S′′(ψ) = −m d2

ds2
− V ′′(ψ).
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Note que como o espectro de −d2/ds2 é constitúıdo por autovalores iso-
lados que tendem a infinito, sendo o primeiro deles π2/T 2, tem-se que

〈S′′(ψ)ξ, ξ〉 ≥
[(
m
π

T

)2
− sup |V ′′|

]
‖ξ‖2.

Assim, basta escolher T0 suficientemente pequeno para que o termo entre
colchetes fique positivo.

�

Como uma consequência da Proposição anterior, segue que para tempo
pequeno, um caminho cŕıtico é sempre minimizante da ação.

Vamos falar agora de Campos de Jacobi e pontos conjugados. Referi-
mos o leitor ao Cap 1 seção 10 de [112] para mais detalhes sobre o material
abaixo apresentado.

A seguir, vamos analisar os fenômenos que podem acontecer para um
caminho cŕıtico que por ventura não é mais mı́nimo. Isso pode ser feito
através do estudo de campos de Jacobi, como segue.

Para começar, vejamos como se dá o afastamento de caminhos cŕıticos.

Lembramos que agora consideramos curvas φ(t), definidas em [0, T ], tais
que φ(0) = x, mas φ(T ) é livre. Neste caso, ∂S(φ) é um funcional definido
no espaço das curvas ε(t) tais que ε(0) = 0. Uma deformação do caminho
ψ(t) é uma famı́lia φs(t) de caminhos tal que φs(0) = x, para todo t. Pela
definição de ∂2 S, temos que

∂

∂s
( ∂S (φs) (

∂φs
∂s

) ) = ∂2 S(φs) (
∂φs
∂s

).

Observe que ∂φs
∂s (0) = 0 para todo s.

Se ψ(t) é um caminho cŕıtico para S, ψ̇(0) = v, w ∈ Rd, e ainda v(s) é
uma curva em Rd tal que v(0) = v, v′(0) = w, então existe um deformação
φs(t) de ψ(t) tal que ∂

∂t φs(t) |t=0 = v(s), porque a equação dos caminhos
cŕıticos é de segunda ordem (vide 2.13 Exemplo 5). Como ∂s (φs) = 0, temos
que

∂2S (φs) (
∂φs
∂s

) = 0.

Definimos o campo de Jacobi Jw(t) por Jw(t) = ∂φs (t)
∂s |s=0, e obtemos

que

∂2S (ψ(t))(Jw (t)) = 0.
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Observe que Jw(0) = 0 e que

J ′
w(0) =

d

dt
(
∂φs (t)

∂s
|s=0 )t=0 =

∂2φs (t)

∂s ∂t
|s=0,t=0 =

d

ds
(
∂φs (t)

∂t
|t=0 )s=0 = v′(0) = w.

Em resumo, seja x ∈ Rd e ψ um caminho cŕıtico com ψ(0) = x e v :=
ψ̇(0). Seja w ∈ Rd e considere v(s) uma curva em Rd tal que v(0) = v e
v′(0) = w. Então para determinar o quanto os caminhos se afastam de ψ
“na direção w”, consideramos a derivada

Jw(t) :=
∂φs(t)

∂s

∣∣∣∣
s=0

. (2.144)

Como vimos acima:

0 =
∂

∂s
(∂S(φs)) = ∂2S(φs)

∂φs
∂s

,

e portanto, aplicando para s = 0, obtemos que, ao longo de ψ, Jw satisfaz a
equação de Jacobi

S′′(ψ)(t)Jw(t) = 0. (2.145)

Além disso, Jw satisfaz as condições iniciais Jw(0) = 0 e J ′
w(0) = w.

Definimos anteriormente pontos conjugados a x como sendo aqueles ψ(τ)
tais que S′′(ψ | [0, τ ] ) tem algum autovalor nulo. Vejamos que esta definição
pode ser substitúıda por outra envolvendo campos de Jacobi:

Proposição 2.40. ψ(τ) é ponto conjugado a ψ(0) se e somente se existe w
tal que Jw(τ) = 0.

Demonstração. Para tal, note que se ξ(t) satisfaz S′′(ψ)ξ = 0, então existe
w tal que Jw(t) = ξ(t). De fato, seja w := ξ′(0). Então Jw e ξ satisfazem a
mesma EDO com mesmas condições iniciais, donde segue que devem coin-
cidir. Isto conclui a demonstração.

�

A partir de agora, denotamos por J(t) a transformação linear dada por
J(t)(w) = Jw(t).
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Vamos analisar agora mais detidamente a ação de um caminho cŕıtico.
Dados x, y pontos de Rd, definimos a ação de x a y em tempo T por

S0(x, y, T ) := S(ψ) =

∫ T

0

m

2
|ψ̇|2 − V (ψ)dt (2.146)

onde ψ ∈ C1([0, T ],Rd) é um caminho cŕıtico para S ligando x a y.
Este valor depende da escolha do caminho cŕıtico.
Agora, para cada s, seja ψs o caminho cŕıtico que começa em x + sw

e termina em y no tempo T , onde w ∈ Rd está fixo. Assim, temos que a
derivada de S0 com relação a x é o funcional linear dado por

∂S0
∂x

(w) =
d

ds
S0(x, ψs(T ), T )

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds
S(ψs)

∣∣∣∣
s=0

, (2.147)

e portanto temos que

∂S0
∂x

(w) =

∫ T

0
mψ̇s ·

∂ψ̇s
∂s

−∇V (ψs) ·
∂ψs
∂s

dt

∣∣∣∣∣
s=0

,

e agora basta usar integração por partes para obter que

∂S0
∂x

(w) =

[∫ T

0

(
mψ̈s −∇V (ψs)

)
· ∂ψs
∂s

dt + mψ̇s ·
∂ψs
∂s

∣∣∣∣
T

0

]

s=0

.

Como ψs é caminho cŕıtico para todo s, o termo entre parênteses na
integral se anula sempre. Assim,

∂S0
∂x

(w) = m ψ̇(T ) · ∂ψs(T )

∂s

∣∣∣∣
s=0

−m ψ̇(0) · ∂ψs(0)

∂s

∣∣∣∣
s=0

.

e como ∂ψs(0)/∂s = w e ∂ψs(T )/∂s = 0, segue que

∂S0
∂x

(w) = −mψ̇(0) · w,

ou, pelo mesmo abuso de notação de sempre,

∂S0
∂x

= −mψ̇(0). (2.148)

Por outro lado, observamos que ∂ψ̇(0)/∂y pode ser calculado, ao menos
formalmente, da seguinte forma: considere y + sw, w fixo, extremos finais
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dos caminhos cŕıticos ϕs que ligam x a y + sw em tempo T . Ora, pelo que
fizemos antes, ao definir campos de Jacobi, temos que

J(T ) (
dϕ̇s (0)

ds
|s=0 ) =

dϕs (T )

ds
|s=0 = w,

assim
∂ψ̇(0)

∂y
(w) =

dϕ̇s (0)

ds

∣∣∣∣
s=0

= J(T )−1(w).

Ou seja,

∂ψ̇(0)

∂y
= J(T )−1 (2.149)

Juntando as informações acima, obtemos

∂2S0(x, y, T )

∂y∂x
= −mJ(T )−1 (2.150)

que nos dá o seguinte resultado:

Proposição 2.41. Se y é ponto conjugado a x, então

det

(
∂2S0(x, y, T )

∂y∂x

)
= ±∞.

É interessante comparar este resultado com o teorema de Van Vleck na
seção 1.11.

Exemplo 2.24. Como exemplo de aplicação, considere V (x) = mω2

2 x2.
Neste caso, tem-se que

S0(x, y, T ) =
ω

2 sen(ωT )

[(
x2 + y2

)
cos(ωT ) − 2xy

]
,

donde é fácil obter que

∂2S0(x, y, T )

∂y∂x
= − ω

senωT
.

Desta forma, segue que os pontos φ(nπ/ω) são conjugados a φ(0) para qual-
quer inteiro n.

♦



Seção 2.15 Segunda variação e campos de Jacobi 387

Em Geometria Riemanniana também se estuda os campos de Jacobi e
os pontos conjugados (ver [75]). Isto corresponde ao caso em que V = 0.

O Teorema do ı́ndice é um resultado muito importante neste contexto
(ver [76])

Uma pergunta natural a se fazer é se existe alguma métrica Riemanianna
onde os campos de Jacobi definidos acima (com potencial V 6= 0) são de fato
os campos de Jacobi definidos na estrutura desta Geometria Riemanniana.
Esta questão é similar ao descrito pelo Prinćıpio de Maupertius (ver Teorema
2.6.1 em [291]). Vamos elaborar sobre isto.

A equação de Jacobi S′′(φ)J = 0 é aqui dada por

mJ ′′(t) +D2Vψ(t)J(t) = 0

e portanto é de se esperar que a derivada segunda do potencial faça o papel
da curvatura ao longo da trajetória. Observe também que no caso particular
em que o potencial é nulo, as trajetórias são retas (e portanto geodésicas de
Rd) e a equação de Jacobi também é a mesma que aquela em Rd.

Vejamos a seguir como os caminhos cŕıticos (isto é, as trajetórias clássicas)
se relacionam com as geodésicas da Geometria Riemanniana. Para isso, dado
um caminho φ, defina a energia por

E(t) :=
m

2
|φ̇(t)|2 + V (φ(t)).

É imediato verificar que a energia ao longo de um caminho cŕıtico é con-
stante.

Teorema 2.42. A trajetórica clássica de uma part́ıcula com energia E é
uma geodésica na métrica Riemanniana

〈u, v〉x := 2(E − V (x))u · v

no conjunto {x ∈ Rd|V (x) ≤ E} (a região clássica permitida), onde u · v é
o produto interno usual de Rd.

Para a prova deste teorema, veja o fim do caṕıtulo 2 de [291].
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2.16 Quantização de Weyl, estados coerentes e microsuporte

O Hamiltoniano está definido para (q, p) (ou, (x, p)) no espaço de fase. Por
sua vez, os estados da Mecânica Quântica estão definidos para q (ou x)
no espaço de configuração, ou então, via Transformada de Fourier, ape-
nas para p no espaço dos momentos. Desejamos explorar diversas formas
que expressem as probabilidades oriundas da Mecânica Quântica mas desta
vez, alternativamente, no espaço de fase (x, p); em particular, a medida de
Wigner desempenha um papel muito importante na teoria. Antes vamos
tratar da quantização de Weyl e da decomposição em estados coerentes.

Referimos o leitor para [87], [109], [408], Lecture 13 em [116], chapter 7
in [424] ou chapter 3 em [112] para um estudo mais completo do assunto.

Decomposição em estados coerentes

Seja H = L2(R) = L2(dq) um espaço de Hilbert, seja Ω um espaço
métrico e Σ a sigma-algebra de Borel de Ω (em alguns casos Ω é o espaço
cotangente de uma variedade). Considere uma medida m em (Ω,Σ) (con-
forme [149]). Vamos denotar por a um ponto genérico em Ω.

Assim, dado f : Ω → R, podemos considerar a integral
∫
f(a)dm(a).

O colocado acima faz sentido neste setting geral de espaço métrico, mas
aqui vamos considerar Ω = R2. Neste caso m será a medida de Lebesgue dx.

Fixada a medida m e a famı́lia de operadores B(a) : L2(R) → L2(R),
o sentido da integral

∫
B(a) dm(a) = C é o seguinte: para qualquer função

f, g ∈ L2(R), temos que < f,C(g) >=
∫
< f,B(a)(g) > dm(a). Note que a

última integral é um conceito já bem conhecido, ou seja, a integral de uma
função tomando valores em C.

Referimos o leitor interessado em mais detalhes para [201] onde é desen-
volvida a teoria da integração de funções que tomam valores em operadores
limitados.

Seja {Pa}a∈Ω uma familia de operadores limitados (indexada por a) de
projeções finito-dimensionais em H tal que

(i) a função a→ Pa é continua, e
(ii)

∫
Ω Padm(a) = I (ver expressões (1.2.7) e (1.2.11) na seção 1.2 em

[361]) .
Chamamos de Pa, a ∈ Ω, uma famı́lia de estados coerentes.

Tipicamente, Ω = R2 é o espaço de fase do sistema Hamiltoniano clássico.
Desejamos associar a cada ponto do espaço de fase a = (q, p) um vetor ηa ∈
L2(R) = H e, finalmente, o correspondente projetor Pa(.) = |ηa >< ηa| . > .



Seção 2.16 Quantização de Weyl, estados coerentes e microsuporte 389

A expressão
∫
Ω Padm(a) = I descreve de certa forma uma resolução da

identidade (algo desta natureza, embora não exatamente o que consider-
amos aqui, aparece na seção 2.3) em que os pontos do espaço de fase são
associados a operadores. Os vetores ηa não são necessariamente linearmente
independentes.

Uma outra posivel definição (ver [266]): dada uma medida m em um
conjunto S considere uma função Φ : S → H, onde H é um espaço de
Hilbert com produto interno < ., . >, de tal forma que Φ(s) tem sempre
norma um. A famı́lia Φ(s), s ∈ S, é dita de estados coerentes se

∫
< φ1,Φ(s) >< Φ(s), φ2 > dm(s) =< φ1, φ2 >

para todo φ1, φ2 ∈ H.
A quantização de Weyl

Vamos considerar aqui apenas o exemplo descrito acima em que Ω =
R × R, com coordenadas a = (q, p) = (a1, a2). As principais referencias no
assunto são [265] [377], [169], [361], [107], [106], [155], [250] e a seção 12.2.1
em [214].

Para cada (a1, a2) considere o operator

U(a1, a2) = exp (− i

h
( a1 P − a2 X ) ) : H → H.

Usando coordenadas (x, p) ele se expressa como

e−
i
h
(xP − pX ) .

A quantização de Weyl, como veremos, se baseia na utilização desta
familia de operadores indexada por (x, p).

Note que se ψ for o pacote de ondas Gaussiano como momento a e

posição b, então e−
i
h
(xP − pX ) (ψ) é o pacote Gaussiano com momento a+p

e posição b+ q.

A construção da famı́lia de estados coerentes será feita a partir de um
certo elemento fixo φ ∈ L2(R), com norma igual a 1. Desejamos associar
pontos (x, p) (de uma forma natural) a operadores.

Seja um φ fixado. Então, para cada y ∈ R, se pode mostrar que

[U((a1, a2))φ] (y) = exp(− i

2~
a1 a2 ) exp(

i

~
a2 y ) φ(y − a1).
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Vamos denotar φa1,a2 = [U((a1, a2))φ] ∈ H.
Note que se supormos que

< φ,P φ >= 0,

e

< φ,X φ >= 0,

então

< φa1,a2 ,P φa1,a2 >= a2,

De fato,
Pφa1,a2(y) = −i~φ′a1,a2(y) =

−i~ · exp
(−i

2~
a1a2

)[
i

~
a2exp

(
i

~
a2y

)
φ(y − a1) + exp

(
i

~
a2y

)
φ′(y − a1)

]

Substituindo no produto interno e usando o fato que

0 =< φ,Pφ >=

∫
φ(y)i~φ′(y)dy,

obtemos (note que |φ| = 1)

< φa1,a2 ,P φa1,a2 >=

∫

exp

(

−i

2~
a1a2

)

exp

(

i

~
a2y

)

φ(y − a1)

[

−i~ · exp

(

−i

2~
a1a2

)

i

~
a2exp

(

i

~
a2y

)

φ(y − a1)

]

dy

=

∫

a2φ(y − a1)φ(y − a1)dy = a2

Além disso < φa1,a2 ,Xφa1,a2 >= a1, como se pode ver usando o fato que

0 =< φ,Xφ >=

∫
φ(y)yφ(y)dy,

e calculando

< φa1,a2 ,Xφa1,a2 >=

∫

exp

(

−i

2~
a1a2

)

exp

(

i

~
a2y

)

φ(y − a1)y · exp

(

−i

2~
a1a2

)

exp

(

i

~
a2y

)

φ(y − a1)dy

=

∫

yφ(y − a1)φ(y − a1)dy

Fazendo x = y − a1, dy = dx vemos que esta integral vale

∫
xφ(x)φ(x)dx+

∫
a1φ(x)φ(x)dx = a1.
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Vamos considerar um exemplo particularmente importante e útil de φ
(que será muitas vezes usado nas próximas seções).

Vamos tomar como φ a distribuição Gaussiana de média zero e variância
~:

φ(·) =

(
1

π h

)1/4

e−
| . |2

2h ∈ L2(R ) = H,

e assim tome
η(a1,a2) = ηa = U(a)φ ∈ L2(R ) = H.

Note que não necessariamente vale |η(a1,a2)|2 = 1.
Mais explicitamente,

η(a1,a2)(q) = ηh,(a1,a2)(q) =

(
1

π~

)1/4

exp

( −i
2~

a1 a2

)
exp

(
i

~
q a2

)
exp

(
− (q − a1)

2

2~

)
.

Com esta escolha temos que a variância ∆η(a1,a2)P e ∆η(a1,a2)X , respec-
tivamente, dos operadores P e X , , são todas as mesmas, onde

∆φ(A) = [< φ,A2 φ > − < φ,Aφ >2 ]1/2 = Eφ[ (A− Eφ(A) I )2 ]1/2.

Pode se mostrar que
∫∫

|ηa1,a2 >< ηa1,a2 |
da1da2

2π~
= Id

no sentido de que para toda função ψ temos
∫∫

ηa1,a2(q) < ηa1,a2 |ψ >
da1da2

2π~
= ψ(q)

De fato, calculando a integral da esquerda obtemos
∫∫

ηa1,a2 (q)

∫

ηa1,a2 (y)ψ(y)dy
da1da2

2π~

=

∫∫∫

exp

(

i

2~
a1a2

)

exp

(

−i

~
a2q

)(

1

π~

) 1
4
exp

(

−(q − a1)
2

2~

)

exp

(

−i

2~
a1a2

)

exp

(

i

~
a2y

)

(

1

π~

) 1
4
exp

(

−(y − a1)
2

2~

)

ψ(y)
dyda1da2

2π~

Chamando f(y) = exp
(
−(y−a1)2

2~

)
ψ(y), temos a seguinte expressão para a

transformada de Fourier inversa:

f̌(a2) =
1√
2π~

∫
exp

(
i

h
a2y

)
f(y)dy.
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Substituindo na expressão acima, obtemos

(
1

π~

) 1
2
∫∫

exp

(−i
~
a2q

)
exp

(−(q − a1)
2

2~

)
f̌(a2)

da2da1√
2π~

Calculando a transformada de Fourier de f̌ em q encontramos

f(q) =
1√
2π~

∫
exp

(−i
~
a2q

)
f̌(a2)da2.

Substituindo, (
1

π~

) 1
2
∫
f(q)exp

(−(q − a1)2

2~

)
da1

=

(
1

π~

) 1
2
∫
exp

(−(q − a1)
2

~

)
ψ(q)da1

Fazendo a1−q√
~

= x, da1 =
√
~dx obtemos

(
1

π~

) 1
2

ψ(q)

∫
e−x

2√
~dx = ψ(q)

Desta forma, η(a1,a2), (a1, a2) ∈ R2, define uma famı́lia de estados coer-
entes.

Exemplo 2.25. Estados coerentes para o oscilador harmonico.
Aqui tomamos Ω = C = R2.
Considere ψn : R → C, n ∈ N um conjunto ortonormal completo de

autofunções obtido da quantização do oscilador harmônico (ver seção 1.2).
Para cada valor s = (q + i p) ∈ C (onde q é a posição e p o momento)

considere o vetor

C(s) = e
−mw s2

h

∞∑

n=0

sn

n!
ψn.

Isto define uma famı́lia de estados coerentes.

♦

Seja φq,p uma famı́lia de estados coerentes. A partir do formalismo
acima, podemos associar de maneira natural uma dada ψ ∈ L2(dq), q →
ψ(q), a um certo ρψ onde ρψ(q, p) ≥ 0 satisfaz

∫
R2 ρψ(q, p) = 1. Obtemos
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assim uma medida no espaço de fase a partir de um estado no espaço de con-
figuração. Esta associação no entanto não é totalmente satisfatória (embora
utilizada muitas vezes em diversos problemas).

Vamos considerar uma variação do nosso procedimento. Denote

ρψ(q, p) =
1

2πh
| < ψq,p, ψ > |2.

Chamamos ρψ a função de Husimi associada a ψ (ver [250] ou Cap 3
seção 11 em [112]).

Como exemplo considere o caso do oscilador harmônico H(q, p) = 1
2 (q2+

p2).

Lembre que o ground state é Ω0(q) = c ( 1
πh)1/4 e−

q2

2h .
A m−th autofunção é

Ωm(q) = (
1

2mm!
)1/2 Pm(q/

√
h)Ω0(q),

onde Pm é o m-th polinomio de Hermite. O m−th autovalor é λm = h (m+
1/2).

Neste caso, a distribuição de Husimi associada a Ωm é

ρ Ωm(q, p) =
1

2πhm!
(
p2 + q2

2h
)m e−

p2+q2

2h

Se considerarmos um valor de energia fixa E > 0, e Em um valor próximo,
então tomando Em = (1/2 + m)h, com h = E/m, resulta que quando
m → ∞, temos que a função de Husimi vai concentrar no conjunto dos
pontos (q, p) que possuem energia clássica H(q, p) igual ao valor E [250].
Acima, para cada valor de massa m tomamos o valor mais próximo do
fixado E.

Neste sentido embora não totalmente satisfatória a distribuição de Husimi
(via esta associação) se torna a clássica no limite semiclássico h → 0. Ob-
servamos que o limite semi-clássico pode ter varios e diferentes sentidos
dependendo do problema (e da necessidade do formalismo).

Considere o assim chamado limite semi-classico h → 0. Este ρh,ψ = ρψ
não é, em geral, a probabilidade de encontrar (q, p) (que esta definido no
espaço de fase). Mas, se assumirmos que, φ é da forma do η então, num
certo sentido isto é verdadeiro.

Um formalismo mais satisfatório e elegante será descrito a seguir.

A densidade |ψ(x)|2 que obtemos do estado ψ (que descreve posição) está
definida no espaço de configuração x. Alternativamente, podemos considerar
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via transformda de Fourier, o estado ψ̂ (que descreve momento), que tem
densidade |ψ̂(p)|2, e que, por sua vez, está definida no espaço dos momentos
p. Gostaŕıamos de obter alguma espécie de densidade conjunta (das duas
variáveis) definida no espaço de fase (x, p) e que descrevesse ao mesmo tempo
posição e momento. Note que na Mecânica Hamiltoniana Clássica este é o
ponto de vista natural. A medida de Wigner W (x, p) vai desempenhar tal
papel. Uma referencia bastante completa sobre este assunto é o texto [446].

Uma descrição das medidas de Wigner quando o espaço de estados tem
dimensão finita aparece em [34]. A referencia [176] relaciona medidas de
Wigner com medidas de Aubry-Mather.

Considere f̃(a1, a2), f̃ : R → C, que se denomina de transformada de
Fourier simplética de f(q, p), f : R → C, que é descrita como

f̃(a1, a2) =

∫

R2

f(q, p) e
i
h
(a1 p−a2 q) dq dp

2π h
.

Ressaltamos a notação aqui utilizada, onde usamos o tilda (acima) para
a transformada de Fourier simplética, e guardamos o chapéu (acima) para
a expressão que envolve a transformada de Fourier usual, isto é,

f̂(a1, a2) =

∫

R2

f(q, p) e
i
h
(a1 p+a2 q) dq dp

2π h
.

A transformada de Fourier simpletica é algumas vezes denominada de
”twisted”Fourier transform. Lembre que a 2-forma simpletica w natural na
Mecânica Clássica (quando (q, p) ∈ R2, por exemplo) é tal que w( (p, q), (a2, a1) ) =
p a1−q a2. Em alguns domı́nios da Mecânica Quântica é mais natural tratar
da transformada de Fourier simpletica do que transformada de Fourier usual
(ver [155]).

A transformada de Fourier simpletica inversa é dada por

f̃−1(q, p) =

∫

R2

f(a1, a2) e−
i
h
(a1 p− a2 q) da1 da2

2π h
.

Vale neste caso algo que ocorre de forma similar para a transformada
de Fourier usual. Para toda f vale o seguinte: aplicar a transformada de
Fourier simpletica inversa na transformada de Fourier simpletica de f resulta
na propria f .

É natural considerar que estas operações agem no espaço das distribuições
S(R2) (conforme seção 1.14). Note que f → f̃ é um operador unitário em
L2(R2) (ver [107]).
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Lembre que

U(a1, a2) = exp (− i

h
( a1 P − a2 X ) ).

Por definição [106] [107] [438] [315]

OW
p (f) =

∫

R2

f̃(a1, a2)U(a1, a2)
da1 da2
2π h

,

é o operador quantização de Weyl agindo em S(R ×R).
Se f é uma função tomando valores reais, então OW

p (f) é um operador
auto-adjunto. Obtemos assim uma associação de observáveis clássicos a
observáveis quânticos de uma forma sistemática e definida de forma única.

Desta forma, para todo ψ ∈ S(R2), temos que

[
[OW

p (f)] (ψ)
]

(x) =

∫

R2

f̃(a1, a2)
[
U(a1, a2) (ψ)

]
(x)

da1 da2
2π h

=

∫

R2

f̃(a1, a2) exp(− i

2~
a1 a2 ) exp(

i

~
a2 x ) ψ(x− a1)

da1 da2
2π h

= φ(x)

define uma função φ que está em S(R2).

Por exemplo, se pode mostrar que
[
[OW

p (x2)] (ψ)
]

(x) = x2ψ(x) =

X 2(ψ)(x). Ou seja, [OW
p (x2)] = X 2. Da mesma forma, [OW

p (p2)] = P2.

Se f ∈ S(R2), então OW
p (f) é trace class. Além disto τ(OW

p (f)) =
1

2πh

∫
f(a1, a2)da1 a2 [107].

f(., .) ∈ S(R2) é chamado de śımbolo de Weyl de OW
p (f). Da mesma

forma, (mas, de maneira mais geral) podemos dizer que f ∈ S ′
(R2) é o

śımbolo de OW
p (f). Por exemplo, 1

2πhδ(z − 0) é o śımbolo do operador
identidade I : S(R2) → S(R2) [107].

Pode-se mostrar que para todo a e f ∈ S(R × R), f(q, p) → C, temos
(usando a notação da seção anterior) que

lim
h→0

(ηa, [OW
p f ] ηa) = f(a) ,

onde ηa foi obtida a partir do pacote de ondas Gaussiano como descrito na
seção anterior.

Desta forma os estados coerentes e a quantização de Weyl se harmonizam
na formulação de uma estrutura que de certa forma traduz, no limite em
h→ 0, o que se espera do mundo clássico.
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Outra questão interessante é a eventual relação entre o colchete de Pois-
son (mundo clássico na seção 1.2) e o Comutador de operadores (mundo
quântico na seção 1.2). Se pode mostrar (ver [112]) que dados f(., .), g(., .) ∈
S(R2)

[OW
p (f), OW

p (g) ] = OW
p ({f, g}) +O(h2).

Desta forma no limite semi-clássico ~ → 0, neste sentido, o mundo
quântico se torna similar ao mundo clássico. Vamos explorar um pouco
mais as questões do limite semi-clássico relacionadas ao conceito de micro-
suporte.

Limite semi-clássico e microsuporte

O pacote Gaussiano x ∈ R, ξ ∈ R é descrito por

z → ϕ̃x,ξ (z) = exp (
i

~
mv z ) e−

(z−x)2

4 a2 = exp (
i

~
ξ z ) e−

(z−x)2

4 ~ .

Ele descreve um part́ıcula quântica com posição x e momento ξ = mv.
A variancia da posição estamos tomando a =

√
~. Podemos também tomar

a =
√

~/m e desta forma obteŕıamos a expressão

exp (
i

~
ξ z ) e

− (z−x)2

4 ~/m .

Neste último caso podemos considerar ~ e v0 constantes, tomar m→ ∞,
(em vez de ~ → 0) e deduzir um resultado semelhante ao que será obtido
abaixo

Quando ~ → 0 a distribuição da posição de ϕ̃x,ξ vai ficar mais e mais
concentrada em x ∈ R. Vamos elaborar sobre isto em seguida.

Vamos no desenvolvimento abaixo considerar a =
√
~.

Dizemos que z(~) (indexadas por ~) é da ordem O(~∞) se para qualquer
N > 0 existe CN e δ > 0 tal que

|z(~)| ≤ CN ~N , para |~| ≤ δ.

Neste sentido z(~) vai muito rápido a zero quando ~ → 0.

Dada uma familia de funções ψ~, ~ ∼ 0, em L2(R), dizemos que ela está
microlocalizada infinitamente pequena perto de (x0, ξ0) se

z(~) = | < ϕ̃x,ξ, ψ~ > |

é O(~∞) uniformemente numa vizinhaça fixa de (x0, ξ0). O complemento de
tais pontos (x0, ξ0) é chamado de micro-suporte da familia ψ~.
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Sendo assim no limite semiclássico se entende que pontos fora do micro-
suporte não são observados.

Uma boa referencia para o tópico em consideração é [315] e em particular
o chapter 3.

No caso do pacote Gaussiano ψ~(z) = e
i
~
ξ0 z e−

(z−x0)
2

4 ~ é natural pergun-
tar sobre seu microsuporte.

Para (y, η) 6= (x0, ξ0) o valor z(~) = | < ϕy,η , ϕx0,ξ0 > | é O(~∞).

Acima ϕy,η(z) = e
i
~
η z e−

(z−y)2

4 ~ .

Vamos mostrar agora que o microsuporte de ϕ̃x0,ξ0 = ϕ̃~
x0,ξ0

é apenas o
ponto (x0, ξ0) .

Vamos usar algums ideias originárias do método da fase não estacionária
(ver [413] ou [116]).

O método da fase não estacionaria diz que se a(x) for de classe C∞ e
φ(x) diferenciável e tal que φ′(x) não se anula no suporte de a, então

∫
a(x) eiλφ(x) ≤ λ−N

para todo inteiro N > 0, quando λ→ ∞.

Em vez de usar tal resultado vamos fazer as contas no exemplo espećıfico
que iremos considerar abaixo.

Note que

< ϕ̃(y,η), ϕ̃(x0,ξ0) >=

∫ ∞

−∞
e−

(z−y)2+(z−x0)
2

4h2 e
iz(η−ξ0)

h dz

Caso 1: Suponha que y 6= x0, então temos que

| < ϕ̃(y,η), ϕ̃(x0,ξ0) > | ≤
∫ ∞

−∞
e−

(z−y)2+(z−x0)
2

4h2 dz

Note que (z − y)2 + (z − x0)
2 = 2(z − x0+y

2 )2 + (x0−y)2
2 portanto

| < ϕ̃(y,η), ϕ̃(x0,ξ0) > | ≤
∫ ∞

−∞
e−

2(z−
x0+y

2 )2+
(x0−y)

2

2
4h2 dz =

= e−
(x0−y)

2

8h2

∫ ∞

−∞
e−

(z−
x0+y

2 )2

2h2 dz = e−
(x0−y)

2

8h2 h
√

2π.
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Caso 2: Suponha que η 6= ξ0 e y = x0, então vale que

< ϕ̃(y,η), ϕ̃(x0,ξ0) >=

∫ ∞

−∞
e−

(z−x0)
2

2h2 e
iz(η−ξ0)

h dz

Seja φ(z) = z(η − ξ0), assim φ′(z) = η − ξ0 6= 0 para todo z, já que

η 6= ξ0. Defina o operador L := h
i

1
φ′(z)

d
dz e note que L(e

iφ
h ) = e

iφ
h , assim

usando a propriedade de L e integrando por partes temos

∫ ∞

−∞
e−

(z−x0)
2

2h2 e
iφ(z)
h dz =

∫ ∞

−∞
e−

(z−x0)
2

2h2 L(e
iφ(z)
h )dz =

h

i

∫ ∞

−∞

e−
(z−x0)

2

2h2

φ′(z)
d

dz
(e

iφ(z)
h )dz =

=
h

i(ξ0 − η)

∫ ∞

−∞
e−

(z−x0)
2

2h2
d

dz
(e

iφ(z)
h )dz =

− h

i(ξ0 − η)

∫ ∞

−∞

d

dz

(
e−

(z−x0)
2

2h2
)
e
iφ(z)
h dz

Note que d
dz

(
e−

(z−x0)
2

2h2
)

= e−
(z−x0)

2

2h2

(
−z+x0
h2

)
muda de sinal apenas em

z = x0.
Assim temos que

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
e−

(z−x0)
2

2h2 e
iφ(z)
h dz

∣∣∣∣ ≤
h

ξ0 − η

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣
d

dz

(
e−

(z−x0)
2

2h2
)∣∣∣∣dz =

=
h

ξ0 − η

(∫ x0−hN

−∞

d

dz

(
e−

(z−x0)
2

2h2
)
dz +

∫ x0+hN

x0−hN
e−

(z−x0)
2

2h2

( | − z + x0|
h2

)
dz−

−
∫ ∞

x0+hN

d

dz

(
e−

(z−x0)
2

2h2
)
dz

)
≤ h

ξ0 − η

(
2e−

h2N

2h2 + 2hN
hN

h2

)
.

E portanto

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
e−

(z−x0)
2

2h2 e
iφ(z)
h dz

∣∣∣∣ ≤
2h

ξ0 − η

(
e−

h2N−2

2 + h2N−2

)
.

Assim concluimos que o microsuporte está localizado em (x0, ξ0).
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Um estado Lagrangiano é uma função da forma ϕ : R → C, onde

ϕ(x) = a(x)e
i
~
S(x),

a : R → R, a ≥ 0 e S : R → R são funções reais e
∫
a2(x)dx = 1.

Pode se mostrar (ver [15] e [315]) que o microsuporte de ϕ é o con-
junto dado pelo gráfico da função S ′(x). Em [302] os autores analisam es-
tados Lagrangianos periódicos e questões que envolvem dinâmica e o limite
semiclásico.

2.17 Medidas de Wigner

O kernel ou medida de Wigner associado a uma certa φ ∈ L2(R) é

Wφ(q, p) =

∫

R
φ̄(q +

s

2
)φ(q − s

2
) ei

p s
h

ds

2π h
.

Referimos o leitor interessado em mais detalhes sobre o tópico para chap-
ter 6 in [107], [450], [109], [34], [155], [311], [288], [106], [438] ou [410].

Fixado φ os valores de Wφ(q, p) são reais mas podem ser negativos.

Vamos analisar agora algumas propriedades básicas da medida de Wigner.

Proposição 2.43.

∫ ∫ b

a
Wφ(q, p) dq dp =

∫ b

a
|φ(q)|2 dq,

and ∫ ∫ d

c
Wφ(q, p) dq dp =

∫ d

c
|φ̂(p)|2dp,

Demonstração
Lembre que como função da variável s, a expressão

∫
e+

i
h
p s dp é uma

distribuição, mais precisamente, a delta de Dirac em s = 0, denotada por
( 1
2π h) δ0.

A associação

f → 1

2π h

∫
[

∫
e+

i
h
p s dp] f(s)ds,

é a delta Dirac em zero. Ou seja, f → f(0).
Este resultado é semelhante ao que foi deduzido antes (ver 1.44 e 1.45

na seção 1.14) mas com uma mudança de sinal (lá seria
∫
e−

i
h
p s dp ).
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Vamos mostrar a afirmação no caso acima
∫
e+

i
h
p s dp . Segue facilmente

do uso da Transformada de Fourier inversa que

f(x) = (
1

2π h
)1/2

∫
e−

i
h
x p f̌(p) dp =

(
1

2π h
)1/2

∫
e−

i
h
x p
[

(
1

2π h
)1/2

∫
e
i
h
s p f(s) ds

]
dp.

Consideraremos agora a expressão acima apenas quando x = 0. Obtemos
assim

f(0) = (
1

2π h
)1/2

∫ [
(

1

2π h
)1/2

∫
e
i
h
s p f(s) ds

]
dp.

Acima f pode ser tomada indistintamente como função de x ou s.

Assim, para q fixo, tome acima f(s) = φ̄(q + s
2)φ(q − s

2), então

∫
Wφ(q, p) dp =

∫
[

∫

R
φ̄(q +

s

2
)φ(q − s

2
) ei

p s
h

ds

2π h
] dp = φ̄(q)φ(q).

Isto mostra que
∫
Wφ(q, p) dp = |φ(q)|2.

Vamos agora demostrar a outra afirmação.

Para um p fixo, considere agora a mudança de variável x′ = (q + s
2) and

x′′ = (q − s
2). Note que a matriz Jacobiana da mudança de coordenadas

(q, s) → (x′, x′′) tem determinante de modulo igual a 1. Note ainda que
s = x′ − x′′.

Obtemos então

∫
Wφ(q, p) dq =

∫

R

∫

R
φ(x′) e−i

p x′

h φ(x′′) e−i
p x′′

h
dx′

2π h
dx′′ =

∫

R
φ(x′) e−i

p x′

h dx′ ×
∫

R
φ(x′′) e−i

p x′′

h
dx′′

2π h
= φ̂ (p) φ̂(p) = |φ̂(p)|2

�

O resultado acima indica que a medida de Wigner é uma espécie de
medida com sinal (lembre que pode tomar valores negativos) tal que suas
marginais descrevem a posição e o momento de uma part́ıcula quântica. Em
[384] resultados explicitos são apresentados. A relação entre quantização de
Weyl e a medida de Wigner é descrita pelo próximo resultado.
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Proposição 2.44. OW
p satisfaz, para todo φ ∈ L2(R) e f tomando valores

reais:

< φ,OW
p f (φ) >=

∫

R2

f(q, p)Wφ(q, p) dq dp.

De fato, a expressão para Wφ pode ser derivada por integração por partes
a partir desta propriedade e da definição de OW

p .

Demonstração:
De fato, basta verificar que

< φ,OW
p f (φ) >=

∫
φ(x)f̃(a1, a2)e

i
2~
a1a2e−

i
~
xa2φ(x− a1)

dxda1da2
2π~

=

∫
φ(x+

a1
2

)f̃(a1, a2)e
i
2~
a1a2e−

i
~
(x+

a1
2
)a2φ(x− a1

2
)
dxda1da2

2π~
=

−
∫
φ(x− a1

2
)f̃(−a1, a2)e−

i
~
a2xφ(x+

a1
2

)
dxda1da2

2π~
=

−
∫
φ(x− a1

2
)φ(x +

a1
2

)e−
i
~
a2xf(y, z)e−

i
~
(−a1z−a2y) dydzdxda1da2

(2π~)2
=

−
∫

[
φ(x− a1

2 )φ(x + a1
2 )e

i
~
a1z

2π~
][
f(y, z)e

i
~
a2(y−x)

2π~
]da1da2dydzdx =

∫
Wφ(x, z)[

f(y, z)e−
i
~
a2(y−x)

2π~
]dyda2dxdz =

∫
Wφ(x, z)[

f̂ (a2, z)e
i
~
a2x

√
2π~

]da2dxdz =

∫
Wφ(x, z)f(x, z)dxdz =

∫

R2

f(q, p)Wφ(q, p) dq dp
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Observe que a segunda igualdade vem de uma substituição na qual se
toma x = x + a1

2 , na terceira substituimos a1 = −a1. Na quarta igual-
dade usamos a definição de transformada de Fourier simplética. Logo após,
substitúımos a2 = −a2 e usamos a definição de Wφ. Nesta demonstração,

f̂(p, y) denota a transformada de Fourier de f(x, y) na primeira variável.

�

Observe ainda que a associação de f(q, p) a um correspondente operador
quantizado OW

p f , descrita pela quantização de Weyl, permite o cálculo do

traço de OW
p f via

traço OW
p f =

∫ ∫
f(q, p)dq dp.

Referimos o leitor a [107] seção 9.2.2 para a prova desta afirmação.

Finalmente, podemos considerar (ver exerćıcio 2.15 em [106])

W(a1,a2)(q, p) = Wη(a1,a2)
(q, p) =

1

πh
e
− (q−a1)

2

∆2
q e

− (p−a2)
2

∆2
p ,

onde η(a1,a2) foi obtido a partir do pacote de ondas Gaussiano como na seção
anterior.

As únicas funçoes de Wigner que são totalmente não negativas são aque-
las associadas a pacotes de onda Gaussianos [28] section 15.2 (como descrita
acima).

Vamos considerar agora outro exemplo importante em que q está no toro
n-dimensional e o momento p em Rn, sendo assim ilimitado.

Abaixo vamos considerar h = 2π∆q∆p. Os valores ∆q e ∆p são apenas
constantes de normalização que irão aparecer nas contas em breve.

Lembre que o toro T2 é obtido como o conjunto [0, 2π) × [0, 2π) ⊂ R2

com a identificação usual da fronteira.
Para f ∈ S(T2 ×R2), da forma para f(q1, q2, p1, p2), temos que a (série-

transformada) de Fourier é definida como

f̃(n1, n2, ξ1, ξ2) =

∫ ∆q

0

∫ ∆q

0

∫

R2
f(q1, q2, p1, p2) e

i
h

( [ (n1 q1+n2 q2)]−(ξ1 p1+ξ2 p2)h ) dq1 dq2 dp1 dp2

(2π h)2
.

Desta forma obtemos de volta a f via a expressão (ver [176])

f(n1, n2, ξ1, ξ2) =



Seção 2.20 C. V. e Schrodinger 403

∑

n1∈Z

∑

n2∈Z

∫

R2
f̃(n1, n2, ξ1, ξ2) e

i
h

(−(ξ1 p1+ξ2 p2) + [∆q (n1 q1+n2 q2) ] ) dξ1 dξ2

(2π∆q)2
.

Finalmente, para f ∈ S(T2 × R2),

(OW
p (f) ) =

∑

n1,n2∈Z

∫

R2

f̃(n1, n2, ξ1, ξ2) e
i
h
( [∆q (n1 P1+n2 P2)]−(ξ1Q1+ξ2Q2) ) dξ1 dξ2

2π∆q
,

onde X1 é a multiplicação por x1, X2 é a multiplicação por x2, [P1(ψ)](x) =
h
i
∂ψ
∂x1

(x) e [P2(ψ)](x) = h
i
∂ψ
∂x2

(x).
Conforme descrito anteriormente considere a famı́lia {Pa}a∈Ω de estados

coerentes.
Nós chamamos a função densidade Oρ : Ω → R+, dada pela fórmula

Oρ(a) := traço (Pa ρ),

de distribuição de Husimi generalizada correspondente ao estado ρ.

Exemplo 2.26. Considere H = L2(R3), e seja P,Q os operadores posição
e momento. Seja α ∈ H um vetor de norma um no domı́nio de Q and P tal
que < Pα|α >=< Qα|α >=

∫
x |α(x)|2 dx = 0.

Vamos definir αyz ∈ H por

αyz(q) = ei (
∑3
j=1 z̄i qi ) α(q−y),

para q ∈ R3 and (y, z) ∈ R6. Então, αyz são estados coerentes.
Considere Ω = R6, m a medida de Lebesgue, e Pyz = |αyz >< αyz|, para

todo (y, z) ∈ R6.
A função (y, z) → Oρ(y, z) =< αyz| < ρ |αyz > é chamada de dis-

tribuição de Husimi ordinária.

♦

2.18 Cálculo das Variações e a equação de Schrodinger

O ponto principal nesta seção é apresentar uma versão alternativa para a
dedução da fundamental equação de Schrodinger. A evolução temporal dos
estados será descrita por fluxos de probabilidades, equações de transporte
e principios variacionais de mı́nima ação. Uma expressão mais geral da
equação de Hamilton-Jacobi desempenha um papel crucial neste ponto de
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vista (ver [332], [131]). Alguns textos se referem a tal formalismo como um
parte integrante do ponto de vista de Bohm da Mecânica Quântica. Não
vamos discutir aqui o que significa isto exatamente do ponto de vista do
fenômeno f́ısico.

Uma referencia abrangente cobrindo vários aspectos da Mecânica de
Bohm é [127]. Um ótimo resumo dos principais aspectos necessários para
entender a Mecânica de Bohm aparece em [420]. O material desta seção
(tirado de [220]) tem certa relação com a Mecânica de Bohm, e a assim
chamada Mecânica Quântica Estocástica (ver [333] e [332]). Nestas refer-
encias se pode obter a equação de Schrodinger a partir de procedimentos
diversos daqueles que seguimos no ińıcio do nosso texto. Referimos o leitor
para [172] para uma detalhada discussão sobre o assunto. Para aprofundar
tal ponto de vista referimos o leitor [356], [355], [357], [385] e [354].

A Mecânica d Bohm não está em contradição com a teoria da Relativi-
dade (ver seção 6 em [430]).

Para motivar o assunto vamos primeiramente apresentar brevemente o
formalismo da equação de Hamilton-Jacobi no setting da Mecânica Clássica.

Assumimos que S(t, x), x no toro n−dimensional Λ, satisfaz a equação
de Hamilton-Jacobi

∂S

∂t
+

1

2m
|∇x(S)|2 + V = 0, (2.151)

associada ao Hamiltoniano H(q, p) = p2

2m + V (q), onde V é diferenciável
infinitas vezes. Esta equação esta ligada a Mecanica Clássica e não Quântica.

Acima estamos considerando o toro com a métrica flat.
Ressaltamos que nem sempre este S pode ser definido em todo toro de

forma diferenciável. A partir de condiçoes iniciais fixadas se pode definir
localmente uma solução infinitamente diferenciável (ver [12], [319] e [291]).
Muitas vezes ocorrem singularidades (pontos de cáusticas) e em certos casos
se pode extender a solução infinitamente diferenciável de forma cont́ınua,
mas isto depende muito da forma especial do potencial.

O estudo das soluções de viscosidade e da Teoria de Aubry-Mather per-
mite encontrar soluções da equação acima de um ponto de vista diferente
[146]. Se busca funções cont́ınuas S(x, t), para todo x no toro Λ e t ∈ R, tais
que para x fora de um conjunto de medida de Lebesgue zero no Toro exista
a derivada parcial de S em relação a x, e nestes pontos a equação acima seja
verdadeira. Este seria um ponto de vista de obter soluções globais, mas de
uma forma dita fraca.

Assumimos agora que exista uma evolução temporal de probabilidades
cujas densidades sejam denotadas por Pt(x) = P (t, x).
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Desta forma, para qualquer t temos que
∫
P (t, x)dx = 1.

Assumimos também que esta evolução temporal seja governada por um
fluxo gradiente não autonomo dado por ∇xS(t, x), onde, S : [0, R]×T → R.
Isto significa que a equação de continuidade seja preservada, ou seja, que
P (t, x) satisfaça

∂P

∂t
+ divx(P

1

m
∇S) = 0. (2.152)

S descreve a ação associada os sistema mecânico clássico.
Lembre que a equação do transporte apareceu na seção 1.11 de maneira

natural a partir da equação de Schrodinger.
P 1

m ∇S é chamada de corrente de probabilidade associada a P e S. Se
P (t, x) é tal que não depende de t (estacionariedade), então se obtem a
expressão: divx(P 1

m ∇S) = 0.

Note que se φ é da forma φ(x) = Aei S/h, onde A ≥ 0 e S são funções
reais, então, podemos escrever P 1

m ∇S, que é a corrente de probabilidade,

na forma h
2mi (φ∇φ− φ∇φ) (ver [196] Definição 2.5.1).

Podemos considerar outro tipo de problema (que será o mesmo ao final):
seja T > 0 fixo, então para quaisquer S(t, x) e P (t, x) (uma familia de
densidades parametrizadas por t) denote sua ação por

A(S,P ) =

∫ T

0
P (t, x) [

∂S(t, x)

∂t
+

1

2m
|∇x(S(t, x))|2 + V (x) ] dx dt.

Considere para um dado T > 0 que estão fixadas as condições iniciais e
finais S0(0, x), S1(T, x), P0(R,x), P1(R,x).

Estamos interessados nos S(x, t) and P (x, t) que são cŕıticos para a ação
A acima descritas, com as condições fixas em t = 0 e t = T , dados pelos S0,
S1, P0, P1 acima.

Dizer que um certo par Ŝ(x, t) and P̂ (x, t) é cŕıtico para a ação A
significa que para qualquer famı́lia de variações Ss(x, t) and Ps(x, t), index-
ada por s ∈ (−ε, ε), ε > 0, tal que S0(x, t) = Ŝ(x, t) e P0(x, t) = P̂ (x, t)
temos que

dA(Ss, Ps)

ds
|s=0 = 0.

Note que se o par Ŝ(x, t) and P̂ (x, t) for mı́nimo para A então ele é
cŕıtico.

Observe que, a menos do termo P (t, x), o problema acima tem uma certa
similaridade com o principio clássico de ação cŕıtica [292].

Resultados relacionados ao tópico em análise apareceram em [220] [434]
[180] [133] [331], [442], [437] e [81].
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Pode-se mostrar que as familias S(t, x) e P (t, x) que são cŕıticas para
a ação satisfazem (2.78) e (2.79) acima. A prova desta propriedade segue
de um resultado mais geral que será considerado em breve. Esta ação que
consideramos acima não tem sentido quântico. Ela descreve a evolução tem-
poral natural de probabilidades (densidades) segundo o fluxo Hamiltoniano
Clássico.

Vamos considerar agora um novo tipo de ação: para quaisquer familias
S(t, x) e P (t, x) (uma familia de densidades no Toro indexada por t) denote
a q-action [220] [231] (q de quantum) por

Aq(S,P ) =

∫ T

0
P (t, x) [

∂S(t, x)

∂t
+

1

2m
|∇x(S(t, x))|2 + V (x) +

(h/2)2

2mP 2(t, x)
|∇x(P (t, x))|2 ] dx dt.

A diferença do caso anterior é que apareceu um novo termo (o último)
que de certa forma é um potencial que depende de P :

Uq(P )(x) =
(h/2)2

2mP 2(t, x)
|∇x(P (t, x))|2

O efeito deste potencial é diminuir o potencial clássico V onde P tem
pontos de máximo. Uq foi denominado de potencial quântico a seção 1.11.

De forma análoga ao caso anterior fixe S0(0, x), S1(T, x), P0(0, T, x),
P1(0, T, x).

Considere os S e P que são cŕıticos para as variações da ação Aq com
extremos fixos em t = 0 e t = T , dados respectivamente por S0, S1, P0, P1.

Vamos mostrar abaixo que as variações cŕıticas implicam que

∂S

∂t
+

1

2m
|∇x S|2 + V (x) = [

h2 ∆x a

2m a
].

Mais precisamente, as variações cŕıticas por P resultam na condição

∂S

∂t
+

1

2m
|∇x(S)|2 +V + [

(h/2)2

2mP 2(t, x)
|∇x(P (t, x))|2 − (h/2)2

mP (t, x)
∆xP ] = 0

para a solução cŕıtica.
Isto também pode ser escrito como

∂S(t, x)

∂t
+

1

2m
|∇x(S(t, x))|2 + V (x) − [

h2 ∆x P
1/2(t, x)

2m P 1/2(t, x)
] = 0 (2.153)
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Lembre que na seção 1.11 mostramos que se ψ(t, x) = a(t, x)ei S(t,x)/h,
onde a e S são funções reais, satisfaz a equação de Schrodinger

i h
∂ ψ

∂ t
= − h2

2m
∆xψ + V ψ,

então, denotando P = a2, temos que P e S satisfaz(2.151) e (2.152).
Em termos de a obtivemos naquela seção que

∂a2

∂t
+ divx(a2

1

m
∇xS) = 0,

e
∂S

∂t
+

1

2m
|∇x S|2 + V (x) =

[
h2 ∆x a

2m a
].

Segue do desenvolvimento abaixo que um prinćıpio de minima ação pode
substituir a equação de Schrodinger.

Lembre que se a condição inicial ψ(0, x) = a(0, x)ei S(0,x)/h em tempo
t = 0 for uma autofunção de H então a evolução temporal é tal que a
amplitude a2 não varia. Neste caso obtemos a condição

divx(a2
1

m
∇xS) = 0.

Vamos agora apresentar as provas dos enunciados acima.
Primeiro vamos descrever um problema variacional sem a componente

quântica. Mais tarde consideraremos o outro caso.

Seja um aberto Λ ⊆ R
n e seja P : [0, T ] × Λ → R uma famı́lia a um

parâmetro de densidades de probabilidades sobre Λ, i.e.
∫

Λ
P (x, t)dx = 1, ∀t ∈ [0, T ].

Seja ainda S : [0, T ] × Λ → R uma famı́lia a um parâmetro de funções
diferenciáveis. Definimos a ação em P e S por

A(S,P ) =

∫ T

0

∫
P (t, x)

[
∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x)

]
dxdt, (2.154)

onde V : Λ → R é um potencial e ∇ denota o gradiente na coordenada
espacial.

Primeiro iremos tratar do caso clássico.
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Teorema 2.45. Seja A o operador definido pela equação (2.154). Então se
o par (P, S) é um ponto cŕıtico de A, ele satisfaz as seguintes equações:





∂S
∂t + 1

2m |∇S|2 + V (x) = 0

∂P
∂t + div

(
P∇S
m

)
= 0.

Demonstração. Seja (P, S) um ponto cŕıtico de A e considere para τ ∈
(−ε, ε) Pτ , Sτ uma famı́lia de variações de P e S, respectivamente, satis-
fazendo, ∀τ ∈ (−ε, ε)

∫

Λ
Pτ (t, x)dx = 1, ∀t ∈ [0, T ];

Pτ (0, x) = P (0, x), Pτ (T, x) = P (T, x), ∀x ∈ Λ;

Sτ (0, x) = S(0, x), Sτ (T, x) = S(T, x), ∀x ∈ Λ,

ou seja, a variação é própria e preserva o fato de P ser probabilidade. Defina
a ação A(τ) = A(Pτ , Sτ ). Então, derivando A segue que

A′(τ) =

∫ T

0

∫

Λ

∂Pτ
∂τ

[
∂Sτ
∂t

+
1

2m
|∇Sτ |2 + V (x)

]
dxdt

+

∫ T

0

∫

Λ
P

(
∂

∂t

∂Sτ
∂τ

+
1

m
∇Sτ · ∇

∂Sτ
∂τ

)
dxdt.

Como (P, S) é cŕıtico de A, temos que A′(0) = 0 para qualquer variação
de (P, S). Com isso, definindo as funções

W (x, t) =
∂Pτ
∂τ

∣∣∣∣
τ=0

(x, t)

U(x, t) =
∂Sτ
∂τ

∣∣∣∣
τ=0

(x, t),

obtemos que

0 =

∫ T

0

∫

Λ
W

[
∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x)

]
dxdt +

∫ T

0

∫

Λ
P
∂U

∂t
dxdt

(2.155)

+

∫ T

0

∫

Λ
P

1

m
∇S · ∇Udxdt.
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Utilizando integração por partes e observando que a variação é própria,
chegamos às identidades

∫ T

0
P
∂U

∂t
dt = −

∫ T

0

∂P

∂t
Udt

∫

Λ
P

1

m
∇S · ∇Udx = −

∫

Λ
div

(
P∇S
m

)
Udx.

Na expressão acima podemos supor U e W com suporte compacto em x
para cada t. Com esta condição é válida a igualdade.

Com isso, a equação (2.155) torna-se

∫ T

0

∫

Λ
W

[
∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x)

]
dxdt−

∫ T

0

∫

Λ
U

[
∂P

∂t
+ div

(
P∇S
m

)]
dxdt = 0.

Pela arbitrariedade de U e W , segue o resultado.

�

Vamos definir agora uma ação com componente quântico. Isto significa
acrescentar um termo mais a ação anterior. Obteremos desta forma uma
equação diferencial parcial associada a Mecânica Estocástica de Nelson (ver
seções 13 e 14 em [333]). Novamente para P e S como anteriormente defina

Aq(S,P ) =

∫ T

0

∫

Λ
P

[
∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x) + c

1

P 2
|∇P |2

]
dxdt. (2.156)

Vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.46. Seja (S,P ) um par cŕıtico para o funcional Aq definido por
(2.156). Então S e P satisfazem as seguintes equações:





∂S
∂t + 1

2m |∇S|2 + V (x) + c 1
P 2 |∇P |2 − 2c

(
∆P
P

)
= 0

∂P
∂t + div

(
P∇S
m

)
= 0.

Desta forma recuperamos a equação anteriormente obtida na seção 1.11
via um prinćıpio variacional.



410 Tópicos Selecionados de Mecânica Quântica Cap. 2

A expressão

∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x) + c

1

P 2
|∇P |2 − 2c

(
∆P

P

)
= 0

pode ser escrita como

∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x) − 2mν2

∆
√
P√
P

= 0, (2.157)

onde assumimos que 2mν = ~ (ver (9), (10) (12) em [181]).

A equação nesta forma é conhecida com a equação de Hamilton-Jacobi-
Madelung (conforme [181])

Demonstração. Sejam novamente Pτ , Sτ variações de P e S como na demon-
stração do teorema anterior. Então, definindo novamente Aq(τ) = Aq(Pτ , Sτ ),
derivando e fazendo τ = 0 na expressão encontramos

∫ T

0

∫

Λ
W [

∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x) + c

1

P 2
|∇P |2 ] dxdt

+

∫ T

0

∫

Λ
P
∂U

∂t
dxdt+

∫ T

0

∫

Λ
P

1

m
∇S · ∇Udxdt (2.158)

+c

∫ T

0

∫

Λ

2

P
∇P · ∇Wdxdt− c

∫ T

0

∫

Λ

2

P 2
W |∇P |2dxdt,

onde novamente denominamos

W (x, t) =
∂Pτ
∂τ

∣∣∣∣
τ=0

(x, t)

U(x, t) =
∂Sτ
∂τ

∣∣∣∣
τ=0

(x, t).

Para P e S serem cŕıticos, qualquer variação deles deve resultar no an-
ulamento da expressao acima.

Utilizando integração por partes, podemos observar novamente as seguintes
identidades:
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∫ T

0
P
∂U

∂t
dt = −

∫ T

0

∂P

∂t
Udt,

∫

Λ

P

m
∇S · ∇Udx = −

∫

Λ
div

(
P∇S
m

)
Udx,

∫

Λ

1

P
∇P · ∇Wdx = −

∫

Λ
div

(∇P
P

)
Wdx.

Substituindo tais expressões em (2.158), podemos reorganizar os termos
e ficamos com

∫ T

0

∫

Λ
W [

∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x) + c

1

P 2
|∇P |2]dxdt

−
∫ T

0

∫

Λ
U
∂P

∂t
dxdt−

∫ T

0

∫

Λ
Udiv

(
P∇S
m

)
dxdt

−2c

∫ T

0

∫

Λ
Wdiv

(∇P
P

)
dxdt− 2c

∫ T

0

∫

Λ
W

1

P 2
|∇P |2dxdt = 0,

e portanto

0 =

∫ T

0

∫

Λ
W [

∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x)+

c
1

P 2
|∇P |2 − 2cdiv

(∇P
P

)
− 2c

1

P 2
|∇P |2 ] dxdt

−
∫ T

0

∫

Λ
U

[
∂P

∂t
+ div

(
P∇S
m

)]
dxdt =

∫ T

0

∫

Λ
W

[
∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x) − c

1

P 2
|∇P |2 − 2cdiv

(∇P
P

)]
dxdt

−
∫ T

0

∫

Λ
U

[
∂P

∂t
+ div

(
P∇S
m

)]
dxdt

Como a expressão acima deve ser zero para todo U e W obtemos o
resultado desejado.

Agora, observe que

−2cdiv

(∇P
P

)
= 2c

1

P 2
|∇P |2 − 2c

1

P
∆P, (2.159)
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portanto

∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x) − c

1

P 2
|∇P |2 − 2cdiv

(∇P
P

)

=
∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x) − c

1

P 2
|∇P |2 + 2c

1

P 2
|∇P |2 − 2c

1

P
∆P

=
∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x) + c

1

P 2
|∇P |2 − 2c

1

P
∆P.

(2.160)

Com isso, a equação anterior se torna

0 =

∫ T

0

∫

Λ
W

[
∂S

∂t
+

1

2m
|∇S|2 + V (x) + c

1

P 2
|∇P |2 − 2c

1

P
∆P

]
dxdt

−
∫ T

0

∫

Λ
U

[
∂P

∂t
+ div

(
P∇S
m

)]
dxdt.

Disto segue o que afirma o teorema.

�
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2.19 Espalhamento

Vamos analisar nesta seção o espalhamento de estados. O modelo que o
leitor deve ter em mente é o seguinte: consideramos um potencial para o
qual existe uma certa região delimitada e finita do espaço em que ele tem
maior influência. Sua ação se torna bem mais fraca sobre part́ıculas que
estão a distâncias muito grandes. Uma part́ıcula quântica muito longe desta
zona é governada praticamente pelo potencial nulo; ao se aproximar da zona
de maior ação do potencial, ela se altera, e, após esta ocorrência, ela se afasta
novamente da zona de influência do potencial.

Sendo assim, a evolução temporal do estado, que inicialmente era próxima
daquela governada pelo potencial nulo, é tal que com o decorrer do tempo
ele é refletido, e, posteriormente, volta a ter outra vez um comportamento
estat́ıstico temporal similar a de uma part́ıcula livre quântica.

Vamos analisar aqui a descrição matemática deste fenômeno apenas no
caso de dimensão um. Uma descrição bastante completa do assunto no caso
geral pode ser encontrada em [372] ou Lecture 10 em [117].

O tópico desta seção é de grande importância nas questões práticas.
Muitas vezes é dificil inferir qual o potencial que realmente atua num sistema
quântico dado. Este então é bombardeado com outras part́ıculas. A Teoria
do Espalhamento (via o assim chamado problema inverso) permite descobrir
qual o potencial que deve ser considerado no problema em análise.

Considere um Hamiltoniano H = − ~2

2m4 + V (x), onde V (x)
|x|→+∞−→ 0,

e, um estado φ que é solução da equação de Schrödinger

i~
∂ψ

∂ t
= Hψ

ψ|t=0 = ψ0 (1).

Intuitivamente, H é muito próximo a H0 := − ~2

2m4 para |x| grande,
assim espera-se que ψ se comporte como uma part́ıcula livre longe da origem.

Definição 2.31. Denominamos Hb o fecho do espaço gerado pelos autove-
tores de H.

Sendo assim, H⊥
b denota os estados que são ortogonais a este subespaço

Hb. Estes dois subespaços são invariantes pela ação do operador linear H.

Exemplo 2.27. Suponha que V seja da forma acima e seja ψ0 uma aut-
ofunção de H, associada ao autovalor λ, com ||ψ0||L2(R) = 1. Neste caso
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a solução ψt, t ≥ 0, da equação (1) é dada por ψ(x, t) = e−
iλt
~ ψ0. Para

qualquer intervalo limitado I = (−R,R) ⊂ R temos

P (t, I, ψ0) =

∫

I

|ψt(x)|2dx =

∫

I

e−
iλt
~ ψ0(x)e−

iλt
~ ψ0(x)dx =

∫

I

|ψ0(x)|2dx ≤ ||ψ0||2.

Assim, limt→+∞
∫
I |ψt(x)|2dx =

∫
I |ψ0(x)|2dx > 0, para algum I grande e

fixo. Desta forma, com o decorrer do tempo, a probabilidade de encontrar
a part́ıcula numa fixada região limitada é positiva.

Por outro lado se ψ0 ∈ H⊥
b é possivel provar que para qualquer intervalo

finito I temos que limt→+∞
∫
I |ψt(x)|2dx = 0 (ver Remark após a definição

2.29).

Ou seja, a probabilidade da part́ıcula quântica ficar na região limitada
I vai a zero com o decorrer do tempo.

Assim, é natural de chamar os estados ψ0 em Hb de limitados e os em
H⊥
b de ilimitados.

O exemplo anterior justifica a seguinte definição:

Definição 2.32. Um estado de espalhamento é uma solução de (1) com
ψ0 ∈ H⊥

b .

Vamos primeiro trabalhar um pouco com o caso degenerado H = H0.

Proposição 2.47. Sejam ψ0 ∈ L2(R), ψ solução de (1) acima com H = H0

e I ⊂ R intervalo limitado. Então lim
|t|→+∞

P (t, I, ψ0) = 0.

Demonstração. Usaremos aqui alguns resultados da seção 1.5.

Assuma sem perda de generalidade que I = (−R,R). Suponhamos ini-
cialmente que ψ0 ∈ C+∞

c (R), conforme a discussão da seção 6 do quantum
3, vale

ψ(x, t) =

(
2πi~t

m

)− 1
2
∫ +∞

−∞
e−

im|x−y|2

2~t ψ0(y)dy

Note que,

P (t, I, ψ0) =

∫ R

R

|ψ(x, t)|2dx =

(
2π~|t|
m

)− 1
2
∫ R

−R

∣
∣
∣
∣

∫ +∞

−∞

e−
im|x−y|2

2~t ψ0(y)dy

∣
∣
∣
∣

2

dx ≤
(
2π~|t|
m

)− 1
2
∫ R

−R

(∫ +∞

−∞

|ψ0(y)|dy
)2

dx ≤
(
2π~|t|
m

)− 1
2

2R||ψ0||2L1(R)

|t|→+∞−→ 0

Provamos assim o resultado para ψ ∈ C+∞
c (R). O caso geral segue-se por

um argumento de densidade.
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Estamos interessados no comportamento de ψt, solução da equação de
Schrodinger para H = − ~2

2m4+V (x), quando t→ ±∞. É natural perguntar
se dado a condição inicial ψ0 ∈ H⊥

b , existe φ0 ∈ L2(R) tal que

||ψt − e−
iH0t

~ φ0|| = ||e− iHt
~ ψ0 − e−

iH0t
~ φ0|| t→±∞−→ 0 (2.161)

Este é chamado o problema da completitude assintótica; isto é, quando para
todo ψ0 ∈ H⊥

b , existir φ0 ∈ L2(R) como acima. Intuitivamente (2) nos diz
que ψt se comporta como uma part́ıcula livre (com condição inicial φ0) para
t (com módulo) bem grande.

Definição 2.33. O conjunto X+ é o conjunto dos ψ0 para os quais existe
φ0 tal que

lim
t→∞

||e− iHt
~ ψ0 − e−

iH0t
~ φ0|| = 0 (2.162)

Definição 2.34. O conjunto X− é o conjunto dos ψ0 para os quais existe
φ0 tal que

lim
t→−∞

||e− iHt
~ ψ0 − e−

iH0t

~ φ0|| = 0 (2.163)

Pode se mostrar que H⊥
b = X+ ∩ X− (ver [224]).

Remark: Se ψ0 ∈ X+ então pela Proposição 2.47 vale que

lim
t→∞

∫ R

−R
|ψt(x)|2 dx = 0,

e se ψ0 ∈ H⊥
b temos ψ0 ∈ X+. Então, pela igualdade H⊥

b = X+ ∩ X−

conclúımos o que afirmamos anteriormente.

Proposição 2.48. Se ψ0 ∈ X+, então se I = (−R,R) ⊂ R temos que

lim
t→∞

P (t, I, ψ0) =

∫

I
|ψt(x)|2dx = 0.

Demonstração. Se ψ0 ∈ X+, então, pela desigualdade triangular

lim sup
t→∞

∫

I
|ψt(x)|2dx = lim sup

t→∞

∫

I
|e− iHt

~ ψ0 (x)|2 dx ≤

lim sup
t→∞

( ∫

I
| e− iHt

~ ψ0 − e−
iH0t

~ φ0 |2 dx )1/2 + (

∫

I
|e−

iH0t
~ φ0 |2 dx )1/2

)2

≤
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lim sup
t→∞

(
(

∫
| e− iHt

~ ψ0 − e−
iH0t
~ φ0 |2 dx )1/2 + (

∫

I
|e−

iH0t
~ φ0 |2 dx )1/2

)2

.

O limite da expressão do primeiro termo acima vai a zero pela hipótese
de ψ0 ∈ X+ e o segundo termo vai a zero pela proposição anterior.

A propriedade análoga vale para ψ0 ∈ X−.

Queremos introduzir agora os operadores de onda associados a H e H0.
Para justificar a definição observamos que

lim
t→±∞

||e
− iHt

~ ψ0 − e
−

iH0t
~ φ0|| = 0

como e
− iHt

~ é isometria
⇐⇒ lim

t→±∞
||ψ0 − e

iHt
~ e

−
iH0t

~ φ0|| = 0

⇔ ψ0 = lim
t→±∞

e
iHt
~ e

−
iH0t

~ φ0.

Vamos agora introduzir os operadores Ω+ e Ω−.

Definição 2.35. Definimos os operadores de onda associados a H e H0, por

Ω±φ = lim
t→±∞

e
iHt
~ e−

iH0t
~ φ,

se o limite existir.

É fácil ver que Ω± são isometrias. Os operadores Ω+ e Ω− estão bem
definidos, se só se, existe completitude assintótica. Não provaremos aqui
a existência (e bem definição) dos operadores Ω± e o leitor interessado na
questão pode consultar [191] [224].

O operador Ω− associa assim de maneira natural o ψ0 ∈ H⊥
b e o φ0 ∈

L2(R) da completitude assintótica.
D(Ω±) denota o domı́nio de Ω±. Em geral D(Ω±) 6= L2(R) e a proposição

seguinte nos dá um resultado mais preciso.

Proposição 2.49. Imagem (Ω±) ⊂ H⊥
b

Demonstração.
Sejam φ0 ∈ L1(R) = {ψ tal que

∫
|ψ(x) | dx < ∞} e assumamos que

Ω±φ0 está bem definido. Seja g ∈ Hb tal que Hg = λg. Então

< g,Ω±φ0 >= lim
t→±∞

< g, e
iHt
~ e−

iH0t
~ φ0 >= lim

t→±∞
< e−

iHt
~ g, e−

iH0t
~ φ0 >=

lim
t→±∞

< e−
iλt
~ g, e−

iH0t
~ >= lim

t→±∞
e−

iλt
~ < g, e−

iH0t
~ φ0 >

Ora,

e−
iH0t

~ φ0 =

(
2πi~t

m

)− 1
2
∫ +∞

−∞
e−

im|x−y|2

2~t φ0(y)dy,
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portanto,

| < g, e−iH0tφ0 > | =
∣
∣
∣
∣
∣

(
2πi~t
m

)− 1
2
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

g(x)e
im|x−y|2

2~t φ0(y)dydx

∣
∣
∣
∣
∣
≤

(
2π~|t|
m

)− 1
2
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

|g(x)||φ0(y)|dydx =

(
2π~|t|
m

)− 1
2

||g||L1 ||φ0||L1
t→±∞−→ 0

Onde supomos g, φ0 ∈ L1(R).
Ω±φ0 está na imagem de Ω±. Portanto, todo elemento da imagem é

ortogonal a Hb.
Em [224] pode ser encontrada uma demonstração mais geral do teorema

acima, isto é, sem assumir que g, φ0 ∈ L1(R).
Se para toda ψ0 ∈ H⊥

b existe φ0 ∈ L2(R) satisfazendo (2.88), então a
imagem de Ω± = H⊥

b (detalhes podem ser encontrados em [224]).

�

Seja Ω±∗ o operador adjunto de Ω±. Então, sejam quais forem φ,ψ ∈ L2

vale que < φ,ψ >=< Ω±φ,Ω±ψ >=< φ,Ω±∗Ω±ψ >, ou seja Ω±∗Ω± = I.
Por outro lado Ω±Ω±∗ é projeção sobreD(Ω±), uma vez que Ω±Ω±∗Ω±Ω±∗ =
Ω±IΩ±∗ = Ω±Ω±∗.

Definição 2.36. O operador S = (Ω+)∗ Ω− é denominado de operador
scattering (ou, de espalhamento).

Proposição 2.50. Se assumirmos a propriedade da completitude assintó-
tica, então o operador H é unitariamente equivalente ao operador H0 em
H⊥
b .

Demonstração.
Vamos então supor que para todo ψ0 ∈ H⊥

b existe o correspondente
φ0 ∈ L2(R) desejado.

Observe inicialmente que

e−
itH
~ Ω±ψ = lim

s→±∞
e−

itH
~ e

isH
~ e−

isH0
~ ψ =

lim
s→±∞

e
i(s−t)H

~ e−
isH0

~ ψ = lim
s→±∞

e
is∗H

~ e−
is∗H0

~ e−
itH0

~ ψ =

Ω± (e−
itH0

~ ψ ) ⇔ e−
itH
~ Ω± = Ω±e−

itH0
~ .

Derivando a expressão acima em t = 0 obtemos HΩ± = Ω±H0, para finalizar
a prova observe que Ω±∗ = Ω±−1 em H⊥

b .
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Assim, temos que

H = Ω±H0(Ω
±)∗

em H⊥
b .

O resultado acima nos assegura que restrito sobre H⊥
b os espectros dos

operadores H e H0 são os mesmos (podem ser identificados via a isometria
Ω+).
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2.20 Exponencial de Operadores não limitados

Nesta seção vamos mostrar como proceder para definir o exponencial de um
operador não limitado.

Proposição 2.51. Seja A : D(A) → H2 operador limitado, com D(A)
domı́nio denso em H1. Então A pode ser estentida a A : H1 → H2, linear e
limitada.

Demonstração. Vamos definir Aψ para ψ ∈ H1 \ D(A). Como D(A) é
denso, há seqüência (ψn) em D(A) com ψn → ψ. Vamos definir A(ψ) como
limn→∞A(ψn).

Primeiro vamos garantir que tal limite existe. Espaços de Hilbert são
sempre completos por natureza, bastando-nos mostrar que (Aψn) é seqüência
de Cauchy.

Seja ε > 0. Como (ψn) converge, é de Cauchy. Existe N tal que ||ψn −
ψm|| < ε

||A|| para n,m > N . Então se n,m > N

||Aψn −Aψ|| ≤ ||A||||ψn − ψ|| < ||A|| ε

||A|| = ε

o que demonstra que Aψ = limAψn existe.
Precisamos garantir que Aψ independa da seqüência, ou seja, que se

ϕn → ψ então Aϕn → Aψ = limn→∞Aψn.
Seja ε > 0. Então, existe N1 tal que ||Aψn − Aψ|| < ε

2 para n >
N1. Existe também N2 tal que ||ϕn − ψ|| < ε

2||A|| para n > N2. Então

||Aϕn − Aψ|| < ||A||||ϕn − ψ|| < ||A|| ε
2||A|| = ε

2 . Usando a desigualdade
triangular, obtemos

||Aϕn −Aψ|| ≤ ||Aϕn −Aψn|| + ||Aψn −Aψ|| < ε

2
+
ε

2
= ε

sempre que n > N = N1 + N2. Isso mostra que o limite Aψ independe
da seqüência tomada em sua definição, e portanto esta está bem posta.
A definição de Aψ como limite de seqüências pode ser feita também para
ψ ∈ D(A) (com uma seqüência constante) e coincide com a original.

Sejam agora (ψn) e (ϕn) seqüências em D(A), com ψn → ψ e ϕn → ϕ.
Então aψn + bϕn → aψ + bϕ.

A(aψ + bϕ) = limA(aψn + bϕn) = lim aAψn + bAϕn = aAψ + bAϕ

o que mostra que A é linear e é limitado. De fato, para ψn → ψ

||Aψ|| ≤ ||Aψ −Aψn|| + ||Aψn|| ≤ ||Aψ −Aψn|| + ||A||||ψn||
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Se n→ ∞, ||Aψ −Aψn|| → 0 e ||ψn|| → ||ψ||, e portanto

||Aψ|| ≤ ||A||||ψ||

mostrando que a extensão é limitada (e que sua norma coincide com a norma
original).

Lema 2.52. (Lema de [191] página 20) Seja A : D(A) → H operador
autoadjunto e ψ ∈ C, Im(z) 6= 0. Então o operador A − z tem inversa
(A − z I)−1 : H → H. Tal inversa é limitada, valendo ||(A − z I)−1|| ≤
|Im(z)|−1.

Demonstração. Seja ψ ∈ D(A). Calculamos

||(A − z I)ψ||2 = 〈(A− z I)ψ, (A − z I)ψ〉
= 〈Aψ,Aψ〉 + 〈Aψ,−zψ〉 + 〈−zψ,Aψ〉 + 〈−zψ,−zψ〉
= ||Aψ||2 − 2Re(z)〈ψ,Aψ〉 + |z|2||ψ||2

pois 〈Aψ,−zψ〉 = −z̄〈Aψ,ψ〉 = −z̄〈ψ,Aψ〉 e z + z̄ = 2Re(z).
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz |〈ψ,ϕ〉| ≤ ||ψ||||ϕ|| e a iden-

tidade |z|2 = |Re(z)|2 + |Im(z)|2, temos

||(A− z I)ψ||2 ≥ ||Aψ||2 − 2|Re(z)|||ψ||||Aψ|| + |Re(z)|2||ψ||2 + |Im(z)|2||ψ||2
= (||Aψ|| − |Re(z)|||ψ||)2 + |Im(z)|2||ψ||2
≥ |Im(z)|2||ψ||2

Isso implica que (A− z I)(ψ) = 0 somente para ψ = 0; Assim, A− z I é
injetiva. Podemos definir um operador

(A− z I)−1 : Im(A− z I) → H

com (A − z I)−1(A − z I) = idD(A) e (A − z I)−1(A − z I) = idIm(A−z I).
(Não confundir Im(A− z I), a imagem de um operador linear, com Im(z),
a parte imaginária de um número complexo.) Mostraremos que Im(A−z I)
é denso em H. Seja ϕ ∈ Im(A − z I)⊥. Temos então 〈ϕ, (A − z I)ψ〉 = 0
para todo ψ ∈ H. Ora,

0 = 〈ϕ, (A − z I)ψ〉 = 〈ϕ,Aψ〉 + 〈ϕ,−zψ〉 =

〈Aϕψ〉 + 〈−z̄ϕ, ψ〉 = 〈(A− z̄)ϕ,ψ〉
para todo ψ ∈ H e portanto ϕ = 0. Assim, (ImA− zI)⊥ = {0} e portanto

¯Im(A− z I) = Im(A− z I)⊥⊥ = {0}⊥ = H, demostrando que Im(A − z I)
é denso em H.
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O operador (A − z I)−1 : Im(A − z I) → H é limitado. De fato, para
todo ϕ = (A− z I)ψ ∈ Im(A− z I) temos

||(A− z I)ψ|| ≥ |Imz|||ψ||
||ϕ|| ≥ |Imz|||(A − z I)−1ϕ||

||(A− z I)−1ϕ|| ≤ |Imz|−1||ϕ||

donde segue ||(A − z I)−1|| ≤ |Imz|−1.

A partir do que vimos acima garantimos a existencia de uma inversa
(A− z I)−1 : H → H, com a mesma norma |Imz|−1.

Proposição 2.53. Seja A : D(A) ⊆ H → H operador autoadjunto e ilimi-
tado. Então para λ > 0 os operadores

Aλ :=
1

2
λ2[(A+ iλ)−1 + (A− iλ)−1]

são autoadjuntos e limitados, com limλ→∞Aλψ = Aψ para todo ψ ∈ D(A2) ⊆
D(A).

Além disso, limλ→∞ eiAλψ existe para todo ψ ∈ D(A2), e definimos eiAψ
como sendo esse limite. Se obter uma extensão limitada eiA : H → H.

Observação 2.11. Devemos ter D(A) ( H, pois um operador autoadjunto
definido em todo H seria necessariamente limitado (ver [439] página 195).
Este resultado é consequencia imediata do Teorema do gráfico fechado. Seja
T : H → H autoadjunto e φn → φ, T (φn) → ψ em H. Então, para todo
θ ∈ H:

< T φ, θ >=< φ , T θ >= lim
n→∞

< φn, T θ >=

lim
n→∞

< T φn, θ >=< ψ , θ > .

Ou seja, T (φ) = ψ.

Demonstração. Segundo o Lema 2.52, (A± iλ)−1 está definido em todo
H, e vale ||(A± iλ)−1|| ≤ λ−1. Então

||Aλψ|| =
1

2
λ2||[(A+ iλ)−1 + (A− iλ)−1]ψ|| ≤ 1

2
λ2[λ−1 + λ−1]||ψ|| = λ||ψ||

e portanto Aλ é limitado, ||Aλ|| ≤ λ.

Consideremos sempre ψ ∈ D(A2) ⊆ D(A), que é o ambiente no qual as
contas seguintes fazem sentido.
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[λ2(A+ iλ)−1 −A]ψ = (A+ iλ)−1[λ2 −A(A+ iλ)]ψ
= (A+ iλ)−1[λ2 −A2 − iλA]ψ
= (A+ iλ)−1[λ(λ− iA) −A2]ψ
= (A+ iλ)−1[−iλ(A+ iλ) −A2]ψ
= [−iλ− (A+ iλ)−1A2]ψ

Analogamente obtemos

[λ2(A− iλ)−1 −A]ψ = [iλ− (A− iλ)−1A2]ψ

Unindo,

||(Aλ −A)ψ|| = 1
2 || [λ2(A+ iλ)−1 + λ2 (A− iλ)−1 − 2A] ψ ||

= 1
2 || [λ2(A+ iλ)−1 −A+ λ2(A− iλ)−1 −A] ψ ||

= 1
2 || [−iλ−A2(A+ iλ)−1 + iλ−A2(A− iλ)−1 ]ψ ||

= 1
2 || [−(A+ iλ)−1A2 − (A− iλ)−1A2] ψ ||

≤ 1
λ ||A2ψ ||

Dáı limλ→∞ ||(Aλ−A)ψ|| = limλ→∞
1
λ ||A2ψ|| = 0 para todo ψ ∈ D(A2),

como queŕıamos.

Além disso, Aλ é autoadjunto. Com efeito, sejam ψ e φ em H. Vimos
que existem ψ̃ e φ̃ com (A− iλ)ψ̃ = ψ e (A+ iλ)φ̃ = φ. Então

〈ψ, (A + iλ)−1φ〉 = 〈(A− iλ)ψ̃, (A+ iλ)−1(A+ iλ)φ̃〉
= 〈(A− iλ)ψ̃, φ̃〉
= 〈ψ̃, (A + iλ)φ̃〉
= 〈(A− iλ)−1(A− iλ)ψ̃, (A + iλ)φ̃〉
= 〈(A− iλ)−1ψ, φ〉

e portanto (A+ iλ)−1 ∗ = (A− iλ)−1 e vice-versa. Assim,

A∗
λ =

1

2
λ2[(A+ iλ)−1 ∗ + (A− iλ)−1 ∗] =

1

2
λ2[(A− iλ)−1 + (A+ iλ)−1] = Aλ

Pela autoadjuntividade de Aλ, temos ||eiAλψ|| = ||ψ||.
A derivada para operadores mantém algumas propriedades da deriva-

da usual, como a linearidade, a derivada de uma exponencial, a regra do
produto e o Teorema Fundamental do Cálculo. Não demonstraremos tais
fatos.
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Vamos mostrar agora que {eiAλ}λ>0 (operadores bem definidos visto
que Aλ é limitado) é uma famı́lia de Cauchy com λ→ ∞, ou seja, ||(eiAλ′ −
eiAλ)ψ|| → 0 quando λ′, λ→ ∞.

Repare que Aλ, Aλ′ , e
iAλ e eiA

′
λ comutam.

Temos que

eiAλ′ − eiAλ =

∫ 1

0

∂

∂s

(
eisA

′
λe(1−s) i Aλ

)
ds

Juntando as expressões acima, obtemos, para ψ ∈ D(A2)

||eiAλ′ψ − eiAλψ|| = ||
∫ 1
0

∂
∂s

(
eisAλ′e(1−s) i Aλ

)
ψds||

= ||
∫ 1
0 e

isAλ′ ei(1−s)Aλ i(Aλ′ −Aλ)ψds||
≤

∫ 1
0 ||eisAλ′ ei(1−s)Aλ i(Aλ′ −Aλ)ψ||ds

=
∫ 1
0 ||(Aλ′ −Aλ)ψ||ds

= ||(Aλ′ −Aλ)ψ||

Como {Aλ(ψ)} é famı́lia de Cauchy, segue que {eiAλ(ψ)} é famı́lia de
Cauchy. Isso nos permite definir, para ψ ∈ D(A2),

eiAψ := lim
λ→∞

eiAλψ

Como ||eiAλψ|| = ||ψ|| para todo λ > 0 e ψ ∈ D(A2), temos ||eiAψ|| =
||ψ|| para todo ψ ∈ D(A2), e portanto eiA é limitada neste espaço. Como
D(A2) é denso, podemos usar a Proposição 2.51 para obter uma extensão
limitada eiA : H → H.
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elemento anaĺıtico numa C∗-Algebra,
273

energia do operador Hamiltoniano,
48

Energia espećıfica, 326
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interferômetro de Ramsey, 57

interferencia, 51, 53–55

interferencia no sistema composto,
312

interpretação estocástica da Mecânica
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397

método de Laplace, 359

método maxent, 288

métrica no espaço de Bernoulli, 319

métrica Riemanniana, 116

matriz estocástica, 327
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núcleo integral de operador, 359

não localidade, 312
norma, 2

norma do operador, 8

norma em L2, 5
Number operator, 300

number operator, 66, 104

o comutator de dois operadores, 61
O modelo XY quântico, 297
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unidimensional, 113

o operador Hamiltoniano do oscilador
harmônico, 70

observável clássico, 80
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onda piloto, 155
onda plana, 101
operador adjunto, 8
operador autoadjunto, 9
operador compacto, 13
Operador completamente positivo,

252, 292
operador da classe Hilbert-Schmidt,

146
operador de espalhamento, 417
operador de onda, 416
operador densidade, 133
operador densidade emaranhado,

248
operador densidade KMS, 151, 276,

278
operador densidade separável, 248
operador Hamiltoniano associado

a um campo eletromagnético
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