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Nome: Gabarito ) ) ) Cartao:
1A. Obtenha a solugdo do PVI { y =3ty +2)%t>0 ,
y(0) =2
d
Solucio: ﬁ = —3t2dt integrando ambos os lados da equagio:
Y

1 1
/mdy:/—sﬁdt+0@—m:—t3+C,CeR

condigdo inicial y(0) = 2 implica —% =0+C=C= —% e portanto

1

1
—_ t>0
y+2

1
:t3 — = 2= )
tiTyt Br1/4 =

Fria vW="27F

3ty +5y=10 ,t>0
y(1) =1
Solugdo A:(duas integragdes) y”’ = —1 = ' = —In|t| + B
e integrando mais uma vez: y(t) = A+ Bt — [ In(t)dt = A+ Bt —tIn(t) +t. y(1) = 0 implica A+ B+1 =0,
ao passo que y'(1) = B = 1. Segue A = —2, y(t) = —2 + 2t — tIn(t),t > 1 é soluc¢do do PVI.

1B. Obtenha y(t) tal que {

Soluc¢io B: EDO ¢ linear. u solu¢do homogénea satisfaz

1
tu” =0 = u; = 1,up =t onde Wluy, us] = 0 i ‘ =1
Formula de variagdo de parametros, onde f = —%, produz

t.=L 1.=L
yp:—l/ 1tdt+t/ 1tdt:/dt—t-ln|t|:t—tln(t)

Seguey = A+ Bt+t—tln(t)ey = B+1—In(t) —t1 = B—In(t) e y(1) = 0 implica A+ B + 1 = 0, ao passo
que y'(1) = 1 implica B = 1 e entdo A = —2. Segue y(t) = —2 + 2t — tIn(¢) é solug¢do do PVI.

1C. Taxa de variagdo é proporcional a diferenca de temperaturas. Um termometro em equilibrio € retirado de um forno
para um refrigerador onde a temperatura € de 12° F. Apds 1 minuto no novo ambiente, o termOometro marca 62°F, e
apds 3 minutos no novo ambiente o termdmetro marca 14°F. Calcule a temperatura do forno. Obtenha expressao
analitica da temperatura 7'(¢) em fungo do tempo transcorrido ¢.

Solugdio: Resfriamento de Newton: 4" = (T, — T) define U =T — T,

dUu

—r = U= U = U(0)e ™ = T(t) = T, 4+ (T(0) — T,)e *t

_ _ 19)e—k
?i ; 1; i 8:28; B E;e_% entdo (T/(0) —12)e™* =50 e (T(0) —12)) (e *)? =
2

2 implicam (e_k)2 == % = ek = % = k = In(5)
entdo (T(0) — 12)1 = 50 = T(0) = 12 + 5(50) = 262 & a temperatura inicial, entdo T'() = 12 + 250e ¢,

Dados do problema implicam: {

22y v ay 4y =2,2>1
y(1)=1,y(1)=3

Soluciio: equagio de Euler, buscamos solugdes na forma 2™, onde entdo m(m — 1) +m+4 = O ousejam? = —4 =
442, onde 72 = —1. Segue m = +2i e assim as solugdes homogéneas sio cos(21n(z)) e sen (21n(z)). Por inspecio,

uma solugdo particular é y = % e assim

1D. Obtenha a solugdo y(x) do PVI { , se possivel, na forma explicita.

y = Acos(2In(z)) + Bsen (2In(x)) + %x >1

¢ a solugdo geral. A condigdo y(1) = 1 implica A cos(0) + Bsen (0) + % =1leassim A = % Por outro lado



, 2Asen (21n(z)) n 2B cos(21n(x))

Yy ==
x x

e entdo (1) = 3 implica = B _3-pB= 3. A solugdo do PVI ¢
1 3 1
y=3 cos(2In(z)) + 5 sen (2In(x)) + 50 >1

1E. Obtenha a expressdo analitica de uma sequéncia {p,, } que satisfaz a recorréncia
{pm4=3MrH@mq+9,n>0
po=3,p1 =4
Solucio:
solugcdo homogénea satisfaz u, 1 — 3u, — 4u,—1 = 0; u,, = ™ implica

3+19—-4(1)(-4) 34£5
2 2
e as raizes sdo &« = —1 e a = 4. Portanto u,, = A(—1)" + B(4)",n >0, A,B € R.
como o termo nao-homogéneo é constante, procuramos solucdo particular da forma v, = C

3 3
C:3C+4C+9:>—6029:>C:—§:>vn:—§,n20

042—304—4:0:>04172:

a solugdo geral da eq em diferencas é p,, = A(—1)" + B(4)" — %, n > 0.

{m:A+B—g =3

D= —A44B -3 —4 TOBT3=T=B=2
2

3 5
a1ndaA—3+§—2—§eseguepn:§ ()" +2- (4" —3,n>0

2 dy _
1F. Obtenha a solugdo y(z) do PVI { +y? =y, >1

, se possivel, na forma explicita.

MU—l
2
Soluciio: z2y — xy = —y? escreve iy — iy = —%3 (eq de Bernoulli de ordem 2)
Mudanga de varidvel u = y'=2 = i produz v’ = —y—12y’ =9y = —;‘—;
o u 1
—x2—2—————2 :>x2u'+xu:1:>u’+———2
u?  wu x  x
que é uma EDO linear. Equa¢io homogénea: v’ = —%u resolvida via
du dz C
—=——ohflu/=-hjz|+C=hl|z| '+Ceu=exp (C+z| ") = La>1
u x x

onde C € R. Solucdo particular por variacdo de parimetros

e portanto u(x) = Cl + ( ) o que implica

1 x

S R
YT U C’l—i—ln(ac)’c1 <

e a condicdo inicial y(1) = 1 implica C% =1=C1=1=y() = 15 Ty ¢ @ solugdo do PVL

) ) Y — 4¢3t . .
2A. Seja y(t) satisfazendo { y Ty +3y=de T, >0 e sua transformada de Laplace Y (). Primeiramente,

y(0) =1,4'(0) = -1
obtenha Y (s). Depois, usando Y (s), obtenha y/(t).

Solucao:



s%Y — 5(1) — (1) + 4(sY —1) +3Y = = (s°+4s+3)Y =5+ 3+

s+1 s+3
Baskara: s* + 45 + 3 = 1 3) =Y =
askara: s + 4s + (s+1)(s+3) 3+1+(3+1)(3+3)2
decomposicao em fragdes parciais (DFP):
4 A B C A(s+3)2+B(s+1)(s+3)+C(s+1)

GADE+32 s+1 543 13 G+ 1)(s13)?

4=A(s+3)2+B(s+1)(s+3) +C(s+ 1) Vs entdo
s=—-1=24=A4) - A=1s=-3=24=C(-2)=C=-2;s=0=3B=-3=B=-1

1 1 2 1
t) =1 _ _ — 9t _ g3t _ 9pe—3t
y(t) <8—|—1+8—|—1 (s +3)2 8+3> c7c ‘
2B. Sejam z 1, x5 funcdes de uma varidvel ¢. Encontre a solugdo geral de

{ dry/dt = —2x1 + 329 + 2e¥

dxy/dt = 31 — 229 + 26

d _
Solucao: d_)t( =Ax+ Fonde A = [ g _2 } JF = [ ; ] e*! e portanto os autovalores de A satisfazem

—2-) 3
‘ 5 _2_)\'—(—2—)\)(—2—)\)—9—0
ou seja, (2 + \)% = 32, ou ainda |2 + A| = 3, que possui raizes reais \; = 1 e Ay = —5.

Autovetores associados a A = 1:
—2x1 +3x2 =21 = T2 =21

que possui solu¢des ndo nulas 1 = 1, xz9 = 1. Dessa forma,
I 1

= = B

n]=0]-n

—2x1 + 320 = =51 = 120 = —11

Autovetores associados a A = —5:

que possui solu¢des ndo nulas 1 = 1, x9 = —1. Dessa forma,
T 1

= = B

5 l=[4]-

X=c [ 1:|€t+02 [ _11]65t,01,02€]R

e solucdo homogénea €, portanto

solugdo particular da forma

[ Al [ 44 =-24+3B+2 6A =3B +2
=1 pB|° AB =3A—2B+2 6B =3A+2

que implicam 124 = 6B +4=3A+2+4=9A=6= A= 2. Poroutrolado, 6B=3-2+2=4= B =

a solugdo geral é

2
y(t):cl[i]et—l—@[_ll}e5t+—[1}e4t,01,02€ﬂ§

wino

, €



2C. Sejam x1, x2, x3 funcdes de uma varidvel ¢. Encontre a solugdo geral de
d:t?l/dt = —x1 + X2
dxo/dt = x1 — 229 + 3
d:t?g/dt = T9 — I3

dx —1 1 0 —1-=A 1
Solucao: i Ax onde A = 1 —2 1 |eentio A— N = 1 —2-=A
0 1 -1 0 1

Expandindo o determinante pela primeira coluna, temos que autovalores de A satisfazem

(=1 =N[2+N1+A) =1+ (-1)(=1=X) =0
SL+AN)[N+3A+2-1-1]=1+N)AA+3)=0

Autoespaco e solu¢do homogénea associados a A = 0:

1
I =0 [ m=m = Ki=|1|=X=
Ty —2x9+23 =0 T3 =T = X1 1
Autoespaco e solucdo homogénea associados a A = —1:
—z1+ =—x 2 =0 L
T - :>{ 2= = Ky=| 0| =Xy=
T, —2T0 +x3 = —X9 r3 = —I1 1
Autoespaco e solugdo homogénea associados a A = —3 :
-1+ =-3 To = —2x L
T1r s - 1 = 2= ! = K3 = —2 = X3
T, — 220 +x3 = —3T9 I3 = —T2—T1 =121 1
1 1 1
solugdo geral : x(t) =c¢; | 1 | + ¢ 0 |let+es| =2 | e 3t er,e0,c3€R

0
1
—-1-A

[a—



