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1 Estrutura do Curso

Ver plano de ensino ou plataforma Moodle.

2 Sistemas Lineares

Comecamos nosso estudo diretamente com um exemplo:

Exemplo 1. Considere o sistema linear que consiste de duas equacoes e duas variaveis

z+3y = 1
{2x—y = =2 (1)

Nosso objetivo € descobrir o valor das variaveis x e y.

Solugdo 1. Ao multiplicar toda a primeira equacao por —2, nao alteramos a solucao do sistema,
pois, caso quiséssemos voltar ao sistema original, bastaria dividir a primeira equacao do sistema
abaixo por —2. Ficamos assim com o sistema

—2x—-6y = -2
2r—y = =2
Em seguida, somamos as duas equacoes e mantemos uma delas.
—2r -6y = -2
-7y = —4



Este sistema também tem as mesmas solucoes do anterior, pois podemos a qualquer hora retornar
ao sistema original fazendo (linha 2) — (linha 1).

Em verdade, manter a equacao da primeira linha multiplicada por —2 nao ajuda em nada na
resolucao do sistema e voltaremos a equacao original. Além disso, na linha dois ja podemos isolar
a variavel y e descobrir o seu valor. Ficamos entao com o sistema:

z+3y = 1
{ -7y = —4 )

Observamos, finalmente, que a solucao do ultimo sistema (que é a mesma do sistema original)
ja esta muito facil de ser obtida. Sabemos o valor de y pela segunda equacao e, para descobrir o
valor de x, basta usar a primeira equacao:

1 = z+3 1 1 = 1 12 >
= — x - - = xr = —_——_—= ——,
V=7 7 77
Podemos escrever a solucao do sistema como
x = =5/7
{ y = 4/7 <

O simbolo < acima nas nossas notas indica o fim de uma solucgao, exemplo ou observagao.
Em seguida, fazemos algumas observacoes.

Observacao 2. O sistema linear como o acima possui duas equagdes e duas variaveis e por isto é
conhecido como um sistema linear 2 x 2 (lé-se dois por dois). Mais geralmente, um sistema linear
com m equacodes e n variaveis é conhecido como um sistema linear m x n (1&-se m por n).

Observacao 3. Sistemas 2 x 2 sdo dos mais simples de resolver e por isso o método acima pode
parecer desnecessariamente complicado. Mas, como veremos, este método pode ser aplicado para
qualquer sistema. Logo, € essencial que se entenda completamente todos os seus passos para
um bom acompanhamento do que esta por vir.

Vamos analisar a solucao apresentada acima mais de perto. Para chegar do sistema linear em
(1) para o sistema em (2), fizemos uma sequéncia de operacoes que:

e nao alteram a solugdo do sistema linear original e que;
e resumidamente, podem ser descritas como adicionar um multiplo da linha um na linha dois.
Que a solucao permanece a mesma pode ser justificado tal qual esta na “Solucao 1” acima.

Operacoes nas linhas de um sistema que nao alteram o conjunto de solucoes sao chamadas
de operacoes elementares. Sio as seguintes:

1. Multiplicar uma linha por uma constante;
2. Trocar duas linhas de lugar;

3. Somar um multiplo de uma linha a outra linha.

Um artificio que torna todo o processo mais “automatico” € o de formar uma tabela de niimeros
com os coeficientes do sistema:

z+3y = 1 — 1 3 1
20—y = =2 2 —-1]|-2 |
A tabela de numeros da direita é conhecida como a matriz aumentada associada ao sistema

linear. Vamos nos referir as linhas da matriz associada como ¢; € ¢5. Deste modo, “adicionar um
multiplo da linha 1 na linha dois” corresponde a fazer:

1 3 1 —201 445 em £y 1 3 1
— = .
2 —11] -2 0 —7| -4

2



Para este tipo de operacao, olhamos para as colunas da matriz associada, fizemos mentalmente
(ou em uma folha de rascunho) os calculos envolvidos e preenchemos os valores na respectiva
linha da nova matriz que esta a direita:

(—2)-1+2=0, (=2)-34(-1)=-T7, (=2)-1+4+(-2) = —4.
Exemplo 4. Consideramos agora um sistema com trés equacoes e trés variaveis;

r+2y+2z=12
r—3y+5z=1
2c —y+ 32 =10

Vamos diretamente escrever a matriz aumentada associada ao sistema, que € a matriz com os
coeficientes da variavel z na primeira coluna, os coeficientes da variavel y na segunda coluna, os
coeficientes de z na terceira coluna e os coneficientes independentes na ultima coluna:

1 2 112
1 -3 5|1
2 -1 3|10

Em seguida, utilizamos operacoes elementares nas linhas como no exemplo anterior. Ao substi-
tuir —¢; + 5 em {5, obtemos

1 2 1] 12
0 -5 4] -11
2 -1 3] 10

Ou seja, eliminamos o valor 1 da primeira posicdo da segunda linha (em outras palavras, elimi-
namos a variavel z da segunda equacao). Prosseguindo com a eliminacao dos valores abaixo da
diagonal principal da matriz, obtemos:

12 1| 12 12 1| 12 12 1] 12
0 =5 4|—11 | Z2atbemb, g 5 4|1 | b g 5 4 |11
2 -1 3| 10 0 -5 1|-14 0 0 -3|-3

Voltando a notacao original do sistema, obtemos

r 2y 4z =12
-5y 44z =-11
-3z =-3

Por causa do seu formato, este sistema ¢é dito estar em forma triangular ou ainda que o sistema
é triangular.

Como ja tinhamos percebido no nosso primeiro exemplo, sistemas triangulares sao faceis de
resolver. Pela ultima equacao concluimos que z = 1. Subsituindo este valor na segunda equacao,
obtemos

—Sy4+4=—-11 = y=23.

Finalmente, substituindo estes dois valores na primeira equacao, obtemos
r+2-3+1=12 = zx =5.
Portanto, a solugdo para o sistema € (z,y,z) = (5,3,1).<

Esta técnica de resolver sistemas lineares € importante por ser aplicavel a sistemas de qualquer
ordem e é conhecida como escalonamento ou eliminacao Gaussiana.



3 Formas escalonadas e formas escalonadas reduzidas

Vimos dois exemplos de como resolver sistemas lineares por escalonamento. Vamos agora intro-
duzir uma terminologia, esperando tornar o método mais sistematico.
Dizemos que uma matriz esta em forma escalonada quando

1. As linhas que contém apenas zeros estao abaixo das demais.

2. O primeiro elemento nao nulo de uma linha, conhecido como elemento lider, esta em uma
coluna a direita do elemento lider da linha acima.

Estas duas condicdes implicam que os elementos que estao abaixo de elementos lider sdo todos
iguais a zero.
Por exemplo,

1 ap aq as as
0 0 2 Qy as
0 0 0 -1 ae ©)

0 0 0 0 O

é uma matriz em forma escalonada. Notamos que os coeficientes ay, as, a3, as, a5 € ag podem ser
quaisquer numeros sem alterar o fato de a matriz estar em forma escalonada.
Outros exemplos, retirados livro do David C. Lay:

B oo o O M a, ay a3 ay as ag ay ag
0 0 0 M a aip a1 a2 a3 aus

0 | as Qa4
) 0 0 0 0O MW a5 ae air aig dig

0O 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 | ao a1 a22 a3
O 0 0 0 O 0 0 0 B asy

Quando uma matriz esta em forma escalonada, as posi¢oes marcadas com B sdo chamadas de
posicoes de pive. Observe que, caso a matriz nao esteja em forma escalonada, o elemento lider
de uma linha pode néao estar na posicao de pivd. Dizemos também que uma coluna é uma coluna
pPivo quando a coluna possui uma posicao de pivé. Por exemplo, na primeira matriz acima, as
duas primeiras colunas sao colunas pivd enquanto a terceira e a quarta nao sio.

Uma matriz estara em forma escalonada reduzida quando:
1. Esta na forma escalonada;
2. Todos os elementos lider sao iguais a 1 e sao os tinicos elementos nao nulos das suas colunas.

Por exemplo,
1 0 b1 0 be
0 1 b3 0 b3
00 0 1 by

é uma forma escalonada reduzida da matriz da férmula (3) acima.
Quanto aos outros exemplos, temos

10 by b 01 b6 0 0 0 by b 0 b
0 1 by by 00 01 0 0 bix biz 0 bug
00 0 0| 0 0 0 01 0 big bir 0 big
00 0 0 0 0 0 0 0 1 by bar 0 bas
00 0O OO O0O O 0 1 bos

Observacao 5. A forma escalonada reduzida ainda ndo apareceu na secido anterior quando esta-
vamos resolvendo sistemas, mas nota que pode ser utilizada para automatizar o processo. Vamos



retomar o Exemplo 4. Fazendo mais algumas operacoes elementares, € possivel transformar a
matriz aumentada do sistema em uma matriz em forma escalonada reduzida:

12 1] 12 (s e fas (3 12 1 |12
0 -5 4 |-11 () e b (79) 0 1 —4/5|11/5
0o 0 -=-3| -3 0 0 1 1 |
4tots, em e L2 ip2y 12 011 oot om s [1 0 0[5
seT 0 1 0|3 | —themby 0 1 0|3 | 2ethemb, 01 0|3
0 0 1|1 0 0 1|1 _0 0 111
A ultima matriz acima esta em forma escalonada reduzida e esta associada ao sistema
T =5
Y =3
z =1

que, na verdade, ja é a solucao explicita do sistema original.<

4 Algoritmo de escalonamento

Sistematicamente, encontramos a forma escalonada de uma matriz aplicando os seguintes pas-

SOS!

1.

Analisar a primeira coluna pivd — da esquerda para a direita, esta € a primeira coluna que
possui algum elemento diferente de zero — e, se necessario, aplicar operacoes elementares
para que o elemento da primeira linha (esta € a posicao de pivo!) passe a ser diferente de
Zero;

. A partir de operacoes elementares, eliminar todos elementos que estao abaixo do elemento

na posicao de pivd que obtivemos no Passo 1;

. Desconsiderando por um momento a primeira linha, procuramos pela préxima coluna pivd

— aquela que tem algum elemento nao nulo abaixo da primeira linha. Se necessario, aplicar
operacoes elementares para que, na segunda linha, o elemento passe a ser diferente de zero;

. A partir de operacoes elementares, eliminar todos elementos que estao abaixo do elemento

na posicao de pivd que obtivemos no Passo 3;

. Desconsiderando por um momento a primeira e a segunda linhas, procuramos pela préxima

coluna pivd — aquela que tem algum elemento nao nulo abaixo da primeira e da segunda
linha. Se necessario, aplicar operacoes elementares para que, na segunda linha, o elemento
passe a ser diferente de zero;

. A partir de operacoes elementares, eliminar todos elementos que estao abaixo do elemento

na posicao de pivd que obtivemos no Passo 5 e ssim por diante.

Essencialmente, sao apenas dois passos que se repetem até que se esgotem as colunas que pos-
suem posicao de pivo. Vejamso um exemplo.

Exemplo 6. Considere a matriz

—11
6 2 -4 22
-2 1 2 =3

cocoococo
cocococo
|
w
|
—_
[\



Passo 1. A primeira coluna pivo é a terceira. Escolhemos um elemento nao nulo da terceira
coluna para ocupar a posicdo de pivo. Por exemplo, a segunda linha. Trocando a primeira e a
segunda linhas de lugar (esta € uma operacao elementar), obtemos:

2 1 -1 8
0 0 0 0
-3 -1 2 —11
6 2 —4 22
-2 1 2 -3

s Bl el anllen Ben)
o O O oo

Passo 2. Eliminar os elementos abaixo do 2 que esta na posicao de pivo da terceira coluna:

00 2 1 -1 8 00 2 1 -1 8
00 0 0 0 0 301+L43 em £ 000 0 0 0
00 -3 —1 2 -—1p |22=T0m 00 0 1/2 1/2 1
00 6 2 —4 22 00 6 2 —4 22
00 -2 1 2 -3 00 -2 1 2 -3
00 2 1 -1 8 co2 1 -1 8
00 0 0 0 0 000 0 0 0
—301+04 em 44 00 0 1/2 1/2 1 Litbs embs, 0 00 1/2 1/2 1
00 0 -1 -1 -2 000 -1 -1 -2
00 -2 1 2 -3 000 2 1 5

Passo 3. A partir de agora, vamos essencialmente repetir o processo acima desconsiderando
a primeira coluna. Notamos que a proxima coluna que contém elementos nao nulos (sem olhar
para a primeira linha!) € a quarta coluna. Portanto, esta ¢ uma coluna pivd e vamos posicionar
um elemento nao nulo na segunda linha. Por exemplo, podemos trocar a segunda e a terceira
linhas.

002 1 -1 38
000 1/2 1/2 1
000 0 0 0
000 -1 -1 -2
000 2 1 5

Antes de prosseguir, podemos simplificar alguns calculos multiplicando linhas por escalares (fazer
isso é realizar um operacao elementar!):

002 1 -1 8 00 21 -1 8
000 1/2 1/2 1 oty e (1)t 0001 1 2
000 0O o0 o |=—""1 0000 0 0
000 -1 -1 -2 0001 1 2
000 2 1 5 0002 1 5
Passo 4. Prosseguimos como no Passo 2:

00 21 -1 8 00 21 -1 8
0001 1 2 0001 1 2
0000 0 (]| fetlaemb, 0000 0 0
0001 1 2 0000 0 O
0002 1 5 0002 1 5

00 21 -1 8

0001 1 2

2oty embs, 0000 0 0

0000 0 O

0000 —1 1



Passo 5. Finalmente, identificamos a coluna 5 como coluna pivo e obtemos uma matriz em forma
escalonada:

00 21 -1 8
0001 1 2
0000 -1 11|«
0000 0 O
0000 0 O

Agora, para obter a forma escalonada reduzida a partir da forma escalonada, primeiramente
aplicamos os passos acima para obter uma matriz em forma escalonada. Em seguida outros
passos iterativos:

1. Comecar pela posicao de pivo mais a direita e eliminar os elementos nao nulos acima da
posicao de pivo;

2. Se necessario, dividir a linha pelo valor do elemento lider (que esta na posicao de pivd) para
que o elemento lider fique igual a 1;

3. Repetir os primeiros passos para o elemento lider na préxima (da direita para a esquerda)
coluna pivo.

Observamos que poderiamos ter primeiro realizado o Passo 2 e depois o Passo 1 se julgassemos
que seria mais simples para efetuar os calculos.

Exemplo 7. Voltamos ao Exemplo 6. Identificando novamente as posi¢coes de pivo:

00 2 1 -1 8
0001 1 2
00 0 0 -1 1
00 0 0 0 O
00 0 0 0 O

O mais da direita € o —1 da quinta coluna. Eliminando os termos nao nulos acima, obtemos:

00 2 1 -1 8 002 1 -1 8 0021 0 7
0001 1 2 0001 0 3 00071 0 3
0000 -1 1 |Ltemb, 0000 —1 1| fethemb, 0000 -1 1
0000 0 0 0000 0 0 0000 0 0
0000 0 0 0000 0 0 0000 0 0

A proxima posicao de pivd mais a direita € o 1 na linha 2, coluna 4. Eliminando o termo nao nulo
acima, obtemos:

00 20 0 4

ity em 0001 0 3
_— 0000 -1 1
0000 0 O

00 00 0 O

Finalmente, dividimos a primeira linha por 2 e a terceira linha por —1 para chegar na forma
escalonada reduzida da matriz inicial:

001 00 2
00010 3
00 001 -1
00 0 0 O0 O
00 0 0O0 O



5 Existéncia e unicidade de solucao

5.1 Sistemas que possuem apenas uma solucao

Os sistemas que vimos até agora possuiam apenas uma solucao. Esta propriedade, como vere-
mos, nem sempre € valida. No entanto, € facil de identificar quando um sistema possui solucao
unica analisando a forma escalonada da matriz associada: quando todas as colunas referentes
as variaveis da equacao possuirem posicao de pivo. Por exemplo,

2 00 0] 10

1 31 (1)_25411_1121 010 0f-12
0 —7T|-4]" 5 0 Sl 5|00 20]6
000 1|1

De fato, todas as matrizes com esta propriedade tem em sua forma escalonada reduzida a matriz
identidade do lado esquerdo da barra que separa as variaveis e os valores do lado direito da
igualdade do sistema:

100 0] 5
1 0|-5/7 (1)(1)82 01 0 0f-12
U VU I A I I OB R

000 1| 1

Escrevendo o sistema associado as estas ultimas matrizes, é facil de ver que a solugao sera unica.

5.2 Sistemas impossiveis ou inconsistentes

Nem todo sistema linear possui solucao. Um exemplo simples deste fato é

r+y=1
{x+y:2‘ (4)

E claro que z+y nao pode ser ao mesmo tempo igual a 1 e igual a 2; portanto, o sistema nao possui
solugao. O fato de o sistema ndo possuir solugao — ser inconsistente — nem sempre € tao facil
de ser identificado apenas olhando para o sistema. Mas esta propriedade salta aos olhos quando
analisamos a forma escalonada da matriz associada ao sistema. De fato, na matriz escalonada
de um sistema inconsistente aparece uma linha da forma

(000 00 0]|a],

com uma constante a # 0. Esta linha representa no sistema uma equacao do tipo 0 = a # 0, que
¢ impossivel de ser satisfeita.
No sistema da formula (4) acima, temos a matriz aumentada

1 1)1 —0y 405 em £ 1 1|1
1 1|2 0 01"

Logo, nosso sistema € equivalente ao sistema impossivel

z+y =1
0 =1
5.3 Sistemas com mais de uma solucao

Com excecao da subsecao anterior, todos os sistemas que resolvemos anteriormente possuiam
apenas uma solucao. Vejamos um exemplo onde este nao € o caso.



Exemplo 8. Resolver

3xo —6xr3 +6x4 +4x5 = -5
3r1 —Txe +8r3 —dry +8xr5 = 9
3I1 —9172 +12I3 —9I4 +6.CC5 = 15

A matriz aumentada associada a este sistema €

0 3 -6 6 4|5
3 =7 8 =5 8|9
3 -9 12 -9 6|15

Transformando esta matriz em sua forma escalonada reduzida (faga todos os calculos!), obtemos

1 0 -2 3 0|—-24
01 -2 2 0] -7 |,
00 0 0 1| 4
que € equivalente ao sistema linear
r1 —2x3+3x4 = —24
To — 23+ 214 = —7
rs = 4

Neste sistema x5 possui um valor fixo igual a 4, mas as outras variaveis tem dois graus de liber-
dade. De fato, atribuindo valores quaisquer para z3 e x4, obtemos os valores de z; e x3 pelas duas
primeiras equacoes acima e temos uma solucao do sistema. Diferentes escolhas dos parametros
x3 € x4 geram solucoes diferentes.

Uma forma sistematica de analisar a situagao é a seguinte: As variaveis correspondentes a
colunas que possuem posicao de pivo sdo chamadas de variaveis dependentes e as demais sao
chamadas de variaveis livres. Assim, podemos escrever

T :21'3731’4724
To =2x3 — 204 — 7
T3, T4 livres

I5 = 4

e o sistema possui infinitas solugées.<

5.4 Conclusoes

Ao analisar a matriz aumentada associada a um sistema linear, concluiremos inevitavelmente que
uma das seguintes situacoes é valida:

e Todas as colunas referentes as variaveis do sistema possuem posicao de pivo, e.g,

1 3 -6/ 6
0 -8 11| «
0 0 12 |-9

Neste caso, vimos que o sistema possui apenas uma solucao. Nota que esta possibilidade
apenas é possivel se tivermos um sistema com o niimero de equagoes igual ao niumero de
variaveis.

e Caso a coluna referentes a alguma variavel do sistema nao possua posicéo de pivd, teremos
duas possibilidades



(i) Alguma coluna nao € coluna pivé mas nao existem linhas inconsistentes, e.g,

1 3 2 —6 2 6
0 -8 4 11 -1|-3
0O 0 0 12 1 |-9

Neste caso, as variaveis referentes a colunas que nao sao pivd (na matriz acima, colunas
3 e 5) podem ser consideradas variaveis livres e o sistema possui infinitas solucoes.

(77) Alguma coluna néo € coluna pivd mas existem linhas que sdo inconsistentes, e.g,
1 3 2 -6 216

0 -8 4 11 -1|1
o 0 0 o 0 ]|-9

Neste caso, nao existem solucgoes para o sistema, pois uma das equacoes € impossivel
de ser satisfeita.

Concluimos assim que um sistemna linear ou néo possui solucgéao, ou tem apenas uma solug¢do ou
entao possui infinitas solucoes. Sao estes trés todos os casos possiveis e podemos decidir em qual
estamos apenas olhando para a forma escalonada da matriz aumentada associada ao sistema.

10



