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Existem maneiras diferentes de representar e de interpretar elementos de Algebra Linear. Nesta
parte, vemos algumas das principais.

1 Vetores

Um vetor no espaco tridimensional € um objeto com magnitude, direcao e sentido bem definidos
(nao importa o ponto inicial).

mesmo vetor

Fixando o sistema de coordenadas Cartesiano usual e usando a origem como referéncia, po-
demos introduzir coordenadas:

U1
U= | vy | =vi€] +v263 + v3€3,
U3
onde
1 0 0
e1r=101], e=|1 e e3=10
0 0 1

No livro “Algebra Linear e suas Aplicacoes”, de David Lay, vetores sao representados por letras
em negrito. Nestas notas, utilizamos uma setinha em cima da letra para indicar um vetor.



O conjunto de todos os vetores com trés componentes como acima é chamado de R? (leia-se
“erre trés”). Em coordenadas, se tivermos

U1 w1
U= V2 e W= wWa s
U3 w3

podemos definir a soma de vetores componente a componente:
v1 + wy
U+ := Vo + W2

U3 + W3

Geometricamente, isto pode ser interpretado como segue:

Geometricamente,

Estas consideracoes que fizemos também sao validas para outro namero de componentes, com
a possivel perda de visualizacao geométrica, no caso de quatro ou mais componentes.



Mais geralmente, um vetor ¢ do conjunto R" pode ser pensado como um objeto com n compo-
nentes:

01

V2

U= :Ulgl +U2é’2+"'+vnflé’n71 +Ungn;
Un—1
L rl}n
onde _
1 0 0 0
0 1 0 0
é’]. = b 62 = O 9 7é"r7,71 - 9 é"rL =

0 : 1 0
0| 0 0 1

A soma de vetores é dada em coordenadas por:

U1 + W1
1)2+w2

<
+
g
Il

Un—1 + Wn—1
Up, + Wy,

A multiplicacao por escalar por:
k‘Ul
kU2

k'l)n,1
kv,
1.1 Representacao matricial para sistemas Lineares

Na linguagem da secao anterior, nés dizemos que dois vetores sao iguais quando todas as suas
componentes sdo iguais. Desta forma, podemos interpretar as equacoes de um sistema linear

x+ 3y
20—y

1
-2

como uma igualdade entre vetores de R?, isto &, de vetores com duas componentes:

)=

Além disso, desta forma surge o produto de uma matriz por um vetor:

1 3 z | | -1
2 -1 y | | 2 |’
definido de modo que as duas ultimas equagdes acima signifiquem a mesma coisa. Esta ultima

notacao € conhecida como a forma matricial do sistema linear.

Exemplo 1. O sistema, que ja apareceu nas notas da semana anterior
T, + 2209 + 23 = 12

1171—3£E2+5I3:1
2%17%24’35&3:10

3



pode ser representado matricialmente por

1 2 1 T 12
1 -3 5 ) = 1
2 1 3 T3 10
De forma mais sucinta,
AZ=b
onde
1 2 1 X1 - 12
A=|1 =3 5|, F=| a2 |, eb=1| 1
2 -1 3 T3 10

Mais geralmente, uma matriz do tipo m x n (leia-se “m por n”) € uma matriz com m linhas e n
colunas:

a1 ai2 - Q1n

a21 a2z -+ A2pn
A= (aiy) =

Am1 Am2 T Amn

e pode estar associada a um sistema com m equacgoes e n variaveis, ja que o produto

a1 a2 - Gin x1 by
a1 a -+ Qon T2 ba

- b
Am1 Am?2 Tt Amn T bm

quando visto componente a componente, representa:

(1171 + @12T2 + -+ + A1 Tp = b1
21T + Q22T + -+ - + A2p Ty = bo

Am1T1 + Gm2X2 + -+ + AmpTn = bm

2 Combinacoes lineares de vetores

Uma combinacao linear dos vetores o1, 7, . .., Uy € um vetor da forma:
k
U= 2101 + 22U + - - + T4 0 = E x;V;,
=1

onde x1,zs,...,x; SA0 numeros reais. Em outras palavras, uma combinacao linear € uma soma
de multiplos dos vetores vy, ¥, . . ., Uk.

e-[4] + o]

algumas combinacoes lineares sao:
T I S N I O Y
B 31712

041?1:4171+0172:4|:11:|:|:44:|;

Exemplo 2. Para os vetores



.1?220171+1172:|:;):|;

—

00171+0172=|:8:|:0

Geometricamente, qualquer vetor do plano pode ser representado como combinacgao linear de
vetores que nao sao colineares.
Vamos ilustrar este fato na figura abaixo. Por exemplo, para representar o vetor ¢ como com-

(a5

binacao linear de v; e ¥», podemos tracgar retas paralelas aos vetores, passando pela origem e pela
extremidade do vetor ¥, como na figura da direita. Assim, pela interpretacido geométrica da soma
de vetores (ver inicio das notas), sabemos que v € a soma dos vetores em azul. Mas estes, por
construcao, sao colineares aos vetores iniciais e logo multiplos destes. Concluimos que

U=ty + 6172,
isto €, ¥ € uma combinacao linear de v; e v5. <

De forma mais geral, n6s dizemos que um vetor ¢ € R™ é combinacdo linear dos k vetores
U1, Vo, ..., U € R™ quando conseguirmos encontrar nimeros reais zi, zq, ..., z; tais que

LE1171 +£L’2'L72++£L’k6k = 7.

No6s vamos nos referir a este tipo de equagao por equacao vetorial. Para decidir se um vetor
€¢ combinacgao linear de outros, devemos decidir se existem estes numeros reais xy, s, ..., Zk.
Escrevendo em coordenadas:

V11 V12 V13 Uik by
V21 V22 V23 V2K by
S ) S v P v S ) > b
L= 31 , Uy = 32 , Uy = 33 s, T = 3k , U= 3 ;
Um1 Um?2 Um3 Umk bm

vemos que encontrar os coeficientes da combinacao linear, caso estes existam, equivale a resolver



a equacao vetorial

V11 V12 V13 V1 by
Va1 V22 V23 Vok by

1| V3L | rag | VB2 | pag| VB | gy | Vsk | =| 03 |,
Um1 Um2 Um3 Umk bm

que, por sua vez, € equivalente a

V1171 + V12%2 + V1323 + - - + V1ETE b1
V2121 + V22%2 + V23%3 + - - - + Vop T bo
V3121 + U32T2 + U33T3 + - - - + U3k Ty —| b3
Um1T1 + Vm2®2 + Um3T3 + + + + Uk Tk b

Mas isto € resolver um sistema linear! Portanto novo conceito esta intimamente relacionado com
tudo o que ja tinhamos visto antes.

O espaco gerado por todas as combinacoes lineares dos vetores 1, ¥s, ..., U € denotado por
Span{vy, U2, ..., Uk}

e Vimos que o conjunto gerado pelos dois vetores do exemplo anterior € o plano inteiro, isto €,
Span{#y, vp} = R?.

e Nota que o vetor nulo sempre pertence ao espaco gerado, assim como todos os vetores
U1, V2, . . ., Uk

¢ O conjunto gerado por apenas um vetor nao nulo representa uma reta.

3 Sistemas lineares e combinacoes lineares das colunas

A associacao feita acima pode ser resumida como:

Resolver o sistema linear AZ = b equivale a decidir se o

vetor b € uma combinacao linear das colunas de A.

ou ainda

Resolver o sistema linear A¥ = b equivale a decidir se o

vetor b pertence ao espaco gerado pelas colunas de A.

Desta forma, tudo o que ja vimos sobre existéncia de solucdes para sistemas lineares pode ser
“traduzido” para o contexto de combinacdes lineares e espacos gerados (fagca as traducgoes!).



