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1 Interpretacoes de sistemas lineares e de matrizes invertiveis

Uma das belezas da Algebra Linear € que diversos conceitos podem ser interpretados de maneiras
diferentes. Assim, propriedades intuitivas de uma formulacao do problema podem ser traduzidas
para outras formulacoes onde estas propriedades nao sao tao aparentes.

Um sistema linear pode ser reescrito de diversas maneiras.

1. Sistema linear:

71’1 — 31‘2 =2
3%1 — X9 + I3 = 0
To +2x3 = —2

Aparece na formulacdo ou modelagem do problema.

2. Matriz aumentada associada:

7T =3 0| 2
3 =1 1] 0
0 1 2|-=-2

Esta forma é adequada para resolver o sistema por escalonamento (também conhecido como
meétodo de eliminacao gaussiana).

3. Forma matricial:

7 -3 0 T 2 .
3 -1 1 To | = 0 ou Ar¥=0b.
0o 1 2 T3 -2

Nesta forma, aparece o produto de uma matriz por um vetor. Depois podemos considerar
produto de matrizes e a resolucao de sistemas lineares concomitantemente (ver também as
notas da Semana 04). Caso a matriz A acima seja invertivel, sabemos que o sistema possui
apenas uma solucao e que

7= A1



4. Forma vetorial ou combinacao linear das colunas:

7 -3 0 2
X1 3 + 2o -1 + x3 1 = 0
0 1 2 —2

Aqui, ha uma interpretacao geométrica. Estudar a existéncia de solugoes do sistema linear €
equivalente a se perguntar se o vetor
2

7 -3 0
1= 1|3 |, Ta=| —1 e v3=1|1]1,
0 1 2

que sao as colunas da matriz A. Logo, resolver o sistema linear € equivalente a perguntar se b
esta no espaco gerado por ¥y, ¥ € U3, isto €, se b € Span{v, ta, U3 }.

5. Transformacées lineares: Decidir se b pertence a imagem da transformacao linear 7 : R® —
R3, definida por:
T(l’l, Za, fﬂg) = (71‘1 - 31’2,3$1 — T2 + T3,T2 + 2.B3)
Apesar de esta ser apenas uma outra maneira de escrever a forma matricial, ela tem uma

interpretacao diferente, ja que traz a linguagem de teoria de funcoes para o contexto de Algebra
Linear. De fato, vemos que a matriz canonica associada a T' € A, de modo que

T(%) = Az

e os conceitos introduzidos anteriormente podem ser traduzidos de forma natural. Por exem-
plo, combinando as interpretacoes das formas matricial e vetorial, podemos dizer que sao
equivalentes:

e existir solucao do sistema linear AZ = b;

e vetor b pertencer ao conjunto gerado pelas colunas da matriz A4;

e vetor b pertencer a imagem da transformacao linear 7'(%) = AZ.

Vamos analisar dois sistemas lineares, com todas as ferramentas que estudamos até agora e
com dois objetivos principais: familiarizar ainda mais os leitores com os conceitos até entao intro-
duzidos e preparar o caminho para o resultado da subsecao seguinte sobre matrizes invertiveis.

Os exemplos abaixo sdo de sistemas lineares cuja matriz associada é quadrada, ja que es-
tamos estudando matrizes invertiveis, que devem ser quadradas. De qualquer maneira, alguns
raciocinios podem ser adaptados para quaisquer sistemas (quais?).

Exemplo 1. Seja o sistema linear dado acima, cuja matriz aumentada associada é

7T =3 0| 2
3 -1 1] 0
0 1 2|-2

Nossa técnica basica de escalonamento permite fazer uma analise de todos os pontos de vista
acima. Os primeiros passos do escalonamento podem ser:

7 -3 0] 2 eana s [T -3 0] 2
Lob g o1 9| g | ZGDAELemB g 9] o
3 -1 1|0 0 2/7 1|-6/7



7 -3 0| 2 7 -3 0] 2
Thylo 1 2|2 | 2EtEembil g 1 2] 2
0 2 7|-6 0 0 3[-2

Estas continhas iniciais ja revelam muito! Por exemplo:

e Chegamos a forma escalonada e ndo ha linhas do tipo [0 0 0 | 1]; logo, o sistema possui
solucao;

e De fato, podemos dizer mais: ja que todas as colunas da matriz A possuem posicao de pivo,
existe apenas uma solucao;

e Podemos dizer mais ainda: ja que todas as colunas da matriz A possuem posicao de pivd, o
sistema possuiria solucdo, quaisquer que fossem os numeros do lado direito da igualdade,
isto €, as coordenadas do vetor b;

e Todas as colunas da matriz A possuem posicao de pivd e portanto a forma escalonada re-
duzida da matriz A sera a matriz identidade /5. Em particular, seria possivel obter a matriz
inversa a A, desde que comecassemos escalonando a matriz [A |I3].

Agora, vejamos como poderiamos reescrever estas conclusoes utilizando os conceitos estudados
nas semanas anteriores:

e Para todo b € R?, o sistema AT = b possui exatamente uma solucao;

Todo vetor b € R? pode ser escrito como combinacio linear das colunas 7, 7, 73 de A;

Todo vetor b € R® pertence a Span{i, U2, U3}, espaco gerado pelas colunas de A4;

Span{ﬁl, ’172, 173} = R3;
e A é equivalente por linhas a matriz identidade I3;

A é invertivel;

A imagem da transformacao linear T'(%¥) = A% é todo o espaco R?, isto €, T é sobrejetora;

A equacgao T(Z) = b possui no maximo uma solucéo para cada b € R® (de fato, possui exata-
mente umal!), de modo que 7' € injetora;

e T ¢ invertivel, ja que € ao mesmo tempo injetora e sobrejetora.

Todas estas conclusodes vieram de alguns passos que levaram a matriz A a sua forma escalonada.
Como veremos adiante, ainda mais coisas poderiam ser ditas! <

Exemplo 2. Analisamos agora o sistema linear cuja matriz aumentada assciada é

1 -3 0] 2
0 4 1]-3
3 -1 210

Nossa técnica basica de escalonamento permite fazer uma analise de todos os pontos de vista
acima. Os primeiros passos do escalonamento podem ser:

TShtbsembs | g 4 | g | Z2etlemb |y 1| _3
0 8 2|—-6 0 0 0] O

Assim como no exemplo anterior, estas contas também revelam toda a estrutura do sistema linear
e de sua matriz associada.



e Este sistema possui infinitas solugées, pois possui uma variavel livre;

e Nem todas as colunas da matriz A possuem posicao de pivo. Consequentemente, escolhas
diferentes do vetor b, poderiam resultar em um sistema impossivel. De fato, foi uma coinci-
déncia que nossa ultima conta foi (—2)-(—3) +(—6), que resultou em um zero. Neste exemplo,
qualquer variacao na segunda componente de b nos daria um sistema impossivel:

1 -3 0|2 a0t , 1 -3 0| 2 ot , 1 -3 0| 2
0 4 1|1 | =2atbsemb g 4 1] T2etbgembs |y 4 1] 1
3 -1 210 0 8 2|-6 0O 0 O0|-=8

e E um fato geral: se nem todas as colunas de A possuem pos1g:ao de pivd, podemos encontrar

vetores b de modo que o sistema seja impossivel e vetores b cujo sistema possua infinitas
solucoes;

¢ A forma escalonada reduzida de A nao é a identidade, isto é, A nao é equivalente por linhas
a I3. Em particular, A nao é invertivel.

Vamos reescrever estas conclusées como no exemplo anterior:

e Existe b; € R? tal que o sistema A7 = by possui infinitas solucdes e existe by € R® tal que o
sistema A¥ = by possui infinitas solugoes;

e Nem todo vetor b € R® pode ser escrito como combinacio linear das colunas 'y, @, 73 de A;
Existe b € R® ndo pertencente a Span{#, ¥, U3 };

- S S 3.
Span{v, va, U3} # R”;

A nao é equivalente por linhas a matriz identidade I5;

e A nao é invertivel;

e A imagem da transformacao linear 7(#) = A néo é todo o espaco R?, isto é, T nao é sobre-
jetora;

e A equacgao T(%) = b pode possuir mais de uma solugao, de modo que 7' nao € injetora;

e T nao ¢ invertivel, ja que nao € injetora e nem sobrejetora. <

1.1 Caracterizacoes de matrizes invertiveis

A discussao feita na secao anterior é valida para matrizes quadradas de forma geral e vamos
enunciar isto em um grande Teorema. A prova deste resultado abaixo segue as mesmas ideias
dos exemplos da secdo anterior. Ndo faremos a prova, mas é importante que o leitor esteja fami-
liarizado com estas ideias.

Teorema 3. Seja A uma matriz quadrada de ordemn x n. As afirmagées abaixo s@o equivalentes
(ou todas falsas ou todas verdadeiras):

1. A é invertivel;
Existe uma matriz B tal que AB = I,;;
Existe uma matriz C tal que CA = I,,;

A é equivalente por linhas a matriz identidade I,,;

ok LN

A temn posicoes de pivo;



14.
15.

Para todo b € R?, o sistema A7 = b possui exatamente uma solucao;

O sistema Ar = 0 possui somente a solucgao trivial;

As colunas v, 73,73 de A sao linearmente independentes;

Todo vetor b € R® pode ser escrito como combinacéo linear das colunas v, , v, U3 de A;

Todo vetor b € R? pertence a Span{v, U, U3}, espago gerado pelas colunas de A;

As colunas de A geram R"™: Span{#,, s, 73} = R?;

T(Z) = AZ é sobrejetora;

. T(Z) = AZ é injetora;

T(Z) = AZ é invertivel,

AT ¢ invertivel.

Exercicio 1. Justificar, baseando-se nos exemplos da se¢do anterior, o porqué das afirmacdes
acima serem equivalentes.

O teorema é utilizado na pratica da mesma maneira que fizemos na secao anterior.

2 Espacos vetoriais

Um espaco vetorial (sobre o conjunto R de escalares) € um conjunto V equipado com as operacoes
de soma de vetores e de multiplicacao por escalar e que satisfazem as propriedades usuais dos
espacos R". A ideia € que varios conjuntos possuem a estrutura parecida com a dos espacos R"
e esta abordagem permite que facamos uma analise sistematica de todos estes casos

De forma mais precisa, um espaco vetorial sobre R é um conjunto V, cujos elementos sao
chamados vetores, equipado com duas operacgoes:

e Soma entre vetores, que satisfaz

e

Associatividade: (v +v)+w = v+ (v + w), para quaisquer u,v,w € V;
Elemento neutro: existe o vetor 0 € V' que satisfaz v+ 0 =0+ v = v, para qualquer v € V;
Inverso aditivo: para cada v € V, existe o inverso v = —v € V, que satisfaz v + v = 0;

Comutatividade: v+ v = v 4 u, para quaisquer u,v € V;

e Multiplicacdo de vetor por escalar, que satisfaz

5. Associatividade da multiplicacao por escalar: a- (b-v) = (a-b) - v, para quaisquer a,b € R
e qualquer v € V;

6. Vale que 1:-v = v, ou seja, a unidade dos numeros reais nao altera os vetores de V;

7. Distributiva de um escalar em relagao a soma de vetores: a-(u+v) =a-v+a-u, para
qualquer a € R e quaisquer u,v € V;

8. Distributiva da soma de escalares em relacdo a um vetor: (¢ +b)-v=a-v+b-v, para
quaisquer a,b € R e qualquer v € V.

Exemplo 4. Naturalmente, R, R?, R?, ..., R" sdo espacos vetoriais sobre R, ja que as propriedades

acima foram todas inspiradas nas propriedades validas para vetores de R".



Exemplo 5. O conjunto de todas as matrizes de ordem m x n € um espaco vetorial, com as
operacoes naturais que ja utilizamos anteriormente: Se

a1 a2 - A1n b11 bz - bin
a21 a2 - A2n ba1 bap - ban
A = . . . . € B = . )
am1 Am?2 Tt Amn bml bm2 e bmn
definimos
a1 + bu a2 +biz - an +bip k-ann k-aip - k-a
ao1 +bo1  asa+ba - az, + by k-ax k-azx -+ k-aog
A+ B = . . . e k-A=
am1 + bml am?2 + bm2 T Amn + bmn k *Am1 k * Am2 T k * Amn

E imediato verificar as 8 propriedades acima (faca!).

Exemplo 6. O conjunto de todas as fun¢des de um intervalo / em R
F(I;R)={f:I— R fungdes}.

forma um espaco vetorial sobre R, com as operacdes:

e Dadas duas funcgdes f e g, a funcao f + g : I — R é definida por
(f +9)(@) = f(z) + g().
e Dada uma funcao f e um numero real k, a funcao k- f : I — R é definida por
(k- 1)) = k- f(x).

Exercicio 2. Justifique que o espaco gerado por dois elementos Span{w, 7} é um espago vetorial.

2.1 Subespacos vetoriais

Consideramos V um espaco vetorial e H C V um subconjunto. Nos dizemos que H € uma subes-
paco vetorial de V' se, além de ser um subconjunto, H é por si s6 um espaco vetorial.

Na pratica, para decidir se um subconjunto H é subespaco de V, nao precisamos verificar
todas as oito propriedades da definicdo de espaco vetorial. Temos o seguinte:

Teorema 7 (Critério para subespacos). Um subconjunto H C V é subespaco de V se, e somente
se, as duas propriedades abaixo sao verificadas:

e 0€H;
e a-u+b-v eV para quaisquer a,b € R e quaisquer u,v € V.
Exemplo 8. A reta H; = {y = 2¢} em R? é um subespaco de R?. Temos que
e (0= (0,0) pertence a reta, pois satisfaz a equacao da reta: 0 =2 - 0;
e se (r1,y1) € (z2,y2) pertencem a reta, vamos verificar que (ax+bxs, ay; +by2) também pertence:
ayy +bys = a- (2x1) + b+ (222) = 2(axy + baa).

Portanto, H é um subespaco de R?.



Exemplo 9. A reta H, = {y = 2z + 3} ndo é um subespaco de R%. De fato, 0 = (0,0) nio pertence
a reta. De um modo geral, as retas que passam pela origem siao subespacos e as retas que nao
passam pela origem nao sao.

Exemplo 10. Mais geralmente, para «, v € R", o espaco gerado Span{, v} € um subespaco de R".
Caso os vetores sejam LI, este espaco pode ser pensado como o plano que contém os vetores u,
dentro de R" (por qué?).

Poderiamos argumentar que a reta do Exemplo 8 € um subespaco, pois todos os pontos da

reta satisfazem:
O I A 1
y | | 2x | 2 |’

istoé,H:Span{{ ; }}

Exemplo 11. Um plano que passa pela origem 2z —y+3z = 0 é um subespaco de R?, pois podemos
escrever pontos do plano como

T T 1 0
y | =1|2x+32 | == 2 | +z 3|,
z z 0 1
isto €,
1 0
H = Span 21,3
0 1

Por outro lado, um plano que nao passa pela origem, eg, 2r—y+3z = 1, ndo pode ser um subespaco,
pois 0 ¢ H.

Exemplo 12. O conjunto P(R) das funcdes polinmomiais com coeficientes reais ¢ um subespaco
do espaco das funcdes continuas do Exemplo 6. De fato, o polinémio nulo esta neste espaco.
Além disso, dados dois polindémios

p(x) = apa™ + - asx? + a1z +ap e q(x) = bpa™ + - box? + byx + by,
sabemos que a - p+ b ¢ vai ser um polinémio cujo grau € no maximo o maior dos valores m ou n.
Exercicio 3. Considere o conjunto
P3(R) = {p(z) = azx® + - - - asx® + a1z + ag tais que ag, a1, az, a3 € R}
o conjunto de todos os polinémios de grau 3. Mostre que:
1. P3(R) € um subespaco de P(R);
2. P3(R) € um subespaco de F(I;R).

E possivel generalizar estas conclusdes para o conjunto P, (R) dos polinomios de grau n?

2.2 Espaco nulo
O espaco nulo de uma matriz A de ordem m x n é o conjunto definido por
NulA = {# € R" | A7 = 0}.

Para verificar que Nul A € um subespaco de R", consideramos #,7 € Nul A e a,b € R. Queremos
ver que ai + by também pertence a Nul A: Pela linearidade do produto de matrizes, temos

Alal +b0) =a-Ai+b-AG=a-04+b-0=0.

Portanto, como também 0 € Nul 4, concluimos que Nul A é subespaco de R".



Exemplo 13 (Retirado do David C. Lay). Encontrar um conjunto gerador para o espaco nulo da
matriz
-3 6 -1 1 -7
1 -2 2 3 -1
2 -4 5 8 -4

No6s queremos determinar as solucoes do sistema linear homogéneo

Mo
-3 6 -1 1 -7 T2 0
1 -2 2 3 -1 z3 | =10
2 -4 5 8 —4 Ty 0
Ts5

Poderiamos escrever a matriz associada aumentada e escalonar, mas como este € um sistema ho-
mogéneo, nao faz diferenca escrevermos a ultima coluna com os zeros ou nao (nenhuma operacao
elementar fara com que desaparecam os zeros). Logo, vamos obter a forma escalonada reduzida
da matriz A (contas como exercicio):

-3 6 -1 1 -7 1 -2 0 -1 3 T1— 229 — 24 + 375 =0
1 -2 2 3 -1|~|0 0 1 2 —2|~{ 23+224—225=0
2 -4 5 8 —4 0 0 0 0 0 To, 74, 75 livres.

Assim, podemos escrever qualquer vetor de Nul A como

T 2x9 + x4 — 35 2 1 -3
To i) 1 0 0
T3 = —2x4 + 225 =29 | 0 | +x4| -2 | +x5 2
T4 Ty 0 1 0
T5 xIs 0 0 1
Isto significa que
2 1 -3
1 0 0
Nul A = Span o1, —-21{, 2 <
0 1 0
0 0 1

Uma das importancias tedricas do espaco nulo €

Proposicao 14. Seja A uma matriz m x n. Entao a aplicacdo linear ¥ — AZ é injetora se, e somente
se, Nul A = {0}.

Em outras palavras, caso o sistema linear homogéneo A% = 0 possua somente a solucao trivial,
podemos inferir que AZ = b possui no maximo uma solucao, para qualquer b!

2.3 Espaco coluna

O espaco coluna de uma matriz A de ordem m x n € o espaco gerado pelas colunas de A:

|
A= 5:1 6_7:2 Zz’n wColA:Span{dl,dg,...,ﬁn}.

Exercicio 4. Verificar que Col A é um subespaco de R".



Lembrando ainda que
0181 + Loy + -+ Tpldn = b = AT =1,
podemos reescrever a definicio como
Col A = {b € R™ | existe 7 tal que b = AZ}.
O espaco coluna trata portanto de vetores na imagem da aplicacao linear. Temos:

Proposicao 15. Seja A uma matriz m x n. Entdo a aplicacdo linear ¥ — AZ é sobrejetora se, e
somente se, Col A = R™.

A definicao do espaco coluna ja deixa claro um conjunto gerador (as colunas de A!). Nao
precisamos fazer calculos como fizemos para encontrar geradores para Nul A.



