Lista 1 — Prof. Diego Marcon

Analise Matematica C

Lista de exercicios referente ao ininio do curso. Comtempla:
e Definicdo de derivada de funcoes escalares e vetoriais;

e Regra da cadeia;

Identidade e desigualdade do valor médio;

Derivada segunda;

Foérmula de Taylor;
e Problemas de otimizacao, pontos criticos;

Alguns problemas desta lista foram retirados de listas anteriores do Prof. Eduardo Brietzke.

Exercicio 1. Seja f: U — R™ uma funcao definida em um aberto U C R". Suponhamos que existam
transformacdes lineares 5,7 € £L(R";R™) tais que

po @) = F@) =S| _ | _ @+ k) = f(x) = T()
h—0 |h| h—0 |h| '

Mostre que S = 7. Em particular, este exercicio prova que a derivada é tinica e esta bem definida como
a transformagcao linear f'(z) € L(R";R"™) que satisfaz a propriedade acima.

Exercicio 2. Seja U C R" aberto. Prove que sao equivalentes:

(i) f e CYUR™);

(ii) as funcdes coordenadas f; : U — R possuem todas as derivadas parciais 871 continuas;
Ty
n . S . Of e - .
(791) para todo x € U e todo v € R", as derivadas direcionais 3 U — R™ existem e sao continuas.
v

Exercicio 3. Se B : R" x R" — R é uma aplicacao bilinear (linear em cada uma das componentes),
mostre que B'(z,y) : R” x R” — R™ € a transformacao linear dada por:

B'(x,y) - (h,k) = B(h,y) + B(z, k).
Em seguida, encontre (e prove a validade de) uma expressao para a derivada de uma aplicacao k-linear
B:R"xR" x--- x R" — R™.
Exercicio 4 (Lima, Curso de Analise vol.2). Seja U C R" aberto convexo e f : U — R uma funcao
diferenciavel em U. Considere as seguintes cinco afirmacgoes:
(a) |f'(z)| < C para todo z € U;

(b) |f(y) = f(z)| < Cly — x| para todos z,y € U;

(¢) f € uniformemente continua;



(d) para todo a € U, existe lim f(z);

r—a
(e) se U é limitado, entao f(U) é limitado.
Mostre que (a) <= (b)) = (¢) = (d) = (e) e que as demais sao falsas.

Exercicio 5. Mostre que se f : U — R™ é diferenciavel em um conjunto aberto conexo U C R" e
df(z) =0 € (R")* para todo z € U, entdo f € constante em U.

Exercicio 6. O conjunto dos numeros complexos C pode ser identificado com um plano, dando uma
estrutura de corpo para R?. Todo nimero complexo nao nulo possui inverso:

z=x+Yyr = zilzw.
2 4y

E possivel, entdo, definir a derivada de uma funcao complexa (de valores complexos) assim como nos
cursos de analise na reta: para a € C, definimos

f/(a) -— lim f(a’+ h) — f(a)

Lim h eC, (aqui, h € C) (1)

quando tal limite existe. Esta definicdo, no entanto, nao coincide com a definicdo de derivada como
transformacéo linear, como passamos a analisar.
(i) Mostre que, se o limite em (1) existir e utilizarmos as notacées f(z) = f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) =
(u(ac,y)w(x,y)), entao
ou ov ou ov
%(a) = Fy(a) € Fy(a) = —%(a).
Estas identidades sdo conhecidas como as equacoes de Cauchy-Riemann.
Dica: Considerar o limite (1) em duas situacoes: h =t € Re h =it, parat € R.
(#4) Mostre que a aplicacao linear
o: C — OC)cM(2x2)
T+ iy — { Ty
—y
é um isomorfismo de espacos vetoriais.

(ii7) Mostre que se f é diferenciavel em « no sentido complexo, entdao f é diferenciavel no sentido da
nossa definicao de aula. Além disso, neste caso a derivada f'(a) : R* — R? como transformacao
linear tem a matriz candnica associada igual a

ou ou
%(a) aiy (a)

ou ou
_67/ (a) %(a)

Portanto, esta coerente com o item (i) considerar que f’(a) € C.

Exercicio 7. Para a: R — R™ e §: R — R"™ curvas diferenciaveis, mostre que

d

L lat).80) = (/1) 80) + (a(t). B (1) VicE.

Em particular, prove que se a tem velocidade constante, isto €, |o/(t)| = C para todo ¢, entao

o (t) La(t) VteR.
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Exercicio 8. Um campo vetorial em R® é uma funcao vetorial F : R® — R3. Dizemos que o campo F é
um campo gradiente quando existe uma funcao escalar ¢ : R®> —; R tal que F = —V¢.

Em um sistema mecanico classico onde o campo de forcas depende apenas da posicao, uma trajetéria
é uma curva « : I — R? que satisfaz a equacio de Newton

ma (t) = F(a(t)). 2)
Mostre que, se F' € um campo gradiente, entdao ha conservacao de energia, isto €, a funcao energia

mle/(t)]”

B(t) = =5

+¢(a(t))
é constante. Por esta razio, campos gradiente também sao conhecidos como campos conservativos.
Outra forma de enunciar este principio de conservacao de energia é o seguinte: o funcional energia
dado por
mlvf?
2
é constante ao longo das trajetorias (a,a’) do sistema.
Dica: Fazer o produto interno com «'(t) em (2), utilizar o Exercicio 7 e o Teorema Fundamental do
Calculo para fungdes reais de uma variavel real.

E(z,v) + ¢(x)

Exercicio 9. Considere f : U — R™ uma funcao duas vezes diferenciavel. Escrever f”(z¢)(v,w) em
n n

coordenadas. Dados v = Z vie; e w = Zwiei’ obter as m componentes de f”(zo)(v,w) € R™ em termos
=1 i=1
das derivadas parciais de segunda ordem de f.

Exercicio 10. Sejam U C R" aberto e f,g : U — R™ fungoes duas vezes diferenciaveis. Defina uma
funcao F : U — R por

F(z) = (f(z),9(x)).

Encontre a expressao da forma bilinear F”'(z)(u, v).
Dica: Expresse F como a composta das fungées ¥ : U — R™ x R™, ¥(z) = (f(z),9(z)) e B :
R™ xR™ — R, B(y,z) = (y,2).

Exercicio 11. Sejam GL(n) = {T € L(R™;R"); T é invertivel} e f : GL(n) — L(R"™;R") definida por
f(T) = T~!. Encontre uma expressao para f”(T)(H, K).
Dica: Note que
fliAr—s A s (A7L AT — f(A),

onde, no ultimo passso, foi aplicada a aplicagao bilinear

B: L(R™;R") x LR™;R™) — L(L(R™;R™); L(R™;R™))
(S,7) — B(S,T)(H) = —SHT

Exercicio 12. Seja f : U — R uma funcao de classe C* definida em um aberto convexo U C R". Mostre
que a funcéao resto definida pela identidade

F@) = f@) + F(@)- (2= a) + 2 fP0) - (= @) + (e - ),

satisfaz
i T4 o
r—a ‘x — a|k

Esta é uma versao da Férmula de Taylor diferente da que vimos em aula, cujo resto nao é explicito, mas
que nio necessita ser f € C**1,



Exercicio 13. (i) Mostre que se uma funcao diferenciavel f : (a,b) — R tem um tnico ponto critico e
este € um ponto de minimo local estrito, entao ele € ponto de minimo global.

(7i) O objetivo deste item € mostrar, com um exemplo, que, em dimensdes maiores, a afirmacao do
item (i) ndo é mais valida. Seja f : R? — R definida por f(z,y) = 2%(1 + y)® + v*.
(a) Mostre que (0,0) € o iinico ponto critico de f.
(b) Mostre que (0,0) € ponto de minimo local estrito.
(¢) Verifique que f(1,—4) = —11 < 0. Conclua que (0,0) ndo é o ponto de minimo global.
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Obs. Um outro contra-exemplo é a funcdo f(z,y) = 3ze? — 2> — ¥, mas néo se consegue uma funcao

que seja polindmio de grau < 4 com esta propriedade.

Exercicio 14. Escreva a Formula de Taylor de ordem 2 de uma fungao f : R® — R explicitamente, nos
seguintes casos:

1. Em termos do gradiente e da matriz Hessiana.

2. Em termos das derivadas parciais de primeira e de segunda ordem de f.

Exercicio 15. Mostre que se f é um polinémio de grau n em duas variaveis, entao

== e — 1/ j,
f(xo + 2,90 +9) Z il Oz (20, yo)x'y

i+j<n

Essa igualdade € exata, sem o termo r(z,y). Use esse fato para provar que se f(xo,y0) = 0, entao existem
polinoémios g e h tais que f(z,y) = (x — zo)g(x,y) + (y — yo)h(z,y), isto €, oideal I = {f | f(zo,y0) = 0} tem
dois geradores, I = [z — 2o,y — yo]-

Exercicio 16. Seja f : R" = R, f(z) = ¢((a,z)), onde ¢ : R — R € de classe C*. Mostre que, se n > 2,
todo ponto critico de f € degenerado.

Exercicio 17. Seja f : R* — R, f(z,y) = (y — 2°) (y — 22°). Prove que a origem € um ponto de minimo
local para a restricao de f a qualquer reta passando pela origem, mas nao € um ponto de minimo local
para f.

Dica: Examine os sinais assumidos por f.
Exercicio 18. Encontre e classifique os pontos criticos das funcoes:
(@) flz,y) =2’ +x —day — 2¢°
(i) f(z,y) = 22"+ (z —y)* — 6y

Exercicio 19. Sejam n pontos no R? denotados por P; = (z;,%;, 2;). Prove que o ponto P = (z,y, z) que
minimiza a soma dos quadrados das distancias aos pontos P; € o centro de gravidade:

.IZ%Z.%‘i, y:%Zyl € Z:%Z%

Exercicio 20. Diagonalize as forma quadraticas, decidindo em cada caso se sdo positivas, negativas
ou indefinidas:

(a) Q(z,y) = 2* — 3zy + v°.
(b) Q(z,y,2) =2zy + yz — 3zz.

(c) Qz,y,2,t) = z? + y2 + 2y — xt + 2yt.



