Analise Matematica C

Diego Marcon

8 de Abril de 2020

Os conceitos de funcao escalar e de campo vetorial sdo dos mais fundamentais de matema-
tica. Estao presentes nas formulacgdes de leis da fisica, aplicagdes a engenharia e aparecem em
qualquer campo da matematica.
O objetivo destas notas de aula da disciplina de Analise Matematica C da UFRGS ¢ estudar
propriedades de diferenciacao e integracao de funcoes de uma ou mais variaveis e com valores
em espacgos que também podem ter uma componente ou mais. As principais referéncias sao
[3, 11, 14, 15].
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1 Derivada primeira

Vamos considerar os espacos vetoriais R" e R™. Naturalmente, m,n € {1,2,3,...,}. Seja U C R"
um conjunto aberto. Dada uma aplicacao f : U C R" — R™, dizemos que f € diferenciavel em z, €
R™ quando existe uma transformacao linear' que “aproxima” f perto de z,. Mais precisamente, f
é diferenciavel em z, € R" quando existe uma transformacao linear 7' : R — R™ tal que

f(z) = f(zo) + T(x — x0) +r(x —20), onde lim M —0.
e=wo |z — T

Nesse caso, denotamos T = f'(z¢) ou T = Df(zo) e dizemos que T é a derivada de f em z,?.
Noés também dizemos que f € diferenciavel no conjunto aberto U, ou simplesmente diferen-
ciavel em U, quando ¢ diferenciavel em todos os pontos de U.

Podemos reescrever a definicdo acima de varias maneiras equivalentes:
(i) f é diferenciavel em zy € R".
(i7) existe uma transformacao linear f'(zg) : R™ — R™ que satisfaz

f(x) = f(zo) + f(wo) - (x — o) + r(z — xp), onde lim M =0.
—x0 |:E x0|

(771) existe uma transformacao linear f/(z) : R” — R™ que satisfaz

Flo+h) = F(zo) + F/(a0) - h+ (k). onde lim ’T:” _o.

(iv) existe uma transformacao linear f'(zg) : R" — R™ tal que

lim | f(zo + ) — f(zo) + f'(x0) - h’

h—0 || =0

Podemos também definir a derivada direcional de f : U C R" — R™, na direcao de um vetor

v € R"™ como 5
—f(x) = lim o +t) - f(z) e R™,
ov t—0 t

quando tal limite existe. E um exercicio verificar que

af
ov

No caso dos vetores v = ¢; da base canénica de R", sdo bastante comum as notagoes

(2) = /() -v.

Of (N_90F \_ 5 ¢
G () = g @) = 1),

INa verdade, o que aproxima f(z) é a transformacao afim f(xzo) + T(z — xo). No entanto, a derivada de f é definida

como a transformacao linear 7.
2Rigorosamente, deveriamos mostrar que, no caso de f ser diferenciavel, a transformacao 7" que, pela definicao, existe,

deve ser necessariamente tinica. Este € um exercicio da nossa primeira lista de exercicios.



Também nao ¢ dificil verificar que, em componentes,
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Lembra de Algebra Linear que a matriz canoénica de uma transformacéo linear é aquela asso-
ciada com as bases canédnicas de R™ e R™. Em outras palavras, é a matriz de ordem m x n cujas
colunas sao os vetores f'(x)-e; € R™:

[ 0f1 0f1 of T
87331(56) 87562(33) 87%(33)
} } | o Lo o Lo,
@] = | e o) = - [ @]
\ \ |
Ofm Ofm Ofm
i 871:1(@ 87@(36) oz, (z) |

Esta matriz €, em alguns livros, conhecida como o Jacobiano de f em z e denotada por Jf(z).
Alguns autores reservam o nome Jacobiano nao para a matriz, mas para o determinante da matriz
acima: Jf(z) = det [f'(z)].

Se f é diferenciavel em U, esta bem definida a aplicagao

f U — L@R",R™)
v — f(2)

onde L(R",R™) é o espaco vetorial das transformacoes lineares de R" em R"™. Utilizando as ma-
trizes canodnicas associadas as transformacgoes lineares, obtemos um isomorfismo (nao canénico)
L(R™" R™) ~ R™" e podemos falar em continuidade e diferenciabilidade de f' da mesma forma
que vinhamos fazendo.

Quando f € diferenciavel em U e f' é continua, dizemos que f é continuamente diferenciavel
em U ou que f é de classe C' em U. Escrevemos também f € C'(U,R™) ou, quando ndo houver
confusio sobre o dominio ou contra-dominio, apenas f € C'.

Teorema 1. Sdo equivalentes:

(i) feC UR™);
g - . .. Ofi .
(ii) as_fungées coordenadas f; : U — R possuem todas as derivadas parciais e continuas;
Zj
0
(791) paratodox € U e todo v € R", as derivadas direcionais a—f : U = R™ existem e sao continuas.
(%

Exercicio 1. Provar o Teorema 1. De qualquer maneira, a demonstracao pode ser encontrada em
varias referéncias, como por exemplo, [10, 11, 14, 15].



1.1 Funcoes reais de uma variavel real

Este é o caso mais conhecido n = m = 1, da analise na reta, em que estudamos uma funcao do
tipo f : R — R. Quando f é diferenciavel em «a, nossa definicdo diz que existe a transformacao
linear f'(a) : R — R, satisfazendo

=0.

_ : ()]
fla+h) = fa) + f(a) -h+r(h), onde lim ]

Assim, nos podemos “confundir” a transformacéao linear f/(a) com o numero associado pelo
exercicio abaixo, ou (0 que € a mesma coisa) com a matriz canoénica de ordem 1 x 1 cujo tnico

elemento € a derivada “parcial”:
/ _|df
@) = | ).

Exercicio 2. Mostre que se T € L(R;R), entao existe A € R tal que T'(z) = Az. Isto &, as transfor-
magdes lineares em R coincidem com as fungoes lineares usuais.

Sendo R um corpo, € possivel “dividir” por elements de R, isto €, dado h € R, existe o inverso
multiplicativo 4~ € R. Neste caso, podemos escrever, como de costume,

(Lath =t sy, fash) =1
h h h '

/'(a) = lim

Em Calculo I, se estuda derivada como o coeficiente da reta tangente ao grafico da funcao. E
justamente isto que nossa definicao, com as devidas identificacoes, diz quando se escreve

f(x) ~ f(a)+ f'(a)(x —a) quando =z ~a.

1.2 Funcoes vetoriais de uma variavel real - curvas em R™

Quandon =1e e.g. U =[0,1] o grafico da funcéo «: [0,1] — R™ representa uma curva em R™.

)

\. a(0)

E comum dizer que C = a([0,1]) é a curva e que o € uma parametrizagao da curva C. Ou
ainda que « é uma curva parametrizada. Isto é porque «, conforme ¢ cresce de 0 para 1, percorre
a curva C em um sentido (ou orientacao) fixado(a) e com certa velocidade, possuindo portanto
mais informacées. Para os nossos propoésitos, vamos frequentemente confundir a terminologia e,
por um abuso de linguagem, chamar « de curva.



Em coordenadas (geralmente, na base candnica de R™), podemos escrever

(1)

No caso de ser a diferenciavel, segundo a nossa defini¢ao, a derivada de o« em um ponto ¢ é a
transformacéao linear o/(¢) : R — R™, cuja matriz canonica associada € de ordem m x 1:

o) Et;
ah(t
[ (t)] . )

/
iy (1)
Acima escrevemos, naturalmente, as derivadas “parciais” como

ol(1) = ok r)

Sendo A um numero real (e ndo um vetor), € possivel reescrever (1) como

[o/(t)] - }1&)% w_

Identificando a transformacéo linear /() com a sua matriz canénica associada, podemos escre-
ver, como de costume,
. a(t+h)—oaft
a'(t) = lim M e R™. 2)
h—0 h
Geometricamente, apos estas identificacoes, o’ (t) € o vetor tangente a curva a no ponto «a(t). Faca
um desenho dos quocientes em (2) para visualizar esta afirmacdo. Observe que, assim como no
caso de uma funcao de uma variavel com valores reais, a derivada de uma curva parametrizada
pode ser vista como um objeto do mesmo tipo. A identificagcdo que comentamos acima pode ser
usada para considerar como equivalentes os objetos

o/ (0,1 = £([0,1],R™) e o :[0,1] = R™.

Exercicio 3. Observe que existe uma identificacao £L(R,R™) ~ R™ que € um isomorfismo canoénico,
isto €, que independe de escolha de bases para os espacos envolvidos: mostre que

o :R" — L(R,R™)
x — O(z)(t) :=tx
¢ um isomorfismo de espacos vetoriais.
Exercicio 4. Para o: R -+ R™ e 8: R — R™ curvas diferenciaveis, mostre que

%<a(t),,6(t)> = (/(t), B(t)) + {a(t), B'(t)) VteR.

Em particular, prove que se o tem velocidade constante, isto €, |o/(t)| = C para todo t, entao

o(t) Lo (t) VteR.



1.3 Funcoes escalares de varias variaveis

Este € o caso m = 1, de modo que nossos objetos de estudo sao as funcédes da forma f : R" — R.
Supondo f diferenciavel, a derivada de f em a € R" € a transformacéo linear f'(a) : R” — R.
Observe que, neste caso particular, a derivada f’(a) € um funcional linear, ou seja, um elemento
do espaco dual (R™)*.

Em coordenadas canodnicas, a matriz associada com f’(a) € de ordem 1 x n e dada por

, 0 0 0
@)= |2 Lw - L]
Desta forma, as derivadas direcionais sdo dadas pela formula
U1
0 ., , 9 0 d v "~ 0
To=rw o=@ -|w Lw - Lo’ -y g ©

Observacao 2 (Relacao com o vetor gradiente). Lembramos que, pelo Teorema da Represen-
tacao de Riesz (ver, por exemplo, [2, Secdo 8.5]), ao equiparmos R" com um produto interno (-,-),
existe um tnico vetor (que denotamos por) Vf(a) € R" tal que

f'(@)-v=(v,Vf(a)) YveR"

Uma observacao fundamental é que o vetor Vf(a) depende do produto interno escolhido. No6s
chamamos este vetor obtido pelo Teorema da Representacao de Riesz de o vetor gradiente de f em
a. No entanto, nas nossas notas, quando nos referirmos ao vetor gradiente, vamos implicitamente
assumir que equipamos R" com o produto escalar usual:

n
(z,y) = Z LiYi
i=1

onde z; € y; sdo, respectivamente, as coordenadas de = e y na base candnica de R". Como pode
ser visto por (3), o vetor V f(a) em coordenadas candnicas é dado por

- of _
8711(&)
of

5‘7:132 (a)
Vf(a) =

of
_axn

(a).
e podemos reescrever (3) como
f'(a)-v=(v,Vf(a)). (4)

Reforcamos que, enquanto f(a) € (R")* é um funcional linear que independe de qualquer estru-
tura geométrica, Vf(a) € R" € um vetor que depende da escolha de produto interno utilizada. <

Exercicio 5. Um campo vetorial em R® é uma funcao vetorial F : R*> — R3. Dizemos que o campo
F é um campo gradiente quando existe uma funcao escalar ¢ : R®* — R tal que F = —V¢.

Em um sistema mecanico classico cujo campo de forcas depende apenas da posicao, uma
trajetéria é uma curva o : I — R? que satisfaz a Equaciao de Newton

ma (t) = F(a(t)). (5

7



Mostre que, se F' € um campo gradiente, entdo ha conservacido de energia, isto €, a fungao

mla’ ()|

B(t) = %5

+o(a(t))
€ constante. Por esta razao, campos gradiente também sao conhecidos como campos conserva-
tivos.

Outra forma de enunciar este principio de conservacao de energia ¢ o seguinte: o funcional
energia definido como
mivf?

-+ ()

€ constante ao longo das trajetorias ¢ — (a(t),d’(t)) do sistema.
Dica: Fazer o produto interno com «'(t) em (5), utilizar o Exercicio 4 e o Teorema Fundamental
do Calculo para funcdes reais de uma variavel real.

E(xz,v) =

No contexto de fungoes escalares, € comum a notacdo df(a) = f'(a) € (R")*. E também comum
chamar df(a) de o diferencial de f em a. Vamos escrever df(a) em termos da base canénica do
espaco dual (R™)*.

Lembramos da Algebra Linear que, se B = {ej,ea,...,¢,} € a base canonica de R”, podemos
definir a base dual 5* = {dz1,dxo,...,dz,}. Naturalmente, cada um dos elementos da base dual
¢ um funcional linear dz; : R — R, que é definido®, nos elementos de B, por

1, sei=j
dzi(e;) =6;; =< 6
€ (ej) J {0, se i+ j (6)
Desta forma,

vy

V2
v=| . ~da(v) = v;. (7)

Un

Entao, relembrando (3), temos que

@) v =3 g @ = 3 5 @) = (Z Lo d) (v).

i=1

2 Desigualdade do Valor Médio

Lembra que, em uma variavel, vale o

Teorema 3 (Teorema do Valor Médio). Se f : U — R é diferencidvel em (a,b) C U, entdo existe
c € (a,b) tal que

f®) = fa) = f'(c)(b - a).

Geometricamente, o Teorema do Valor Médio afirma, dada a inclinacdo da reta que passa pelos
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). existe um valor ¢ no interior do intervalo (a,b) cuja reta tangente tem
essa inclinacao.

3Nota, no entanto, que a notagao utilizada é coerente com o seguinte: ao denotarmos por z; : R" — R o funcional que
associa com um vetor z a sua i-ésima coordenada na base canoénica, temos que o seu diferencial é dado por (7).



A versao moderna deste resultado aparece no trabalho de Cauchy em 1823, embora versdes
preliminares tenham aparecido anteriormente (ver wikipedia.org/meanvalue).

A versao em dimensoes maiores deste resultado € uma desigualdade, que, como veremos,
segue da definicdo da norma de operadores (ou, se preferir, no caso n = 1 é a desigualdade de
Cauchy-Schwarz). O resultado seguinte segue a filosofia de passar para o caso de uma variavel
real por meio de um caminho unidimensional (por exemplo, um segmento).

Teorema 4 (Desigualdade do Valor Médio). Seja f : U C R" — R™ uma aplicacao diferencidvel
no aberto U e sejamx,y € U de modo que o segmento [z, y| também esta contido em U. Entdo, existe
¢ € [z,y] tal que

|f(w) = f@)] < |IF' @) ly— =l ®)

Demonstracdo. Inicialmente mostramos o caso especial n = 1. Neste caso, podemos supor que
U = [a,b] C R. Definimos ¢ : U — R por

Pelo Teorema do Valor Médio (Teorema 3 acima) e pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, existe
¢ € (z,y) tal que

(©), fly) = f@)(y —z)
@1 |fy) = f@)| -y —al,

que € equivalente a (8) no caso n = 1.
Para o caso geral, consideramos uma parametrizacdo do segmento entre z e y e recaimos no
caso que ja mostramos: definimos « : [0,1] — R™ por

alt) = f((1-t)z +ty).
Assim, existe ¢y € (0,1) tal que |a(1) — a(0)] < |&/(to)]. Pela regra da cadeia, isto é o mesmo que

|f() = f@)] < | ((1=to)z +toy) - (y — x)].
O resultado segue da definicdo da norma de operadores, definindo ¢ = (1 — )z + toy. O

Exercicio 6. Prove o Teorema 4 diretamente por integracao. E necessario adicionar alguma
hipétese para formalizar esta demonstracao?

Exercicio 7. Verique que o Teorema do Valor Médio se estende (com igualdade) para fungoes
escalares f: R" — R.


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Mean_value_theorem&oldid=824327691

3 Segunda derivada

Considere f : U — R"™ uma funcao diferenciavel. Nés dizemos que f é duas vezes diferenciavel
em xo quando f': U — L(R" R™) € diferenciavel em z,. Mais explicitamente, quando existe uma
transformacao linear (que denotaremos por)

I (zo) : R — L(R™,R™). 9

que satisfaz
i 170 1) = /(o) = 1" (o) - ]

h—0 |h| =0

Observe que a norma do numerador acima € a norma de operadores em £(R",R™):

T € L(R",R™) ~ ||T|| := sup |T(z)|.

|z|=1

Por outro lado, poderiamos ter utilizado qualquer norma em £(R",R™) pois, em dimensao finita,
sao todas equivalentes.

Exercicio 8. Defina
B(R™R™) = {B:R" x R" — R™; B ¢é bilinear}

€ mostre que
®: L(R", L(R",R™)) —  B(R™;R™)
T — ®(T)[x, y] := T(x)(y)
é um isomorfismo de espacos vetoriais.

O exercicio acima mostra que podemos considerar f”(xg) € B(R";R™), ou seja, f”(zo) pode
tanto ser vista como uma aplicacao linear do tipo (9) quanto como uma transformacao bilinear
do tipo

f(x0) : R* x R — R™.

Qualquer destas interpretagoes é chamada de derivada segunda de f em z,. Tem-se, usando a
identificacao do Exercicio 8,

P an)(0,w) = P (ao)o)) = o (7)) = 5 (5L ) ).

Uma notacao mais comum talvez seja

7o), ) = (),

n n
Exercicio 9. Escrever f”(z¢)(v,w) em coordenadas. Dados v = Zviei ew = Zwiei, obter as m
i=1 i=1

componentes de f”(zg)(v,w) € R™.

Prosseguindo como acima, define-se a terceira derivada em z, como uma forma trilinear e
assim por diante. Além disso, dizemos que

e f é de classe C° quando é continua;
e f é de classe C' quando f é diferenciavel e f’ é continua;

e f é de classe C? quando f e f’ sdo diferenciaveis e f’ é continua;

10



e f € de classe C*° quando existem as derivadas de todas as ordens de f.

A diferenciabilidade de composigdes de fungodes acontece de acordo com a regra da cadeia:
para f: R" — R™ e g : R™ — RP? diferenciaveis,

(g0 f) (zo) = g'(f(20)) - f'(w0),

ou, em componentes, para+=1,2,...,pej=1,2,...,n,

%%(f(a?o)) = Z gj; (f(iﬁo))%(xo)-
j =1 j

4 Formula de Taylor

A Férmula de Taylor unidimensional nos diz que se f : R — R é uma funcio de classe C**!, entdo
existe £ no intervalo aberto entre a e x tal que

f"(a)
2!

f®)(a FED (€
k!( o+ (k + 1()!) (z~a)

f(fﬂ):f(a)Jrf/(a)(xfa)Jr (;y—a)2+...+ k1

Vamos obter uma versao multidimensional deste resultado.

Teorema 5 (Férmula de Taylor). Suponhamos que f : R* — R é uma funcdo de classe C**' em
uma bola B, (a), entdo, para x € B,(a) C R", existe £ no segmento de a para x tal que

1

= "(a) - (x — ...l(k),_ki(lﬁ-i-l)__k-&-l
f@) = J@) + /@) (@ =a)+ ot D0 =) + G 4O a0
A notacao do Teorema deveria ser, mais precisamente,
f9a)(x —a,x —a,...,x —a) aoinvés de f9)(a)-(z—a),

pois estamos pensando em fU )(a) como uma aplicacao j-linear.

Demonstragcao. Como ja fizemos na prova da Desigualdade do Valor Médio, vamos nos restringir
ao segmento de reta que une a a x e aplicar o caso conhecido unidimensional. Ja que quremos
considerar t =0 e ¢t = 1, escolhemos ¢ > 0 adequado e definimos ¢ : [-d,1 4 6] — R por

o(t) = f((1—t)a+tz) = fla+t(z —a)).

A férmula de Taylor unidimensional implica que existe 7 € (0,1) de modo que

! LoD (7). (11)

$(1) = ¢(0) + ¢'(0) + - - + %qb(k)(O) Ry

O resultado segue da Regra da Cadeia, com & = a + 7(x — a). O

Para escrever mais explicitamente a formula de Taylor em termos de derivadas parciais de f,
vamos introduzir uma notacao adicional. Um multi-indice é um elemento « € N que, para os
nossos propositos, representa o numero de derivadas parciais com respeito a variavel que esta
na respectiva posicao. Por exemplo, para f : R> — R, denotamos

»’Pf
————(a) = D* onde =(0,3,2,1,0).
ax§8$28$4 (a) f(a)7 & ( g )
Também é comum utilizar multi-indices para denotar produtos das componentes de um vetor:

(0%

r® = 233wy, onde o= (0,3,2,1,0).

11



De maneira mais geral, escrevemos

0% 92 aanf a‘a|f

= e a) = a).
0x{* 0x3?  Oap” ox{t -+ Oxp (a)

x® =afa? - xnr e D%f(a)

E também comum escrever (como ja o fizemos acima)

| | n n! n!
o] = a1 +as + -+ + an, al =arlag! - -a,! e =—=—
o ol aglag! !

Exercicio 10 (Teorema Multinomial). Mostre que, para N € N fixado € 1,2, ... 7, € R, vale

N!
(I1+$2+"'+Ik)N: %2 Ok
aplasg! -t T2 k
artaz+-ta,=N

Na notacao introduzida acima, podemos escrever, mais sucintamente,

(x1+x2+ -+ ap)V = Z (

lee|=N

N

)x", onde =z = (z1,22,...,%k)-
o

Dica: Mostrar o caso k = 2, conhecido como binémio de Newton, e depois fazer inducgao em k.

Agora, vamos utilizar o Teorema Multinomial para calcular (11) mais explicitamente. Iniciamos
observando que

+ v i+...+v i f
al’l 8%2 8xn 2 naxn .

V15—
81'1 (91’2

Logo, utilizando o Teorema Multinomial,

. 0 0 o\’ 4!
G () = —_ 4. _— = L2 Do
o (1) (Ul 1 +v23x2 * +vn8xn> f al’ b fla+to).

|ar]=n

Portanto, (10) € o mesmo que

f@)= Y - at D@+ Y (e a) D).

lal<k la|=k+1

4.1 Caso especial i = 2; Hessiana

Para a maior parte das aplicagoes, € suficiente escrever a formula de Taylor até ordem 2 apenas.
Além disso, observamos que, a partir da forma bilinear f”(a) : R" x R* — R, podemos definir
uma forma quadratica Q(v) = f”(a)(v,v). Esta forma quadratica é conhecida como a Hessiana de
f em a. Vejamos qual € a matriz simétrica associada a Hessiana: escrevendo v na base canodnica,

2 n 2
Q) = @) = S =3 ;21

=

(a)viv; = (V2f(a)v,v) = v" V2 f(a)o,

onde V?f(a) é a matriz das derivadas parciais de ordem 2 de f:

0*f
8xi8xj (a):|

v = |

nxn

Por abuso de linguagem, V?f(a) é também conhecida como a Hessiana de f em a.
Com esta nova notacao, enunciamos um caso particular da Féormula de Taylor que provamos:
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Corolario 6. Suponhamos que f : R" — R é uma funcao de classe C* em uma bola B, (a), entéo,
para x € B,.(a) CR", existe { no segmento de a para x tal que

f(@)=fla)+Vf(a)- (z—a)+ %(w —a)'Vf(a)(z —a) +r(z — a), (12)

onde
r(x —a)

lim =0.

T—a |x — a|2

Exercicio 11. Verifique que é valido o corolario acima. E realmente necessario f € C3?

5 Problemas de otimizacao - maximos e minimos

Nesta secao, estudamos condicoes necessarias e suficientes para que um ponto a € R" seja um
minimizante (ou maximizante) para uma fungao escalar f : R" — R. Comecamos com uma
condicao necessaria de ordem um.

Proposicao 7. Suponhamos que a € int U é um ponto de minimo localde f : U CR"” — R e que f
é diferencidvel em a. Entdo, df(a) = 0.

Demonstracdo. Utilizando que a € minimo local e a definicao de diferenciabilidade, temos que para
todo v préximo da origem:

fla) < fla+v) = f(a) +df(a)-v+r(v) etambém

Dividindo pelo comprimento de v e fazendo v — 0, concluimos que df(a) - w > 0 para todo w
unitario. Em particular, podemos trocar w por —w e segue que df(a) = 0. O

Um ponto a € R" é dito ponto critico de f quando df(a) = 0. Assim, o teorema acima afirma
que todo extremizante de f € ponto critico. A reciproca nao é verdadeira: a = 0 € ponto critico de
f(z) = 2* que nao é de minimo nem de maximo.

Lembramos que uma matriz simétrica A de ordem n x n é dita positiva definida quando

(Av,v) > 0 para todo v € R™.

E comum a notacido A > 0. A matriz A é dita estritamente positiva definida, e se escreve A > 0,
quando
(Av,v) >0 para todo v € R™.

Proposicao 8. Suponhamos que a € int U é um ponto de minimo localde f : U CR" - R eque f é
duas vezes diferenciavel em a. Entao, a matriz Hessiana V> f(a) é positiva definida:

(V2f(a)v,v) >0  paratodov € R™.
Demonstracgdo. Pela proposicao anterior, Vf(a) = 0. Logo, pela formula de Taylor, temos que
fla) < fla+h) = f(a) + 5 (V@) -, ) + r(h),
para todo h € B;s(0) préoximo de zero (ja que a € um ponto de minimo local). Segue que
(V2f(a)-h,h) +2r(h) > 0.
Dividindo por |h|? e fazendo h — 0, concluimos que
(V2 f(a)w,w) >0 para todo vetor unitario w € R".

Para concluir a demonstracio, basta fazer w = v/|v| e multiplicar por |v|*. O
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Exercicio 12. A reciproca da Proposicao 8 nao é verdadeira; encontre um contra-exemplo. Enun-
cie e prove resultados analogos as duas proposicoes acima para pontos de maximo local.

Se tivermos uma matriz Hessiana estritamente positiva, dai sim a reciproca € verdadeira.
Proposicao 9. Seja f : U C R" — R de classe C? em U. Suponhamos que

e Vf(a)=0e

e V2f(a) > 0.
Entao, a é um ponto de minimo local estrito para f.

Demonstracdo. Assim como na Proposicao 8 acima, utilizamos a Formula de Taylor:
1., _r(h)
fla+h) = f(a)+ §<V f(a)-h,h) +r(h) onde }llnn — =0.

Dividindo por |h|* podemos escrever

flath) —fa) _1 <v2f(a) : |ZZ|> +p(h) onde  lim p(h) =0.

|h[? 2

A aplicacdo w +— (V*f(a)-w,w) assume um minimo positivo na esfera unitaria, de modo que, para
algum C > 0, vale que

fla+h) - f(a)

> i =0.
e > C+p(h) onde %gr%)p(h) 0

Agora, existe ¢ > 0 tal que
h e Bs(0) = C + p(h) >0,

concluindo a demonstracao. O
Exercicio 13. Adaptar o raciocinio acima para pontos de méaximo local de f.
Proposicao 10. Seja f : U C R" — R de classe C* em U. Suponhamos que

e Vf(a)=0e

e V2f(a) é indefinida: (V?f(a)v,v) muda de sinal.
Entao, a nao é nem um ponto de minimo local nem um ponto de maximo local para f.

Demonstragao. O argumento utilizado nas demonstragoes da Proposicao 9 e do Exercicio 13 mos-
tra que, para h suficientemente préoximo da origem,

fla+h) - f(a) : < ) h h>
— -~ tem omesmo sinalde (V-°f(a) - —,— ).
P " T
Isto conclui a prova da proposicao. O

E um exercicio de Algebra Linear mostrar que uma matriz A é positiva definida se, e somente
se, todos os seus autovalores sao positivos.

Exercicio 14. Faca o exercicio!

Mas pode ser bastante trabalhoso encontrar todos os autovalores de A. Um meétodo indireto
consiste em completar quadrados até se “livrar” dos termos mistos da forma quadratica (Av,v).
Vejamos um exemplo.
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Exemplo 11. Considere

de modo que
(Az,z) = 27 4+ 23 — 223 + 42120 + 22923,

Juntando os termos que tém z;, obtemos
x? +4x129 = (21 + 2352)2 — 4:1:% =:a®— 4x§ onde a =z + 2zs.

Logo,
(Az,x) = a® — 323 — 222 + 2x013.

Em seguida, juntando os termos com z5:

2

2 2 23
323 + 27273 = —3 (x% + 3952953) =-3 (xz + %) + % = —3b% + % onde b=+ %

Denotando ¢ = z3, obtemos
2

(Az,x) = a® + —3b* + %
Desta forma, € facil ver que (Az, z) assume tanto valores positivos quanto negativos; basta escolher
alguns valores baseados nos sinais que aparecem nos termos ao quadrado. Por exemplo, quando
b = 0, temos valores positivos. Quando a = ¢ = 0, temos valores negativos. Portanto, A € uma
matriz indefinida.

5.1 Comentario sobre pontos criticos nao degenerados

Seja f : R" — R de classe C?. Dizemos que um ponto critico a de f ¢ ndo degenerado quando a
matriz Hessiana de f em a € invertivel.

Proposicao 12. Seja f : R" — R de classe C?. O conjunto dos pontos criticos nédo degenerados de
f é isolado em R".

Demonstragao. Considere a aplicacao “gradiente” g : R — R" dada por
g(x) = Vf(z), zeR"

Se a € R" é um ponto critico ndo degenerado, temos ¢'(a) = V2f(a) invertivel, de modo que, pelo
Teorema da Funcao Inversa (ou diretamente, o Passo 1 da prova do Teorema da Funcao Inversa
que demonstraremos em breve ja mostra que) g € injetiva em uma vizinhanca de a«. Em particular,
g(x) # g(a) = 0 nesta vizinhanca de a. Logo, a € o tinico ponto critico de f nesta vizinhanca. O

6 Funcoes Convexas

Funcgoes convexas sao dos objetos mais importantes em matematica, principalmente em pro-
blemas de otimizacdo e de calculo de variacdes. A referéncia mais classica para o assunto é
Rockafellar [13]. O material desta secao € uma ampliacao de Villani [16, Subsecao 2.1.3], que ja
é bastante inspirado em [13]. No entanto, ndo vamos nos aprofundar nos tépicos que necessitam
de Teoria da Medida, para nao fugir dos pré-requisitos do nosso curso.

Uma funcao f : R" — RU{+oco} é uma fun¢do convexa prépria* quando f nao é identicamente
+o00 e, para todo z,y € R" e para todo 0 < A < 1, tem-se

FlA=Nz+Xy] < (1= N)f(z)+Af(y). (13)

4No contexto de Analise Convexa, a palavra prépria indica que f > —oo em todo ponto e que f (z) < 400 para pelo
menos um ponto [13, Secao 4].
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Quando a desigualdade é estrita em (13), dizemos que f é estritamente convexa.
O dominio efetivo de uma funcao convexa f € o conjunto

dom f:= {z € R"; f(z) < +oo}.
E facil de ver que dom f € um conjunto convexo (exercicio). E também facil ver que:

Exercicio 15 (Desigualdade de Jensen - versao discreta). A funcao f : R” — RU{+co} é convexa
se, e somente se, para todo A\; >0, A > 0,..., A, > 0com Ay + Ay +--- + A, = 1, temos

f[)\lxl + Xomy + -0+ )\mxm} <Af(zr) + Xaf(z2) + -+ A f (Tm)-

Uma propriedade geométrica que segue da definicdo € que o grafico de uma funcio convexa
esta “acima” do plano tangente em cada um dos pontos de diferenciabilidade:

Proposicao 13. Se f : R" — R U {400} é uma func¢dao convexa prépria que é diferenciavel em
x € dom f, entao

f(y) > f(x) + (Vf(:v),y - $>7
para todo y € R". Em particular, V f é mondtono em pontos de diferenciabilidade:

(Vf(y) = Vf(z),y —x) = 0.

Demonstrag¢ao. Reescrevendo (13) como

flz+ Ay —2)] - f(2)
A

< f(y) — f(x)
e mandando A — 0, obtemos o resultado. O

Na verdade, esta propriedade de o grafico estar acima dos planos tangentes caracteriza as
funcodes convexas diferenciaveis:

Proposi¢ao 14. Suponhamos que f : R" — R U {+oo} é uma funcao de classe C* que satisfaz

f(y) > f(l‘) + (Vf(:zc)7y - $>7
para todo z,y € R™. Entdo f é uma fung@o convexa.

Demonstracéo. E sempre verdade que (como se vé tomando = = y)

F) < sup [f(2)+(Vf(@).y - ).

"IJER’H

Logo, nossa hipotese garante que, na verdade,

) = sup [£@) + (Vf(@).y ).

rER™

O resultado segue da observagao que o supremo pontual de uma familia qualquer de funcées
convexas é também uma fung¢ao convexa. O

Exercicio 16. Mostre que o supremo pontual de uma familia qualquer de func¢oes convexas é
também uma funcao convexa, isto €, dadas f\ convexas, temos que

f(y) == sup fa(y)

AeA
é convexa.

Em seguida, mostramos outra caracterizacdo de func¢des convexas, mas com derivadas de
ordem dois.
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Proposi¢ao 15. Seja f : R" — R U {+occ} é uma funcdo de classe C?. Entao f é convexa se, e
somente se, V2 f(x) é positiva semi-definida, para todo x € dom f, isto é,

(V2 f(z)y,y) >0,

para todo z,y € R™.

14 — 1
Demonstracao. Como x = x—; Y + i 5 y, a definicao de funcao convexa implica que

2f(z) < fz +ty) + f(z = ty).

Logo,
flz+ty) + flz —ty) — 2f(z)
t2

> 0.

Fazendo t — 0, obtemos o que queriamos.
Pelo Teorema do Valor Médio, para todo z,y € R",

) = $(a) = (V$a)y—a) + ST OV ) 5 g500) .

Uma outra forma de provar (que também é a ideia da prova da Féormula de Taylor com resto
integral) é fazer duas aplicacoes do Teorema Fundamental do Calculo:

fly) = f(@) = /Olif{x+t(y—x)} dt
:/01<Vf[:v+t(y—x)},y—x>dt
= (Vf(x),y—x>+</01 [Vf[a:+t(y—m)] —Vf(x)} dt,y—x>

= (Vf(x +</01/ —Vf [+ st(y — )] dsdt, y—a:>
= (Vf(x +<//V2 flz+ st(y — x)] (t(y—x))dsdt,y—a}>

= (Vf(x),y —x) // V2 [z + st(y— )] (y—2),y —x>dsdt
> (Vf(x),y O

6.1 Regularidade de primeira ordem

A questdo seguinte de nosso interesse € a analise da regularidade de fung¢des convexas. Por
exemplo, dada uma funcao convexa proépria,

e sera f continua?
e sera f diferenciavel?
Passamos a estudar estas questoes.

Teorema 16. Suponhamos que f : R® — R U {+o0} é uma funcdo convexa préopria. Entdo, f
é localmente limitada e localmente Lipschitz em int(dom f). Em particular®, f é diferencidvel em
quase todo ponto de dom f.

50 Teorema de Rademacher (ver, por exemplo, [5, Section 3.1.2]) afirma que funcées Lipschitz sio diferenciaveis em
quase todo ponto.

17



Vamos apresentar duas provas de que funcdes convexas sido localmente de Lipschitz. A pri-
meira vale apenas em dimensao um, mas € bastante instrutiva. A segunda é uma prova em
dimensao n > 1 que é também elementar.

Demonstragdo em dimensdo 1. Se n = 1, intdom f € um intervalo (a,b). Em dimensao um, é pos-
sivel caracterizar funcdes convexas como: dados a < x < b, temos

f@) = fa) _ fO)=f(a) _ 1)~ f(z)

T —a b—a b—=x

(14)

Para ver isso, tomamos ¢ = F € (0,1) de modo que z = (1 — t)a + tb. Logo,
a

flx) <@ =) f(a) +tf(b) = fla) + —F———

Entao,

f(z) — fla) _ f(0) — f(a)

T —a b—a

Considerando s € (0,1) tal que = = sa + (1 — s)b, conseguimos a segunda desigualdade em (14).
Considere (¢,d) CC (a,b). Iterando (14), temos que, paraa <c<z <y <d < b,

fle) = fla) _ fy) = f(x) _ f(b) = f(d)
c—a ~  y—z —  b-—d
Fecolhendo 1) = 1(@)| [£0)= 1@
M::max{ —a ,' b d ’}a
temos |f(y) — f(z)| < M|z — y|, para quaisquer z,y € (c,d). O

Finalmente, apresentamos uma segunda prova de que f € localmente Lipschitz.

Demonstracgdo. Considere z € intdom f e Q,.(zo) C int dom f um cubo fechado centrado em z( cujas
arestas tem comprimento 2r e sao paralelas com os eixos coordenados. Observe que B, (zy) C
Q- (x0). Sendo f convexa, o maximo de f em Q,(z() € atingido em um dos vértices z; do cubo
(exercicio). Logo,
f(y) <sup f(zx) =t M < 400, paratodo y € B,(zg).
k

Em seguida, vamos mostrar que f é também limitada por baixo em B,(zq). De fato, dado
x € B.(xg), temos que y := 229 — x € B,.(z0). Logo,

J@) + 1) _ f) + M
2 - 2

r+y
2

= f(zo0) <

To = = f(z) > 2f(xg) — M.

Logo, |f| < C em B,(zp), o que mostra que f € localmente limitada em int dom f.
Agora, fixamos § € (0,r). Dados z,y € B,_s(xo), temos que

Y —

5 _
ly = =] z, onde z=y+d0—— €
ly — ||

= T + R
d+lly—=l o+ ly—=|

Yy Br(%)«

Usando convexidade,
4 ly — |l

IO < sy =’ 5 4

f(2).
Logo,

2 J) @)
o)~ f(@) < SO

Trocando os papéis de z,y € B,_s(xo), concluimos que f € de Lipschitz em B, _s(zo)- O

2C
Iy — 2l < = iy — all.
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6.2 Regularidade de segunda ordem - o Teorema de Alexandrov

Em seguida, estudamos diferenciabilidade de segunda ordem para func¢des convexas. O Teorema
de Alexandrov diz que funcdes convexas sdo duas vezes diferenciaveis para quase todo ponto, que
€ um resultado notavel, ja que diferenciabilidade de primeira ordem € apenas quase sempre. Um
pouco mais exeplicitamente, o Teorema de Alexandrov afirma que, para quase todo ponto, existe
uma matriz, que pode ser chamada de “Hessiana”, que de fato tem a ver (em um certo sentido)
com derivadas de segunda ordem de f, e que cumpre seu papel no sentido da Formula de Taylor.

Teorema de Alexandrov. Seja f : R” — R wma funcgao convexa. Entao, existe um conjunto A de
medida nula tal que, para todo z € R™ \ A, existe uma matriz (denotada por) V> f(z) que satisfaz

flz+v) = f(2) +(Vf(x),v) + wf“’“) +o([v)?) quando v — 0.

Demonstracdo. Pode ser encontrada em Evans, Gariepy [5] ou Villani [17]. Necessita de conheci-
mentos de Teoria da Medida. O

7 O Teorema da Funcao Inversa

O Teorema da Funcao Inversa figura como um dos resultados mais importantes da analise ma-
tematica moderna. O teorema nos da uma condicao suficiente para que funcoes vetoriais sejam
invertiveis na vizinhanga de um ponto. Nao € tdo claro quem foi o primeiro a demonstrar este
resultado, mas uma busca no Google® mostrou que o Teorema da Funcédo Inversa aparece no
trabalho de Ulisse Dini’, em ”Lezioni di Analisi Infinitesimale”, de 1877.

e
"z DETTATE NELLA R.UNIVERSITA
K= %&:@
il Tiof s Ulsse Dine

7
Qo Gecademico 181118,
Qj M!‘f#f(flﬂﬂifrd’”ﬂﬂﬂ
\\ A “"‘“’zk*’“ )

e
: SIBLITEDH ger STITUTO & PEEA
il UNVERSITA - FIRENZE

Yo 72 1

DOHAZIONE

= &‘)?:; , Brons '?m meciA

Jo

6https: / /mathoverflow.net/questions /94323 /who-was-the-first-to-formulate-the-inverse-function-theorem, visuali-
zado em 30 de Janeiro de 2018

“"Matematico italiano que viveu de 14 de Novembro de 1845 até 28 de Outubro de 1918. Nascido em Pisa, Italia,
estudou na Scuola Normale Superiore, sob orientagao de Enrico Betti. Também estudou em Paris com Charles Hermite,
através de bolsas de intercambio. E conhecido por seu trabalho em Analise Real, no perido de formulacéo rigorosa de
varios conceitos da teoria. Seu nome aparece no Critério de Dini (para convergéncia de séries de Fourier), Teorema de
Dini (sobre convergéncia de sequéncias monoétonas de funcodes), é creditado o Teorema da Funcao Implicita, que veremos
mais adiante no curso, etc. Dini faleceu aos 72 anos em Pisa, Italia. Algumas destas informacoes foram retiradas de
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Ulisse_Dini&oldid=812724987 em 03 de Janeiro de 2018. Segue um retrato
de Dini (que também pode ser encontrado no link acima).
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Teorema 17 (Teorema da Funcao Inversa). Seja f : F C R" — R" uma fung¢ao de classe
C'(E,R") e que, para algum a € E, a transformacdo linear f'(a) é invertivel. Entao, f é invertivel,
com inversa diferenciavel, perto do ponto a.

Mais precisamente, existe um aberto U que contem a e um aberto V que contém f(a) tais que

(1) f éinjetivaemU;
() f(U)=V, demodoque f:U — V é uma bijecdo;
(iii) A inversa f~! é de classe C'(V;U) e vale que
@) = W)l
Observacao 18. Em outras palavras, se f € C' e f'(a) € um isomorfismo, entao f é um difeomor-
fismo de uma vizinhanca do ponto ¢ em uma vizinhanca do ponto f(a).

Vamos apresentar uma prova bastante direta, seguindo os passos de Rudin [14, pp. 193]
ou Spivak [15, pp. 41] ou Lima [10, Capitulo 6]. Comecamos com um resultado preliminar de
Algebra Linear, que sera importante na demonstracgao.

Lema 19. Seja M (n) o espaco vetorial das matrizes (quadradas) de ordemn x n e GL(n) C M(n) o
subconjunto das matrizes invertiveis. Entao:

(i) Se A é invertivel e B satisfaz

[

entdo B também ¢é invertivel. Ou seja, a bola de centro em A € GL(n) e de raio 1/|A™!| esta
contida em GL(n). Em particular, o conjunto GL(n) é aberto em M (n).

1B —A| < (15)

(i1) A aplicacao ® : GL(n) — GL(n) dada por ®(A) = A~', é um homeomorfismo®.

Demonstragdo do lema. Nas condicdes do item (i), consideramos z € R e vamos mostrar que existe
uma constante £ > 0 tal que
k|z| < |Ba|, (16)

o que implica que B € injetiva. Sendo uma matriz quadrada, concluimos que € invertivel. Para
verificar (16), calculamos
o = AT Az| < [[A7 | Az]

que implica

A < 4] < (B - A)al + |Ba] < 15 - Ale] + |Bal,
o que implica em (16) com
1
k:=———|(B-A)| >0.
e -l - )

Para provar (ii), notamos que
Bl'-Al'=B"1YA-B)A™".
Além disso, fazendo z = B~ 'y em (16), obtemos

A~

1
k|B~'y| <|y|, oqueimplica |B7'[|< - = .
koo 1= AZH]|B = A

Juntando estas informacoes, obtemos

A~
L= [JA=H[[[B — Al

l®(B) = @(A)|| = [B~" = A7 < IBTY|IA - B A7 < 1B=All. QA7

8Isto ¢, ® ¢é continua, invertivel e com inversa (que, neste caso, € a propria aplicacao ®) é continua.
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Logo, para A € GL(n) fixado, o lado direito de (17) vai para zero quando ||B — A|| — 0. Logo, dado
e > 0, existe ¢ > 0 tal que o lado direito de (17) fica menor do que ¢ quando ||B — A|| < 6. Em
particular,

|B—All <d = ||®(B)—®(4)| <e. O

Passamos entao a demonstracao do teorema principal desta secao.

Demonstracao do Teorema da Funcgao Inversa. Dividimos a prova em trés passos, todos presentes
de uma maneira ou de outra em [10, 14, 15]. E um bom exercicio comparar os argumentos para
um melhor entendimento. Por exemplo, [10] separa a prova que apresentamos em varios lemas
e teoremas independentes, € mesmo mais gerais, que podem esconder um pouco o trabalho da
demonstracao. Por outro lado, os teoremas independentes podem ser uteis em alguma outra
situacao.

Passo 1. Vamos provar que [ € injetiva em uma vizinhanca de a. Basta mostrar que, para |h|
suficientemente préoximo da origem e para algum ¢ > 0,

|f(z+h) = f(z)| > elh]. (18)

Sendo a desigualdade (18) valida para quaisquer = € Bgr(a) e x + h € Bg(a), temos que [ € injetiva
em Bpr(a). Comparar com (16) que € a versao linear do argumento de injetividade.
Devemos, assim, mostrar (18). Note que, pela desigualdade triangular,

[f(@+h) = f(@)] > |f'(a) - h| = |fz+h) = f() = f'(a) - h. (19)
Aideia que vamos formalizar abaixo ¢é a seguinte: sendo f continuamente diferenciavel e x préximo
de a, a derivada f’(a) nos da alguma informacao que seria dada por f'(x). Assim, vamos conseguir
mostrar que |f(z + h) — f(z) — f'(a) - h| fica pequeno quando h esta proximo da origem.
Fixamos um numero R positivo que sera escolhido posteriormente. Sejam « € Br(a) e x + h €
Bpg(a) pontos quaisquer e definamos F': [0, 1] — R" por

F(t) = f(x+th) — f(x) —tf'(a) - h.
Pela Desigualdade do Valor Médio, existe ty € (0,1) que satisfaz
[z +h) — F(@) ~ f'(a) - h| = [F(1) = FO)| < [F'(to)]. 20

Temos ainda

[F'(to)| = |f"(w + toh) - h = f'(a) - bl < |['(2 + toh) — f'(a)][ |P]. 21
Por hipoétese, f € C', de modo que f' : E — L£L(R";R™) é continua. Logo, dado ¢ > 0, existe R > 0
tal que Bgr(a) C E e

| f'(z) — f'(a)|| <& paratodo =z € Bg(a).
Além disso, pelo Lema 19 acima, podemos considerar ¢ > 0 pequeno o suficiente, de tal maneira
que f'(x) € invertivel para todo = € Br(a).
Podemos utilizar (20) e (21) para escrever

|f(z+h) = f(2) = f'(a) - h| <elh].

Ja que f'(a) € invertivel, possivelmente diminuindo ¢ > 0 para que ¢ < 1/(2| f'(a)"|), temos
! . h
clhl = €] (@)~ (@) - B] < el /(@) 1) - h) < O 22)
Assim, (19) implica
i . h
[t 1) - fla)] 2 T

onde, na ultima desigualdade, utilizamos (22) novamente.

Passo 2. Escrevemos U := Bg(a) e V := f(U) e temos, pelo passo 1, que f: U — V € invertivel.
Vamos verificar que, nas hipéteses do teorema, f : U — V é uma aplicacdo aberta. Lembramos
que uma aplicacao f € aberta quando a imagem de qualquer conjunto aberto por f € um conjunto

aberto. Em particular, temos que V é aberto e que f~! é uma aplicacdo continua®.

9Uma aplicacio g é continua em R" se, e somente se, g~ (A) é aberto para qualquer A aberto.
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Para verificar que f é aberta, vamos provar que a imagem de qualquer bola (aberta) contida
em U é um conjunto aberto. Consideramos entao zy € U e r > 0 tais que B,(z¢) C U. Afirmamos
que B.,/2(f(z0)) C f(Br(z0)). De fato, seja y € B.,/2(f(z0)). Tem-se

ly— fo)| < 5 23)

A funcao ¢(z) := |y — f(z)| € continua no conjunto compacto B,(zy). Logo, assume um valor
minimo em z* € B, (xg). Se fosse |z* — z¢| = r, teriamos que, usando (18) e (23),

Er

er = elz* —wo| < |f(2") — flxo)| < |y — fa)] + |y — f(2o)| < &(z*) + 5

Mas dai, utilizando (23) novamente,
er .
Blwo) < 5 < o(a"),

o que contradiz ser z* um ponto de minimo. Segue que z* € B,.(x¢).

Observamos ainda que z* também minimiza a funcdo ¢ (x) = |f(z) — y|* em B,(z¢). Logo,
sendo um ponto interior, temos ¢'(z*) = 0, isto é, 2(f(z*) — y) = 0. Concluimos desta forma que
y = f(z*), onde z* € B, (). Logo, y € f(B,(20)), como haviamos afirmado. Segue que V é um
conjunto aberto.

Passo 3. Neste ultimo passo, vamos verificar (iii). Dados y € V e y + k € V, escrevemos
e=f"y) e h=f"y+k) -
Desta forma, temos as relagoes
k=fl+h)—fz) e h=F"y+k) I (24)
Sendo f diferenciavel em z, podemos escrever

k= f(x+h)—f(z)=f'(z)-h+r(h) onde lim T(Th) = 0.

h—0

Agora, pela nossa escolha de € > 0, o Lema 19 garante que f'(z) € invertivel, para qualquer = € U.
Assim, aplicando f'(z)~' em ambos os lados da identidade acima, obtemos

fl@)™ k=h+ f'@)~" - r(h).
Reescrevendo isto a partir das relagoes em (24), temos
Fly+k) =i y) =h=f(2)"" k= f(2)7 - r(h) = f' (@) k+ p(k). (25)

Por (18), temos que ]liH(l) fh(k)| = 0 (em particular, isto mostra mais uma vez a continuidade da
—

funcio inversa f~!). Finalmente, observamos que

B @@ _ [f @M @R )] e [ )]
< | < :

|| || |k |f@+h) = f@)] 1Al € ||
Portanto, | ’
pk)|
T
e (25) mostra que f~! € diferenciavel com (f~1)(y) = f'(z) " O
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Exemplo 20. Considere f : R? — R? definida por f(z,y) = (e® cosy, e” seny). Temos,

e“cosy e’seny

o _ 2z . 2
—e®seny  e®cosy = det f'(z,y) =™ >0 V(z,y) € R".

fx,y) =

Pelo Teorema da Funcio Inversa, todo ponto (z,y) € R? possui uma vizinhanca onde f é um
difeomorfismo. No entanto, f ndo € um difeomorfismo global, pois f nem é injetiva: f(z,y+27) =

f(z,y).

Exercicio 17. Mostre que f: U C R" — R", de classe C', é um difeomorfismo local se, e somente
se, f'(x) € L(R™;R") é um isomorfismo para todo = € U. Ou, equivalentemente, se, e somente se,
det f'(x) # 0 para todo z € U.

Exercicio 18. Seja f : U C R” — R uma funcao de classe C*. Suponhamos
e a € U € um ponto critico de f
e a matriz Hessiana V?f(a) € invertivel.

Entao, existe uma vizinhanca de a onde a € o inico ponto critico de f.

8 O Teorema da Funcao Implicita

O Teorema da Funcao Implicita, historicamente, apareceu como uma condicao necessaria para
resolucao de sistemas nao lineares, como, por exemplo,

f1(33175327~-~a33na917342a---vym) =0
fa(w1, 22, s Tn, Y1, Y25, Ym) = 0

fn(xthw"amn7y17y27"'7ym) =0

A ideia € “isolar” as variaveis z;, resolvendo o sistema para estas variaveis:

Tl = gl(yl;yQW"?ym)
2 =&Y, Y2, Ym)

Tpn = §n(y17927 e 7ym)

Vejamos, recordando um exemplo dos cursos basicos de algebra linear, como isto é feito no
caso de um sistema linear de equacoes:

Exemplo 21. Vamos resolver o sistema linear Az = 0, onde a matriz A, de ordem 3 x 5, €

Como funcio, tem-se A : R°® — R3. Comparando com as funcdes f; acima, as componentes de A
sao dadas pelas expressoes

fi(xy, w2, w3, y1,Y2) = T1 + 33 + Y1 + 212
fo(x1, w2, w3, y1,Y2) = —w1 + 222 — 223 + Y2
fa(z1, 22, 23,91, y2) = 621 — 4o + 23 + y1 — 4y
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Observe que o nome das variaveis € irrelevante e, em geral, apenas descobrimos quais podem
ser isoladas em termos das demais a posteriori, isto €, depois de analisar a forma escalonada da
matriz dada.

Por escalonamento (estamos utilizando o simbolo ~ para “equivaléncia por linhas”):

2 2
xl——g$4—g$5
10 3 1 2 100 2/5 2/5 s o
An |0 2 1 1 4 |~ |01 0 2/5 26/15 | = & wg= —Zay — s
0 4 17 5 16 001 1/5 8/15 5~ 15
1 8
€T3 = 514*1*55%

Como ja € conhecido da Algebra Linear
dimker A + dimIm A = 5.

A dimensao do nucleo de A representa o niimero de variaveis livres do sistema. As demais podem
ser escritas em termos das variaveis livres.

Mais geralmente, temos o seguinte exercicio de Algebra Linear.
Exercicio 19. Seja T € £L(R"™* R") tal que
T(z,0)=0 = z=0. (26)

Acima, estamos escrevendo (z,y) € R""* e pensando em z € R" e y € R*. Prove que, para y € R*
fixado, existe tnico x = £(y) € R" tal que

T(&(y),y) =0.

Além disso, a aplicacdo y — £(y) € linear. Isto significa que z esta definido implicitamente em
termos de y pela equacao T'(z,y) = 0. Este problema pode ser visto como a “versao linear” do
Teorema da Funcao Implicita que veremos abaixo.

Passamos a analisar o Teorema da Funcao Implicita. A ideia geral (da secao anterior) continua
valida aqui: se a derivada de f satisfaz uma condigao do tipo do Exercicio 19, entao a conclusao
também é valida, localmente, para a funcao f, possivelmente nao linear. Aparentemente, na
Italia, o Teorema da Funcao Implicita também conhecido como Teorema de Dini.

Antes de enunciar e provar o teorema, deixamos mais um exercicio para o leitor.

Exercicio 20. Seja 7' € £L(R""" R"). Sdo equivalentes:
(1) T(z,0) =0 = z=0.
(ii) As n primeiras colunas da matriz associada a T sdo linearmente independentes.

(#i7) A matriz de ordem n x n, obtida ao considerar apenas as n primeiras colunas da matriz
canonica associada a 7', € invertivel.

(iv) Qualquer dos itens do Exercicio 4 da Lista Zero para a matriz do item anterior.

Reforcamos que a posi¢cao das colunas nao é importante. O exercicio acima poderia ser enun-
ciado (mas seria mais chato de escrever) como: se n das colunas sao linearmente independentes
(tipo o item (i7)), entao teriamos versdes analogas para os outros itens.

Teorema 22 (Teorema da Funcao Implicita). Seja f : E C R""* — R™ uma funcdo de classe
C*. Suponhamos que (a,b) € E é tal que

e f(a,b)=0.
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e f'(a,b) : R""* — R" satisfaz (qualquer) um dos itens do Exercicio 20.

Entdo, existe uma vizinhanca W de b € R* e tinica_funcéo ¢ : W C R¥ — R" de classe C! tal que
a=¢0b) e f(&(y),y) =0 paratodo y e W.

Demonstragdo. A ideia é estender f para uma funcdo de R"** em R"** e aplicar o Teorema da
Funcao Inversa. Definimos F : R"** — R"*¥ por

F(z,y) = (f(z,9),y).

Dessa forma,

F'(z,y) - (h,k) ::(j”(m7y)(h,k)7k).
Precisamos ver que F’(a,b) é invertivel. Como esta definida em espacos vetoriais de mesma di-
mensao, basta verificar que ¢ injetiva:

F'(a,b) - (h,k) =0 < (f'(a,b)- (h,k),k) =0 < k=0 e f'(a,b)-(h,0)=0.

Nossa hipodtese garante que h = 0 e, logo, F'(a,b) é invertivel. Pelo Teorema da Funcao Inversa,
existe uma vizinhanca U de (a,b) € R""* e V de (0,b) € R""* onde F admite uma inversa G.
Observe que devemos ter

G(”? U) = (g(uv 'U)v ’U), (u7 ’U) ev,

para alguma funcio g : V C R"** — R" de classe C'. Notamos que
~ F(aab) = (Oab) = G(Oab) = (aab) = g(Ovb) = a;
~ F(G(z,y) = (z,y) = flo(z,y).y) =2, (v,y) V.

Concluimos a demonstracdo ao considerar uma vizinhanca W C R* do ponto b tal que (0,b) €
{0} x W C V e definirmos ¢ : W — R" por

£y) =90,y), yeW
A unicidade de £ segue de ser F : U — V injetiva. O

Exercicio 21. Pela Regra da Cadeia, escrever uma equacao diferencial que a aplicagao ¢ dada
pelo Teorema da Funcao Implicita deve satisfazer, a saber, para y € W,

€)= 0. F(€W),y) 0, F (E),y)-
Dica: Diferenciar a identidade f(£(y),y) = 0.

Exemplo 23. A equacio 22+ + 2% = 1 define implicitamente » = £(x, y) em vizinhancas de pontos
que ndo sejam da forma (z,y,0) (pense geometricamente!). Analogamente, define implicitamente
y = h(z, z) em vizinhancas de pontos que nédo sejam da forma (z,0, z).

O Teorema da Funcao Implicita pode, por exemplo, ser aplicado da seguinte forma: defina
f:R® = R por f(z,y,2) = 2°> +y* + 2> — 1 e queremos entender como identificar funcoes implicitas
a partir da equacgao

f(z,y,2) =0.

A (matriz da) derivada de f em um ponto (z,y, z) qualquer é dada por
[Qx 2y 22].

Qualquer uma coluna dessa matriz forma um conjunto linearmente independente se, e somente
se, sua entrada for nao nula.

Um caso especial do Teorema da Funcao Implicita que generaliza o exemplo acima é o de
funcgodes escalares:
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Corolario 24. Seja f : E C R**! — R uma funcao de classe C'. Suponhamos que (a1, as, . . ., ay, apy1) €

E étal que
f(a15a27 o 'aakaak'i‘l) =0 e que ) (a17a27 s ;akaak-‘rl) 7& 0.
Tk4+1
Entao, existe uma vizinhanca W de (a1, as, . .., a;) € R* e tinica funcao ¢ : W C R*¥ — R de classe
C! tal que
aps1 =E(a1,az,...,ar) e f(a17a27~-~,ak,§(al,02,~--,ak)) =0 paratodo (ai,as,...,ax) € W.

Note que, com relacao ao enunciado mais geral do Teorema da Funcao Implicita, invertemos
a ordem das variaveis: ax,1 faz o papel de a e as demais variaveis fazem o papel de b. Isto nao
deve causar confusdo. Além do mais, poderiamos enunciar o corolario para qualquer uma das
variaveis da funcao, substituindo a hipétese da derivada pela que é natural. Por exemplo, para
uma funcio f : R* — R, a equacio
f(2,y,z,w) =0

define y como func¢ao das demais variaveis em uma vizinhaca do ponto (a, b, ¢,d) quando

%(m b,c,d) # 0.

Vejamos um exemplo explicito de aplicacoes com valores vetoriais.
Exemplo 25 (Adaptacdao de Rudin [14]). Seja f : R° — R? dada por
f(z1, @, 3, 24, 5) = (26””1 + xowsy — 4xy + 3,29 cOsxy — 61 + 203 — ;L'5).

Observamos que f(0,1,3,2,7) = (0,0). A (matriz da) derivada de f na base canénica é

2e*1 T3 ro —4 0]
(0,1,3,2,7)

—xrg9senxy —6 cosx; 2 0 -1

2 31 -4 0
-6 1 2 0 -—-1|°

Nesta matriz duas colunas quaisquer sao linearmente independentes, de modo que € possivel
escrever duas variaveis quaisquer como funcao das demais. Por exemplo, a matriz menor referente
as colunas 1 e 4 é
2 -4
5o

que tem colunas linearmente independentes. Pelo Teorema da Aplicacao Implicita, existe vizi-
nhanca U de (1,3,7) € R® e uma funcao ¢ : U — R? de classe C* tais que

(21, %4) = &(22, 23, 75)
Devemos ainda ter as condigdes (conferir com o Exercicio 21)
02,61 02,61 awsgl] _ [ 0 1/3} {3 1 0 } _ [—1/3 -2/3 1/3
O0z;82  Opy&o 0y.60 1/2 1/12] |1 2 -1 -3/4 -2/3 1/12|°
ou ainda,
02561 = —1/3, 0,61 =-2/3, 0,61 =1/3
Opséa = —3/4, 0Op,éo=—2/3, 0,6 =1/12.
9 Formas canonicas locais
A ideia desta secdo é enteder localmente alguns tipos de aplicacdes de classe C*. O leitor pode

encontrar mais detalhes de conceitos desta secao em [6, 10, 18]. Consideramos f : U C R" — R™
uma aplicacgao de classe C*. Nos dizemos que:
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(i) f € uma imersao quando, para todo x € U, f'(z) : R" — R™ ¢ injetiva.
(ii) f é uma submersao quando, para todo = € U, f'(z) : R — R™ é sobrejetiva.

Por propriedades basicas das transformacgdes lineares, s6 é possivel f ser uma imersao no
caso n < m. De forma parecida, s6 € possivel f ser uma submersao no caso m <n. O casom=n
ja foi caracterizado pelo Teorema da Funcao Inversa, de modo que nao precisamos dar um nome
especial a este caso.

Exercicio 22. A aplicacdo f é um difeomorfismo local se, e somente se, para todo = € U, f'(z) :
R™ — R™ € um isomorfismo.

Comecamos estudando a forma local de uma submersao, pois esta analise tem relacao direta
com o Teorema da Funcao Implicita (n > m) que demonstramos na se¢ao anterior.

Teorema 26 (Forma Local de Submersées). Seja f : U C R""* — R" uma submerséo de classe
C*(U;R") e (a,b) € U C R"**, Entdo, existem

(i) uma vizinhanca W de b € R*;
(#4) uma vizinhanca V de ¢ = f(a,b) € R";
(iii) uma vizinhanca Z de (a,b) € R"* ¢;
(iv) um difeomorfismo g:V x W — Z de classe C*
tais que, para todo (u,v) € R™"* tem-se
f9(u,v)) = u.

Em outras palavras, a menos de uma mudanc¢a de coordenadas representada pelo difeomorfismo
g, a aplicacdo f localmente se parece com a projecdo na primeira coordenada ©' (x,y) = .

Vv g Rn

C:f(asb)

7 c U c ]RrH»k

V x W C R

Demonstragao. A prova deste resultado é essencialmente a mesma do Teorema da Funcao Impli-
cita que apresentamos na secao anterior. Repetimos a demonstracdo para fixar bem as ideias.

Vamos estender a aplicacdo f para uma funcao de R"** da forma mais intuitiva possivel em
R"** e aplicar o Teorema da Funcio Inversa. Definimos F : R"** — R"** por

F(z,y) = (f(z,9),y).
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Dessa forma,

F/(x’ y) ’ (h’ k) = (f/(l', y)(h7 k)7 k)
Sendo f uma submersio, sabemos que a dimensao da imagem de f'(a,b) é n e, logo, existem n
colunas linearmente independentes na matriz canoénica associada. Podemos supor, sem perda
de generalidade (como o enunciado ja faz), que estas sdo as n primeiras colunas. Para verificar
que F'(a,b) é invertivel, utilizamos (como anteriormente) o Exercicio 20:

F'(a,b)- (h,k) =0 < (f'(a,b)- (h,k),k) =0 < k=0 e f'(a,b)-(h,0)=0 = h=0.
Pelo Teorema da Funcéo inversa, existe uma vizinhanca Z de (a,b) € R"** e uma vizinhanca (que

podemos tomar da forma) V x W de (¢,b) € R"** onde F admite uma inversa g: V x W — Z que é
um difeomorfismo de classe C*. Observe que devemos ter

9(u,v) = (g1(u,v),v), (u,v) €V xW,
isto €, a segunda componente de g € simplesmente v — v. Tem-se
F(g(u,v)) = (u,v) <= (flg(u,v)),v) = (u,v) <= flg(u,v)) =u. N

Exemplo 27. A funcao 7' : R"** — R" definida por 7'(z,y) = = é uma submersao de classe C'. A
forma local das submersodes afirma que toda submerséo é localmente dessa forma.

Teorema 28 (Forma Local de Imersées). Consideramos f : U C R — R""* uma imersao de
classe C’“(U;R”) ea € U CR". Entdo, existem

(i) uma vizinhanca W de 0 € R*;
(#4) uma vizinhanca V de a € R";
(#41) uma vizinhanca Z de f(a) € R"* ¢;
(iv) um difeomorfismo g: Z — V x W de classe C*

tais que, para todo u € R", tem-se

g(f(u)) = (u,()).
Em outras palavras, a menos de uma mudanca de coordenadas representada pelo difeomorfismo
g, a aplicacao | localmente se parece com a aplicacéao de “inclusao” x — (z,0).

VCR"
a1
N
f 7 C Rn+k
x+— (2,0) _
f(a)
_—
////
9
-
(a,0)
V x W C R
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Demonstracdo. Este teorema € também uma consequéncia do Teorema da Funcao Inversa. Sendo
f'(a) uma aplicacao injetiva, temos que sua imagem f'(a)(R") tem dimensao n. Por exemplo,

{f'(a) e}i, = {gg : (a)} é linearmente independente em R"**.
i i=1

Completamos este conjunto até uma base, isto €, consideramos

of y 9f of ntk
{8m1 a ,aLICQ(a),...,&Un(a),vl,v%...,v;C base de R"". (27)
Definimos F : R*** — R"** como

k k

F(z,y) = f(z)+ Y _y'vi, onde y=> y'e;

i=1 i=1

Assim, a expressao para a derivada de F em (a,0) é
koo koo
F'(a,0)- (h,k) = f'(a)-h+ > k'v;, onde k=> ke;.
i=1 =1

Segue de (27) que F'(a,0) - (h,k) = 0 = (h,k) = 0, de modo que F’(a,0) € um isomorfismo.
Pelo Teorema da Aplicacao Inversa, existe uma vizinhanca (que podemos tomar da forma) V x W
de (0,a) e uma vizinhanca Z de f(a) tais que F' admite uma inversa g : Z — V x W que € um
difeomorfismo de classe C*. Temos

9(f(w)) = g(F(u,0)) = (u,0). o

Nos vamos estudar imersoes mais adiante como parametrizagdes ou “cartas” para superficies
no espaco euclidiano. Antes disso, enunciamos um teorema que engloba todos os anteriores como
casos particulares:

7 C RM—P VA C RW‘H”
o d _ f(a)
o (0
¥ V’
z+— (z,0)
V x W CR" x RP VxW CR"xR"

Teorema 29 (Teorema do Posto). Seja f : U C R"™ — R""" uma aplicacédo de classe C' ea € U.
Suponhamos que o posto da aplicacao derivada f'(x) : R"*? — R"*" é constante igual a n para todo
= numa vizinhanca de a. Entéao existem difeomorfismos de classe C*
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(i) ¢ : Z =V x W de uma vizinhancga de a em um aberto de R" x R? e
(i1) ¥ : Z" -V x W' de uma vizinhanga de f(a) em um aberto de R" x R"

tais que
(Wofoo™)(z,y) = (,0).

Em [10], é apresentada uma demonstragio deste teorema que utiliza as formas locais de imer-
soes e submersoes da secao anterior. Apresentamos uma prova independente (nas mesmas linhas
de [6]) que, em particular, implica nas formas locais acima (de fato, a demonstracido é a mesma
das formas locais, com poucas mudancas).

Demonstracdao. Reordenando as coordenadas, se necessario, nés podemos assumir que a matriz
(lembra que o conjunto das matrizes invertiveis € aberto!)

)

€ invertivel para todo x € U. Definindo ¢ : R"™” — R"*? por

n

i,j=1

gb(a:,y) = (f1(x,y),f2(x,y), .. "f’rl(‘ray)vylay% o ayp),

o Teorema da Funcao Inversa implica que ¢ € um difeomorfismo de uma vizinhanca Z de a € U
em uma vizinhanca de ¢(a) € R"*?. Logo, ¢! em componentes é da forma

¢z, y) = (¢(2,9),9).
Pela definicao de inversa, temos
(z,9) = ¢(0 (2,9)) = d(p(z,9),y) = ((f1, for- s [n) (02, 9), 9) y)
Assim,
f(¢71(I, y)) = ((fla f27 L) fn) ((P(JC, y)a y)7 (fn-‘rla f7L+27 ceey fn-‘rp) (Qp(za y)7 y)) = (I, (f] © d)il)(xa y))
Agora, a funcao fo¢ ! :R""” — R™"" tem derivada com matriz com matriz canonica

1N/ I, 0
(fo¢ 1) (l‘,y) = % 8% (f] o¢_1) ,

onde no canto inferior direito temos j > r. Sendo o posto de ( fo qb‘l)/(:c, y) exatamente igual a r,
temos que necessariamente 9y, (f; o ¢~') = 0 para todo j > r. Logo,

j>T = fjo¢71(z7y) :fjo¢71(z)7 (28)

isto, €, fj o ¢~ nao depende de y quando j > r (mais rigorosamente, deveriamos tomar o cuidado
de que o dominio em y, para cada z fixado, € um conjunto conexo. Como escolhemos a vizinhanca
livremente, é possivel fazer isso).

Agora, definindo ¢ : V x W’ C R™"" — R™"" por

’(/)(11)17’1,02, o awN+T) = (wla ceey Wy Wn41 — (f’ﬂ+1 © ¢_1)(w)7 R (fn+’r‘ © ¢_1)(w))

Temos, por (28), que

de modo que 3 € um difeomorfismo em uma vizinhanca de a. Além disso,

(o foo ™)y = v(z(f 067 )(@y)) = @,0). =

Exercicio 23. Obter as formas canodnicas locais como corolarios do Teorema do Posto.
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10 Mergulhos

Dizemos que ¢ : U C R" — ¢(U) C R""* ¢ um mergulho quando, além de ser uma imerséao, ¢ for
um homeomorfismo sobre a sua imagem.
Geometricamente, podemos pensar como nos seguintes exemplos, como protoétipos:

fi fa f3

A\VAVA

Mergulho

Imersao injetiva,

que nao ¢ um mergulho Imersdo nao injetiva

Em muitos contextos, € comum identificar U com a sua imagem f(U) e dizer que U esta mer-
gulhado em R"**, Sendo imersodes, podemos expressar f em forma candnica, como nas secoes
anteriores.

11 Superficies diferenciaveis em R”

Intuitivamente, uma superficie de dimensao n € um subconjunto do espaco euclidiano que lo-
calmente se parece com um subconjunto aberto de R”. E neste sentido que podemos pensar na
superficie da Terra como uma superficie bidimensional em R? (talvez algum outro espaco? ©), ja
que localmente se parece com um plano. Existem varias maneiras de formalizar este conceito.
Faremos de pelo menos duas formas diferentes ao longo do nosso curso. Segue a primeira.

Uma superficie de dimensdo n e de classe C* em R™ é um conjunto M C R" tal que todo
ponto a € M possui vizinhanga aberta V' C R™ que pode ser parametrizada por um aberto
U C R", isto é, existe um mergulho ¢ : U — VN M de classe C*. N6s também dizemos que ¢ é uma
parametrizacdo ou uma carta (de classe C*). Também dizemos que M tem codimensao m — n.

McCR"
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A ideia, em uma superficie de classe C*, é que cada vizinhanca ¥V N M do desenho acima pode
ser vista como o mergulho de um aberto U C R".

Exemplo 30. O exemplo que talvez seja o mais familiar é o grafico de uma funcio de classe C*.
Mais explicitamente, se U C R™ um aberto e f : U — R" uma funcio de classe C*, vamos mostrar
que o grafico de f

M = {(z, f(z)) eR™™ z €U}

¢ uma superficie de dimensao n e classe C* em R™*". De fato, considere ¢:U— M CR™"™ dada
por

e observe que ¢ € uma parametrizacao de todo ponto de M:
* ¢(z)=0dy) = r=y;
e $~': M — U é dada por ¢ !(x,5) = z e é a restricio a M de uma funcao continua;
e ¢'()(h) = (h, f'(x) - h) € injetiva.

Um dos resultados desta secao diz que, localmente, toda superficie diferenciavel M de dimensao
n e de classe C* é o grafico de uma funcao f : U C R" — R™ " de classe C*. Esta propriedade nio
é verdade globalmente, como mostra o exemplo do toro acima ou mesmo da esfera =2 43> + 2% = 1.

Proposicao 31. Toda superficie diferencidvel M de dimenséon e de classe C* emR™ é, localmente,
o grafico de uma funcéo f : Uy C R" — R™ " de classe C*.

Demonstracdo. Consideramos uma parametrizacido qualquer ¢ : U — M e seja a € ¢(U). Consi-
deramos z( € U tal que ¢(z9) = a. Sendo ¢ uma imersao, as colunas da matriz associada com
a transformacio linear ¢'(zg) : R” — R™ sdo linearmente independentes. Denotamos por 7 a
projecao sobre as n primeiras coordenadas, isto €, para (h,k) € R" x R™™", n(h,k) = h. Logo, pelo
Teorema da Aplicacao Inversa, existem vizinhancas Uy de zp e V de 7(a) taisque no¢: Uy = V €
um difeomorfismo. Observe agora que podemos definir uma nova parametrizacdo da vizinhanca
#(Up) € M por ¢ := ¢ o (m o ¢)~'. Trivialmente, temos (7 o0 1))(v) = v para todo v € V. Logo, para
v € V, o vetor ¢(v) € R™ pode ser escrito como

Como 1 é de classe C*, tambem f o é. O

Exemplo 32. A esfera S" = {(21,22,...,2041) € R"™; 27 + 23+ - +22,, = 1} C R*"" é uma
superficie n-dimensional e de classe C* de R"*.

Para justificar esta afirmacdo, notamos que qualquer ponto do polo norte =, > 0 da esfera
pode ser parametrizada por ¢ : B;(0) — {z,1 >0} C R""! dada por

o(x) = (a:l,xg,...,xn,\/l—a:%—xg—--~—:c%>.

Como exercicio, verifique que ¢ € um mergulho. Fazendo o analogo para o polo sul (sinal negativo
na férmula acima), ja conseguimos cobrir todos os pontos da esfera, exceto o equador z,+1 = 0.
Podemos, no entanto, repetir o argumento isolando cada uma das variaveis e cobrir toda a esfera
S™ com 2n + 2 parametrizacgoes.

Uma outra possibilidade, que permite cobrir a esfera com apenas duas parametrizacoes ou
cartas, € usar projecoes estereograficas:
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Denotamos N = (0,0,...,0,1) o polo norte da esfera. Para z = (z1,9,...,x,) € R", associamos
o ponto ¢(x) € S* € R"™!, como na figura. Uma férmula pode ser obtida pela parametrizacdo do
segmento da figura é

¢(x) = (1= t)N + t(x,0) = (twy,tas, ... toy, 1 —t).

O parametro ¢ € escolhido de modo que se tenha ¢(z) € S™:

2
etk (1t =1 = t= ———.
xi 4+t 4+ ( ) 15 a2
Logo,
o() 21 219 2z, —1+4|z|? 2z —1+ |z)?
L[z T4z "1+ 227 1422 L+ [z27 14|22

Também olhando para o desenho, podemos escrever a inversa de ¢ e obter que ¢ € uma parame-
trizacao de classe C*™ para o conjunto aberto S" \ {S}, onde S é o polo sul da esfera.

Ainda, um terceiro modo € a utilizacao das conhecidas coordenadas esféricas, que ja aparecem
nos cursos de calculo. Por simplicidade, consideramos o caso n = 2 da esfera S* em R*: uma
parametrizacao é dada por: ¢ : (0,27) x (0,7) C R> — S? dada por

w0, 0) = ( cos f sen ¢, sen f sen @, cos d)).

Quais pontos esta parametrizacao nao cobre. Como remediar isto?

Exercicio 24. Obter uma parametrizacao do toro (superficie que parece uma rosquinha - ver
figura da pagina 31) em R®.

Exercicio 25 (Produtos cartesianos). Verifique que o produto cartesiano M x N C R™ x RF de
duas (ou de qualquer numero finito de) superficies

e M CR™ de dimensao p em R e
e N C R¥ de dimensao ¢ em R*

¢ uma superficie de dimensao p + ¢ em R™ x R¥, cuja classe de diferenciabilidade é menor dentre
as duas.

A partir de agora, dada uma superficie diferenciavel M C R™, nés gostariamos de dar sentido
a nocao de diferenciabilidade da aplica¢oes da forma

f:M—R ou f:M—RF oumesmo f:M — N.
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A menos que a dimensao de M seja igual a m, a superficie M tem interior vazio em R™ e, portanto,
nao é um conjunto aberto. Por isto este € um conceito novo, que nao consequéncia imediata da
nossa definicao usual de diferenciabilidade.

O seguinte lema € de importancia fundamental neste sentido.

Teorema 33. Seja M C R™ uma superficie de dimenséo n e de classe C* e ¢ : U — ¢(U) C M uma
parametrizacao de classe C*. Entao

(i) f:V CRP - R™ de classe C* com f(V) C ¢(U) = ¢ Lo f:V = U éde classe C*.
(ii) ¢ : W — ¢(U) é uma parametrizacao <= ¢ :=v¢ 'o¢:U — W é um difeomorfismo.

Demonstracdo. Comecamos por provar (i). Note inicialmente que este item nao segue da regra
da cadeia, pois a inversa ¢! ndo esta definida em um subconjunto aberto de R”. Mas sabemos
que ¢ é um mergulho. Dado um ponto a € V, vamos mostrar que ¢! o f é de classe C* em uma
vizinhanga de a. Sendo ¢ imersao, existe um sistema de coordenadas onde ¢ se comporta como
uma inclusio. Ou seja, existe um difeomorfismo g: Z — V x W de classe C* tal que

9(6(v)) = (v,0).

Temos que Z é uma vizinhanga de ¢(zp) = f(a) e V € uma vizinhanca de zy. Assim, escrevendo
por 7 a projecao na primeira coordenada, podemos escrever

(rogog¢)(v)=v, ouainda, mog|,y) = ot

Logo, ¢! é a restrigao da aplicacao 7o g de classe Cc* ao conjunto (;S(V) C M. Sendo f continua,
Vi := f~'(¢(V)) € uma vizinhanga aberta de « em R” e tem-se

plof=mogof em V.

Logo, ¢ ' o f € de classe C* em V;, que € o que tinhamos afirmado.
Para provar (ii), observamos que o item (i) implica que ambas as funcoes

E=97log e El=9"loy
sao diferenciaveis. Logo ¢ é um difeomorfismo. O

Equipados com o lema acima, nés podemos definir diferenciabilidade para funcoées definidas
em superficies (e ndo necessariamente um aberto do espaco euclidiano).

Uma funcao f : M — R? é dita diferenciavel quando, para toda carta ¢ : U C R" — M, tem-
se que fo¢ : U — R? é uma funcao diferenciavel. Em outras palavras, uma aplicacio f é dita
diferenciavel na superficie M se for diferenciavel quando vista em coordenadas locais. Note que a
nocao de diferenciabilidade deve ser uma propriedade intrinseca de M, ou seja, nao pode depender
do sistema de coordenadas particular utilizado. Neste ponto que o lema acima é fundamental.
Se eu utilizo o sistema de coordenadas ¢ e o leitor um outro v, o lema acima implica que

fo¢ édiferenciavel <= fo1 = (fo¢p)o (¢ 'oe) € diferenciavel.

O espaco tangente 7, M/ C R™ a uma superficie M C R™ no ponto z pode ser definido como a
imagem ¢’ (x)(R"), onde ¢ : U — M é qualquer parametrizacao com z = ¢(zo) € ¢(U). Como ¢ é
uma imersao, 7, M tem dimensao n, para todo x € M. Uma base pode ser obtida com os vetores
(b(JUo) © €4, isto €,

9¢

_ 96\ 99 99
T,M = Span{axl (z0), O (z0),

" Oz,

Proposicao 34. Temos a seguinte caracterizagao para o espacgo tangente definido acima:

(mo)} C R™.

T,M = {v e R™; v =+/(0) para alguma curva diferenciavel  : (—6,6) — M com~(0) = z}.

Em particular, T, M é independente de qualquer parametrizacao de M.
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Demonstragdo. Sejam v : (—4,0) — M uma curva diferenciavel em M C R™ com v(0) = z e ¢
uma parametrizacdo de uma vizinhanca de x que contém toda a curva ~ (isto é possivel pois
podemos, se necessario, diminuir § > 0). Trazemos a curva de “volta” para R" pela parametrizacao:

u(t) = ¢~ (v(t)) satisfaz

A(0) = (6067 07)'(0) = S o(ult)

logo, 7/(0) € ¢'(z0)(R") = T, M.

Reciprocamente, consideramos v € ¢'(zo)(R"), isto é, suponhamos que exista v € R” tal que
v = ¢'(x0) - u. Para todo t < 1, temos o +tu € U e definimos ~(t) = ¢(zo + tu). Trivialmente v(0) = x
€ temos

= ¢ (u(t)) - ' ()] ,_, = ¢'(z0) - 1/ (0);

t=0

7'(0) = ¢'(20) - u = v. O

Quando desenhamos o espaco tangente, estamos pensando em um espaco linear que aproxima
a superficie M. No entanto, ndo estamos nos importando que a aproximacao perto de x € M ocorre
perto da origem 0 € T, M. Em verdade, € mais natural indexar os espacos vetoriais T, M pensar
na uniao disjunta

TM = U {a} x T,M = {(z,v); x € M,ve T, M} CR*™,
zeM

que é conhecido como o fibrado tangente a superficie M. Este fibrado possui uma estrutura de
superficie diferenciavel em R?*™ (de classe C*~!), de dimensao 2n, induzida pelas parametrizacées
da superficie M.

Exercicio 26. Prove esta ultima afirmacao.

11.1 Derivada de aplicacoes entre superficies

Assim como na se¢do anterior, podemos falar de aplicacoes diferenciaveis entre superficies. A
ideia é que uma aplicacao f com valores em uma superficie N é diferenciavel na superficie M se
for diferenciavel quando vista em coordenadas locais de M e de N.

Sejam M superficie de dimensdo n e N superficie de dimensao p, ambas de classe C*. Uma
funcao f : M — N é dita diferenciavel quando!®, para toda carta ¢ : U C R" — M e para toda
carta ¢ : V C R? — N, tem-se que

v lofogp:U—V
¢ uma funcao diferenciavel (entre espacos euclidianos). Esta definicao, como deveria ser, € inde-
pendentes das parametrizacoes escolhidas, pois, dadas outras cartas nas mesmas vizinhangas
de cada superficie, temos

Yl ofodr =1 op)o(  ofog)o (s ogr)

e as mudancas de parametros sao todas diferenciaveis.
A derivada de uma aplicacio diferenciavel f : M — N é a transformacao linear

f’(x) : TmM — Tf(m)N

dada pela seguinte lei: se v € T,,M e v € uma curva diferenciavel com v(0) = z e 7'(0) = v, entao

Fa)-v = S r60)]

Note que f'(z)-v € Ty, N pois f o~ é uma curva em N com (f ov)(0) = f(z).
Na notacgdo da secao anterior, uma aplicagao f : M — N induz uma aplicacao f, : TM — TN
entre os respectivos fibrados tangentes:
f*(!E,’U) = (f(l‘), f/(l‘) : ’U).

Esta aplicacao f. € as vezes chamada de push-forward de f.

t=0

0para as consideragoes desta secao, de superficies mergulhadas em espacos euclidianos, ndo é necessaria a parame-
trizacao de N nesta defini¢ao. Voltaremos a esta observacao quando discutirmos variedades diferenciaveis.
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12 Valores regulares

Seja f : U C R" — R™ uma aplicacao diferenciavel. Nos dizemos que ¢ € R™ é um valor regular
de f quando, para todo z € f~!(c), tem-se f'(x) : R” — R™ sobrejetiva. Em particular, deve-se ter
n>m.

Teorema 35 (Superficie de nivel de um valor regular). Seja f : U ¢ R""* — R* uma funcao de
classe C*. Se ¢ € R* é um valor regular de f, entdo M = f ~1(c) é uma superficie de dimensao n e
classe C* em R"**. Além disso,

T,M = ker f'(z) paratodo x € M.

Demonstracao. Este teorema € um refraseamento do Teorema da Funcao Implicita. Sendo f'(w)
sobrejetiva, sua matriz canoénica possui n colunas linearmente independentes. Reordenando as
coordenadas, se necessario, podemos supor que sio as n primeiras. Escrevemos w = (z,y) € R"*.
As primeiras colunas linearmente independentes implicam diretamente que

f(z,y) - (h,0)=0 = h=0.

Logo, localmente, = = £(y) de classe C*, de modo que, localmente, M é o grafico de uma funcao
de classe C* e, portanto, uma superficie diferenciavel, como enunciado.
Para a segunda afirmacao, seja v € T, M. Logo, v = 7/(0) para alguma curva diferenciavel
v:(=4,6) = M com «(0) = z. Pela definicao de M, temos
F®) =c = f(2)]=0.
Logo, T, M C ker f'(x). Sendo dim Im f’(z) = k, devemos ter dimker f'(x) = n. Portanto, s6 pode ser
que T, M = ker f'(z). O

Considere uma aplicacédo f : R"*' — R. Um valor regular neste caso é um ntimero ¢ € R tal que,
para todo = € f~'(c), temos f'(z) # 0 € (R"*)*. Ou, equivalentemente, Vf(z) # 0 € R""!. Neste
caso, M = f~1(c) é uma superficie de dimensao n (ou hiperficie!!) em R"*! e o espaco tangente é

T,M =kerdf(z) = {Vf(z)}* = {v e R"; Vf(x) v=0}.
Exemplo 36. A esfera S” ¢ R""! pode ser vista como a imagem inversa de ¢ = 1 pela funcao
fl@)=ai+ad+- +aj = |z

Temos V f(z) = 2z, de modo que todo ¢ # 0 € um valor regular de f (apesar de somente ¢ > 0 ser
interessante). Em particular, para ¢ = 1, temos que S" = f~!(1) é uma hiperficie de classe C*>
cujo espaco tangente €

T,M = {z}* = {v e R""; 2. v =0}.

Exemplo 37. Seja A € M(n x n) uma matriz real simétrica e consideramos a forma quadratica
f:R™ — R dada por
f@) = (Ax,2) = Y aijai;.
i,j=1
Temos V f(z) = 2Az. Para ¢ # 0, temos
r€fHe) &= (Ar,2)=c = Ar#0 < Vf(z)#0.

Segue que M = f~'(c) é uma hiperficie de classe C* em R". Seu espaco tangente em um ponto
x € M pode ser caracterizado por
T,.M = {A(z)}*+.

A esfera € o caso especial em que A = I.

'Uma hiperficie é, por definicdo, uma superficie de codimensdo um, isto é, uma superficie cuja dimenséo é um a
menos que a dimensao do espaco ambiente.
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Exemplo 38. Consideramos o grupo especial linear
SL(R™) = {A € M(nxn); det A=1} C M(n x n) ~R"’
e a aplicacao f: R" — R dada por
f(A) = det A.
Expandindo a linha 7 em cofatores, obtemos

f(A) = Z(_l)iﬂaig‘ det A;;;

j=1
logo,
of

— (_1)¢tI -
G (A) = (Z1)"7 det Ay

Segue que os pontos criticos de f sao as matrizes com todos os determinantes menores nulos.
Em particular, pela expansao em cofatores, tem-se que todo ponto critico tem determinante nulo.
Logo, toda matriz em SL(R™) = f~'(1) nao é um ponto critico de f. Equivalentemente, ¢ = 1 é
valor regular de f. Segue que SL(R") € uma hiperficie de classe C°° em M (n x n).

Vamos analisar o espaco tangente T;(SL(R™)).'? Note que

of (I):%:{l, sei=j

da;j 0, sei#j
Logo,
f(I)-H=0 < i a;j0;; =0 = ian‘ =tr A.

ij=1 i=1

Portanto, o espaco tangente a SL(R") em I € o espaco das matrizes de trago nulo:
SL(R™) ={A € M(n xn); trA=0}.
Exemplo 39. Considere o grupo ortogonal e o conjunto das matrizes simétricas:
O(n) ={Ae€ M(nxn); AAT =T} ¢ M(nxn) ~R" e S(n) ={A € M(nxn); A= AT} ~R"+1/2,

Seja f: R" — R™("1)/2 g aplicacio

f(A) = AAT
Assim, O(n) = f~!(I). Temos (exercicio)

f'(A)-H=HAT + AHT.

Mostramos que, para A € O(n), a transformacao f'(A) é sobrejetiva: para S € S(n) simétrica,

temos " " AT ST
P = AT AR

Segue que O(n) é uma superficie C> e de dimensao

dim O(n) = n? — n(n2—|— 1) _ n(nQ— 1)

em S(n). O espaco tangente fica caracterizado como

T;(O(n)) = {H € M(nxn); H+H" =0},

=S quando AAT =1.

que € o conjunto das matrizes anti-simétricas e que, necessariamente, deve ter a dimensao correta
(embora obter esta dimensao seja muito mais elementar com métodos puramente algébricos).

129 1(R™) possui uma estrutura de grupo com o produto de matrizes. Uma superficie diferenciavel que também ¢é um
grupo ¢é conhecida como um grupo de Lie. Para grupos de Lie, basta conhecer o espago tangente em seu elemento neutro
para conhecer o espaco tangente em qualquer outro ponto. Ver, por exemplo, [3, 18].
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Exemplo 40. Nem toda superficie € imagem inversa de valor regular. Se uma hiperficie da forma
M = f~*(c) para c valor regular e f € C', entédo

Vi(z)

€M =" e R

IVf ()]

€ um campo de vetores continuo, nao nulo (unitario) e normal a M (isto é, (Vf(x),v) = 0 para todo
v € T, M). Nem toda superficie admite um campo de vetores com estas propriedades. Um exemplo
¢é a faixa de Mobius do desenho abaixo.

Proposicao 41. Toda superficie diferencidvel é, localmente, a imagem inversa de um valor regular.

Demonstracdo. Ja sabemos que toda superficie M C R™ de dimensao n é, localmente, o grafico
de uma aplicacao diferenciavel £ : U ¢ R” — R™™". Definimos f: U x R"™" — R™™" por

flay) =y — &) = (yi — &(2)).
Temos que o grafico de ¢ é a superficie de nivel f~*(0) e

[f,(xvy)] = [gl(w) I(m—n)x(m—n)]
€ certamente sobrejetiva. O

Observacao 42. Note que nem toda superficie que € imagem inversa de valor regular € o grafico
de uma funcgao. Considere, por exemplo, a esfera. Mais geralmente, o grafico de uma funcao é
homeomorfo ao seu dominio e €, por consequéncia, aberto. Dessa maneira, nenhuma superficie
compacta pode ser o grafico de uma funcao (apenas localmente, o que ja demonstramos).

13 Superficies Orientaveis

Comecamos discutindo orientacao de espacos vetoriais e em seguida definimos superficies ori-
entaveis. Principais referéncias consultadas: [3, 7, 10, 11].

13.1 Orientacao de espacos vetoriais

Intuitivamente, em um espaco vetorial, uma orientacdo é a forma particular que escolhemos
para representar os vetores. De forma (bem pouco) mais rigorosa, é a forma que escolhemos
representar os vetores da base do espaco vetorial. Por exemplo, no espaco R?, as duas bases da
figura abaixo tém orientacoes diferentes.
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By = {v1, ve} B = {wi, wa}

V2 w2
0 (%1 w1 0
uma orientacao outra orientagao

Nenhuma dessas orientacdes é mais natural do que a outra (inclusive, se olharmos para a figura
pelo lado avesso da pagina, uma base se transforma na outra). E apenas uma questao de gosto
e, claro, muitas vezes do nosso costume de utilizar bases como a da esquerda. Um outro exemplo
é a nossa escolha de orientacao para o espaco R? a partir da regra da mio direita. Esta escolha
€ certamente arbitraria; no entanto, é interessante o uso desta convencao para facilitar a leitura
de textos diferentes (por exemplo, € dificil encontrar um texto de calculo onde o produto vetorial
é definido a partir da regra da mao esquerda!).

Sejam By = {vi,ve,...,0,} € By = {wy,ws,...,w,} bases ordenadas de um espaco vetorial V.
No6s dizemos que as duas B; e B> tém a mesma orientacao quando o determinante da matriz de
mudanca de bases € positivo. Mais explicitamente, escrevendo

n
v; = E Qi Wy,
J=1

B e By tém a mesma orientacao se, e somente se,
det [aij] > 0.

Note que (exercicio!) a propriedade “ter mesma orientacao” define uma relacao de equivaléncia
que possui apenas duas classes de equivaléncia. Uma orientacgao para V é a escolha de uma
dessas classes. Em geral, depois de feita a escolha por uma das classes de equivaléncia, chama-
mos qualquer base desta orientagao de base positiva. As bases da outra classe de equivaléncia
possivel sdo entao chaadas de bases negativas.

Notamos que esta definicao captura as propriedades que falamos no inicio da secdo. Se troca-
mos o sinal de algum dos vetores da base, nés mudamos a orientacao; se trocamos dois vetores
da base ordenada de lugar, mudamos a orientacdo. Mais geralmente, se fizermos uma permuta-
cao dos vetores da base, uma permutacao par corresponde a nao trocar orientacao enquanto que
uma permutacao impar corresponde a trocar de orientacao.

Quando V = R", nés fixamos a orientacdo que deixa a base candnica positiva. Assim, dada
uma outra base B{vy,vs,...,v,} de R"”, tem-se que B é uma base positiva (isto é, tem a mesma
orientacao da base canonica) quando

det [Ul Vg o Un} > 0.

A matriz acima é formada colocando os vetores v; nas colunas.

13.2 Orientacao de superficies

A ideia por tras de uma superficie orientada é a possibilidade de fixar orientacdes para os espagos
tangentes que sao compativeis quando se faz mudancas de parametros.

Seja M C R™ uma superficie de classe C* e dimensdo n e ¢ : U — ¢(U) ¢ M uma para-
metrizacdo. Uma orientacao para os espacgos tangentes 7, M, para z € U, € obtida a partir da
parametrizacao ¢, a saber, a orientacdo das bases

(200, 200 22

T, M.
8%1 x ’5‘:52 (l‘), 78.%“ (.%‘)} C iy
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Se tivermos uma outra parametrizacdo ¢ : V — (V) C M com W := ¢(U) Ny (V) # 0, entdo a
orientacao induzida na vizinhanga W por cada uma das parametrizagoes ¢ e ¢ pode coincidir ou
nao (daa!). E possivel decidir qual é o caso olhando para a matriz de mudanca de bases. Pela
regra da cadeia,

9

@) = (0w 00)() = 3 G (o)) L)

P 8yl (9£Cj

Escrevendo'® y = (1~ 'o¢)(z), obtemos a formula de mudanca de base em sua forma mais classica:

g;;m S W)y,

Segue da discussao acima que a orientacao dos espacos tangentes 7, M obtidas a partir de duas
parametrizacoes, para x € W, € a mesma quando

det [8(¢_1 °9);

oz, (x)] > 0.

Notamos que o determinante acima € o determinante do Jacobiano da mudanca de parametros.
No6s vamos dizer que ¢ : U — ¢(U) C M ey : V — (V) C M sdo duas cartas coerentes ou
compativeis quando
det J(¥ 1o ¢) > 0.

Por questdes técnicas, ndo pedimos que W = ¢(U)Ny(V) # 0 e cartas em vizinhangas coordenadas
disjuntas serdo sempre consideradas compativeis. Quando € possivel cobrir a superficie M por
paratrizacdes duas a duas coerentes, nés dizemos que M é uma superficie orientavel. Uma
colecao de parametrizacoes coerentes A que cobrem toda a superficie M é chamado de um atlas
coerente. Adicionando cartas coerentes, se necessario, € facil de se convencer que todo atlas
coerente esta contido em um atlas coerente maximal!*. Um atlas coerente maximal é dito uma
orientacao de M e, no caso de fixarmos um atlas coerente maximal, dizemos que a superficie M
esta orientada. Adiantamos que nem toda superficie admite um atlas coerente, isto €, nem toda
superficie é orientavel. Antes de analisar esta questao, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 43. Qualquer superficie que possa ser coberta por uma vizinhanca coordenada so,
como graficos de fungdes, sao orientaveis.

Exemplo 44. Subconjuntos abertos de superficies orientaveis sdo também orientaveis; basta
considerar a restricao das cartas do atlas.

Exemplo 45. Qualquer superficie que possa ser coberta por apenas duas parametrizacoes e cuja
intersecao das vizinhancas coordenadas for conexa, € necessariamente orientavel.
Isto segue da seguinte observacao: se M = ¢(U) Uy (V) para duas parametrizagoes ¢ e 1, entao

ou detJ(y'o¢) >0 sempre ou detJ()"'o¢) <0 sempre,

pois 1! o ¢ é um difeomorfismo e ¢(U) N (V) é conexo. No caso de ser positivo, pela definicao
de orientabilidade, M € orientavel. No caso de ser negativo, nés podemos “trocar o sinal” de uma
das parametrizacoes, como segue. Definimos ¢ : U — ¢(U) por

d(x1, @0, ... Ty) = O(—21, T2, ..., Tp),
onde U = {(—z1,2a,...,2,) € R"; z = (21, 22,...,2,) € U}. Dai temos
-1 _ 7 -1
S 0d) =—J(P7" 0 9).
13 comum denotar as coordenadas por = = (z1,z2, . . .,z,) €m uma vizinhanca (por exemplo, U) e por y = (y1,%2, - - -, Un)

em outra. Ao considerar uma mudanca de parametros, escrevemos ainda y;(z) = (¢! o ¢);(z).

14Um atlas A é dito maximal se, para ¢ compativel com toda parametrizacio de A, tem-se ¢ € A. Para provar que todo
atlas coerente esta contido em um atlas coerente maximal pode-se utilizar o Lema de Zorn (ou Axioma da Escolha). No
entanto, isto nao é absolutamente necessario; ver, por exemplo, https://math.stackexchange(...)existence-of-a-maximal-
atlas (acessado em 08 de Abril de 2018).
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Exemplo 46. Devido ao exemplo anterior, S” € orientavel, para todo n > 1; ver projecdo estero-
grafica da pagina 32. Por que excluimos o caso n = 1?

Exercicio 27. Mostre que S! é orientavel.
Exercicio 28. Mostre que M x N é orientavel se, e somente se, ambas M e N sdo orientaveis.

Seja M C R™ uma superficie de dimensio n e classe C*. Uma funcao do tipo v : M — R™ tal
que v(z) € T, M é chamada de um campo de vetores em ). E também comum pensar em um
campo vetorial como uma fun¢ao que associa uma “seta” para cada x € M. Claro que esta seta
é um elemento de T, M, pois sdo as Unicas direcoes disponiveis para quem enxerga a superficie
“pelo lado de dentro”. As vezes um campo vetorial é definido como uma funcdo v : M — TM
que satisfaz 7 o v = id. Neste contexto, 7 : TM — M é a projecao w(x,v) = z e tem-se que
mov=1id < v(x) € {z} x T, M.

Um campo normal a M é uma funcao v : M — R™ tal que v(z) € T, M+ para todo z € M. Desta
maneira, v € normal quando v(z) € ortogonal a todo v € T, M.

Vejamos agora que, no caso de hiperficies, ha uma caracterizacdo de orientabilidade em termos
de campos normais a M.

Teorema 47. Seja M c R""™' uma superficie de dimenséao n (aqui é importante que M tenha codi-
mensao 1), entado M é orientavel se, e somente se, existe um campo normal a superficie M que é
unitario e continuo.

Demonstragao. Suponhamos que M é orientavel e seja A um atlas positivo. Seja ¢ € A
uma carta positiva. Definimos u : M — R"*! como segue: para = = ¢(zy) € M, u(z) é o inico vetor
unitario em R"*! que satisfaz'®

\ \ | |

\ \ | |

0 0

87?2(%) %(xo) u(z)| > 0.
\ \ | |
\ \ | |

Esta defini¢do é independente da parametrizacao positiva escolhida, pois a matriz de mudanca
de parametros tem determinante positivo e podemos escrever

¢
det 873';1 (.T())

T T
| | | | | |

| | | dy: |
2w o 2w ulw)| = () o2 o 224 | o
9 | | 0 N | |

Vejamos que v € um campo continuo. Localmente, M é a imagem inversa de um valor regular
de uma funcao do tipo g : A ¢ R"™! — R. Temos que, para todo = € U := g~ '(c) € M, o espaco
tangente é T, M = ker ¢’(x). Assim, temos

Vg(z)

v(z) = =t € T,M™*
IVg(@)l
¢ um campo continuo de vetores normais a M, definido em U. Segue da continuidade e de ser
T, M~ unidimensional que v = v em U ou v = —u em U. Em qualquer caso, u é uma funcao

continua em cada vizinhanca (que pode ser tomada conexa) U.

1550 completar a base de T, M a uma base de R"*! com um vetor unitario, existem apenas duas possibilidades; esco-
lhemos aquela que resulta em uma base positiva de R™+1.
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Seja A o conjunto das parametrizagdes ¢ : U — ¢(U) C M com U conexo e que satisfazem

| | | |
oo} oo}
det axl(xo) axQ(ﬂfo) | |

Pela nossa hipétese, a matriz acima depende continuamente de z e, logo, ndo muda de sinal no
conexo U. Observamos que, dada uma parametrizacio ¢ : V — ¢(V) qualquer, se ¢ satisfizer

aw' aw' |

det 87/1(3/0) 37/2(110) 8yn|(y0) U(|93) <0

em seu dominio conexo V, podemos “trocar o sinal” de i e obter uma carta na mesma vizinhanca
coordenada (V') que pertence a A. Segue dai que A € um atlas de M.

Resta mostrar que .4 € um atlas coerente. Mas isto é imediato da definicao de A e da formula
de mudanca de parametros (29). O

Exemplo 48. Vamos construir parametrizacoes para a Faixa de Mobius'® e em seguida mostrar
que € uma superficie ndo orientavel. A faixa de Mébius (ver figura da pagina 38) pode ser obtida
da seguinte maneira: para zo > 0 e a € (0,70), consideramos em R® um segmento da forma
(o —a,zo+a) que esta sobre o eixo dos z. O ponto médio xy do segmento percorre uma volta sobre
um circulo de raio xy no plano zy enquanto que o segmento faz uma rotacdo de 180°, retornando
ao segmento original, mas “invertido”.

Fixado um parametro ¢t € (0,27), o centro do segmento se desloca para o ponto z, - u(t), onde
u(t) = (cost,sent,0). Consideramos o plano em R* gerado pelos vetores unitarios u(t) e e3; o semi-
circulo de raio s centrado no ponto z, - u(t) deste plano pode ser parametrizado por

t € (0,2m) — zo - u(t) + scos(t/2)u(t) + ssen(t/2)es.

Uma parametrizacao para a faixa de Mobius pode ser obtida com essas ideias. Definimos uma
carta ¢ : (0,27) x (—a,a) — R® por

o(t,s) = ((mo + scos(t/2)) cost, (zo + s cos(t/2)) sent, ssen(t/Q)).

Note que, para cada s € (—a,a) fixado, (zg + s,0,0) representa um ponto do segmento inicial que
vai ser rotacionado por um angulo 7 sobre um circulo de raio s enquanto ¢ variar de 0 a 2.

16 A Faixa de Mobius apareceu por volta de 1860 em trabalhos independentes de dois matematicos e astronomos alemaes:
Johann Benedict Listing (25 de Julho de 1808 — 24 de Dezembro de 1882) e August Ferdinand Mébius (17 de Novembro
de 1790 — 26 de Setembro de 1868). Este foi um primeiro exemplo de superficie nao orientavel e que “tem apenas um
lado”.
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Esta parametrizacao nao cobre o segmento inicial que esta sobre o plano zy. Fazendo uma
parametrizacao analoga comecando em outro segmento (como o azul da figura), podemos cobrir
a faixa de Mobius com duas parametrizacoes'”.

Observe que qualquer campo continuo de vetores normais deve ser, ao longo da curva ¢ —
¢(t,0), da forma

U(t) _ ¢t(t70) X ¢S(t7 0)
||¢t(t7 O) X ¢S(t’ O)H
ou o negativo deste. No entato, tem-se v(0) = —v(27). Isto mostra que a faixa de Mdbius néao €

orientavel. As contas ficam como exercicio.

Vejamos que uma das implicacoes do Teorema 47 segue valida para superficies de codimensao
maior. A prova € bastante semelhante.

Teorema 49. Seja M C R™ uma superficie de dimensao n. Se existirem m — n campos normais,
unitdarios e continuos v; : M — R™, a superficie M e tais que {v;(z)} é linearmente independente
para todo x € M, entao M é orientavel.

Demonstragdo. Seja A o conjunto das parametrizagoes ¢ : U — ¢(U) C M com U conexo e que
satisfazem

| | o |
| o ] |
9% ) - Ti($°) n(@) v - vmn(@)| >0,
o '

Pela nossa hipotese, a matriz acima depende continuamente de z e, logo, nao muda de sinal no
conexo U. Observamos que, dada uma parametrizacao ¢ : V — (V) qualquer, se ¢ satisfizer

|
| | I |
det | 220) 5o(n) o o (ao) Ulfx) ng@ ()| <0
|

em seu dominio conexo V, podemos “trocar o sinal” de i) e obter uma carta na mesma vizinhanca
coordenada (V') que pertence a A. Segue dai que A é um atlas de M.

7Isto nao contradiz o exemplo 45, pois a unido das vizinhancas parametrizadas nio é conexa.
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Resta mostrar que .4 € um atlas coerente. Mas isto é imediato da definicao de A e da formula
de mudanca de parametros equivalente a que exibimos em (29), trocando a matriz central por

Ay
(3%' (x0)>m " -
0 I(mfn)x(mfn)

Corolario 50. Seja f : R"** — R* uma funcéo de classe C*. Se M = f~(c) é a imagem inversa de
um valor regular ¢ € R¥, entao M é orientavel.

Demonstragdo. Neste caso, T, M = ker f'(z) e podemos construir ¥ campos continuos normais
unitarios por

Vi) Via(z) V(@)
vi(x) = vo(x) = k() =
B e R 7 TR A e |
Sao continuos porque f € C'. Sao unitarios por construgio. Sdo normais pois todo v € T, M
satisfaz
-— Vfi(@)-v —-—
— Vfo(z)-v ——
0=f'(z) - v= 2‘) O
= V(@) v ——

14 Multiplicadores de Lagrange

O método dos multiplicadores de Lagrange, como ja se sabe desde disciplinas de Calculo, € utili-
zado com o seguinte objetivo:

minimizar f(z) sujeito a restricées (ou vinculos) da forma g(z) = c.

Com a linguagem das secoes anteriores, isto equivale a minimizar f : M ¢ R" — Ronde M = g~ *(c)
€ a imagem inversa de um valor ¢, que vamos assumir ser valor regular de g.

Sejam U ¢ R"*! um aberto e f : U — R uma funcio de classe C*. Um ponto critico da
restricao f|y : M — R é um ponto z € M tal que

fl(x) : T,M - R
¢é a transformacao linear nula. Isto é equivalente a dizer que

?(m) =0 paratodo veT,M.
(%

Teorema 51 (Multiplicadores de Lagrange). Seja g : R""' — R uma funcdo de classe C' e
M = g~ !(c) é a imagem inversa de um valor regular ¢ € R. Sejam U c R"™! um abertoe f : U — R
uma funcao de classe C*. Entao, um ponto x € M é um ponto critico da restricao f|y; se, e somente
se, existe uma constante \ € R tal que

Vf(z) = AVg(z). (30)
Em particular, se a restri¢ao f|y tem um minimo ou méximo em z,, entéo vale (30).
Demonstracdo. No caso de ser M = g~ !(c) é a imagem inversa de um valor regular, sabemos que
T,M =kerg'(z) = {Vg(z)}*.

Se, além disso, « € M é um ponto critico de f tem-se que Vf(z) € T, M*, pois (V f(x),v) é a derivada
de f na direcao tangente v. Segue que Vg(z) e V f(x) estdo no mesmo espaco unidimensional. [
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A constante )\ € R acima € chamada um multiplicador de Lagrange e €, geralmente encontrada
para encontrar pontos criticos de funcdées com restricdo. Observamos que, no teorema acima,
nao ha nada especial no fato de a codimensao da superficie de nivel ser um, como passamos a
analisar.

Teorema 52 (Multiplicadores de Lagrange). Seja g : R"™* — R* uma funcao de classe C' e
M = g~1(c) é a imagem inversa de um valor regular ¢ € R*. Sejam U ¢ R"™* um abertoe f : U — R
uma _funcdo de classe C'. Entao, um ponto x € M é um ponto critico da restricao f|y; se, e somente
se, existe uma constante A € R* tal que

V@) =g (). (31)
Mais explicitamente,
V() = MVgi(x) + AoVga(z) + -+ A Vgr(z). (32)
As constantes A\, \o, ..., \, sao conhecidas como multiplicadores de Lagrange.

Demonstragdo. Basta notar que ser um ponto critico € equivalente a Vf(z) € (ker A)L, onde A =
g (z). Isto porque

(ker A)L =TIm AT = espaco gerado pelas linhas de A = ¢/(xz). O

Exemplo 53. Seja M C R™ uma superficie de dimensao n e seja a € R™\ M. Queremos encontrar
xo € M tal que a distancia de z, até a superficie M seja minima. A restricdo da funcdo suave
f(z) = |z — a|* @& M deve ter um ponto critico em zy. Assim, deve ser V f(zg) L T, M

Exemplo 54. E comum em textos de Algebra Linear, como aplicacao do estudo de autovalores e
autovetores, otimizar formas quadraticas em esferas. Consideramos A uma matriz simétrica de
ordem n x n e definimos f : R" — bR a sua forma quadratica associada:

f(z) = (Az, x).

Seja S™! = g7!(1) a esfera unitaria de R", onde g(z) = |z|*>. Pelo Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange, pontos de minimo ou maximo de f|s.—1 (na verdade, quaisquer pontos criticos) devem
satisfazer

Vf(x) = AVg(xz) ou, equivalentemente, Az = Az.

Matrizes simétricas possuem autovalores reais. Se A,.x € 0 maior autovalor de A, com autovetor
unitario associado u,,x, entao

f(umax) = )\max‘umax|2 - >\max

é o valor maximo atingido por f em S"~!.

Uma observacao interessante € que o hiperplano ortogonal a un,.x € invariante por A, isto €,
(T, Umax) = 0 = (Ax,umax) = 0. Dessa forma, obtemos uma aplicagao A {umaX}T — {umaX}T
e podemos fazer o raciocinio anterior, para obter mais um autovetor com autovalor maximal.
Iteracdo deste raciocinio fornece uma demonstracdo do Teorema Espectral de Algebra Linear.

Exercicio 29. Nas condigdes do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, definimos a funcao
de Lagrange por
L(z, ) == f(z) = AT (g(z) — ¢).
Mostre que (xg, Ag) € ponto critico de L se, e somente se, xy € ponto critico da restricao de f ao
conjunto g(z) = c.
Mostre também que, se o € um minimo local para o problema com restricao e )y, € o multipli-
cador de Lagrange associado, entao, para todo v € ker ¢'(zo), temos

(V2 L(20, \o)v,v) > 0.
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15 Integral de Riemann em R"

Nos primeiros cursos de Calculo ou de Introducao a Analise Matematica, se define a integral de
uma funcao f real de uma variavel real em um intervalo [a, b], denotada por

b b
/ f(z)dz ou simplesmente / 7,

como um limite de somas de Riemann. Vamos ver que a definicao se estende facilmente para
funcodes limitadas definidas em retangulos n-dimensionais da forma

R: [al,bl) X [ag,bg) X e X [an,bn) Q Rn

Vamos chamar este retangulo de “semi-aberto”, por serem os intervalos que o definem todos
semi-abertos. Definimos o volume do retangulo R como

VOI(R) = (bl — al) . (b2 — CLQ) et (bn - an). (33)

A definicao de um retangulo aberto ou de um retangulo fechado € clara e o volume € definido pela
mesma formula (33) acima.

Seja f : R C R® — R uma fungao limitada. Consideramos uma particao de intervalo [a;, b;)
em um numero finito de subintervalos disjuntos {I,},ca, fechados na primeira extremidade e
abertos na outra, e os respectivos subretangulos Ry = I, x I, x --- x I, que formam uma
particao (finita) P de R. Para

my := inf f(z) e M)y := sup f(z), (34)
TER TERN

definimos a soma de Riemann inferior e a soma de Riemann superior, respectivamente, por

I(f;P) = Z my - vol(R)) e S(f;P) = Z My, - vol(Ry,).
Ry€EP RyEP
Além disso, definimos a integral inferior de f em R como
/f(:c) dz :=supI(f;P) =sup Z my - vol(Ry).
Jr P P pcp
Analogamente, definimos a integral superior de f em R como
z)dz :=inf S(f;P) = inf My, - vol(Ry).
| @)z =gt s(s:7) 3 32 M vol()

A fungao f é dita integravel no retangulo R quando a integral inferior e a superior coincidem.
Neste caso, definimos a integral de f por

/Rf(x)da: ::/Rf(x)dx:/Rf(a:)dm.

A definicao de integral nao € boa para calculos. Depois de estudar algumas propriedades da
integral, vamos mostrar alguns métodos para efetivamente calcular uma integral como em cursos
de calculo. No entanto, vejamos um primeiro exemplo que indica que a integral faz bem seu papel
de calcular volumes de regioes.

Definimos a funcao caracteristica y, : S — R de uma regiao A contida em um retangulo S

como
(2) 1, sexe A
X =
X 0,sexeS\A
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Exemplo 55. Considere dois retagulos R e S tais que R C intS. Vamos mostrar que a func¢ao
caracteristica yr : S — R € integravel e tem-se

/ Xr(z)dz = vol(R).
s

Considerando uma parti¢ao P de S que contem R como um de seus elementos, obtemos que, para
qualquer subparticao P de P,

I(xr;P) = vol(R).
Segue dai que

/XR(:E) dz = vol(R).
S

Por outro lado, dado qualquer retangulo Rentre Re S, isto é, tal que R C R C S, podemos escolher
uma particao P de S que contém R e obter

S(xr;P) =vol(R) elogo vol(R)= /SXR(LZ}) dz < /SXR(JJ) dz < vol(R).

Como vol(R) pode ser tomado tdo préximo quanto se queira de vol(R), nossa afirmacéao fica de-
monstrada.

Exemplo 56. A funcao f: [0,1] — R definida por

)1, sexecQnl0,1]
f(x)_{o, seze[0,1]\0Q

nao € integravel, pois, dada qualquer particao P, tem-se
I(f;P)=0 e S(f;P)=1

Este exemplo é facilmente estendido para a funcao que vale 1 nos pontos de [0, 1]* de coordenadas
racionais e zero nos demais pontos de [0, 1]".

Um critério simples para que uma funcao f : R — R seja integravel, que é conhecido como
Critério de Riemann, segue diretamente das definicoes e é o seguinte:

Proposicao 57. Uma funcdo f : R — R é integravel se, e somente se, para todo ¢ > 0, existe uma
particao P do retangulo R tal que

0<S(f,P)—1I(f,P)<e.

Demonstragao. Se f € integravel, tem-se
/ f(z)dz =sup I(f;P) =inf S(f;P)
R P P
Usando a defini¢ao de infimo, temos que, dado ¢ > 0, existe P tal que
S(f:P)) < / fla)dz + =.
R 2
Pela definicao de supremo, existe P? tal que

/f(x)dx—§<1(f§77§).
R
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Agora, basta notar que para P qualquer particao mais fina que ambas P! e P?, temos

/f x—§<l(f7?2)<l(fP)<S(f7?)<Sf7? /f dx+f
Isto implica que
0<S(f,P)—I(f,P)<e
Reciprocamente, sempre vale que

?ﬂsﬂjwmxslymmxsﬂﬁpy

Nossa hipotese garante que, para todo € > 0, tem-se

0 §/Rf(x)dx—/Rf(x) dz <e.

Logo, as integrais inferior e superior coincidem e f € integravel. O
Corolario 58. Se f: R — R é uma funcdo continua limitada, entéo f é integravel.

Demonstracao. Sendo limitada, f pode ser estendida continuamente para R. Sendo continua em
um compacto, € uniformemente continua: dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

g

y—al <8 = 1)~ @) < ey

Considerando uma particdo P = {R,} de A tal que os diametros dos retangulos é menor do que
0 > 0, temos

/f dx—/f x<z M)\—mA vol(Ry) < ZVO]R)\ ) =¢.

A conclusao segue do Critério de Riemann. O

Ainda outra maneira de enunciar o Critério de Riemann é a partir da oscilacao da funcao f
nos retangulos de uma parti¢do. Dado um conjunto A C R", definimos a oscilagao de f em A
como

wa(f) = osca(f) :=sup f —inf f = sup [f(y) = f(@)] = sup [f(y) - f(=2)].

T,ycA z,y€A

Notando que
S(f,P Z oscr, (f) - vol(R))
€ apenas uma mudanca de notacao, obtemos a seguinte caracterizacao.

Proposicao 59. Umna funcdo f : R — R é integravel se, e somente se, para todo ¢ > 0, existe uma
particao P do retangulo R tal que

0< z:ObcRA -vol(Ry) <
Passamos ao estudo de algumas das propriedades basicas de integracao.

Proposicao 60 (Propriedades da integral). As propriedades abaixo sao satisfeitas pela integral
de Riemann:
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(i) Linearidade: se f,g: R — R s@o fungées integrdveis e c € R, entéo
/ [f(2) + cg(z)] do = / flx)dx + c/ g(z) dz.
R R R
(7) Positividade: se f : R — R é integravel e f(x) > 0 para todo x € R, entdo

/Rf(:c)da: > 0.

Em particular,
f <g integraveis — /f(:c)d.rg/g(a:) dz
R R

(7it) Se f: R — R é integravel, entdo |f| : R — R é integravel e tem-se
‘ / f(z)de| < / (@) da. (35)
R R
(iv) Valor médio: se f : R — R é continua e limitada, entdo existe z, € R tal que

[ o= flan) vol().
R

Demonstracao. (i) e (it) ficam com exercicio para o leitor.
(#17) Da desigualdade elementar ||a| — [b]| < |a — b|, segue que a oscilacao de |f
ou igual a oscilacao de f. Logo, podemos escrever, para alguma particao P de R,

€ menor do que

/R\f(x)| dz /Ryf(z)| dz < ;wa(m) -vol(Ry) < XA:WR}(f) -vol(Ry) < e.

A ultima desigualdade segue do Critério de Riemann, pois f é integravel. Novamente pelo Critério
de Riemann, concluimos que |f| € integravel. Agora, pelo item (ii), temos

(@) < F@) < |f(@)] = —/R\f(x)!dxs/Rﬂx)dxs/Ru(x)ydm,

que é equivalente a (35).
(iv) Sendo f limitada, podemos escrever f(x) € [m,M] para todo x € R. Pelo item (i7) e pelo
Exemplo 55, temos

d
mvol(R) < / f(r)dz < Mvol(R), que implica Jnf(@)dz € [m, M.
Como f € continua, o Teorema do Valor Intermediario implica que existe xy € R tal que
_ fR f(z)dz
o) == -

15.1 Conjuntos de medida zero e o Teorema de Lebesgue

Na tentativa de definir a integral para conjuntos mais gerais do que retangulos, aparece natu-
ralmente a questdao de poder ou nao falar em “volume” desse conjunto mais geral. E possivel
falar em uma nocao de volume de alguns subconjuntos de R", chamada de medida de Lebesgue.
Este topico € estudado em cursos de Teoria da Medida. Por simplicidade, vamos restringir nossa
atencao para conjuntos cuja medida (de Lebesgue) € nula.

Um conjunto A C R" é dito de medida nula em R" quando, para qualquer ¢ > 0, podemos
encontrar uma cobertura de A por retangulos cuja soma dos volumes é menor do que &, isto €,

+oo +oo
AC|JRi e D vol(R)<e.
i=1 i=1
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Exercicio 30. Prove que, na definicdo de conjunto de medida nula, é equivalente considerar que
a cobertura de A é dada por:

(i) retangulos abertos;
(#4) retangulos fechados;
(#i¢) cubos abertos;

(iv) cubos fechados.

E imediato da definicio acima que subconjuntos de um conjunto de medida zero também sao
de medida zero.

Exemplo 61. Se A = {z'}]°° € R" é um conjunto enumeravel, entdao A tem medida zero. De fato,
dado ¢ > 0, consideramos retangulos (cubos) da forma

R ; gl/n r gl/n ; El/n ; El/n
i = x1—21+i/n,11+21+i/n X oo X x”_21+i/n’x"+21+i/n .

Dessa forma,

+oo
vol(Ri):; e Y vol(R) =e.
=1

A técnica do Exemplo 61 acima pode ser usada para verificar o seguinte exercicio.

Exercicio 31. Mostre que se A C U A; e todo A; tem medida nula, entdo A tem medida nula.
i€N
Exercicio 32. Mostre que se, para todo ¢ > 0, existe um nimero enumeravel de retangulos R;
tais que
+oo
ACBUJR:, D vol(Ry)<e

€N i=1
e B tem medida nula, entao A tem medida nula.
Exemplo 62. Retangulos nao degenerados (isto €, um produto cartesiano de intervalos nao va-
zios) nao sao conjuntos de medida zero. De fato, seja R um retangulo fechado. Dada qualquer

cobertura de R, podemos considerar uma subcobertura finita do compacto R por retangulos e
escrever

Considerando um retangulo S que contém todos os retangulos R;, onde estao definidas as funcoes
caracteristicas xg,, temos

XR < XUiR; S XRy + XRy + "+ XRy-

Assim, utilizando que funcdes caracteristicas de retangulos sao integraveis, como no Exemplo 55,
e a propriedade (i) da Proposicao 60 acima, obtemos

0<V01(R):/SXR(x)d:U§/S(XR1+X32+~-~+XRN)(x)dx=V01(R1)+V01(R2)+-~-—|—V01(RN).

Logo, dado qualquer ¢ < vol(R), nado € possivel encontrar uma cobertura cuja soma dos volumes
seja menor do que . <

Exemplo 63. Uma consequéncia imediata do exemplo anterior € que conjuntos cujo interior €
nao vazio nao podem ter medida nula.
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Teorema 64. Se U C R" tem medida nula e f : U — R" é localmente de Lipschitz, entdo f(U) tem
medida nula.

Demonstracgao. Iniciamos considerando o caso em que f € globalmente de Lipschitz. Considera-
mos uma cobertura enumeravel de U por cubos R;, de arestas /;, tais que

= €
izzlvol(Ri) <
onde M € a constante de Lipschitz de f. Note que
|f(y) — f(:r)’ < M|y — z| para todo z,y = diam [f(U N R;)] < M diam(R;).
Na verdade, mais do que isso, as componentes f/ de f satisfazem
|f3(y) — f7(x)’ < |f(y) — f(a:)| < M|y — z| para todo z,y = diam [fj(U N Rz)] < M diam(R;).

Em outras palavras, as projecoes da imagem de U N R; por f nos vetores da base canonica estao
contidas em um intervalo de comprimento M diam(R;). Consideramos R; um cubo que contém

f(U N R;) e cujas arestas medem M diam f(R;). Temos vol(R;) = M" diam(R;)" Logo,
+o0o “+oo 5 +oo 5 +oo
fO)=JfUnRr)C|JR e > volRi<M"> vol(R;) <e.
1=1 =1 =1 =1

No caso de ser f localmente Lipschitz, tomamos uma cobertura enumeravel de U por abertos
onde f é Lipschitz; logo, a imagem de U por f € uma reunido enumeravel de conjuntos de medida
nula e, portanto, tem medida nula. O

Proposicao 65. Paran < m, se f : U C R" — R™ ¢é localmente de Lipschitz, entao f(U) tem medida
nula.

Demonstracgdo. Consideramos U x {0} C R" xR™™" que € um conjunto de medida nula em R™ (por
qué?). Definimos g : U x R ™" por g(x,y) = f(z). Claramente, g também é localmente de Lipschitz.
Pela proposicao anterior, g(U x {0}) = f(U) tem medida nula em R™. O

Corolario 66. Se M/ ¢ R™ é uma superficie de dimensdon < m e classe C', entdo M é um conjunto
de medida nula em R™.

Corolario 67. Se M C R™ é uma reunido enumerdvel de grdficos de aplicacées de Lipschitz da
forma f; : A; C R" — R™, comn < m, entao M é de medida nula em R™. Estes conjuntos séao
conhecidos como n-contavelmente retificaveis.

Teorema 68 (Lebesgue). Seja f : R C R" — R uma fungdo limitada. Entdo, f é integravel (a la
Riemann) se, e somente se, o conjunto dos pontos onde f é descontinua tem medida zero em R".

Demonstracdo. A prova utiliza a oscilacdo pontual da funcao f: € a funcéo osc(f) : R — R dada
por

ose(f)[e] = inf | oscrnz, () (f)]-

Em palavras, a oscilagdo definida acima mede a como que se comporta a oscilagdo em bolas cada
vez “mais perto” do ponto € R. Ou ainda, mede quao ruim é a descontinuidade de f em =.
Notamos que (prove como exercicio)

f € continua no ponto z <= osc(f)[z] =0.

Suponhamos que f € integravel. Pelas defini¢coes acima, o conjunto D; dos pontos onde f
€ descontinua pode ser escrito como

Dy = U D, onde D= {:v € R; osc(f)[x] > ;}
keN
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Basta mostrar que cada D; tem medida nula. Pela Critério de Riemann, existe uma particao P
tal que

ZoscRx(f) -vol(Ry) < e.
A

Agora, podemos escrever
Dy, = {z € Dy; z € OR, para algum A} U {z € Dy; z € int R, para algum \}

O primeiro desses conjuntos tem medida nula, pois as “faces” dos retangulos tém medida nula.
Resta mostrar que o segundo, que denotamos por D, também tem medida nula.

Seja Q a colecao dos retangulos de P que contém algum ponto de D, em seu interior. Logo, Q
é uma cobertura de D. Além disso, lembrando que a oscilacao pontual ¢ um infimo, para R € Q,
temos

oscr(f) = osc(f)[z] =

=

de modo que

Z 1-vol(R) <k Z oscr(f) - vol(R) < k Z oscr(f) - vol(R) < k- e.
ReP

Segue que Q € uma cobertura de D por retangulos que tém soma dos volumes “pequena’. Segue
que D tem medida zero, como queriamos.

Reciprocamente, suponhamos que o conjunto D; dos pontos onde f € descontinua tem
medida nula. O conjunto
D. :={x € R; osc(f)[z] > ¢}

esta contido em Dy e, logo, € limitado e tem medida nula.
Vejamos que D. é fechado (e logo compacto): suponhamos que z, € D. e z, — z. Temos
osc(f)[zn] > € para todo n. Se fosse osc(f)[x] < ¢, existiria § > 0 tal que

0SCRN B (x) (f) < €.
No entanto, para n suficientemente grande, =, € B;(z) e, neste caso, todo n suficientemente
pequeno satisfaz B, (z,,) C Bs(x). Dai seria
osc(f)[zn] < 08crAB, () (f) < 0SCRABs () (f) < e

Vamos subdividir o retangulo R em uma particao com dois tipos de retangulos. Um tipo é dos
retangulos que fazem parte de uma cobertura do conjunto de medida nula D;. No outro tipo, a
oscilacao de f deve ser pequena.

Dada uma cobertura de D, por retangulos abertos cuja soma dos volumes € menor do que &,
podemos extrair uma subcobertura finita e escrever:

N

N
D.c|JRe com > vol(Ry)<e.
k=1 k=1

Agora, R\ D, € aberto; logo, dado =z € R\ D., existe um retangulo S, aberto que contém z e esta
inteiramente contido em R\ D.. Podemos ainda escolher S, pela definicao de infimo, de modo
que oscg, (f) < e. Sendo R compacto, a cobertura

N
R(: (LJRk) U LJ S$
k=1 x€R\D-.
admite uma subcobertura finita: )
N N
RC (U Rk> ulJs;
k=1 j=1
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Considere P uma particao fina o suficiente de modo que todo elemento esteja contido em pelo
menos um dos retangulos R;, ou S;. Logo,

Zosch(f) -vol(Ry) < Z oscr, (f) - vol(Ry) + Z oscg, (f) - vol(Ry)
P

RACRy RACS,

M=

< oscr(f) Y _vol(Ry)+ Y osc, (f) - vol(Ry)

1 R,CS;
< eloscr(f) + vol(R)] =: Ce.

>
Il

Portanto, pelo Critério de Riemann, f € integravel. O

15.2 Conjuntos Jordan mensuraveis

A questao de definir a integral de uma func¢ao limitada em um subconjunto limitado A c R"
mais geral do que um cubo ou retangulo esta intimamente ligada a possibilidade de se calcular
o “volume” de A. Intuitivamente, o volume esta associado ao calculo de integrais de funcoes
constantes.

Dizemos que um conjunto limitado A C R" é Jordan mensuravel quando a funcao caracte-
ristica x4 : R — R, definida em um retangulo R que contém A, é integravel. Também se diz que A
possui conteido de Jordan. Quando este € o caso, definimos o volume de A ou o contetudo de
Jordan por

vol A = / xa(x)da.
R
Uma consequéncia imediata do Teorema de Lebesgue € o seguinte.

Proposicao 69. Um conjunto limitado A C R" é Jordan mensurdvel se, e somente se, 0A tem medida
(de Lebesgue) nula.

Demonstracao. Suponhamos, por simplicidade que A C int R. Basta entao observar que o con-
junto dos pontos de descontinuidade de x4 sdo justamente os pontos da fronteira de A. Dado
qualquer conjunto A, podemos escrever a uniao disjunta

R™ = int(A) UOA U int(R™ \ A)
e x4 € constante em int(A) e em int(R"™ \ A). O

Exemplo 70. Qualquer conjunto limitado cuja fronteira seja uma superficie de codimensao pelo
menos um é Jordan mensuravel. Deste modo, as bolas abertas ou fechadas, o toro sélido, elip-
soides solidos, etc, sao conjuntos Jordan mensuraveis.

Exemplo 71. Mais geralmente, ver Corolario 67. Se a fronteira de um conjunto limitado for um
conjunto n-contavelmente retifcavel, entdo este conjunto é Jordan mensuravel.

Exercicio 33. Seja A Jordan mensuravel. Mostre que sao equivalentes:
(1) vol(A) =0;

(#4) Dado ¢ > 0, existe uma cobertura finita por retangulos abertos R;, tal que
N
Z vol(Ry) < e.
k=1

Exercicio 34. Seja K um conjunto compacto. Mostre que sao equivalentes:

(i) vol(K) = 0;
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(7i) K tem medida zero.

Exercicio 35. Discuta a equivaléncia das seguintes afirmacoes:
(i) A é Jordan mensuravel;
(74) OA tem medida nula;

(#91) OA tem volume zero.

Observamos que ser A de medida nula (segundo Lebesgue) nao implica em Jordan mensura-
bilidade, ver Exemplo 56. Na linguagem desta secdao, mostramos no Exemplo 56 que Q" N [0,1]"
nao é mensuravel, apesar de ser enumeravel. Uma outra prova deste fato consiste em notar que
a fronteira 0(Q™ N [0,1]") = [0, 1]” nao é de medida nula.

Proposicao 72. Seja A um conjunto Jordan mensurdvel. Entdo, vol(A) =0 <= int(A4) = 0.

Demonstragao. Dizer que A tem interior vazio é equivalente a dizer que nenhum retangulo (nao
degenerado) pode estar contido em A. Desta maneira, para qualquer particao P, devemos ter
I(xa,P) =0 e segue que

/RXA(:L')dx = 0.

Se A é Jordan mensuravel, isto € equivalente a

Vol(A):/RXA(QL')dx:/RXA(x)d:E:O. O

Passamos a definicao de integral de uma func¢éao limitada f : A — R definida em um conjunto
Jordan mensuravel A. Consideramos R um retangulo que contém A e, por abuso de notacao'®,
consideramos também a extensao de f como zero fora de A: definimos fx4 : R — R definida como

f(z), sexzecA

(Fxa)(x) = {O sexe R\ A

Definimos a integral de f em A como

[ r@de = [ (F)@ s

O analogo do Teorema de Lebesgue — Teorema 68 — vale trivialmente, pois ao considerar a extensao
fxa, estamos possivelmente adicionando descontinuidades na fronteira de A, que tem medida
nula (devido a hipétese de A ser Jordan mensuravel).

Além disso, todas as propriedades de integracao — Proposicao 60 — que vimos em dominios
retangulares também se estendem trivialmente para integrais em dominios Jordan mensuraveis.

Exercicio 36. Verificar estas ultimas afirmacoes!

Proposicao 73. Sejam A e B sao Jordan mensurdveis. Entdao a fungdo f : AUB — R é integrdvel se,
e somente se, as restrigées f|a : A — Re f|p : B — R sdo integraveis. Alé disso, seint(A)Nint(B) = 0,

temos
/AUBf(:c)d:v:/Af(x)der/Bf(x)dm

18As funcées f: A — R e x4 : R — R tém dominios diferentes, de modo que este nao é um produto usual de funcoes.
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Demonstragcao. Basta analisar os conjuntos de descontinuidade de f: temos
DyuDpC Dy CDyUDpUIJAUOIB.
Por hipoétese, 0A e 0B tem medida nula. Logo,
D; tem medida nula <= D4 e Dp tém medida nula,
0 que prova a primeira afirmacao. Agora, temos

XAuB + XAnB = XA + XB

Além disso, se int(A4) Nint(B) = @, entdo AN B tem interior vazio e vol(AN B) = 0. Sendo f limitada
(digamos, por M), concluimos que

TARLE

/RfXAuB(w)deZ/foA(x)dx—k/RfXB(x)dx. 0

:/ |fxanB(z)|dz < Mvol(ANB) =0.
R

Portanto,

15.3 Calculo de integrais de modo iterativo

Para de fato calcular integrais multidimensionais, € comum considerarmos iterativamente inte-
grais unidimensionais. Nesta secao, vamos provar o resultado que diz isto ser possivel.

Teorema 74. Consideramos dois retangulos R C R" e Q C R™ e seja f : R x @ — R uma funcgao
integravel. Entao, as funcées

a:GR'—>/Qf(x,y)dy e xER»—>/Qf(:c7y)dy

sao integraveis e vale que

/RXQJC(I,y)d(JC,y)—/R /Qf(a:,y)dy dx:/R [/Qf(a:,y)dy} dx. (36)

Enunciado semelhante vale trocando os papéis de x e de y.

Demonstracdo. Vamos provar apenas a primeira igualdade, pois a outra € completamente analoga.
Toda particdo de R x @ € da forma P = P; x P, onde P; € uma particao de R e P, € uma particao
de @). Vamos mostrar inicialmente a seguinte relacdo entre somas inferiores:

1Py < [ emin P).
Pela nossa definicdo de volume para retangulos, € claro que, para Ry x @ € P,
vol(Ry x Q1) = vol(Ry) - vol(Q1)

Ainda, se R; x 1 € P, temos que, para qualquer = € R; fixado, vale

MR xQ: (f) < mq, (f(xv ))’

pois o infimo na direita é tomado sobre um conjunto menor (estamos utilizando a notacao esta-
belecida em (34)). Observamos ainda que, para todo = € Ry,

Z MR xQ (f) 'VOI(Q1> < Z me, (f(x’ )) 'VOI(Ql) < /Qf(x,y) dy.

Q1EP2 Q1EP2
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Logo, tomando o infimo para z € R;, temos

Z MR, xq, (f) - vol(Q1) < mp, (/ fGy) dy).

Q1EP2 JQ

Segue que

I(f;P)

S o, () - vol(Ry x Q)

Rl ><Q1€73’

) ( > lele(f)-vol(Qn) vol(R;)

Ri€P1 Q1EP2

<> ( > le(f(x,-))-vol(Ql)) vol(Ry)
Ri€P1 ~Q1€P2
< 5 ma ([ seman) v

como haviamos afirmado. De modo analogo, provamos que

( / FCow) dy, Pl) < S(f;P),

de modo que obtemos a cadeia de desigualdades

I(f;P) <I(/f dy,Pl)<S</f dy,Pl)gS(f;P).

Sendo f integravel, todas estas desigualdade devem ser, em verdade, igualdades. O

Observamos que o teorema acima € mais geral do que o que estamos acostumados a aplicar
em cursos de calculo, pois dada uma func¢ao integravel f como acima, ndo € necessariamente
verdade que, para z fixado, a fungao

yeQ— f(z,y)

€ integravel. De fato, o conjunto {z} x Q tem medida nula em R"*™ e alterar o valor da funcéo f (de
qualquer maneira imaginavel) neste conjunto nao mudaria o fato de que f é integravel. Anyways,
no caso (usual dos cursos de Calculo) em que todas as fungdes da forma

yeQ— f(z,y) e ze€R— f(z,y)

sao integraveis (por exemplo, quando f é continua), temos como consequéncia direta as férmulas
usuais de integracao iterada e mudanca na ordem de integracao

/RXQf(x,y)d(x,y)Z/R/Qf(:v,y)dydx:/Q/Rf(x,y)dxdy.

De forma relacionada esta outro caso tipico de cursos de Calculo.

Proposicao 75. Considere o conjunto

A= {(x,y) € [a,b] x R; 99(x) <y< 1#(%)}7

onde ¢ e 1 sdo funcgées continuas (e logo limitadas) no intervalo compacto [a,b]. Seja f : A — R uma
Jfuncao continua. Entéo, o conjunto A é Jordan mensurdvel e

Y(x)
/fa:y (z,y) // f(z,y)dy de.
o(x)
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Demonstragao. Observe que a fronteira de A consiste de quatro “partes”, todas de medida nula:

0A = ({a} x [p(a), ¥(a)]) U{ (2. ¢(x)); = € [a,b]} U ({b} x [0(b), ¥(B)]) U {(z, ¥(x)); = € [a,b]}

Segue que A é Jordan mensuravel. Além disso, considerando um retangulo R x ) que contém A
(note novamente que as fungoes ¢ € 1 sao limitadas), temos que as fungoes y — f(z,Y)X[p(x),¢(x)]
sdo continuas, exceto possivelmente nos pontos ¢(x) e i(z). Logo, sdo integraveis e o resultado
segue do teorema anterior. O

15.4 Teorema de Darboux - somas de Riemann mais gerais

Seja A C R™ um conjunto Jordan mensuravel. Vamos chamar a colecao de subconjuntos de A
D={X1,Xo,..., X}

de uma decomposicao de A quando X, Xs, ..., X sao todos Jordan mensuraveis
k
A= U X; e int(X;nX;)#0.
=1

Denotamos também
|D| := max diam(X;).
1<i<k

Além disso, em consonancia com a notacao introduzida para particoes de retangulos, escrevemos

k
my, ‘= xlen)af(x), I(f;D) := ;mxi -vol(X;) e

k
My, = inf f(z), S(f;D) = Zl My, - vol(X;).

Podemos ter escolher um ponto arbitrario z; € X; e definir uma soma de Riemann mais geral:

k

> flwi) - vol(X;).

i=1

Vamos mostrar nesta secao que todas estas formas de considerar somas de Riemann dao origem
a mesma nocao de integral. Decomposicoes mais gerais serdao uteis para provar a Féormula de
Mudanca de Variaveis para integrais multiplas que apresentaremos na Subsecao 15.5 abaixo.

O objetivo desta subsecao € mostrar o seguinte.

Teorema 76 (Critério de Darboux). Seja f : A — R uma _fungao limitada em um conjunto Jordan
mensuravel A C R". Entao sao equivalentes:

(i) f éintegravel em A o valor da integral é I;

(ii) Existe o limite

qualquer que seja a escolha de pontos x; € X;.

Iniciamos a prova com um lema que afirma o seguinte: para um conjunto B C A de volume
zero e para decomposicoes de A com diametros suficientemente pequenos, a soma dos volumes
dos conjuntos da decomposicdo que estao “proximos” de B fica tdo pequena quanto se queira.
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Denotamos a “distancia” entre dois conjuntos C' e D por
d(C,D):=inf {|lz —y|; z € C, y € D}.

A palavra distancia esta entre aspas pois este objeto que definimos nio é uma métrica propria-
mente dita, como se estuda em cursos de topologia geral (aqui pode-se ter d(C, D) = 0 sem que
necessariamente C' = D, pois basta que C' N D # (). No entanto, serve para nossos propositos.

Lema 77. Seja B C A comvol(B) = 0. Temos que, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

D decomposicao de A com |cD| < § = Z vol(X;) < e.
d(X;,B)<6

Demonstragcao. Dado ¢ > 0, existe cobertura por retangulos Ri, Rs, ..., Ry tais que

N N
BC|JRi e > vol(R
=1 i=1
Nota que podemos “aumentar” um pouco os retangulos de modo a ainda ter a soma dos volumes
menor do que €. Mais precisamente, consideramos
R=[a1,b1] X -+ X [an,by] ~ R’ =[a1 —38,by + 6] x -+ x [an, — §,b, + J].

Para § < 1 suficientemente pequeno, temos

N
Z vol(R¥) < ¢
i=1

Assim, se D = {X;, Xs,..., X} € uma decomposicao de A com |D| < ¢, afirmamos que
d(X;,B) <6 = X; C R? para algum j.

De fato, da condicao d(X;, B) < 4, sabemos que existem = € X; e b € B tais que |z — b| < §. Além
disso, diam X; < § implica que todo ponto de X; dista, no maximo 2§ de b:

yeX;, = |ly—bl <l|z—y|+|x—0b <20.

Logo, b € R; para algum j implica y € R?‘s para todo y € X; como haviamos afirmado.
Concluimos que

N
D decomposicdo de A com |cD| < § = Z vol(X;) < ZVOl(R?(S) <e O

d(X;,B)<d i
Demonstracgao do Teorema 76. Sem perda de generalidade, podemos supor f > 0, pois f € limi-
tada e somar uma constante C' a f altera todos os termos do teorema pela mesma constante
C -vol(A). Além disso, vamos considerar A um retangulo, pois o caso geral € uma consequéncia
deste ao considerar A um retangulo que contem A e f := f y 4. Iniciamos mostrando que as somas

de Riemann que consideramos aqui sdo compativeis com as integrais inferior e superior que ja
haviamos definido.

Passo 1. Vale que
/f dz = hm S(f D) = i%fS(f;D).

Dado ¢ > 0, existe uma particao P de A por retangulos tal que
S(f;P) < /f(x)dx+ =
A 2
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Por um lado, seja D = {X;, X», ..., X} } uma decomposi¢ao qualquer por subconjuntos fechados
de A e definamos

k
B:=|Jox..

i=1
Temos que vol(B) = 0, pois cada X; é compacto; ver Exercicios 33, 34 e 35. Logo, o Lema 77 acima
implica que existe § > 0 tal que toda particao P com |P| < ¢ satisfaz

> vol(Ri) <e.

Observamos que, como B contém todas as fronteiras dos conjuntos X;, a unica possibilidade de
se ter d(R;,B) > 6 € quando R; C int X;. Logo, podemos separar a soma em duas parcelas, uma
cuja soma dos volumes € pequena € a outra que € controlada pela soma superior de f:

/f Jdz < S(f;P)= Y Mg-vol(R)+ > Mpg-vol(R) < S(f;D)+ + (max f) -e.
RCint X; RNB#0

Observe que a decomposicao D € qualquer; logo, sendo ¢ > 0 arbitrario, temos

[ 1@ <si5:) 37

Por outro lado, considerando B como a uniao das faces dos retangulos da particao P, tem-se
também vol(B) = 0 e, pelo Lema 77, existe § > 0 tal que toda decomposicao D com |D| < § satisfaz

Z VOl(Xi) < €.

d(Xi,B)<5

Argumentando como acima, obtemos

= > My, -vol(X;)+ Y My, -vol(X)

X,;Cint R X;NB#0D
< Z Mp - vol(R) + (mgxf) Z -vol(X;) (38)

ReP X;NB#D
< /f(x)d:c+(1+maxf) €
A A
Juntando (37) e (38), concluimos que, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
D] <5 — S(f:D) - Ce < /f(x)da: < S(f:D),
A

como queriamos.
Passo 2. Analogamente, vale que

/A f(@)dz = lim 1(f:D) = supI(f: D).

Passo 3. (i) = (ii). Trivialmente, para qualquer decomposicdo D e para qualquer escolha de
pontos z;, vale que

k
I(f;D) gz -vol(X;) < S(f; D)

Se for f integravel, os Passos 1 e 2, em conjunto com o Teorema do Sanduiche, implicam (i:).
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Passo 4. (ii) = (i). Dado ¢ > 0, existe uma decomposi¢ao D = {X;, Xo,...,Xn} tal que

k

> fla) - vol(Xy) —I| < e

i=1
qualquer que seja a escolha de pontos z; € X;. Escolhemos y; € X, e z; € X, tais que, respectiva-

mente,
€ €

fy:) <mx, +m e f(Zi)ZMXi—m~

Logo — va lendo as desigualdades desde a trivial do meio até as pontas —
N N
Z -vol(X;) — Ne < I(f; D) < S(f; D) gz -vol(X;) + Ne < I + Ne.

Portanto, dado ¢ > 0, existe D decomposicao tal que

S(f:D) — I(f;D)‘ < 2Ne. 0

15.5 Formula de mudanca de variaveis

Para integrais unidimensionais, temos a seguinte formula de mudanca de coordenadas (também
conhecido como integrar por substituicdo): para I C R um intervalo e ¢ : [a,b] — I é diferenciavel
com derivada continua e f: I — R é uma funcao continua, entao

d(b) b
/ f() de = / F(6(0) 4 (¢) dt.
o(a) a

Intuitivemente, pensamos na substituicao » = ¢(t) = dx = ¢'(t)dt. Observamos, no entanto,
que poderia ser ¢(b) < ¢(a), de modo que, na notagdo de conjuntos, devemos escrever

/ f(x)dx:/ F(@(®) - 1¢'(1)] dt.
#(lab]) o

Um tépico que nem sempre é abordado em cursos de Calculo é a formula de mudanca de
variaveis para integrais multiplas, onde o determinante Jacobiano aparece de forma fundamental.

Teorema 78 (Formula de mudanca de variaveis). Sejam U,V C R" conjuntos abertose ¢ : U — V
um difeomorfismo de classe C*. Seja K C U um conjunto compacto Jordan mensuravel. Entdo, para
qualquer f : $(K) — R integrdvel, vale a féormula de mudanca de varidveis:

/ f(z)do = / F(6()) - | det ¢/ (4)] dy.
?(K) K

Em subsec¢des seguintes, veremos algumas aplicagdes classicas deste resultado em coordena-
das polares e esféricas. Passamos a prova, que consiste em varios passos.

Demonstragao. Vamos demonstrar o teorema em passos que vao aumentando a generalidade.

Passo 1. Vale para dimenséaon =1, ¢ : R — R afim invertivel e K = [a, b] um intervalo compacto.
Neste caso, podemos escrever ¢(x) = cx +d, com ¢ # 0. Seja P = {t; < t2 < --+ < ty} uma
particao de ¢(K), que € um intervalo. A soma de Riemann superior pode ser escrita como

N
P) = Z M, 0 (f) - (i — i)
i=1
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Observe, sendo ¢ invertivel, que ¢; = ¢(s;) = c¢s; + d implica que Q = {s;} € uma particao de K e
temos que

N N
1 S(f;P
S(f o ¢7 Q) E ZM[5i75i+l](f o ¢) . |$1 — 57;71‘ = H ZM[ti,tz‘Jrl](f) : (tl - ti*l) = ('|fc )
i=1 i=1
Como toda particao de K pode ser obtida desta maneira, concluimos que
| @yds =1 [ Fow) dy=|decs )] | £(0w) d. (39)
?(K) K K

A igualdade entre as integrais inferiores € obtida analogamente.

Passo 2. Vale para ¢ : R" — R" linear invertivel.

Na linguagem da Algebra Linear, pode-se dizer que “¢ € equivalente por linhas a transformacao
identidade”. Na verdade, € assim que se calcula inversas de matrizes em Algebra Linear. Um
pouco mais precisamente, escrevendo a matriz canonica associada a ¢, podemos chegar a matriz
identidade fazendo uma sequéncia de dois tipos de operacoes elementares (que sao escritas em
termos de transformacoées invertiveis):

e Trocar duas linhas de lugar, que corresponde a transformacao linear
T(.’E) = (1‘17 T2y ooy Li—1, L5y Lijgly-vvy Lj—1,T53 Lj41y--- 7$n—l7xn)7

cuja matriz associada € (trocar linha i e j de lugar na matriz identidade)

10 - 0 -+ 0 - 0 0
o1 -0 -0 --- 00
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
00 -0 - 0 --- 10
oo - 0 -~ 0 -~ 0 1]

e Adicionar um multiplo de uma linha a outra linha:
S(z) = (z1,22,...,a2; + bxj, ..., Tn_1,Tyn),

cuja matriz associada é da forma

10 -+ 0 -+ 0 --- 0 0]
o1 -+ 0 -~ 0 - 00
0 0 a b 0 0
00 0 1 00
00 0 0 1 0
0 0 0 -~ 0 0 1]
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Dessa maneira, temos que 717,73 ---Tn¢ = I, onde cada T; € uma transformacao do tipo de T
ou do tipo de S acima. Como as inversas sdo também elementares e do mesmo tipo, podemos
escrever ¢ como um produto de transformacoes destes dois tipos.

E importante a observacao que, se a formula de mudanca de variaveis for valida para duas
transformacoes T e Ty, entdo vale também para ¢ = T175:

/ f= (foT1)|detT1|:/ f(Tng(y))|detT1||detT2|dy:/ f(w(y))’detw’(yﬂdy.
P(K) T2 (K) K K

Resta mostrar que a féormula vale para T e S, como acima. A prova para T € direta: temos
det T = —1 e qualquer retangulo satisfaz

Rk: [(Ll,bl] X oo X [ai,bi] X oo X [aj,bj] X+ X [an,bn] <~

T(Rk) = [a1,b1] X -+ X [aj,b;] x -+ X [a;, b;] X -+ X [ay,by]

Em outras palavras, particoes por retangulos de (um retangulo que contém K, denotado por) R
estdo em relacdo biunivoca com parti¢des por retangulos de T(R) (que também é um retangulo).
Além disso, o maximo e o minimo nos retangulos das particées sdao os mesmos. Logo,

/T(R)fXK - /R(f °Thxx e também /T(R)fXK = /R(f o T)xx,

como queriamos.
Provamos para também vale a mudanca de variaveis para transformacées do tipo de S acima:
sem perda de generalidade, suponhamos

S(z) = (ax1 + bx2, 2,23, ..., Tn_1,Tn).

Note que det S = a. Escrevemos y = (22, z3,...,2,) € 2 = (21,y). Vamos aplicar integracao repetida:

dor = d d
/S(K)f(x) € LQS(K) (/wls(K)f(xhy) Il) Y
=/ (IGI/ flaxy + bxa,y) dan) dy
2(K) mH(K)

- / F(S(@))| det S| de.
K
Passo 3. Vale para ¢ : R™ — R" geral.
Note que Dyos = ¢~ '(Dy). Sendo ¢ e ¢~ ' ambas localmente de Lipschitz, temos que
f € integravel em ¢(K) <= fo ¢ € integravel em K.
Vamos utilizar que

r)dr = lim i) - vol(Y;),
L O3 F) vl

Pl—
7! Y, €D

onde D é uma decomposicdo (ndo necessariamente por retangulos) de h(K) e y; € Y; € qualquer.
Sendo ¢ um difeomorfismo, decomposicoes deste tipo estao em correspondéncia biunivoca com
decomposicdes {X;} de K. Desta forma, podemos considerar Y; = ¢(X;) e y; = ¢(z;) acima.

A aplicacao ¢'(x;) € linear invertivel. Pelo Passo 2, podemos escrever

vol (¢(X:)) = vol [¢/(w:)¢/ (2:) " (6(X2) | = | det ¢'(w;) | - vol |¢/ (i) (#(X2)) |.

Afirmacao: vol [¢’(xi)_1(¢(Xi))} < M -vol(X;), onde M; := sup |¢'(z;)”"(¢'())].

zeX;
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De fato, vamos denotar temporariamente g = ¢'(x;) ! o . Em verdade, nossa afirmacao vale
para o caso mais geral em que g € um difeomorfismo qualquer:

M = sup |9 (z)] = vol [g(X)] < M"vol(X).

Se for X um cubo da forma
X ={zeR" |z — x|l <1/2},

entao, pela Desigualdade do Valor Médio, temos
|9(2) = g(zo)| < |g' ()] - | = pl < M|z —p,
de modo que g(X) C {y € R"; |y — g(x0)|eo < M;£/2}. Segue que
vol (g(X)) < M™" = M" vol(X).

O caso geral segue deste, considerando uma cobertura de X; por cubos e utilizando a continuidade
da derivada ¢': dado ¢ > 0, existe A aberto com X C A C U e |¢(x)] < M" + ¢ para todo = € A.
Sendo X Jordan mensuravel, tomamos uma cobertura finita por cubos C} de modo que

XCUC’k CA e Zvol(Ck) <vol(X)+e
k k

Como os cubos estao em A, temos

X)CUg(Ck) e sup ‘g )| < M.
k zeCl,
Pelo que fizemos para cubos
vol (g Z vol (g < (M"+2)> vol(Ci) < (M™ +&)(vol(X) + )

k

Sendo ¢ > 0 arbitrario, a afirmacao esta provada.
De volta a prova da Féormula de Mudanca de Variaveis, podemos escrever

/d) [0 = iy 57 1 (h(a0) ol (X0)
< lim > f(h(x;)) |det ¢/ (z;) | M]" - vol(X;)
|D|—0 X,eD (40)
= Jlim > f(h(@:)) | det ¢ () | (14 (M; = 1))" - vol(X,)
X, €D

- /K F(6(v))] det & ()| dy

A ultima igualdade seria imediata, nao fosse o termo (1 + (M; — 1))". No entanto, pelo Lema 79
abaixo, aplicado para a funcao ¢(z,y) := |¢'(y) "' - ¢/(z)| em X;, temos que, dado ¢ > 0, existe § > 0
tal que

D] <6 = |M;—1|<e.

Deste modo, temos que (1 + (M; — 1)) — 1 quando |D| — 0 (uniformemente em 7). Assim, dado
e > 0, existe § > 0 tal que, paratodoi=1,2,..., N,

5
f(h(x:)) | det ¢/ (a;)] vol(K)
o que mostra que (faca a diferenca entre os os somatorios abaixo e veja que fica menor do que ¢)

lim > f(h(x)) [det ¢/ () | (1+ (M; - 1))" vol(X;) = hm > f(h(xi)) | det ¢’ () | vol(X;).

X, €D X €D

D <6 = |1+ (M;—1)" 1| <
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Finalmente, a desigualdade em (40) pode ser aplicada para ¢! na ultima integral de (40),
obtendo

/ f(¢(y))|det¢’(y)|dy§/ f(x)!det¢'(¢_1($))"det(¢_1)'($)|d$=/ f(z)dz. O
31 (oK) $(K) $

Encerramos a sec¢do com a prova do lema que foi utilizado na demonstracao acima.

Lema 79. Seja X um conjunto compacto e Jordan mensurdvele ¢ : X x X — R uma func¢ao continua
tal que ¢(x,z) = 1. Entao, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

lz—yl <6 = |d(z,y) — 1] <e.

Demonstracgdo. De fato, do contrario seria que, para todo k € N, conseguimos encontrar z; € X e
yr € X tal que

1
2k — yi| < n € ’sﬁ(wk,yk) - 1] > €.

Sendo X compacto, a menos de extrair subsequéncias, zj € y; convergem para um mesmo limite
a. Mas, sendo ¢ continua, isto contradiz ser ¢(a,a) = 1. O

15.5.1 Coordenadas polares

A funcao ¢ que muda de coordenadas polares para Cartesianas pode ser escrita como
o(r,0) = (rcosf,rsend), onde (r,0) € (0,+00) x (0,27).

Assim, a matriz das derivadas parciais €

0 00n
or 00 [0050 —rsenf

dbs  Ibo senfl  rcosf
or 00

] que satisfaz |det ¢'(r,0)| = |rcos® 6 + rsen? 0| = |r| = 7.

Portanto, a formula de mudanca de variaveis implica que, em coordenadas polares:

Jj flz,y)d(z,y) Jj f(rcosf,rsen)rd(r,6).
K

¢~ (R)

15.5.2 Coordenadas esféricas

Vamos verificar como fazer para escrever uma integral tripla em coordenadas esféricas. O racio-
cinio segue as mesmas linhas da subsecao anterior para coordenadas polares. Sabemos que. A
funcao ¢ que muda de coordenadas esféricas para Cartesianas pode ser escrita como

d(p,0,0) = (psen¢cosb, psen psend, pcosd), onde (p,0,$) € U := (0,+00) x (0,27) x (0, ).

Assim, a matriz das derivadas parciais €

op 00  0¢
sen¢gcosf —psengsenfd pcos¢cosb
% % % = |sen¢senf psen¢cosf pcospsend
P ¢ cos ¢ 0 —psen ¢
9ds 093 Ods
Ldp 00  0¢
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cujo Jacobiano é (usando, por exemplo a segunda coluna para expandir em cofatores)
sen¢gcosf pcos@cosh

cos ¢ —psen ¢ ‘
= ‘psenqﬁsen@( — psen? ¢sen 6 — p0032¢sen9> —|—psen¢cos€(—psen2¢cosﬁ—pcosz¢cosﬁ)‘

sen¢senf pcospsend

Jo = cos ¢ —psen ¢

psen ¢ sen 6

+ psen ¢ cos 6

= ‘psenqﬁsen@( — psen@) + psen¢cos€( — pcosH) ‘ = ‘—pQ senqﬁ(sen2 6 + cos? 9) ’
= |fp2 sen ¢| = p?sen ¢.
Na ultima igualdade, utilizamos que ¢ € (0,7) implica sen¢ > 0, de modo que o valor absoluto

esta considerado corretamente. Portanto, a férmula de mudanca de variaveis implica que, em
coordenadas esféricas:

[[ @y, 2 d@y.2) = |[[[ Flpsengcosd, psengsend, peosg) p?sen 6 d(p, 0, 6),
K ¢ (K)

como € de costume em cursos de calculo.
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16 Formas diferenciais

Em analise vetorial e geometria diferencial, formas diferenciais aparecem como uma maneira
de estudar integrais em curvas e em superficies de maneira unificada. Como veremos, € mais
natural, ou até “inescapavel”, estudar formas diferenciais em uma variedade diferenciavel M. No
entanto, vamos estudar inicialmente o caso especial M = R", que é provavelmente mais familiar
aos leitores dessas notas. A discussao que segue € baseada em diversas fontes; as principais
sao [1, 3, 11, 12]. A referéncia [1] ndao é um livro texto sobre o assunto e, na realidade, fala
sobre objetos matematicos mais sofisticados do que estes que tratamos nestas notas. No entanto,
expoe de maneira particularmente clara os pontos essenciais da teoria e nossa discussao seguiu
algumas de suas linhas.

Um caso especial de forma diferencial é o do diferencial de uma func¢ao, como se estuda em
Calculo a bit of history, cartan, grassmann, etc...

E importante identificar as classes de conjuntos em que estamos interessados. Por exemplo,
€ usual pensar em um campo vetorial em R"™ como uma fung¢ao do tipo

F:QCR" - R"

E também comum imaginar que, para z € 2 fixado, o vetor F(z) tem seu “ponto inicial” em z.
Talvez fosse melhor escrever algo do tipo F'(z) € R” e, de fato, vamos fazer isto em algum momento
do nosso curso. Dada uma funcao diferenciavel f : O C R" — R, podemos considerar o campo
gradiente dado por

F=Vf:QCR" —»R"

Lembramos que o gradiente € um operador que depende da estrutura de produto interno esco-
lhida. O diferencial de uma funcao, por outro lado, depende apenas da “estrutura diferenciavel”
do espaco R"™ e é uma aplicacao do tipo

df : Q CR" — (R™)*.

Mais geralmente, definimos uma forma diferencial de grau um, também conhecido como um
campo de formas lineares, ou apenas 1-forma, em 2 C R" como uma aplicacao diferenciavel do
tipo

w:Q— (R™)™.
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Assim, para cada z € (2, temos que w(z) € um funcional linear em R"”. Em outras palavras, para
cada z € R", tem-se

w(z) - (av +bw) = aw(x) - v+dbw(z) - w Yv,wecR"eVa,beR.

Sao comuns as notagédes w(z) - v = w(x)[v] = w(z)(v). Em coordenadas, podemos escrever
w(x) = Z a;(x)da’,
i=1

onde {dz'} é a base canénica do espaco dual, como em (6).

Exercicio 37. Mostre que para uma l-forma w : 2 — (R")*, as seguintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

(i) a forma w é diferenciavel (ou classe C*);
(i) cada uma das componentes a; é diferenciavel (ou classe C*);
(i4i) para cada v € R", a funcdo x + w(z)[v] sdo diferenciavel (ou classe C*)

Exemplo 80. Dada uma funcio f : Q — R de classe C*, o diferencial df : Q@ — (R")*, dado por

df(z)=>_ ;Z. (z)da’ € (R)*
i=1 ¢

é uma 1-forma de classe C*~ 1.

Dada uma forma diferencial de ordem um w : Q@ — (R")* e uma curva diferenciavel v : [a, b] — €,
podemos definir a integral de linha de w ao longo de ~ por

Aw—Lzmmyvmw. (a1)

Poderiamos definir, mais geralmente, a integral de uma l-forma ao longo de caminhos mais ge-
rais, nao necessariamente diferenciaveis. No entanto, a definicdo seria um pouco repetitiva e

entediante:
N41

/w . \cg\rgo Z W(V(t:)) ) (V(t’i‘*‘l) - V(ti))’
v i=0

onde P={a=1t) <t; < - <ty <tnyy1 =b}. Quando v € diferenciavel, o Teorema do Valor Médio
pode ser utilizado para mostrar a equivaléncia das definic¢oes.

Mais imediato é estender a definicio em (41) para caminhos C' por partes. Dizemos que
7 : [a,b] = Q é um caminhos C' por partes quando é continuo e existem a < t; < --- < ty < b tais
que as restrigoes v; := 7|4, 1,,,) S&0 de classe C'. A integral da forma w é entdo dada por

Aw:é/iw. (42)

Isto vale pois o integrando em (4 1) pode estar definido a menos de um conjunto de medida nula.
Observamos que a integral de linha depende da curva e nao da parametrizacao, apesar de
nossa notacao aparentemente indicar o contrario.

Proposigao 81. Sejaw : Q — (R")* uma 1-forma continua e v : [a,b] — Q um caminho C" por partes.
Se ¢ : [c,d] — [a,b] éde classe C* com ¢(c) = a e ¢(d) = b, entao

/w:/ w.
2 yop
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Demonstragao. Pelo teorema de mudanca de variaveis para integrais unidimensionais:

/ w= / W= [ L w(1(6())) - (6()) 6/ () ds = / e 0

Em seguida, provamos algumas propriedades da integral de linha definida acima.

Proposicao 82 (Propriedades da integral). A integracdo de formas diferenciais continuas ao longo
de curvas satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Linearidade: para o, 3 € R e para w,ws € Q'(R™)

[yawl—i—ﬂwg:alwl—i—ﬁlw

(i1) Se~~ tem a orientacao inversa de v, entdo

[ro= >

(ii7) Concatenag@o de caminhos: se y = 1 * y,, entao

fom Lol s
s

Em particular, se ||w(z)|| < M, para todo x € v, tem-se

/WW‘SM.M).

Demonstracgdo. O item (i) é imediato da definicdo e é deixado como exercicio. Para provar (ii),
observamos que se (1), € [a,b], entao

(iv) Estimativa basica da integral:

< sup [|wl| - £(~)
Y

f}/*(t) = z(a+b—t),t S [a7b]7

percorre a mesma curva no sentido contrario. Logo, (i) € uma simples mudanca de coordenadas

unidimensional.

Para mostrar (iii), a concatenacao de caminhos € definida como na figura abaixo (encontre uma
formula explicita). Note que nao € necessario diferenciabilidade no ponto de encontro. Dessa
forma, o item (7i7) é consequéncia direta de (42)

Finalmente, passamos a prova de (iv), que segue da propriedade semelhante para integrais reais:

‘A“"/ m4 aﬂﬂﬂm ym<fwuw H/,7 )| dt. 0
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Observacao 83. Em cursos de Calculo, define-se a integral de linha de um campo de vetores ao
longo de uma curva. Notamos que, fixado o produto escalar usual em R", o Teorema de Repre-
sentacdo de Riesz nos da uma correspondéncia biunivoca entre elementos de (R")* e elementos
de R". Assim,

w(z) = Z ai(r)dz’ € uma 1-forma «+— F(z) = Z a'(x) e; € um campo vetorial.
i=1

i=1

Logo, por dualidade, podemos definir

b
/ F o= / (F((t)), 7/ () dt
vy a
Esta é fisicamente interpretada, mais naturalmente (sera mesmo?), como o trabalho que o campo

de forcas F' realiza ao longo da curva ~.

Uma forma diferencial w é dita exata em {2 quando existe uma funcéao diferenciavel f : ) — R,
conhecida como um potencial escalar de w, tal que!®

w=df.
Em vista da Observacao 83, a seguinte proposicao nao deve surpreender.
Proposicao 84. Seja () C R" aberto e conexo e w uma 1-forma. Sao equivalentes:
(i) w é exata em $);

(i) dados dois pontos z,y € Q, a integral de w é independente do caminho C" por partes v : [a,b] —
Q queunez ey;

(iii) para toda curva C* por partes e _fechada em (2, a integral de w é zero.

Demonstracdo. Vejamos que (i) = (ii). Por simplicidade, vamos supor v € C*([a,b]), o caso geral
ficando como exercicio. Sendo w exata em (2, existe um potencial escalar f : 2 — R tal que w = df.
Logo, pela Regra da Cadeia,

b b d
[o= [ ar6m)-vwa= [ Sram)d=60) - 16),

que mostra o que queriamos.

A mesma conta acima mostra que (i) = (ii7); de fato, para uma curva fechada, tem-se
+(a) = ().

Para mostrar que (iii) = (ii), sejam duas curvas 7; € 2. A curva v := 7; *y, ., COmo na
figura, é fechada.

Orsto & para formas o que o campo gradiente € para campos vetoriais.
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21

Cl 22 Cl 29

Pela hipoétese (iii) e pela proposicido anterior, temos

O:/w:/wf/w,
Y 71 72

isto €, a integral de w depende apenas das extremidades da curva.
Finalmente, mostramos que (i¢) — (). Fixamos z( € Q qualquer. Sendo (2 aberto e conexo,
€ conexo por caminhos. Dado z € (), considera v, um caminho que une z; a = e definimos

f@)i= [ o

x

Por (ii), f esta bem definida. Se v € R" € pequeno suficiente, entdo o segmento de reta que une
x até z + v esta todo contido em (). Parametrizando este segmento por ~(t) = = + tv, ¢t € [0,1],
podemos escrever

et =g~ o= [ oo w—w(x)-v=/01 [w(a + t0) — w(@)] - vt

x

Agora, pela continuidade de w, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
h| <6 = |lw(z+h)—w@)| <e.

Portanto,

v| < ¢ implica, como queriamos, que
‘f(m—&—v)—f(m)—w(m)-v’§5|v|. O
Exemplo 85. Considere em R?\ {(0,0)} a 1-forma

—y z
d
z? 4 y? m+x2+y2

w(z,y) = dy.

Se 7 : [0,27] — R? € o circulo de raio um centrado na origem ~(t) = (cost,sent), entao

[e=] T uv) - ) de

/ —sent ( 0+ cost Lt
= ——————— (—sen ————————— cos
o cos?t+sen?t cos?t + sen?t

27
= / dt = 2.
0

Utilizando a proposicao anterior, item (iii), concluimos que w nao € exata. Esta forma é conhecida
como “elemento de angulo”. O nome vem da propriedade que a integral da forma w como acima
pode ser interpretada como 27 vezes o numero (liquido) de voltas que uma curva fechada v faz em
torno da origem no sentido anti-horario.

Mais precisamente, dada uma curva v : [a,b] — R? \ {(0,0)} qualquer (nao necessariamente
fechada), escrevemos em coordenadas polares

v(t) = (z(t),y(t)) = (r(t) cosO(t),r(t) senb(t)).
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Entao, para calcular a intergal, calculamos
' =1"cosf — r senf
y =r1'senf + rf cosd
que implica em

—yz’ + xy’ = —rr’ cosOsen O + r260 sen® 0 + ' cos O sen O + 120’ cos® 0 = 120,

[Py ) +ay' @) [0 oy
AW_L e dt—/a 0'() dt = 0(b) — 0(a).

Observamos ainda que a variacao do angulo 6 € positiva quando o movimento € no sentido anti-
horario. Além disso, no caso de a curva v ser fechada, tem-se que 0(b) — 6(a) € um multiplo de 2=
e

Logo,

1

27 J,
€ um numero inteiro conhecido como “nuimero de voltas” (do inglés, “winding number” poderia
ser algo como “ntimero de enrolamentos” ou “ntmero de revolucdes”).?°

Além do interesse acima, a forma desse exemplo serve como contra-exemplo em varias situa-
coes, como veremos. <

17 Produto exterior - motivacao

O produto vetorial de dois vetores u € v do espaco tridimensional R? pode ser definido como um
vetor, geralmente denotado por u x v, com as duas principais propriedades geométricas:

(i) u x v € R® é ortogonal a ambos u € v €;

(#4) a magnitude ||u x v|| de u x v € igual a area do paralelogramo gerado pelos vetores u e v no
plano Span{u,v} C R3.

Esta definicio ndo estd muito bem formulada, pois existem dois vetores em R® com estas pro-
priedades e, portanto, alguma escolha adicional, menos natural, deve ser feita. Esta escolha
é a famosa “regra da mao direita”, que diz para considerarmos o sentido que torne {u,v,u x v}
uma base positiva de R? (isto é, com a mesma orientacdo da base canénica). Além do mais, esta
definicdo € especifica de dimensao 3.

Queremos definir um produto entre dois vetores de um espaco vetorial V de dimensao finita
qualquer. Vamos pedir que este produto tenha propriedades “razoaveis” e mantenha a seguinte
propriedade caracteristica do produto vetorial:

UXv=-—-vXu.

Neste contexto, é mais comum denotar o produto com simbolo A. Definimos a algebra exterior
como a algebra AV gerada pelos elementos de V com o produto abstrato A e a relacao

UNV=—-vAuU.

200 leitor familiarizado com variavel complexa pode ter reconhecido que a forma elemento de angulo acima desempenha
papel semelhante ao que a forma dz/z desempenha em C \ {0}. Isto se deve ao seguinte:

%_dz-ﬁ-idy_xdcc-‘rydy i—ydx-i—xdy:d[logm]+i—ydx+xdy

z .Z’+’Ly x2+y2 x2+y2 x2+y2
Como a parte real € uma forma exata, tem-se, pela proposicao acima, que
1 dz 1

— [ — == / w = numero de voltas que v percorre em torno da origem.
2mi ) 2 2w J,
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um pouco mais precisamente, AV consiste de todas as constantes, todos os vetores de V, todos
os produtos da forma u A v € combinacodes lineares destes, todos os produtos da forma uAv A w e
combinacoes lineares destes, e assim por diante.

Como um exemplo importante, tomamos (R?)*, podemos formar o conjunto A(R?)*, cujos ele-
mentos sao:

e Todas as constantes de R =: A°(R3)*;
e Todos os vetores de (R?)* =: A'(R?)*, que sdo gerados por dz,dy, dz;

¢ Elementos de “grau dois” elementares ou 2-vetores elementares: utilizando a anti-simetria e
(a propriedade que segue da anti-simetria) u A u = 0, obtemos elementos de A(R*)* da forma

vAw = (vg dz + vy dy + v, dz) A (w, do + wy, dy + w, dz)

= (vyw, — vywy) dy A dz + (v,wy — vaw,) dz A de + (vyw, — vawy) dz Ady 43)

Vy Uy Vp Uy Up Uy

:det{ }dy/\dz—det[ }dz/\dx—l—det{ }dy/\dz;

Wy W, e W,y Wy Wy

e Quaisquer combinacoes lineares de elementos de grau 2 como acima, formando um espaco
vetorial denotado por A%(R?)*;

e Elementos de “grau trés” elementares ou 3-vetores elementares e quaisquer combinacoes
lineares deles:
uAV AW = (uy do + u, dy + u, dz) A (v/\w)
= (vyw, — v,wy) dy A dz + (V,wy — vVaw,) dz A de + (vpwy — vyw,) dz Ady

o Vy Uz | Vy Uy Ve Uy
{uxdet[ } uy det LU }Jruzdet{ w]}dx/\dy/\dz (44)

wu wZ €T wz w(lj Yy

Uy Uy Uy
=det vy, vy v.| dzAdyAdz;
Wy Wy W,

Estes elementos formam um espaco vetorial denotado por A%(R?)*;

e Estes sao todos, pois elementos de grau 4 ou mais num espaco tridimensional sao nulos; de
fato, uAv Aw Az em termos da base canodnica dz, dy, dz sempre vai ter um elemento “repetido”
do tipo dz A dy A dz A dz = 0.%! Logo, podemos escrever que A*(R*)* = {0}, para todo k > 3.

A algebra exterior A(R*)* é escrita entdo como a soma direta
A(Rd)* _ AO(RS)* ey Al(RS)* o A2<R3)* o AS(RS)*
e um elemento arbitrario deste espaco € da forma

3 3
a+ Z b; da® + Z ¢;dz® Ada? +ddx Ady Adz ou, se preferir,

i=1 i,j=1

3 3
a, Zbidxi, Z ¢ dzt Ada?, dda Ady Adz
i=1

4,J=1

Por economia de notacio, escrevemos acima dz! = dz, dz? = dy e dz® = dz.

21Cuidado! Nao é sempre verdade que v Av = 0. Em 4 dimensoes, v = dz Ady+dz Adw satisfaz v Av = 2dz Ady Adz Adw.
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18 Produto tensorial

Apesar de nossas notas estarem em um nivel (um pouco) mais elementar, o texto de Keith Conrad,
disponivel online??, foi bastante inspirador para a discussdo que segue sobre o produto tensorial
e o produto exterior. Outras referéncias, mais classicas, incluem [15, 18]. A descricdo destes
tépicos em [1] também foi inspiradora.
Dados dois espacos vetoriais V e W de dimensao finita, podemos pensar que o espaco tensorial
V @ W é o espaco vetorial
V @ W = Span{v; ® w;}

onde {v; ® w;} €, por definicdo, um conjunto linearmente independente, {v;} € uma base de V' e
{w;} € uma base de W. Além disso, u® v deve ser linear tanto em v quanto em v. Isto nao é muito
interessante nem no sentido matematico nem no sentido fisico, pois precisamos fixar sistemas
de coordenadas — bases para os espacos V e W — e utiliza-las explicitamente na definicao. Logo,
nao é claro se o espaco é independente da escolha desses sistemas de coordenadas.

De forma mais abstrata, o espaco tensorial pode ser definido como um espago com uma pro-
priedade universal: “transformar aplicacdes bilineares em aplicacoes lineares”. Enunciamos o
teorema que prova a existéncia do espaco tensorial e da um sentido mais preciso para essa frase.
Apresentamos em seguida uma prova que funciona mesmo em dimensao infinita.

Teorema 86. Sejam V e W espacos vetoriais. Entdo, a menos de um isomorfismo, existe um tinico
espaco vetorial X e uma aplicagao bilinear B : V x W — X que satisfazem: dada qualquer aplicacao
bilinear B : V x W — P (com valores em um espago vetorial qualquer P), existe (exatamente) uma
aplicacao linear L : X — P talque B = Lo B.

VxW - X

X

Antes da prova, passamos a alguns comentarios sobre o teorema acima. Notamos inicial-
mente que nao ha referéncia alguma para bases de V e W, de modo que o produto tensorial é
independente do sistema de coordenadas utilizado.

O par (X, B) é o espago tensorial que queriamos definir e sua propriedade universal é a pro-
priedade enunciada no teorema acima. A notacao utilizada €

X=VeW e B=®.

Os elementos de V ® W sao chamados de tensores. Podemos “construir” tensores de V Q W a
partir de elementos v € V e w € W olhando para a imagem pela aplicacao bilinear ®. Assim,

Rv,w)=vRweV W,

onde a igualdade acima representa apenas uma notacao, que € a usual. Elementos da forma v®@w
sao chamados tensores elementares. Notamos, no entanto, que nem todo tensor € elementar, e.g.,
€1 ®e1 + es ® es € R2 ® R? ndo é um tensor elementar.

Na notacao acima, a propriedade universal pode ser reescrita como: se B € uma aplicacao
bilinear com dominio V' x W, entao existe uma unica aplicacao linear L. com dominio V ® W tal
que

B(v,w) = L(v @ w).

Isto € o que se quer dizer quando se fala: “o produto tensorial tem a propriedade de transformar
aplicacoes bilineares em aplicacoes lineares”.

22http ://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/linmultialg/tensorprod.pdf
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Vx W - Vel

X

Propositalmente, nao explicitamos o corpo dos escalares utilizados, pois toda a construcao
acima vale para K-espacos vetoriais gerais. Na verdade, a construcao acima funciona para mo-
dulos sobre um anel R. A unica diferenca é que para modulos, podemos nao ter base, mas vale
a seguinte versao do Teorema 87 que aparecera adiante: se V = Span{v;} e W = Span{w;}, entdo
V @ W = Span{v; ® w, }.

Passamos finalmente a prova da existéncia do espaco tensorial.

Demonstracao do Teorema 86. Separamos a prova do teorema em alguns passos.

Passo 1. Construcao de X e de 3. Comegamos com o produto Cartesiano usual V' x W e cons-
truimos o espaco vetorial livre F(V x W). Mais explicitamente, 7(V x W) € o espaco de todas as
combinacodes lineares formais finitas de elementos de V' x W. Os elementos de F(V x W) sédo ge-
rados pelos elementos de V x W desconsiderando sua estrutura de espaco vetorial; apenas como
um conjunto de objetos. Para fixar ideias, poderiamos imaginar os elementos (v,w) € F(V x W)
como elementos abstratos da forma d(,,,,). Assim, por defini¢ao, todo elemento de F(V x W) € uma
combinagao linear finita de elementos do tipo ¢, .,). Além disso, tem-se independéncia linear

a1 5(v17w1) + a9 (5(U2,w2) + -4 ag 6(v1,;,wk) =0 = a1 =ay=---=a;=0.

Note que o espacgo vetorial F(V x W) € gigantesco! Sua base tem a mesma cardinalidade de V' x W!

Agora, a ideia € definir XY = V ® W como o espacgo mais geral possivel que tenha relacoes de
bilinearidade. Mais geral aqui quer dizer “com menos restrigoes”. Para este fim, consideramos o
subespaco vetorial R de F(V x W) gerado pelos seguintes elementos:

(1) (v1 +vo,w) — (v1,w) — (vo,w) para vy, vy € Vew e W;

(#7) (cv,w) — ¢(v,w) para ¢ € R (ou em um corpo quaquer ou em um anel), v € Ve w € W;

(#i1) (v,wy +w2) — (v,wy) — (v,wy) parav €V e wy,wy € W;

(i) (

Nossa motivacao é que os elementos do espago quociente satisfacam a bilinearidade desejada. O
espaco &' € entao definido como o quociente

v, cw) — ¢(v,w) para ¢ € R (ou em um corpo quaquer ou em um anel), ve Ve w € W.

X = F(V x W)/R,

que tem naturalmente uma estrutura de espaco vetorial (ver, por exemplo, [2, pagina 8]). Deno-
tamos as classes de equivaléncia (v, w) + 2R por B(v,w). Observamos, no entanto, que estas nao
sdo todas as classes possiveis. A bilinearidade da transformacéao (v, w) — B(v,w) é consequéncia
direta das relacoes que definem as classes de equivaléncia. Por exemplo, a aditividade na primeira
coordenada pode ser justificada como

B(vi 4+ v, w) = B(vy,w) + B(va, w) pois (v1 + v, w) — (v1,w) — (vg,w) € R.

Passo 2. Propriedade universal. Mostramos que vale a propriedade universal enunciada. Seja P
um espaco vetorial arbitrario e B : V x W — P uma aplicagao bilinear qualquer. Definimos uma
aplicacao linear

L F(VxW)—=P
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nos elementos da base de F(V x W) como
([(v,w)] :== B(v,w).

Para mostrar que ¢ passa a uma aplicacao (quociente) em X, devemos mostrar que ¢ se anula em
%R, isto €, que R C ker /. Facamos uma das propriedades: considere o elemento

(v1 + va,w) — (v, w) — (v, w) € R.
Sendo / linear e B bilinear

C[(v1 + v2,w) = ((v1,w) + (v2,w))] = £[(v1 + v, w)] — €[ (v1,w)] — €[(va, w)]
= B(v1 + v2,w) — B(vi,w) — B(va, w)
0

Portanto, a aplicagdo L : X — P dada por L((v,w) + R) := {[(v,w)]| esta bem definida e ¢ linear.
Modificando a notacéo, isto significa que

L(B(v,w)) = {[(v,w)] = B(v,w),

como queriamos.

Passo 3. Unicidade a menos de isomorfismo. Suponhamos que existam também X’ e B : V x W —
X' satisfazendo as hipéteses do teorema. Aplicamos duas vezes a propredade universal (uma vez
para cada espaco):

1. Sendo B’ : V x W — X’ bilinear, existe L : X — X linear tal que L(B(v,w)) = B'(v, w);
2. Sendo B:V x W — X bilinear, existe L' : X’ — X linear tal que L' (B'(v,w)) = B(v, w).
Os elementos da forma B(v,w) geram X'. Logo, de
L'[L(B(v,w))] = L' (B (v,w)) = B(v,w)
concluimos que L' o L = Idy. Analogamente, L o L' = Idy.. Portanto, I é um isomorfismo de
espacos vetoriais com L™ = L. O

Analisando a prova do Teorema 1, vemos que todo elemento de V ® W pode ser escrito como
uma soma de tensores elementares da forma v ® w = B(v, w). Assim, o nosso segundo paragrafo
pode ser justificado como segue:

Teorema 87. Se {v;} e {w;} sdo bases de V' e W, respectivamente, entao {v; ® w;} é uma base de
V @ W. Em particular, se V e W sao de dimensao finita, n e m, respectivamente, entao V @ W tem
dimensao n - m.

Demonstragdo. Pelo que observamos logo acima, basta verificar que o conjunto Span{v; ® w;} gera
os tensores elementares. De fato, por bilinearidade,

m d

d m
VR W = <invi>®<2ijj> :sziij@wj' (45)
i=1

j=1 i=1j=1 O

Observacao 88. A Equacéo (45) € utilizada quando se pensa no produto tensorial de dois vetores
v=[z'] € R" e w = [y’] € R™ em termos mais elementares e se escreve

syl aly? o alyn

2,1 2,2 2 n

vow=[zy] = S
- Y lmxn = : : :

xmyl xmy2 L lmyn

Esta descricao nao é um isomorfismo canénico entre R” ® R” e matrizes de ordem m x n. Olhar,
no entanto, a identificacao 2 abaixo,
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A seguir, mostramos como varios espacos “ja conhecidos” podem ser identificados como espa-
cos tensoriais. Além disso, as identificacoes abaixo devem tornar o trabalho com tensores menos
“abstrato”’e mais “palpavel” do que a descricao rigorosa acima.

Nos restringimos a identificacées naturais, isto é, isomorfismos canénicos entre espacos veto-
riais, isto é (de novo!), isomorfismos que nao dependam de escolha de bases ou de qualquer outra
estrutura dos espacos, como produtos internos.

Por simplicidade, vamos também considerar espacos vetoriais de dimenséo finita.
LRV=V

Suponhamos que V € um espacgo vetorial real. Intuitivamente, tem-se R ® V' = Span{l ® v;} e
logo podemos escrever qualquer elemento x € R® V como

No entanto, sem recorrer a coordenadas, € facil ver que r ® v — rv € um isomorfismo (canénico,
pois nao faz referéncia a bases).

2. VW~ L(W;V)
Dado um tensor elementar v®p € VW™, associamos uma transformacéao linear v@p : W — V:

(v ® cp) (w) := p(w)v.

Vamos mostrar que qualquer 7" € L(W;V) pode ser obtida por combinagoes destas elementares:
de fato, sejam {v;} e {w;} bases de V' e W, respectivamente. Se {dw’} é base de W*, dual a {w;},
temos

d

d m
T(lejwj) szT w;) :ZZ ijZ ZT’ duw’ (x ZT (v; ® dw?) ().

Jj=11:=1 ,J

Observacao 89. E claro que poderiamos ter escrito W* @ V acima, ja que sempre U ® V é cano-
nicamente isomorfo a V ® U. Esta tultima afirmacao segue diretamente do Teorema 86.

3. VW ~B(V x W;R)
Acima, denotamos por B(V x W;R) o espaco das transformacodes bilineares B : V x W — R.
Definimos

e@Y eV OW* T (p @) (v, w) == p(v)ih(w),

que se estende, por linearidade, a uma transformacao linear ¢ : V* @ W* — B(V x W;R).
Agora, fixadas bases para V e W (e suas respectivas bases duais), dada B : V x W — R, vamos
ver que esta na imagem de ®: denotando B;; = B(v;, w;),

d m
= sziijij = ZBij dv'(z) dw’ (y ZBU@ dv ®dw’) | (z,y),

j=1i=1 ij ij
de modo que
B=2a (> B dv' @duw’
2%

Observacao 90. Este ponto de vsita é interessante se quisermos pensar em tensores como apli-
cacdes multilineares: elementos de V* ® W* se identificam com aplicagdes bilineares da forma

B:VxW —=R.

Em outras palavras, tensores covariantes de segunda ordem podem ser pensadas como aplicacoes
bilineares do tipo acima.
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Todas as construgdes acima podem ser feitas para um numero maior de espagos vetoriais
Vi,Va,...,V,.. Nossa propriedade universal passa a ser “transformar aplicacdes r-lineares em
transformacoes lineares”. Além disso, temos um isomorfismo candnico

VioVye @V ~B(V,V,...,V:R)

dado por
(f1 Rfr® - ® fr)(vhvz, s vp) = fi(vn) f2(v2) - fr(vr).

Desta forma, podemos pensar no tensor elementar f; ® fo ® ---® f, como um objeto abstrato com
relacoes de linearidade em cada componente ou como uma forma r-linear (multilinear).

No caso especial em que V; = V para todo i, denotamos
TV=V=VeVe -V
Denotando o espaco vetorial das formas r-lineares por £,.(V), isto €,
L.(V):=BV,V,...,V;R),
temos da discussido acima um isomorfismo canénico
T(V*) ~ L. (V).

Lembramos as propriedades basicas das formas r-lineares e deixamos sua demonstragao como
exercicio para o leitor.

Exercicio 38. Seja {ej,es,...,e,} uma base de V. Entao
(i) Mostre que dim £,.(V) =n" e exiba uma base de £, (V).

(i4) Mostre que uma aplicacao r-linear é completamente determinada pelos seus valores nos
elementos da forma (e;,,e;,,...,€;.), parai; € {1,2,...,n}.

18.1 Algebra tensorial

Lembramos alguma terminologia algébrica. Uma algebra sobre um corpo K é um conjunto X que
¢ um K-espaco vetorial e que, adicionalmente, possui uma operacao (bilinear) de produto entre
elementos de X. Além disso, quando as operacoes sao associativas relativas também ao produto,
dizemos que X é uma algebra associativa. Mais explicitamente, uma algebra associativa sobre
um corpo K é um conjunto X com operacoes + e x de modo que

1) (X,+, x) € um anel. Em outras palavras,

(7) (X,4) € um grupo abeliano: para todo z,y, z € X, vale
- Associatividade: (z+vy) +z =z + (y + 2);
— Identidade aditiva: existe 0 € X talque x +0=0+ 2 = z;
— Inverso: existe y € X tal que z +y = 0;
— Comutatividade: z+y =y + x.
(it) (X, x) € um semigrupo com identidade: para todo z,y,z € X, vale
— Associatividade: (z X y) x z =2 X (y X 2);
— Identidade multiplicativa: existe 1 € X talque x x 1 =1 x z = x;
(#i7) Distributividade da multiplicacdo com respeito a adicao:

X (y+z)=zxy+tzxz e (z+y Xz=xXz+yxz.

2) (X,+) € um K-espaco vetorial. Em outras palavras,
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(1) (X,+) € um grupo abeliano, como acima;
(i) Propriedades da multiplicacao por escalar:

— Compatibilidade com produtos de escalares: a(bx) = (ab)x;
— Identidade escalar: 1z = x;

- Distributividade da adicao em X: a(z + y) = az + ay;

- Distributividade da adicao em K: (a + b)z = ax + bz.

3) Associatividade do produto com o produto por escalar:
clx xy)=(cx) xy =z X (cy).

A soma direta dos espacos tensoriais definidos na se¢ao anterior formam uma algebra associ-
ativa. Denotamos
TVi=R e TV:=V
e denotamos .
TV=PTV=RaVeTVaT Ve  -aTVae- .
k=1

O produto de elementos de ordens diferentes x € 7'V e y € T°V é dado por

rRyeT V.

19 Produto exterior

Queremos definir o produto exterior AV como a algebra associativa “mais geral” que satisfaca a
propriedade de “anticomutatividade”. Nesta secdo, vamos formalizar esta ideia.

Dado um espaco vetorial V, o produto exterior de k copias de V, denotado por
ANV =VAVA---AV,

é obtido como um quociente do produto tensorial 7"V =V @V ® ---® V ao adicionar “relacdes de
alternancia”. Mais precisamente, o produto exterior de % copias de V € definido por

APV = TRV/Sy,
onde S, é o subespaco vetorial de 7"V gerado pelos elementos da forma
VI QU ®---®@u, onde v; =wv; paraalgum i# j.

A classe de equivaléncia de um tensor elementar é dita um produto exterior elementar, que é
denotado por
VI AVIA AV =0, QUa ® -+ R Vg + Sk.

A aplicacao quociente 7"V — A"V é sobrejetiva e todo tensor de ordem k é gerado como soma
(finita) de tensores elementares. Dai segue que todo elemento de A*V pode ser escrito como soma
(finita) de produtos exteriores elementares: todo w € A*¥V pode ser escrito como

N
_E: i i i
w= (AN W ANCERAN /A
i=1

Observacao 91. Notamos que a imagem de um tensor elementar v; ® v2 ® -+ ® v, € S pela
aplicacao quociente €, trivialmente,

Ul/\Ug/\"'/\UkZO.

Observamos que, se k > n, entdo todos os tensores elementares pertencem a Sy, e, logo, A*V = {0}.
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Para V de dimensao finita igual a n, vamos construir uma base para A*V a partir de uma
base {dz!,dz?,...,dz"} de V. Denotamos a base de V desta maneira porque, como ja haviamos
mencionado anteriormente, nosso maior interesse sera quando V = (R")*; de qualquer maneira,
a discussao que segue vale para espacos de dimensao finita qualquer.

Observamos inicialmente que, tautologicamente, A°V = R e A'V = V. Além disso, ja vimos
que AV = {0} quando k > n. Logo, basta estudarmos bases para os espacos A*V cujo indice
ke{2,3,...,n}.

Consideramos um produto exterior elementar da forma

vy ANvg A A\ Vg

Cada v; € V pode ser representado na base de V' como

n
V; = E Qi dz’.
j=1

Logo, por multilinearidade,

n n k
U1 A\ V2 A A Ve = Z a1j, dﬂ:’jl A Z 25, dl’jQ A A Z ak’jk dl’jk
Ji=1 J2=1 Jr=1 (46)

n n n
Z Z Z a1j, 625, - Ay, da?* Ada?? A A dak.

J1=1j2=1 Jr=1

Varios dos produtos exteriores acima sao “repetidos” ou iguais a “zero”, por causa da propriedade
de anticomutatividade. De fato, quando dois indices j; sdo iguais, obtemos produto exterior zero.
Por outro lado, quando sdo todos diferentes, podemos fazer a seguinte analise: escrevemos

ji=0(i1), je=o(ia), ..., Jji=o0(ix)
onde o : I — I € a permutacao do conjunto
IZZ{il <i2<"'<ik}:{j1,j2,...,jk}

que reordena os indices j em ordem crescente. Qualquer permutacao o pode ser escrita como
produto (composicao) de transposicoes

0 =010 ON(o)-
Lembramos que uma transposicao € uma permutacao que apenas troca dois elementos de lugar.
Por exemplo, o:{1,2,...,m} — {1,2,...,m} dada por
o(L,2,. .0ty dyee,m) = (1,2, 07,y ,m)
€ uma transposicao. Qualquer permutacao o pode ser escrita como produto de transposicoes
O =0109--0ON.

E possivel mostrar [2, Corolario 4.19 e Lema 1.15] que a “paridade de N” é um invariante de o
(é a paridade que € invariante, nao o namero N, que nem unico €). Em outras palavras, dadas
duas representacoes de ¢ como composicao de transposicoes, uma a partir de N; transposicoes
e outra a partir de N,, tem-se

N- 1= N- 1 mod 2.

Segue que esta bem definido o “sinal” de o:

1, se N(o) é par
—1, se N(o) é impar

sgn(o) = (—1)N ) = {
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Com estas consideracoes em mente, para indices distintos fixados ji, js, . . ., jx, consideramos um
reordenamento do tipo

= {j1, g2y gkt = {in <z <o <ig}
e a permutacao o : [ — I dada por
o(in) =j1, o(i2)=j2, ..., olix)=jr
Logo, podemos escrever
da?t Ada?2 Ao Ada?t = da”@) Ada?02) A A dz?0F) = sgn(o) datt Adz® A - Adat

Portanto, denotando o conjunto de permutacdes de k elementos de I por Si(I), (46) pode ser
reescrita como

VI AV A A = Z Z SgN(0) 16(iy) @20 (is)  * * Cko(ir) dzt Ada™2 A Adate
1<i1<ia<-<ix<n \oeSi(I)
A1i, o Qg (47)
= > det | 1 .. i |da" Ada™ A Ada
1<43 <ia < <ip<n agi, 0 Qkig

A Férmula (47) esta em pleno acordo com os calculos informais que fizemos na Secao 17, ver
Formulas (43) e (44). E também a esséncia da prova do seguinte resultado:

Proposi¢cao 92. Seja V um espaco de dimensao finita e igual an e {dz',dz?, ... ,dz"} C V uma
base de V. Entao,

By = {dxil/\dx”/\u'/\dwik; 1§i1<i2<-~~<ik§n}

é uma base de A*V. Em particular,

ok (M) n!
dim A"V = <k‘) e

Demonstragédo. Pela Férmula (47), sabemos que o conjunto B, definido acima gera A*V. Ainda
falta mostrar que ‘B € linearmente independente.

Notamos que B,, consiste de apenas um elemento que é ndo nulo: dz' Adz* A---Adz™ # 0, pois
de' ®d2®’ ® --- ® da™ € S,,. Para 2 < k < n, suponhamos que

Z Civigin dz* Adz® A -+ Ada®™ = 0. (48)

1<i1<io< - <ip<n

Para mostrar que os coeficientes sao todos nulos, vamos fazer o produto exterior “com os elemen-
tos que faltam” para chegar em dz' Adz?A---Adz". Dados os indices I = {1 < iy <ip < --- < i}, <n},
consideramos o conjunto de indices J = {j1, jo, ..., jn—k} tal que

TuJ={1,2,...,n}.

Notamos ainda que todos os produtos exteriores elementares que aparecem na soma em (48)
possuem algum indice que esta em J, exceto aquele cujos indices sao exatamente os de /. Logo,

0= (Zciﬂz“'ik dz Adz™2 A+ A dxi’“> Adzdt Adx?2 A Adadnr = 44,0, det Ada? A A da™.

Segue, como queriamos, que ¢;, j,...i, =0 O
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19.1 Algebra exterior ou algebra de Grassmann

falar sobre grassmann e motivacao historica
A algebra de Grassmann ou algebra exterior é definida como

AV =ReVSANVSAVE - & A" Ve A",

onde o produto A : A*V x A™V — AFT™V ¢ uma operacio bilinear, obtida dos produtos elementares
por “concatenacao”. Mais precisamente, temos

w:ZaIdxleAkV e n:ZaJd:cJEAmV ~ w/\n::Zazdexl/\dw‘]EAk*m.
T J 1]

A formula binomial usual

(x+y)" = i <Z> AU

k=0
aplicada para = = y = 1, fornece a dimensao da algebra de Grassmann:

- n
d'mAV:E =(1+1)"=2"
1 k=0 <k) ( )

Observamos que o produto exterior de elementos de graus diferentes ndo é necessariamente
anti-simétrico.

Exercicio 39. Mostre que, se w € A*V e € A™V, entdo
wAn=(=D)"nAw.

Exercicio 40. Descreva a algebra de Grassmann A(R")*, no mesmo espirito da Secao 17 (agora
tudo € rigoroso), para dimensoes n iguala 1, 2, 3 e 4.

19.2 Identificacao I; Aplicacoes bilineares alternadas

Uma aplicagao ¢ : V x V — R é dita bilinear alternada quando

¢(v,v) =0 paratodo veV. (49)
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Observamos que ¢ é alternada se, e somente se, ¢ anti-simétrica,?’
o(v,w) = —¢p(w,v) paratodo wv,we V. (50)

Denotamos o espaco vetorial das formas bilineares alternadas, que é claramente um subsepaco
vetorial de B(V x V;R), por Ay(V). Vamos mostrar, em analogia com a identificacdo V* ® V* ~
B(V x V;R), que existe um isomorfismo canénico

AP (V) — Ay(V).

Em um produto elementar f A g € A*(V*), definimos uma aplicacao bilinear alternada por

fv) f (w)}
ANg— (f A ,w) := det 51
g (f 9) (v, w) e |:g(v) g(w) (51)
e estendemos, por linearidade, a uma aplicacao linear ® : A*(V*) — Ay(V). A definicdo acima é
motivada, como veremos, pela formula (47) acima. Pelas propriedades basicas do determinante,
a formula (51) realmente define uma forma bilinear alternada. Notamos que, fixada uma base de
V e a base dual de V*, temos

; ; dz'i(e;,) daz' (e, )} Lseiy=ji€iz =2
dz"™ Adz*?)(ej,,e4,) i=det | 7, >t i 2 =
( )(ej-e52) {dx 2(ej,) dz'(ej,) 0 nos outros casos

Logo, usando a bilinearidade, obtemos

dx’(v) dx7 (w)
dz*(v) da’(w)

] = v'w! — v,

(dz* A da?) (v, w) = det {

Por outro lado, dada uma forma bilinear alternada ¢ : V' x V — R, podemos escrever

o(v,w) = Z viwl p(e; ;) = Z o(ei, e;)(v'w! —viw') = Z d(e, e5)(da’ A da) (v, w),

i,j=1 i<j i<j
de modo que

P = Z¢(€i7ej) dz® A da?.

i<j

19.3 Identificacao II; Aplicagcoes multilineares alternadas

O que foi feito na secao anterior se generaliza facilmente para o espago A" (V™), fornecendo um
isomorfismo
AM(V*) = A, (V)

com as formas multilineares alternadas. A generalizacao é simples, mas entediante, pois preci-
samos trabalhar com mais indices.
Dizemos que uma forma multilinear ¢ : V x ---V - R €

— alternada quando

é(vi,v2,...,v,) =0 sempre que v; =v; paraalgum i# j.
— anti-simétrica ou skew-simétrica quando muda de sinal ao trocarmos dois vetores de lugar:

O(V1,V2, .., Vi ooy gy, Up) = —P(V1,V2, .o, Ujy ooy Ugy ooy Up )

23As condicoes (49) e (50) nao sdo equivalentes quando consideramos espacos vetoriais sobre corpos de caracteristica
dois. Por exemplo, em Zs tem-se [2] = [0]. No nosso caso, estaremos sempre trabalhando sobre R, onde as equivaléncias
valem.
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O conjunto das formas multilineares alternadas (com n cépias de V) é denotado por A,(V) e
claramente € um subespaco vetorial do espaco das formas multilineares.

Exercicio 41. Seja ¢ : V x ---V — R uma forma multilinear. Mostre que sdo equivalentes:
(i) ¢ € alternada;
(ii) ¢ é anti-simétrica;

(741) Para qualquer permutacao de indices o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, tem-se

¢(v0(1)7 UG’(Q)? e 7va(71)) = Sgn(o) ¢(Ul7 V2, 7/U'n)'

A identificacao que procuramos € definida em produtos exteriores elementares como segue:
dado fi A fa A--- A fir, € A¥(V*), definimos um elemento de A (V) por

fivr)  fi(va) - fl(vkg

JiNfa N A fi) (01,02, ..., vp) == det | fi(v;)] = det f2(.vl) fQ(.UQ) f2(.vk : (52)
( ) ) [fi(v;)] : . .

fe(vr)  fe(v2) - fi(vk)

Por linearidade, obtemos uma aplicacio ® : A*(V*) — A.(V) que é um isomorfismo de espacos
vetoriais.

Exercicio 42. Mostre que @ é, de fato, um isomorfismo de espacos vetoriais.

20 Formas diferenciais de grau p e a derivada exterior

Uma forma diferencial de grau p, também conhecida como p—forma ou forma exterior de grau
p, € uma aplicacao da forma

w:U CR" — AP(R™)* ~ A,(R").

Em outras palavras, uma forma diferencial de grau p € um campo de formas exteriores de grau p.
Vamos denotar o conjunto das formas diferenciais de grau p por QP (U). Para cada x € U fixado,
temos um elemento w(x) € AP(R")*, que pode ser escrito como

w(z) = Zaf(m)dxl, (53)
I

onde a soma ¢é tomada sobre parti¢des “crescentes” I = {1 < i; < iz < --- < i, < n}. Lembre que
estamos utilizando a notacao

ar(z) == aiyiyi,(2) € da’:=da" Ada™ A Ada'r.
Exercicio 43. Mostre que para uma p—-forma w : U — AP(R™)*, as afirmacodes sao equivalentes:
(i) a forma w é diferenciavel (ou classe C*);
(i) cada uma das componentes a; é diferenciavel (ou classe C*);
(194) para vq,vs,...,v, € R", afuncdo z — w(x)[vy,ve,...,v,] € diferenciavel (ou classe chy.

Convencionamos que Q°(U) é o conjunto das funcées diferenciaveis (na maioria dos contextos,
se supoe suaves) em U.
Podemos ainda considerar a algebra

QU) =) e Q' U)eU)e---oQ™(U),
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com a noc¢ao de produto exterior que provém da algebra exterior da subsecao anterior.

Aideia agora € definir uma nocao de diferenciabilidade de formas diferenciais. Dada uma forma
diferencial w de grau p, como em (53), definimos a derivada exterior de w como dw € QPH(U)
dada por:

x):ZaI(x)da:I ~ Zdal Adz! —Zzaaj da’ Adal. (54)
I 1 j=1
Vamos mostrar que esta nocao de diferencial de formas satisfaz as propriedades desejadas.
Teorema 93. A derivada exterior é o tinico conjunto de aplicagées da forma
d: QP(U) — QPTHU)
que satisfaz as seguintes propriedades
1) parap = 0, a aplicacao d : Q°(U) — Q' (U) é o diferencial usual de uma fungao.
2) para todo w, € Q(U) e para todo c1, ¢z € R, temos linearidacde:
d(ciw + eop) = crdw + codp.
3) paraw € QP(U) e p € QU), temos
dw A p) = (dw) A g+ (—1)Pw A (dp).

4) para todo w € Q(U), tem-se d(dw) = 0; em outras palavras, d* := dod = 0.

Demonstragao. Inicialmente, mostramos que a definicao que aparece em (54) satisfaz as proprie-
dades acima. A primeira € a defini¢ao do diferencial. A segunda segue diretamente de o diferencial
de funcodes ser linear. Utilizando a linearidade, é suficiente verificar o terceiro item para as formas
“elementares”, do tipo:

w=ar(x)de! e p=bydz’.

Abaixo, utilizamos, respectivamente, a propriedade do produto exterior, a definicao da derivada
exterior, a regra do produto para derivadas parciais, distributividade e o reordenamento dos indi-
ces (trocamos dz* de lugar sucessivamente com os elementos dz'',dz®,...,dz" e por isso temos
p trocas de sinal):

dlwAp)=d
=d
d

(arda’) A (byda”)]
arbydz! Adx )
arby) Adz! A dz?

<8“1bJ +ar g;) dz* A da A da?

~~

M:A

Oxk

k=1

dar oby
b;dx Adat Adz? —|—Za ﬁdx Adat A da?

-
I

Il

1

(k 12;]{dx /\dI)/\(b_]de)+(1) (ardz’) <Zab‘]dx Adx )

= (do;) Ap~+ (=1)Pw A (du).
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Agora, provamos o ultimo item: para formas de classe C?, temos comutatividade das derivadas
parciais de segunda ordem; logo, vale

—d(ZZa‘” ) dz JAdx>

I j=1

(Zzn: azkglj d.’L /\dxj/\dx>

I j,k=1

0%a 0%a .
=22 (833k8;j @) = Forgat (z)> de A da? A da?

I j<k
=0.

Finalmente, mostramos a unicidade. Em outras palavras, as propriedades provadas acima deter-
mina completamente a derivada exterior. Mais precisamente, vamos mostrar que uma aplicacao
d com as propriedades acima deve ser dada pela férmula em (54). Suponhamos dada uma funcao
d que satisfaga as propriedades 1-4. Entao

dw=4d ( ; ar(z) dxl>

4= Zdal /\de O

E um 6timo exercicio, analisar as definicoes e propriedades acima explicitamente em dimensao
“baixa”. Vamos fazer as contas para dimensao n = 3.

Exercicio 44. Escreva todas as possiveis formas e suas derivadas exteriores para cada uma das
dimensdes n = 1,2 e 4.

Em R?, vamos denotar como de costume
det =dz, da?=dy e dz®=dz.

As formas de grau zero, elementos de Q°(U), sdo as funcoes e sua derivada exterior € o diferencial
usual. Considere uma forma de grau 1 do tipo

w = wy dzr + wy dy + w, dz.
Temos

dw = dwy A dx + dwy A dy + dw, Adz

[ Owy Owy, Owy, Ow, Owy Owy
_(6d+3d+8dz)Ad$+(8xdx+8d+8zdz>/\dy
n 8wz ow,, Ow,, Ads
o ay 7T o2
[ Ow.  Owy Owy,  Ow, Owy  Owy
(8y az>dy/\dz (82 ay)dz/\dx+(ax ay)dx/\dy.

Observe que nao escrevemos, propositalmente, os indices em ordem “crescente”. Isto foi para
“escancarar” que a derivada exterior tem as coordenadas do mesmo tipo que o “rotacional” de um
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campo vetorial. Segue que a aplicacao d : Q' (U) — Q*(U) que é a derivada de uma 1-forma em R?
pode ser vista como o rotacional. No entanto, nossa derivada é independente da “regra da mao
direita”. O espaco R® é especial porque s6 em dimensao 3, vale que

dim A'(R3)* = (f) = (3) = dim A%(R?)*.

A regra da mao direita aparece se tentarmos, de maneira nao natural, identificar uma 1-forma
com uma 2-forma, através do operador estrela de Hodge « : A?(R*)* — A!(R®)*, definido nos
elementos da base de A%(R*)* como:

x(dyAndz) =dz, *(dzAdz)=dy e x(dzAdy)=dz.

Este € um dos motivos de o campo rotacional ser as vezes chamado de um “pseudo” campo vetorial.
Comparar com a discussao da Secao 17.
Vejamos agora a derivada exterior de uma 2-forma em R®: se escrevemos

W= wyydr ANdy + wy, dy A dz + w,, dz Adz,
entao (ja deixando de escrever os termos nulos)

dw = dwgy Adz Ady + dwy, Adaz Adz 4 dwy, Ady Adz
8wmy awyz
0z or
[ Owy: | Owg. | Owgy
N < Ox * Jy * 0z

0wy

dy

dz Adzx Ady + de Ady Adz + dy ANdz Adz

)dx/\dy/\dz,

que € o equivalente ao divergente do campo vetorial de coordenadas (w,.,w;,w,,) (comparar com
a identificacdo dada pelo operador estrela de Hodge).

Finalmente, € facil de ver que se w é uma forma diferencial de grau 3 em R?, entao dw = 0.

A conclusao é que a derivada exterior para formas em R?® unifica os diferentes “tipos de deri-
vada” do calculo vetorial em um conceito s6. Além disso, temos uma generalizacdo para dimensao
qualquer

Exercicio 45. Seja w € Q" !(U) uma forma de grau (n — 1) em R". Calcule dw e compare a sua
resposta com o divergente de um campo vetorial em R".

20.1 O pullback de formas diferenciais

Formas diferenciais sdo objetos “contravariantes” no seguinte sentido: dados M, N C R" e uma
funcao diferenciavel
f:M—N

¢é possivel induzir, como vamos descrever, uma aplicacdo entre formas diferenciais (que inverte a
ordem dos espacos e, por isto, contravariante)

£ Q(N) — Q(M).

E, de certa maneira, mais “natural” pensar em M, N superficies diferenciaveis ou variedades dife-
renciaveis e, de fato, vamos fazer isto em breve. Por enquanto, nossa discussio € para conjuntos
M,N C R"™ abertos, apesar de estarmos fazendo distin¢do entre pontos e vetores tangentes.
Lembramos da Algebra Linear (ver, por exemplo, [2, Secao 3.7]) que, dados dois espacos ve-
toriais V e W e uma transformacao linear 7' : V — W, podemos associar a 7', por dualidade, a
transposta de 7"
T :W* = V* dadapor T*(¢)[v]:=¢(T(v))

que também é uma transformacéo linear.
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Para cada = € M, a derivada de f em z € uma transformacao linear

que leva vetores tangentes a M em vetores tangentes a N. Isto foi discutido na Subsecao 11.1, onde
concluimos que o diferencial pode ser visto como uma operacgao que push-forward (“empurra para
frente”) vetores tangentes a M para vetores tangentes a N24. E também comum encontrarmos a
notacao

f* = df(a:) T M — Tf(x)N

Por dualidade, como acima, esta associada a transposta de f, (que é usualmente denotada por):

Mais explicitamente, para ¢ € Tf*(z)N , o funcional f*¢ € T, M é definido como

FA@)] = ¢ (fu(v)).

Uma forma diferencial de grau 0 em N € simplesmente uma funcéo diferenciavel ¢ : N — R. O
pullback de ¢ por f é definido simplesmente como a composicao

ffoi=pof: M—R.

Observe como nao €é naturalmente possivel fazer um “push-forward” de ¢ por f.
Uma forma diferencial de grau 1 em N pode ser pensada como uma aplicacdo que, para cada
y € N, associa um “covetor” tangente

wly) € T;N ~ (R")"

Assim, dada uma l1-forma w definida em N, definimos o pullback de w por f como a 1-forma
diferencial f*w em M definida como

(frw)(@)] = w(f(2)) [f«(v)].
Na notacao que utilizavamos para a derivada de f até entao, deveriamos escrever:
(frw)(@)lv] = w(f(2)[df (@) - v].
Afirmamos que a de derivada exterior € natural. Isto significa o diagrama comutativo abaixo:

#*

Qv (N) - Q0 (M)
d d

QYN 7 - QY (M)

Em outras palavras, para toda funcao diferenciavel ¢ : N — R, temos

[ (de) = d(f*¢). (565)

Se pensarmos em f como uma mudanca de variaveis, por exemplo, um difeomorfismo, a férmula
(55) acima afirma que a derivada exterior é independente do sistema de coordenadas escolhido,
no sentido que podemos ou calcular o diferencial de uma funcao e depois mudar coordenadas,
ou entao primeiro mudar coordenadas e depois diferenciar, e vamos obter o mesmo resultado.

24Na ocasido, por causa desta propriedade, chamamos os vetores tangentes de objetos “covariantes”.
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Para provar (55), basta utilizar as definicées cuidadosamente e a Regra da Cadeia. De fato,
temos que dy(f(z)) € TN e f*(dp) € uma 1-forma em M; logo, paraz € M e v € T, M, calculamos

Fr(do)(@)[v] = de(f(2)) [df(x) - v]
=d(po f)(x)[v]
=d(f*e)(x)[v].

Para refletir sobre a definicdo e seu significado como mudanca de variaveis, recomendamos o
seguinte exercicio.

Exercicio 46. Considere w : R?\ {(0,0)} — (R?*)* a forma elemento de angulo

—y x
w(z) = Ny dz + R dy

e f:(0,400) x (0,27) — R?\ {(0,0)} dada por
f(r,0) :=(rcosf,rsend).
Calcule f*w e interprete a sua resposta.

Em seguida, estendemos nossa definicdo anterior para o pullback de formas diferenciais de
grau maior.

Proposicao 94. O pullback de formas diferenciais
[T QN) = QM)
fica completamente determinado pelas propriedades:
1) O pullback de 0-formas (fungées) e de 1-formas coincide com as defini¢cées dadas acima.

2) Linearidade: paraw,u € X(N) e a1, a2 € R, temos
[Hlarw +azp) = a1 f*(w) + ao f*(p).-
3) Concordancia com produto exterior: para w, u € Q(N), temos
frlwnp) = fw) A S (p).

Demonstragao. Comecamos observando que se g € uma 0-forma e w € uma 1-forma, a propriedade
1) e as defini¢des anteriores implicam

F(gw)(@)[v] = (gw) (f () [df () - v]

Logo, f*(gw) = (f*9)(f*w).

Por linearidade, basta agora determinar f* em formas de grau p elementares. Seja entdo
w(z) = a(z)dz™ Adz™ A--- Ada' € QP(N).
Pela propriedade que mostramos acima e a propriedade 3) do enunciado, devemos ter
Frw=(ffa) (f*da®) A (fda®) A~ A (frda'). (56)

A férmula (56) mostra a unicidade de f* a partir das propriedades 1) a 3). Resta mostrar que f*
definida por (56) satisfaz estas propriedades. Deixamos a cargo do leitor, como exercicio. O
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Em seguida, mostramos que a derivada exterior é natural na algebra das formas diferenciais.
Em outras palavras, vamos mostrar que o diagrama abaixo é comutativo.

QP(N) I Qr(M)

QYN 7 arti(an)

Proposicao 95. Para f : M — N diferencidvel e para w uma p-forma diferencial, temos
ST (dw) = d(f*w).

Demonstragao. A prova é uma consequéncia direta das propriedades que definem f*, da definicao
da derivada exterior (na passagem da linha 3 para a linha 4) e da naturalidade que ja sabemos
que vale para funcgobes:

fH(dw) = f* (Zdaf Adz™ Adz? A - Adx%>
= Z frdar) A (frda’™) A (Frdz®) A--- A (frda?)
ZXI: (ffar) Ad(f*z™) Ad(f*2) Ao Ad(fFa™?)
<§I:<f ar)d(Fat) Ad(Fai) A-- Ad(f*xip)>
(Z(f ar) (frdz™) A (frda) A~ A (f*dxip)>

I

( (Za[dx Adz® A - /\dxi")>

d(f*w

. O

~—

Encerramos esta secdo com um exercicio que indica como descrever o pullback de p-formas
pensadas como campos de formas p-lineares alternadas.

Exercicio 47. Utilize o isomorfismo canénico AP(R")* ~ A4,(R") para mostrar que o pullback de
uma p-forma é dado por

(ffw)(@)(v1,v2,...,vp) = w(f(2))[df (2) - v1,df(z) - va,...,df(z) - vp].

21 Formas exatas e fechadas

De acordo com o Teorema 93, item 4), se uma 1-forma for o diferencial de uma funcao, digamos
n = d¢, entao temos
dp = d(d¢) =0.

No caso de uma forma diferencial ter derivada exterior nula, nés dizemos que esta forma diferen-
cial € uma forma fechada. No caso de uma forma diferencial ser o diferencial de alguma funcao,
no6s dizemos que a forma diferencial € uma forma exata. Segue do Teorema 93 citado acima que
toda forma exata é fechada. Vamos analisar uma possivel reciproca deste resultado.

A forma elemento de angulo estudada do Exemplo 85 nao é exata, como consequéncia da
Proposicao 84, mas é uma forma fechada. Isto mostra que somente podemos esperar por uma
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reciproca parcial. Analisando mais de perto a prova da Proposicao 84, o que pode nos previnir
de definir uma fung¢ao potencial no caso geral € que a integral de linha pode ser dependente do
caminho escolhido para integrar a forma diferencial.

Mais explicitamente, suponhamos que w : U C R" — (R™)* é uma forma diferencial de grau
um definida em um aberto conexo U. Fixamos um ponto z, € U arbitrario. Sendo U conexo por
caminhos, podemos encontrar um caminho v, : [a,b] — U com 7,(a) = z¢ € v,(b) = z. Vamos
analisar a possibilidade de definir

o(x) = / w. (57)
Como ja explicamos, ¢ pode estar “mal definida”, pois escolhas diferentes de caminhos poderiam
resultar em integrais com valores diferentes. De qualquer maneira, vamos estudar como varia o
valor da integral
[«
.

quando fizermos variac¢oes diferenciaveis na curva v. Mais precisamente, suponhamos que existe
uma familia de curvas diferenciaveis

~v:[0,1] x [a,b] — R"™

tal que
v(s,a) =z9 € 7(s,b) =2 paratodo s e [0,1].

Suponhamos que v é diferenciavel em ambas as variaveis s e ¢. Intuitivamente, temos, para cada
€ [0,1], uma curva vs := (s,-) : [a,b] = U com as extremidades fixas: ~v;(a) = z¢ € vs(b) = =.
Estamos, portanto, supondo que existe uma interpolacao diferenciavel entre as duas curvas ~, e

v1. Denotamos
= / w= /bw(v(s,t)) (m(s,t)) dt.
- @ ot

x) = Z a;(x) da’,
i=1

Se

sabemos que

dw(x) = Z g;; (z) da’ A da?.

i,j=1

Além disso, lembrando da identificacao de 2-vetores com formas bilineares alternadas, temos

)[v, w] Z ) (da® A da? ) [v, w] Z aaZ () (v'w? — v w').

j=1 i,j=1

O integrando pode ser escrito como

wlols) (Grs0) - . )2 (5.1,

=1

Vamos identificar a dependéncia de I; na variavel s

3[ 2 oy
Z@s/al (s,1)) a—( Jt)dt.

Passando a derivada para dentro da integral (pode?) e aplicando a regra do produto, obtemos

aI Z/( +Zaal s, a(;j(st)agt( ))dt

90



Logo, por integracao por partes,

0l 8az 0y oyt da; % 0y’
Os jzl/ ( g (10 D) Gy (5D 50 (00 + 55 (e 1) 5 (s 5 (1) )t
_ 8“1 oy’ 0y _ oy %
_/a Z a;pj S, <83 (s,t) ot (s,1) B (s,t) 5 (s,t) ) dt
aaz a’}/ 6‘7
J 9y
/a Z ) (da® A da )(85 (5:), 5, (s,t)) dt

- / deo (405, 1)) (0 (s, £), By (5, 1))

Assim, se for w fechada, segue que a integral nao depende dos caminhos ;. Se quaisquer duas
curvas puderem ser conectadas por uma familia de caminhos como estes que utilizamos acima,
entao é possivel definir a fungao potencial pela Formula (57).

Dois caminhos vy : [a,b] = U e 71 : [a,b] — U que tem as mesmas extremidades, isto &, tais que
Yo(a) =71(a) € v (b) = y1(b), sdo ditos homotépicos em U quando existe uma funcao continua

~v:10,1] x [a,b] = U

tal que
7(03 t) = ’Yo(t) € 7(17 t) =N (t) para todo ¢ € [aa b]

e também
v(s,a) =v(a) e ~(s,b) =~(b) para todo s € [0,1].

Também dizemos que a fun¢ao v € uma homotopia entre os caminhos g € 7;.
A nossa discussao acima (quase) implica na seguinte proposicao.

Proposicao 96. Se , e y; sdo caminhos suaves por partes e homotdpicos em um conjunto U e w é
uma 1-forma fechada em U, entao
A
Yo 71

Demonstragao. Para completar a prova da proposicao, resta mostrar que, dados dois caminhos
suaves por partes continuamente homotoépicos, € possivel encontrar uma homotopia diferenciavel,
para justificar as contas acima. fazer O

Se um conjunto U € tal que quaisquer dois caminhos suaves por partes sao homotopicos,
entdo nds dizemos que U é simplesmente conexo. Intuitivamente, U deve ser um conjunto “sem
buracos”, jaA que dadas duas curvas podemos “transformar uma na outra continuamente sem
sair de U”. O seguinte resultado deve agora soar muito natural (e a prova é consequéncia direta
da discussao acima e da prova da Proposicao 84).

Teorema 97. Seja w € Q'(U) uma 1-forma diferencial em um conjunto simplesmente conexo U.
Entao, w é uma forma fechada se, e somente se, é uma forma exata.

22 Variedades diferenciaveis

Nesta secao, vamos introduzir um conceito fundamental de geometria diferencial, o de variedades
diferenciaveis. Varias referéncias foram consultadas; entre elas, [1, 4, 8, 9, 17].

Uma variedade diferenciavel € um espaco topolégico que localmente se parece com o espaco
Euclidiano de maneira a permitir diferenciabilidade e, por consequéncia, o uso de técnicas do
Calculo Difeerncial. De forma mais precisa, uma variedade diferenciavel (de classe C*°) de
dimensao n € um espaco topolégico M junto com um conjunto de funcodes injetivas, chamadas
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cartas, ¢, : U, — R", onde U, sdo abertos em M e cobrem M, e as funcoes de transicao ¢, o ¢;1
sao de classe C*° nos conjuntos onde estao definidas. Ao conjunto das cartas {¢,} chamamos
atlas.

A ideia ¢é utilizar a conclusao fundamental do Teorema 33, item (ii), para o caso de conjuntos
mais gerais do que subconjuntos do R". Esta € a propriedade que nos permitiu definir diferenci-
abilidade de maneira coerente.

Exemplo 98. Qualquer dos espacos R". Uma carta que cobre todo o espaco € a aplicacao iden-
tidade.

Exemplo 99 (Superficies diferenciaveis). Qualquer superficie diferenciavel é uma variedade
diferenciavel de um espaco R", pois, como vimos, as mudancas de parametros sao difeomorfismos.

Exemplo 100 (Espaco projetivo real). Consideramos
P?(R) := {retas em R® que passam pela origem}.

Este é um exemplo nao trivial, no sentido de ser essencialmente diferente de uma superficie
diferenciavel. Observamos ainda, sem demonstracio®®, que P?(R) é uma variedade de dimensao
2 que nao pode ser mergulhada em R3.

Podemos, no entanto, identificar P?(R) com o espaco quociente

P*(R) ~ (R*\ {0})/ ~

onde ~ é a relagao de equivaléncia que identifica todos os pontos que estao sobre uma mesma
reta em R?:
x~y <= x=\y paraalgum X\ #0.

Agora, consideramos as vizinhancas
Up = {[z]; 21 #0}, U:={[z]; 22 #0} e Us:={[z]; z3 #0},

que certamente cobrem P?(R). A funcao ¢; : U; — R? é definida por

¢1([z1, 22, 23]) = (“12 553)

JI17$1

Analogamente, as outras duas funcoes ¢, : Uy — R? e ¢3 : U3 — R? sdo definidas por

2 ([21, 22, 23]) = (ml xg) e ¢3([r1,22,23]) := (xl 1:2)

fEQ’SEQ :z:3’x3

A funcao ¢; esta bem definida (e as outras analogamente), pois [z] = [y] implica z = \y para
algum X # 0; logo,
&_)\xz_ﬁ o yg_Axg_ﬁ

i A 1 y Az @

Sao também bijetivas e com inversas iguais a

qﬁfl(u,v) = [1,u,v], ¢§1(u,v) =lu,1,v] e ¢5§1(u, v) = [u,v,1]

Resta mostrar que as mudancas de parametros sao de classe C*°. De fato, se considerarmos, por
exemplo, ¢; € ¢2, temos

)
u u

62 (67 (u,v)) = 62 ([1,u,0]) = (1 v)

que € de classe C*° em ¢, (U; N Us).

25No entanto, a ideia da prova é a seguinte: mostra-se que P?(R) é compacta e nao orientavel. Em seguida, se pudesse
ser mergulhada em R3, limitaria uma regido compacta em R? (este é o contetido do Teorema de Separacio de Jordan-
Brouwer), cuja fronteira ¢ P?(R). No entanto, toda hiperficie compacta de R* (ou de R™) é orientavel, o que gera uma
contradicao.
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Em uma variedade diferenciavel, é possivel falar de diferenciabilidade de fung¢des “olhando em
coordenadas”, isto é, através das imagens por cartas. Uma funcao f : M — R é dita diferenciavel
em M quando fo¢,': A C R" — R é diferenciavel, para todas as parametrizacées ¢,. Isto equivale
a dizer que, quando vista “em coordenadas”, f é uma funcao diferenciavel. A condicao de as
funcodes de transicao serem suaves é fundamental para que este conceito esteja bem definido.

De forma analoga, f é de classe C* ou de classe C™ quando f o ¢! é de classe C* ou de classe
C*, respectivamente.

22.1 Espaco tangente

Quando a variedade esta “dentro” de um espacgo euclidiano, poderiamos definir vetores tangen-
tes assim como fazemos para superficies diferenciaveis, a saber, como elementos da imagem do
diferencial de uma parametrizacdo qualquer. No caso mais abstrato que nos encontramos, é
necessario obter alguma caracterizacao diferente.

Intuitivamente, nos espacos do tipo R", campos de vetores aparecem como um conjunto de
setas, uma sobre cada ponto do espaco. Usualmente, campos vetoriais podem representar campos
de forca ou de velocidade de fluidos. Cada uma dessas setas representa a direcao e o sentido que
uma particula andaria sob o efeito do tal campo vetorial. Ou entao, cada uma das setas poderia
indicar a derivada direcional a ser calculada de func¢odes escalares. Estas duas maneiras de pensar
indicam os caminhos mais comuns de se definir o espaco tangente a uma variedade diferenciavel.

Vamos inicialmente pensar em f : R” — R. Ainda nao estamos pensando rigorosamente. A
derivada direcional de f no ponto x e na direcao de um vetor v pode ser calculada ao considerar
uma curva « com «(0) = z e ’(0) = v; tem-se

9 d LN "9
50 )= G O], =Dl ) = (Z (0) 5

i=1

) I (58)
t=0

onde a(t) = (a1(t),a2(t), ..., (t)). Em particular, o}(0) sdo as coordenadas de v € R". A ideia é
escrever v como um funcional linear da forma v : C*°(R") — R e pensar em v(f) como a derivada de
f em z e na direcao v. Para isso, v deve ainda satisfazer propriedades do tipo de uma “derivagao”.
Mais rigorosamente, um dos pontos de vista € pensar nos vetores tangentes a variedades como
velocidades de curvas que passam por z com a “mesma direcao”. Mais precisamente, dadas duas
curvas diferenciaveis a e 8 com «(0) = z = 3(0), definimos uma relacdo de equivaléncia por?®

= %¢(/B(t)) ‘t , para alguma carta ¢.

d
~ —¢(a(t
a~f = dt(b(a( ) o
Um vetor tangente é uma classe de equivaléncia v = [y] para alguma curva diferenciavel v com
~v(0) = z e o conjunto dos vetores tangentes a M no ponto z € M é chamado de espaco tangente
e denotado por T, M.

Proposicao 101. Se M é uma variedade diferencidvel de dimenséao n, entdo T, M é um espaco
vetorial de dimensao n.

Demonstragcao. Dado um ponto x € M e uma carta ¢ que parametriza uma vizinhanca de = em
M, definimos d¢, : T,M — R" por

A6,(0) 1= Lo (1)

b

t=0

onde v € qualquer representante da classe de equivaléncia v = [y]. Esta aplicacao esta bem de-
finida, como pode ser visto diretamente da definicdo da relacdo de equivaléncia. Também pela

26pela diferenciabilidade das funcées de transicio, a igualdade vale, na realidade, para toda carta que contém as curvas
«a e 3. Logo, o espaco tangente é independente da parametrizacao escolhida.
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definicdo da relacao de equivaléncia, vemos que d¢, € injetiva. Para mostrar que é também so-
brejetiva, dado w € R", definimos

= w.

a(t) = ¢ ' (¢(z) +tw) de modo que %¢(a(t)) o

Sendo d¢, uma bijecao, podemos equipar 7, com a estrutura de espaco vetorial induzida pela
aplicacio inversa d¢, !, tornando 7, M um espaco vetorial de dimensao n. De maneira mais ex-
plicita, as operacdes em 7, M sao definidas como

v4w = de, (dd)x(v) + d¢x(w)) e cv:=dg;! (c d¢>l.(v)).
Sendo as fungodes de transicdo difeomorfismos, temos que

(Wod™) (6(x)) : R" — R

¢ um isomorfismo. Portanto, as duas parametrizacdes quaisquer de vizinhancas de = geram em
T,.M a mesma estrutura de espaco vetorial. O

E também comum utilizar a notagéao +'(0) = [y], onde v € qualquer representante da classe de
equivaléncia [vy]. Assim, continuamos com a férmula usual

b

t=0

A6aiy (7 (0)) = S6((9)

embora esta seja agora apenas a definicao da aplicacao d¢,.

Um outro ponto de vista, menos geométrico mas bastante conveniente, é olhar para vetores
tangentes como objetos que agem sobre funcdes diferenciaveis da mesma maneira que “tomar
derivadas direcionais”. Em outras palavras, um vetor tangente € visto como o que nos permite
fazer a derivada direcional de funcdes suaves. No6s dizemos que v, : C*°(M) — R é um vetor
tangente a M no ponto z € M quando é uma derivacao em z, isto é, quando é um funcional
linear que satisfaz a regra de Leibniz no ponto z:

v2(fg) = va(f) - 9(2) + f(2) - va(9)-

Esta propriedade € claramente motivada pela regra da diferenciacao de um produto de funcgoes.
Ao espaco das derivacoes como acima chamamos de espaco tangente a M/ em z e denotamos
por T, M (o til sera deixado de lado quando mostrarmos que as duas definicoées sdo equivalentes).
Naturalmente, 7, M tem uma estrutura de espaco vetorial (dada pela soma de funcionais lineares
e a multiplicacdo de um funcional linear por um escalar).

Observamos que, dado [] € T, M, podemos associar uma derivacao em 7, M pela identidade

v ()= SIOM)| | para e e, (59)

Para verificar que de fato (59) define um elemento de T, M, consideramos uma carta ¢:U—R"
em uma vizinhanca U de x. Em coordenadas, temos

d _ _ d
0(f) = Z(Fed e g0 M| _ =a(fes™) (o) T(60m)®)| _.
Escrevendo as variaveis de R" da inversa da parametrizacao como ¢~ !(z',2%,...,2") e a curva v

na carta ¢ por

temos

Lt o b1
0 () =30 0 A0 (41,
i=1
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Comparar esta formula com (58). A linearidade de v, segue dai:

o] +bg) = 3 S0y 21 *aii) 20 (g(a)

i=1
~dz' O(foot
E(O) ozt

= av, (f) + bus (9).

A regra de Leibniz é ainda mais direta:

d

0 (f9) = S [F 6] = SFE)]_a60) + FEO) Seb)]
Logo, [y] € T.M = v, € T, M.
Observamos ainda que, definindo
63" :C®(M) — R por o (f) := %(qﬁ(m))7 (60)

obtemos uma derivacao linear, ou seja, um elemento de 7,,M/. Pelas contas acima, temos

- i\/ 0
v =260 5

i=1

)

que € exatamente a féormula (58), mas em sua versao para a variedade M. Em seguida, vamos
mostrar que toda derivacao linear é dessa forma, o que mostra que as duas nog¢des de espaco
tangente que definimos sdo equivalentes. Além disso, a equacdo (60) define uma base de 7, M
para cada ponto z da vizinhanca coordenada U:

)

0
el

0

0
TMSpan{ ,‘..,%

Tudo isto € o contetido da proposicao seguinte.
Proposicao 102. A aplicacdo

T, M — T, M
] — Uy
é um isomorfismo de espacos vetoriais.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos mostrar que ® € injetiva: dados v,w € T,M satisfazendo
®(v) = ®(w), escolhemos respectivos representantes a e 5. Assim, devemos ter

%f(a(t))‘ —f(ﬁ( ))’ para toda f e C(M).

t=0 t=0
Dada uma parametrizacido ¢ : U ¢ M — R", vamos considerar f = ¢’ : U — R acima, onde

¢’ := 79 0 ¢ é a projecio na j-ésima coordenada de ¢. Olhando coordenada a coordenada, temos?®”

C(woa)n)| = (000)0)

27Estritamente falando, deveriamos ter uma funcao ¢ definida em M e nao apenas em um subconjunto U C M. Este
detalhe técnico esta relacionado com a existécia de funcoes de corte e, consequentemente, com as restricoes topologicas
que impomos sobre M. Mostraremos a existéncia de funcoes de corte na Secao 23.

t=0
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Desta forma, a ~ 8 e logo v = [o] = [5] = w.

Finalmente, mostramos a sobrejetividade de ®. Devemos mostrar que, dada uma derivacao
qualquer v € T,;M, podemos encontrar uma curva v tal que v = v, como em (59). Seja ¢ : U — R"
uma carta em uma vizinhanca de = = ¢~ !(x¢) € seja ¢' ;== 7' 0 ¢ : U — R a i-ésima coordenada de
¢. Definimos ‘ 4

a’ ::v(qS’) €ER e a=(a',d?...,a") €R"™
Para t suficientemente pequeno, esta bem definida a curva
~y(t) :== ¢_1(x() —|—ta) eUC M.

Desta forma, pela regra da cadeia usual do espaco euclidiano, segue que

—a(f 067 (6(@) - (902)' @ = 3 220 (42)) w().

i=1

0 () = SI60)]

t=0

Por outro lado, o Teorema Fundamental do Calculo aplicado para a funcdo fo¢™!: ¢(U) c R* = R
implica que (observe que ¢(U) € um aberto de R" e estamos aplicando o teorema usual da analise
na reta)

(Fo 67w~ (oo )wo) = [ o) o + iy — o)) i
. dt

n 1 od-1
=30 - ah) [ AL ottty - )

3

i

Escrevendo w = ¢~ *(y) € M, obtemos

n

fw) = f@) =Y (¢'(w) = ¢'(2)) (9: © $)(w).
=1
Aplicando v em ambos os lados, utilizando que v é linear e a regra de Leibniz, obtemos?®®

n

v(f) =D 0(¢" = ¢'(@) (g: 0 9) (@) + (¢'(2) — ¢'(2)) v(gi 0 ¢)

=1

=Y et = 32 MEE D 00w v6)

= i=1

Portanto, v(f) = v,(f), como queriamos demonstrar. O

28Deveriamos, mais precisamente, observar que v depende apenas dos valores de f em uma vizinhanca do ponto z.
Isto, novamente, depende da existéncia de fung¢oes de corte. Mais elementar é a observacao que, se f = ¢ € uma funcao
constante, entdo v(c) = 0: de fato, a regra de Leibniz implica que

v(1)=v(1-1)=1-v(1)+v(1)-1=2-v(1) = v(1)=0 = v(c) =c-v(1) =0.
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Na definicao (60), descrevemos uma base para o espaco tangente “pensado” como derivacoes.
Uma analise da prova da Proposicdao 102 nos permite descrever uma base de 7, M em termos de
classes de equivaléncias de curvas:

0

i
ozt

=
onde v : (—4,0) = M é a curva dada em coordenadas por

o (v(t)) = wo + te;.

22.2 Diferencial

Sejam M e N variedades diferenciaveis e f : M — N uma aplicacdo diferenciavel. Noés ja defi-
nimos diferenciabilidade f, mas ainda nao falamos sobre a derivada ou o diferencial de f. In-
tuitivamente, uma curva em M ¢é levada por f em uma curva em N e, logo, a derivada “deve”
levar um vetor (tangente) de M em um vetor (tangente) de N. Nesta secdo, vamos descrever esta
construcao.

Em termos de classes de equivaléncias de curvas, definimos a aplicacao

df(l‘) T, M — Tf(m)N
[o] = [feq]

que é chamada de a derivada ou o diferencial de f em z. Nossa definicao esta bem, pois se a ~ 3
sao dois representantes da mesma classe, a Regra da Cadeia usual do R" implica que

d

L e@)]]_, = o 7067 (0@) - 5 (60a)®)

t=0 &
=d(po fodp 1) (p(z)) - %(qﬁ o f) (t)‘

d
= 4 [((Fop)1)]

t=0

)

t=0

de modo que [f oa] = [f o f].

Exercicio 48. Mostre que df(z) é uma transformacao linear (como é a estrutura linear de 7, M
como classe de equivaléncia de curvas?).

Exercicio 49. Mostre que vale a Regra da Cadeia: se f : M — N e g : N — P sao aplicacoes
diferenciaveis entre variedades, entao temos a seguinte identidade entre transformacoes lineares:

d(go f)(x) =dg(f(x)) - df(x).

O diferencial df(z) : T, M — Ty(,)N também pode ser descrito em termos de derivacoes: para
a derivacao v € T,,M, a derivacao df(z) - v é a que, para a funcao g € C*°(M), associa

(df(z)-v)(g) :==v(go f).

Esta formula de fato define uma derivagao no ponto f(z), pois

v[(gh) o fl =v[(go f)(ho /)] = v(go ) h(f(x)) + g(f(@)) v(ho f).

Claramente, € linear em g. Além disso, a aplicacao df(z) definida desta maneira € claramente
linear (em v).

Exercicio 50. Prove a Regra da Cadeia como no Exercicio 49, mas pensando com “derivacoes”.

Podemos utilizar identificagcao natural entre 7y (,)R € R para definir o diferencial de funcgoes e
de curvas. Deixaremos indicado e como exercicio (fazer isto).
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23 Particoes da Unidade

Uma ferramenta importantissima na passagem do "local para o global’em analise geométrica é
uma particao (diferenciavel) da unidade. Seja M uma variedade diferenciavel. Dada uma colecao
X = {U,} de abertos de M, uma particao da unidade subordinada a X' ¢ uma familia de funcées
diferenciaveis {f,} C C*°(M) tal que

(1) Tem-se 0 < f,(z) <1 para todo x € M e para todo indice «;

(#4) No complementar de U,, temos f, = 0. Uma outra maneira de dizer isto € o seguinte:
definimos o suporte de f, como sendo o conjunto (fechado)

supp fo := {x € M; fo(z) # 0}.
Assim, este item (i7) pode ser reescrito como supp f, C U,;

(741) Para cada ponto x € M, existe um aberto de M contendo = onde apenas um numero finito de
funcées f, € ndo nulo. Outra maneira de enuciar a mesma propriedade é: dado um ponto
x € M, existe um aberto de M e contém z e que interseciona apenas um numero finito
de conjuntos da familia { supp f,}. Quando esta propriedade (iii) vale, nés dizemos que a
familia { supp f.} € localmente finita.

(iv) Para todo x € M, temos

D falz)=1. 61)

Por conta do item (ii7), a soma que aparece neste item (iv) € sempre uma soma finita, nao
sendo necessaria a preocupacao com convergéncia. Este é o item que motiva o nome “par-
ticdo da unidade”, pois escrevemos o nimero um como soma finita de elementos da forma

fal(z).

A importancia de particoes da unidade pode ser entendida (intuitivamente) como segue. Se
¢ : M — R é uma funcao diferenciavel em M, a partir de (61), podemos (obviamente!) escrever

o@) = 3 fal@)p(),

ou ainda,

0= fap. (62)

As funcoes f,¢ sao definidas em M, mas apenas tem valores nao nulos em U,. Assim, o estudo
local (em U,) de ¢ deve implicar em um estudo global de ¢ por conta da identidade (62).
Passamos a provar a existéncia de particées da unidade.

Teorema 103. Seja M um variedade diferencidvel e X = {U,}a.ca uma cobertura aberta de M.
Entao existe uma particao diferenciavel da unidade subordinada a X .

A prova do teorema que apresentamos segue as linhas de [9, 11]. Iniciamos mostrando a
existéncia de fungodes “de corte”.

Exercicio 51. A funcao ¢ : R — R dada por

(z) = e/ se x>0
g N Osexz <0

é suave, isto €, g € C*°(R).

O grafico da fungao g € como abaixo.

98



Agora, dados dois ntimeros reais satisfazendo 0 < a < b, definimos & : R — R por

f(b—x)

h(z) := )
S T R Ty
de modo que
lsex<a
hz)=¢€(0,1)sea<z<b
Osex>b
0 a b

Desta maneira, podemos ainda construir uma funcao H € C*°(R") satisfazendo
H=1em B,(0), 0< H<1lem By(0)\ B,(0), e H=0emR"\ By(0).

Basta definir radialmente H(x) := h(|z]).
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