Lista 3 — Prof. Diego Marcon

Analise Matematica C

5 de julho de 2023

Lista de exercicios referente ao fim da primeira area do curso. Comtempla:
¢ Superficies diferenciaveis, valores regulares e superficies orientaveis;
* Multiplicadores de Lagrange.

Alguns dos problemas desta lista foram retirados de listas anteriores do Prof. Eduardo Brietzke.

Exercicio 1. Seja £ C R™ aberto. Dada uma funcéo f € C*(E;R") e um subconjunto A C E, nés
definimos

I fllercay = sup |f(z)| + sup | f'(2)]-
T€A z€A

Suponhamos que f € C'(E;R™) é tal que a sua restricdo f|x : K — R" é uma imersdo, para
algum compacto K C E. Prove que existe § > 0 tal que

g€ CHERY), |f —9gllcrx) <6 = g|k imersao.

Exercicio 2. Suponhamos que f € C!'(E;R"), onde E C R™ é aberto, é tal que a sua restricio
flx : K — R™ € um mergulho, para algum compacto convexo K C E. Prove que existe § > 0 tal
que

g€ CYE;R™), |If —gllerxy <6 = g|k mergulho.

Exercicio 3. Mostre que a funcao «a : (—7/2,37/2) — R? dada por a(t) := (cos(t),sen(2t)) é uma
imersdo, mas nao € um mergulho. Conclua que, segundo nossa definicdo, sua imagem néao é
uma superficie de dimensao 1.




Exercicio 4. Poderiamos ter uma imersao injetiva que nao é um mergulho. Considere 3: (—1,2) —
R? definida por
B(t) := (13 —t,%).

Mostre que 5 € uma imersao, € injetiva, mas nao € um mergulho.

A

Exercicio 5. Prove que a funcao ¢ : (0,27) x (-1,1) — R?

d(x,y) = ((2 + 1y cos (g)) cos(x), (2 + gy cos (g)) sen(z), y sen (g))

€ um mergulho. Logo, pode ser vista como uma parametrizacao da sua imagem, que esta contida
na chamada Faixa de Mébius. Ainda:

* Descreva “como funciona” a parametrizacao com a variagdo dos parametros (z,y). Uma dica
€ entender como esta “girando” o segmento (1, 3) x {0} x {0} inteiramente contido no eixo x.

* Descreva os pontos que estdo “faltando” ao considerarmos somente esta parametrizacio,
isto é, os pontos da faixa que ndo estdo na imagem de ¢.

* E possivel cobrir toda a Faixa de Mébius com apenas mais uma parametrizacao?




Exercicio 6. Obter uma parametrizacdo para toro bidimensional em R®. Em seguida, prove que
a parametrizacao encontrada ¢ um mergulho e justifique quantas parametrizacoes vocé precisa
para cobrir todo o toro.

Uma dica é pensar na parametrizacao de um circulo em um dos planos coordenados (por exemplo,
como na figura, no plano zz) e depois fazer uma rotacdo deste circulo em torno de um eixo (no
desenho, seria uma rotacado em torno do eixo z).

Exercicio 7 (Produtos cartesianos). Verifique que o produto cartesiano M x N C R™ x R* de
duas (ou, mais geralmente, de qualquer numero finito de) superficies diferenciaveis

* M CR™ de dimensao p em R™ e
e N C R* de dimensao q em RF

¢ uma superficie de dimensio p+¢ em R™ x R¥, cuja classe de diferenciabilidade é a menor dentre
as duas.

Exercicio 8. O circulo S' C R? é uma superficie diferenciavel (curva) de dimensdo 1 em RZ.
Podemos definir o toro n-dimensional por T" := S' x §' x - .- x §' € R?" com a estrutura de produto
cartesiano do Exercicio 7. Qual a relacdo de T? com o toro descrito no Exercicio 6?

Exercicio 9. Sejam U C R" um aberto conexo e f : U — U uma funcéo de classe C*. Defina
M = f(U). Mostre que, se f satisfaz f o f = f, entdo f tem posto constante em uma vizinhanca
de M.

Além disso, como consequéncia, mostre que M é uma superficie de classe C*.

Exercicio 10. (Opcional) Considere
Gr,n = {P € L(R™;R"); P simétrica de posto k e tal que P> = P}.

Mostre que Gy, € uma superficie de dimensao k(n — k) em R™.
Exercicio 11. Seja f : M — R? uma funcéo definida na superficie diferenciavel M C R™. Prove

que, se existe F : U C R™ — R? de classe C*, definida em um aberto U C R™ tal que M C U e tal
que F|y; = f, entdo f é uma aplicacio de classe C*.



Exercicio 12. O fibrado tangente a superficie n-dimensional M C R™, de classe C*, é definido
como
TM = | J{a} x TuM = {(z,v); € M, v € T,M} C R*™.
reM

Prove que este fibrado possui uma estrutura de superficie diferenciavel em R?™ de classe C*~! e
de dimensao 2n induzida pelas parametrizacoes da superficie M.

Além disso, prove que a chamada “projecao” = : TM — M, definida por n(z,v) = z, € uma
aplicacdo de classe C*~! entre superficies.

Exercicio 13. (Opcional) Uma aplicacao f : M — N induz uma aplicagao f, : TM — TN entre
os respectivos fibrados tangentes pela lei

fe(@,v) = (f(2), f'(2) - v).

Esta aplicacao f. € as vezes chamada de aplicacdo induzida ou de push-forward de f.
Mostre que, se f: M — N é de classe C*, entdo f, : TM — TN de classe C*~1,

Exercicio 14. Mostre que
M = {x € R3; T3 = x1To + 2173 + 221 + 21“2}

€ uma superficie diferenciavel e determine o seu plano tangente 7, M na origem.

Exercicio 15. Considere a funcdo E : R? — R definida por
02
E9,v) = 5 cos .

Determine os valores regulares de E e estude quais curvas de nivel de E sao superficies (curvas)
diferenciaveis em R2.

Além disso, explique a figura abaixo que traz um esboco (de parte) dos conjuntos de nivel de
E para diferentes valores de c.

@\ @\
S N

Em unidades convenientes, a funcao F pode ser interpretada como a energia total associada a
um péndulo simples em R?. Diferentes valores de ¢ correspondem a diferentes niveis de energia.



Exercicio 16. Considere f : R® — R dada por
fz,y,2) = zyz + 2° + > + 25
(i) Se ¢ # 0, mostre que M, := f~*(c) €é uma superficie de classe C* e dimensao dois em R®.
(i1) Prove que N := f~1(0)\ {(0,0,0)} é uma superficie de classe C* e dimensio dois em R?.

(¢i1) Dado (o, yo,20) € N, encontre uma equagao para o plano tangente 7T(, y,,-) V.

Figura 1: A parte das superficies de nivel f~'(10), f~'(1) e f~'(0.01), respectivamente, que esta
dentro do cubo [-5,5]* C R?.

Exercicio 17. Mostre que S' ¢ R? é uma superficie orientavel.
Exercicio 18. Mostre que a faixa de Mobius € uma superficie que nao € orientavel.
Exercicio 19. Mostre que M x N é orientavel se, e somente se, ambas M e N sdo orientaveis.

Exercicio 20. Mostre que o fibrado tangente definido no Exercicio 12 é uma superficie orientavel,
mesmo que M nao o seja.

Exercicio 21. Seja f : M — N um difeomorfismo. Mostre que N orientavel implica M orientavel.
Exercicio 22. Seja M uma superficie C*. Sejam ¢ : U — ¢(U) e ¢ : V — (V) parametrizacoes
classe C* tais que

* #(U) e (V) sdo vizinhancas parametrizadas conexas;

o W= p(U) Np(V) £ 0

e det J(¢~! o $) muda de sinal em ¢ (). note que esta condicdo s6 pode ocorrer quando
»(U)N(V) ndo é conexo.

Prove que M nao é orientavel.



A partir daqui, exercicios sobre multiplicadores de Lagrange. Nao serao cobrados na Prova 1.

Exercicio 23. Utilizar multiplicadores de Lagrange para obter uma prova da desigualdade entre
as médias geométrica e aritmética: se x; > 0, para todo i € {1,2,...,n}, entdo

($1x2'~-$n)1/n§ AN B Rl

n

Exercicio 24. Considere a funcdo f : R* — R dada por f(z,y) = y, a funcido g : R? — R dada
por g(z,y) = y> —2? € M = g~*(0). Faca um esboco de M e mostre que:

* (0,0) € M e f(0,0) = 0;
* f(z,y) > 0 para todo (x,y) € M com (z,y) # (0,0);
* nao se tem Vf(0,0) = AVg(0,0).
Por que isto nao contradiz o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange?

Exercicio 25. Encontre o ponto mais préoximo da origem na reta de intersecao dos planos

2c+3y+2=6 e z+2y+2z=4.

12 1
A resposta € ( T3 >

13713713
Exercicio 26. Suponhamos que

az? + by? + c2® + 2dzy + 2exz + 2fyz =1

seja a equacao de um elipsoéide. Seja ¢ o maior dos semi-eixos do elips6ide. Mostre que ¢ € a maior
raiz da equacao

Dica: Maximize a distancia de pontos do elipséide até a origem. E mais facil trabalhar com o
quadrado da distancia.

Exercicio 27. Resolva os itens abaixo.

(i) Dados a,b,c > 0, encontre o maximo da funcao

fla,y,z) = a%y’z*

no compacto
K= {(m,y,z) ER? | z+y+z=1comuay,z> O}.
Mostre que

a®bb ¢
zhy 2" <

= (a+ b+ c)atbre” V(z,y,2) € K.

(i4) Use o item anterior para mostrar que

CYGYEY = (55s) vz,



Exercicio 28. Seja f: R — R continua em R, positiva e tal que

/_:O fydt=1

Se [a,b] € um intervalo com menor comprimento possivel tal que
b
1
t)dt = =
JRCEEE

Yy
Dica: Escreva a restricao em termos da funcao F(z,y) := / f(t)dt.

mostre que f(a) = f(b).

Exercicio 29. Seja f : [0,1] — R continua. Desejamos encontrar niumeros reais 4, B e C' que
minimizem a integral

/Ol(f(x) — (A2? +Bm+C’))2dx.

Mostre que tais numeros existem e sao solucoes do sistema

A B C t,

A B C !

A B !
*+*+C=2/ f(z)dx
3 2 0

Exercicio 30. Nas condi¢oes do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, definimos a funcéao
de Lagrange por
Lz, ) = f(z) — AT (g(2) — ¢).
Mostre que (zg,\g) € ponto critico de L se, e somente se, xy € ponto critico da restricdo de f ao
conjunto g(z) = c.
Mostre também que, se zy € um minimo local para o problema com restricao e Ay € o multipli-
cador de Lagrange associado, entao, para todo v € ker ¢'(x), temos

(V2 L(20, \o)v,v) > 0.



