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Apresentagao :

O texto intitulado Transformada de Laplace em Nove
Aulas foi idealizado durante o periodo em que ministrei a
disciplina de Matemédtica Aplicada II. O objetivo principal
é apresentar a Transformada de Laplace como um método
operacional de solugdo de problemas de valor inicial. Este
método torna-se particularmente muito conveniente na
solucio de problemas classicos da Fisica e das Engenharias
onde a forca-motriz aplicada ao sistema (mecé&nico ou
elétrico) é do tipo chave liga-desliga.

A construcdo do método é feita partindo da definicéo
matematica de Transformada de Laplace, passando pela
construcdo simulténea de duas tabelas, uma tabela de
Trans formadas de Laplace e uma tabela de propriedades das
Transformadas de Laplace. Para cada propriedade
demonstrada, apresentamos os exemplos pertinentes,
contemplando aplicacées a Mecénica e a Circuitos
Elétricos.

Limitamos a definicdo de Transformada de Laplace a
variaveis reais, uma vez que o publico-alvo n&o possul oOs
pré-requisitos de Calculo de Varidveis Complexas. Esta
Transformada de Laplace é a chamada Transformada de
Laplace Unilateral, valida apenas para problemas causais.
Neste sentido, estamos em sintonia com os vadrios textos de
Matemé&tica Aplicada citados nas nossas referéncias
bibliogréaficas.

Por outro lado, a notagdo adotada neste texto é a
notacdo predominante dos textos deste nivel. Nas
disciplinas mais especificas, especialmente dos cursos de
Engenharia, a notacdo vai se alterando, tornando-se mais
operacional. Cabe ao aluno mais avancado no seu CuUurso,
transitar com desenvoltura entre as varias notacdes.

Finalmente, agradeco a todos os alunos que ao longo dos
varios semestres tém contribuido com suas sugestdes para
tornar este texto mais didatico e o mais completo possivel
dentro de sua proposta.

Agradeco, também, ao professor Ricardo Fajardo, os
valiosos comentdrios que enriqueceram nossas aulas e este
texto.
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Area II: 1° aula.

A TRANSFORMADA DE LAPLACE: um método operaciomal de solucio de

problemas de valor inicial.

Nesta area, nossa énfase serd o estudo da Transformada de Laplace
como um método operacional de solugao de equacdes diferenciais,
dadas as condigdes iniciais. Esta técnica foi desenvolvida
por um fisico inglés chamado Oliver de Heaviside que nasceu um
século apbds Laplace.

Heaviside foi um pesquisador da area de Engenharia Elétrica .
autor dos famosos Electrical Papers, onde desenvolveu uma
técnica que .ficou conhecida como Calculo Operacional para
estudar as correntes transientes em ciréuitos elétricos. Foi,
ele também o descobridor da ionosfera, a camada da atmosfera que

reflete as ondas de radio.

para entender a idéia por tras do Calculo Operacional
introduzido por Heaviside é interessante citar uvma frase de sua

autoria:

“A Matemdtica é uma ciéncia experimental. As respostas podem
sempre ser testadas, entdo nao importa (o método matematico) como

sdo obtidas”.

A idéia basica do Calculo Operacional :

No Céalculo I o conceito de derivada ¢ apresentado como O

processo de limite de uma taxa de variacgao

No Calculo Operacional, a derivagdo é definida como um operagao,

representada por 5& que deve ser efetuada sobre uma funcgdo £f(x)-
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R
O resultado é uma nova fungdo £’ (x), chamada transformada de
E(x). Assim, & usual, neste contexto representar o Operador ié

: - ; d
POr um D . Este Operador fica Sujeito as mesmas regras que E;.

Assim, por exemplo :

Dx" = py"1

Na Analise Vetorial O operador del foi introduzido como uma
derivada vetorial generali;ada dando origem 40s’ entes
matematicos gradiente , divergente e rotacional. O anadlogo da
regra de derivada de poténcia esta contido’ na regra.valida para

© gradiente Vr® = pyrl g |

Com esta maneira de tratar o Célculo nao se fagz mencao a limites
nem a infinitesimais, € 0 calculo de derivadas e integrais fica
restrito a prdcedimentos diﬁos operaciocnais.

Heaviside chegou a Sugerir que o operador D poderia, sob certos
aspectos, ser tratado como um numero comumn. Vejamos, como isto

Oocorre na pratica.

Vamos entao, Cconsiderar uma equagao diferencial bem simples:

d’y dy 2
—F - 3L 4 2y(x) = x ou
dx” dx Zy_

d’ d .
- 3— +2)|yx) = x?
( dx? dx }) Hh = 2

A qual, na notagao do Calculo Qperdcional, fica
(D* - 3D + 2)y(x) = x?
Iniciaremos, agora uma série de procedimentos algébricos.

1°) Fatora-se o termo entre parénteses, isto & -

2

(D ~ 2J(D - 1)y(x) = x
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2°)Isola-se y(x), ‘dividindo ambos os lados da equagdo por
(D - 2)(D - 1), isto é:

e,
Y= Do

3°) Separa-se em fraqées parciais, isto é :

N I _1____ 3
1 1
e
(D-2) (D-1)

por  séries

4°)Representa-se ;03 termos

geométricas.

# Recordando Célc@ib II: Uma série geométrica é:

1+:-:5f\f'+x2+:-<3+...=]l ; se o <1 .
e . —_X
Assim:

5 = ﬁj_ __l_m:}= - }.( 1 + D/2 + (D/2j2 + (D/23% + _;_}
(D-2) 2 =02 2

1 ;E'z 3

= - (1 + D #+:D° + D> + ...)

(D-1)

Aplicando estas séries em x? e usando a regra Dx" = nx"?, temos:

1 ; F.oost | My
p. 4 = e—— 4+ —
(D-2) 20 T

2
+ —
4 )

I: B
(D-1)

Diminuindo um termo do outro, encontramos finalmente a solugdo.

da ED, isto é

L

2
X) = —%x° + —x + — ¢
ylx) =3 2 4

a qual pode ser testada por substituic¢do na ED dada.

Pois bem, esta & uma rapida visdo do espirito do Calculo
Operacional aplicado a uma equagdo diferencial ordinaria a

coeficientes constantes. Neste exemplo, foram usados
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calculo diferencial ep um problema algébrico. Este nétodo nizo
faria sentido dentro da teoria formal do Calculo. Contudo
reproduz o mesmo resultado. E bortanto, um método Operacional. (E

a Matematica Experimental de Heaviside ).

Aplicando esta idéia 3 Transformada de Laplace, esta bassa a ser
uma método de reduzir uma €quacdo diferencial e Suas condicdes
"iniciais a uma equacao algébrica.

Na Transformada de Laplace, este pProcesso consiste de trés

etapas fundamentais -

12) Transforma-se um Problema de valor inicial em uma equacio

algébrica, chamada de equacio subsididria.

22) Resolve-se a €quacao  subsidiaria POr  procedimentos

algébricos.

3%) A solugdo da equacao subsidiaria & transformada de volta
afim de obter 35 Solugdo do problema. Esta dltima etapa é feita
com a ajuda de TABELAS,' que pada mais s36 Qque tabelas de

integrais, conforme veremos mais adiante.

Definicdo de Transformada de Laplace -

Seja f£(t) uma funcdo definida para t20 . Multiplica-se £(t) por

e, sendo 530, e integra-se com relacio a t de g a o .

Se esta integral existir, entio ela sera uma funcio de s, isto

o

F(s) = J’f(t) e tqt
0
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A funcdo F(s) é chamada de Transformada de Laplace, ou integral

de Laplace

Notacdo :

-

E usual a seguinte notacgdo : F(s) =u€{f@ﬂ , onde f(t) é a

funcao original e .£ é o operador Transformada de Laplace.

A operacdo inversa que recupera a fungdo original £(t) é chamada

de Transformada Inversa ou simplesmente Inversa:
£ AF@s)} = 27 2 {f()} = £(x)

Adotaremos a convencdo de usar letras minusculas para as funcgdes
originais £(t), gl(t), h(t), y(t), =x(t), etc; e. letras
maiusculas para as respectivas funcées transformadas F(s), G(s),

H(s), Y(s), X(s), etc.

Esta é a convencdo adotada nas edig¢des mais modernas, contudo ha

livros mais antigos que adotam notagdes diferentes.

Comentarios

No nosso estudo de Transformada de Laplace assumiremos gue a
varidvel s é real. Contudo em aplicag¢des mais avangadas s podera
assumir valores complexos. Neste caso, a restricdo s>0 da
definicdo de Transformada de Laplace, fica Re(s}> 0. Também , em

certas aplicacdes, ¢é definida a Tansformada de Laplace

Bilateral, gquando entdo a integral em t, vai de - a +o .

Assim, tanto a Transformada dé Laplace Bilateral como a
Unilateral sdo integrais impréprias e em vista disso precisamos
atentar para os processos de limite que decorrem da integracgdo

Felizmente, como veremos, sdo poucos 0SS casos em que,
efetivamente precisaremos calcular a integral para encontrar uma

determinada transformada.

Da mesma forma , outro aspecto, que num estudo mais rigoroso,

deveria ser considerado, é a condigcdo de existéncia desta
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integral improépria. E de se esperar que existam fungdes para as
quais a Integral de Laplace diverge para s>0 ; em outras

palavras, estas fun¢des ndo possuem Transformadas de Laplace. E
2

© caso da funcdo e" .

Esta fungdo cresce mais rapidamente que uma funcdo ekt 3

Felizmente, na maior parte dos problemas praticos, estaremos
tratando de fungdes para as quais existe a Transformada de
Laplace. Por .outro lado, nd3o ha nenhuma restricéo matematica
com relagdo as funcgdes continuas por partes, ou seja podemos
calcular Transformadas de fung¢des continuas por partes . Esta é
a grande vantagem do método, pois, as entradas de forcas
elétricas ou.mecénicas em sistemas fisicos dcorrem; na pratica,

de forma descontinua.

Tabela de Transformadas de Laplace :

Apresentamos, a seguir, a Tabela que usaremos no nosso CUrSs: .
Para usa-la de forma eficiente é necessario que entendamos como
estd organizada e como cada uma das férmulas que ai aparece é
obtida. Na coluna da esquerda estdo as fungdes. transformadas e
na da direita as fun¢des originais. Observar que a tabela seri
usada nos dois sentidos. Da esquerda para a direita para achar a
fungdo original conhecida a sua Transformada, e da..direita para

a esquerda para achar a Transformada conhecida a funcido

original .

Deducdo de algumas transformadas usando a definicao:

Iniciaremos o) estudo da Tabela deduzindo as férmulas
TAB(1),(2),(3) e (7) wusando a definigcdo de Transformada de
Laplace. Como vocé observou nossa Tabela possui 43 férmulas, mas
nao se assuste. Veremos que hé& propriedades gerais que nos

permitirdo justificar cerca de 80% das férmulas desta Tabela.
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Dedugdo TAB(1) : Cf(t) =1 , t=0
’ T -st -5t |® 1
L{1l} = I e ™ dt = &= =i ;
: 4 —hy O s

onde se usou J.irnt_,;::,'e'st =0 e s>0.

Dedugdo TAB(2): f(t) =t , t20
- e—1t -t 1
f{t}=fte"“dt=— —I _dtz_i'
o S S S

Dedugdo TAB(3): Iniciamos com a funcdo f(t)=t?, t>0

z 2 2
L{t?}= Jtze'“‘dt-——mt =22 ==
s s
Continuando, calculamos a Transformada para Lit) = , &>
3 6
Lty = = Lyt?) = —
§ sH
E finalmente, por irj;du(;éo matematica, obtemos a TAB(3):
if’{t“'l} _(n -1
sl"l
Dedugdo TAB(7): f(t) = et 3 t20 , a = constante
at T at _ -st X T ~(s—alt 1
Le }=Iee dt=Ie dE =
0 : , S =~a
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Tabela de Transformada de Laplace _

| F(s)=c{f(t)} f(1)
;1L IR i
s
2 [ 1 t
. Sz rn—]
1
3 = (7=12.) (n-1!
' |
1 S
1% Vat
5 1 2 o
ER b4
S!
I WL BN 2
s I'(k)
1 2™
7 s—a
1 te at
8 (s-ar .
1 - 1
9 n ? (n=172) ) T n_le‘u
(s—a) (n-!
10 b sty L e
(s—a) I'(k)
1
, ?'-'b ar bt
11 (s—a)(s—b) @b (a—b)(e 3
5
, % at _p bt
12 (s—a)Xs-b) (a# ); (agb)(ae be’)
i -l—sen wl
13 s+t 2
_ 5 casat
14 st+ ot ¢
: 1 —senh at
15 Sz_az a
5
16 | = cosh at
; 1 =
17 | (s-af+df Y
18 S—a @
o ¥ 2
{s—af®ar e” cos wt
1> } i:(i—cos 1)
. 5(s* +@%) ®
20 1 ]—a(m!-sen of)
1 - st + o) ‘”1 :
21 | . ~(sen wt —wtcos wt) "
't (834-&):): . £yt
22 s sten ot
G0’y i




O e ¥ N |
2 : 1 . -
23 ??iﬁ)_“ : E6—0—(:%»: of + X cos ar)
_ g i
U b oy T g o m sl
25 | 1 -41—3(sen at cosh at — cos at senh ar)
- s*+4d’ a
26 g ~]—zsen at senh at
1 s*+4a 2a
27 - ! n 51—3(53;1}1 at —sen at)
3 s —a e
28 : = ia‘ -i-fl—z-(cosh at—cosat)
20 | Js—a-Js-b 1 b«
: _S a.l_ ] Wl Sl
30 | Jsrassb - - o (%%)
: i ) o 5
31 —
\s? +a? J,(at)
. s I
i ——e“(1+2at
32 | (S_a)g me (_ , )
i r—
33 ; -T-'ﬂ,(k>0) ﬁ _t_ ZI :(af)
(" -a) - T(\2a) '3
34 .} a4 F Jo(2it)
§ 1 sk
s | 1,2 o
s X #—J%—senh 2Jkt
36 11 e’
e ; i —8
37 e ¥
| e . (k>0) 2J7t?
‘38 1 Ry Rhe et “ns—y,(y~0,5772)
s I _pn
5 ] pie =)
Sz_b 2 -2-(1—605131)
40 | m% ordem zero 1
41 1 szs_az i %G—cosh at)
In st e
42 ) arctg{f-'-). ._l-gen ot
: 3 ;
43 lm-n::.::t:rlg:r Si(t)

. 5 LT : = g
Fungdes especiais: [c]Fungdo de Besse:l de or_(iem 10 ©
[a]FlmQﬁO Gama- _[-(k)-'_-__'-_!e-xik-ldx:, (k >0} Jc{x)= 1- 2;:;).2 + > 2:21).2 - 25:‘(‘3‘)1 F...
[b]Fungdo de Bessel modificada de ordem v [d]lntegral Seno :

@ x‘bur
e 2 S
Y ,,.zd;‘zz"“mlr(m-ev-r-l}

i) };—~«ﬂx
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A TRANSFORMADA DE LAPLACE: 2*aula

A partir desta 2® aula, iniciaremos o estudo das propriedades
das Transformadas de Laplace. Estas irdo facilitar em muito a
dedugdo das férmulas da Tabela de Transformadas de Laplace,
apresentada na 1?2 aula. '

1®)Propriedade da linearidade :

A transformada de Laplace é uma operagdo llnear, isto é, se a e
b sdo duas constantes, entdo i ' ’ '

£{af(t) + bg(t)} = a L{E(t)} + b L{a(t))

Demonstracao:
Parte-se da definicgao,

L {af(t) + bg(t)} =

O Ly 8

e™* [af(t) + bg(t)] dt =

= aj e™t F(t)dt + bI et g(t)dt = af{f"j‘_.f;t)} + b {g(t)}
0 0

Com esta 1° propriedade poderemos, sem usar a deflnlgao de T.L.,
demonstrar onze férmulas , quais sejam :

TAB(11),(12),(13),(14),(15),(16),(19), (20}'-:'(24) (2T)e (28).

Comecemos pelas TAB(11l) e (12). Olhando a. TABELA da direita para
a esquerda, fazemos a seguinte leitura

1 1

TAB (11 —_— CJIRRR . VR N 2 #b
(11) s Lle e (s—axsﬁé) S
; " Y. - S (a—b)
Ou L {e e’ } ??:Ei§335

Apliquemos a 1® propriedade ao lado eéquefdo da igualdade acima,
ou seja a Transformada de uma soma € a. soma das Transformadas.
Cada uma das. Transformadas & da forma TAB(?) j& demonstrada a
partir da definig¢ido de T.L. Assim, temos

1 1 a—b

at _ bty _ ~aty bty _ =
£ {e 7 L{e™} - ZL{e™} s—a T s=b (s—a)s—b)

[
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De maneira anadloga, vocé demonstrard a TAB(12). A leitura desta
férmula na TABELA, também deverd ser feita da direita para a
esquerda, preparando-a para usar a 1% propriedade, ou seja

TAB (12 W gy Sy e skl o
(12) L{a e b e} (a-b) TR

As proéximas a serem demonstradas sdo as TAB(13) e (14).

Como usar a linearidade na Transformada,das fungdes seno- e co-
seno? Precisaremos recordar a famosa férmula de Euler, que ja
deve ter sido apresentada no Calculo II, no capitulo de séries
de poténcias :

e = coswt + isenwt

e = coswt - isewt

i

Estas férmulas permitem escrever as fungdes seno e’ co-seno como

. . : 1. .
LRI & FE) e senwt = — (¥ - ™)
2 2i

Demonstraremos a TAB(13) e vamos deixar a (14) como exe;g:c:icio
para o aluno. Ndao se esquega gue estamos sempre fazendo a
leitura das férmulas da direita para a esguerda.

TAB(13) © £ {senwt} = ———
o S +w

£ {senut)=2 £ (et - &) = L £ (et - L piesiny=
2i 2i 220

___l_{ T . 1 =}_s+iw-(s—iw)i=. W
2i s — iw s + iw 2i s+ W :- s +w
U Y
TAB (7) TAB(7)
a=iw a=-iw

Analogamente, se demonstram as TAB(15) e (16), basta lembrar as
definicdes das fungdes seno e co-seno hiperbdlicos:
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' o )
senhat = 5 (et - o723 e coshat = — (e** + e™2%)
TAB (15) £ {senhat} = 2>
s —a
E 5 4 R s
£ {senhat} = L £ {e?t -t} = LAV SO W By} bz Rk 2
2 2 s—ua 2 s¥a 2 s — af
U raB(7)V
_ a
& —a°
A demonstragdo da TAB(19) serad mais  facil ainda, pois ja
conhecemos as Transformadas das fungées 1 e coswt.
Vejamos
2 1 3§
TAB(19) : L {l-coswt} = w PO R
S (s° + w')*
1 - F+w—g
Jf’{l—coswt}=.f{l}~.é’{coswt}=——., = 5 = 5 z =
s £ +w s (s + w)
U U :
2 1
TAB (1) TAB(14) 3 = W

s (s° + w?)

Nesta demonstragdo, usamos as TAB(l) e (15); ou seja €& a proépria
TABELA ‘fornecendo as férmulas necessarias . N

Olhemos agora a TAB(20).

1 = i 3
TARB (20) : — P {wt-senwt} = ——— -
) w { } (2 + wzk_.

Mais uma vez, usamos a linearidade e férmulas j& demonstradas.
‘Neste caso, TAB(2) e (13), fornecem as ~Transformadas de t e
senwt. -

Deixaremos como exercicio a demonstrac§§ das TAB(24),(27) e
(28). - :

Vamos agora conhecer a 22 mais importante propriedade.
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Como nosso objetivo é usar a T.L na solugdo de equagoes
diferenciais, precisamos desenvolver a regra para O calculo de
Transformadas de derivadas de todas as ordens.

22) Propriedade : Transformada da Derivada

Supondo f(t) continua e f’(t) continua por partes para tz0 entao

PEE ey} = 8 LUER)Y —~ £10)

Demonstracdo : Vamos considerar inicialmente, o caso em dque
f7 (t) & continua para t=0. : '
Parte-se da definicdo de T.L. e integra-se por partes;

o

st £ (f)de = [et £(0)) [+ sf e £(t)at
-— — o

dv

(]

L £ (g)} = T
0

4

Apenas o limite inferior do 1° termo a esquerda Contribui, dando .
~f(0) , e o 2° termo vrecupera a ~ T.L. da fungao fit)
multiplicada por s. Isto é:

L{f'(t)} = s .f.{f(t)} - £(0) ol

Se f’(t) for continua por partes, entao O intervalo de
integracdo deve ser fracionado em partes -tais que £ (t) sela
continua em cada parte. '

Para obter a T.L. da derivada segunda aplica-se a regra da
derivada primeira, ou seja

LE (L)) = sL{f(t)} - £7(0) ='s [sZ{E(t)}-£(0)] — £7(0)

LA ()) = SSL{£(t)} — s £(0) — £ (0)

Similarmente

LPE 7 (L)} = sS2{f(t)} - s® £(0) - s £7(0)-£""(0)
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E por indugdo matemdtica se chega & uma expressio geral para a
Transformada de ordem n,

LA{E™ (L)} = s £{f(t)} - s™F £(0) - S”2E(0) - ..... g i

f(n‘ll

Observagdo: Esta férmula supde f,f',f'"... fungdes

continuas e apenas £ (t) podera ser continua por partes.

4 !

Exemplo 1. ﬁf : i

Usar o método da Transformada de Laplace para resolver o
seguinte problema de valor inicial, '

vIr(t) + y(t) =t e y(0)=1 y (0)= 1
Vamos destacar as trés etapas do método:

1%) Transforma-se a ED ou, em outras palavras, aplica-se o
operador £ em toda a ED, ' o ' '

Ly (£)) + Ly(t)} = Lt}

Aplicando a 22 propriedade no 1° termo ‘e consultando a TABELA
para encontrar .2{t}, "

1
s {y} - sy(0) - y'(0) +" Ly} = =
Usando a notacgao L{y(t)} = Y(s) e cdﬁsiderando as condicdes .
iniciais dadas, temos - : ' ' '
> i
g¥ts]l ~ 3 = 1L+ Yg) ==~
. S
Esta é 'a equacdo subsididria. Caracteriza-se por estar no

dominio da variavel s e por ser uma equagao algébrica. (Compare
com a.ED tratada pelo método operacional, da 12 aulas) ) e -

Se, -a wvariivel t for tempo, entdo ﬁé serd -uma variavel-

reciproca, ou seja sera frequéncia e com lSSO 0 expoente de e
sera adimensional, como deveria ser. :

St ::

Assim, a Transformagdo de Laplace tréhsformou :um, problema...

definido no dominio do tempo em uma equagao algébrica definida
no dominio de frequéncia. .

Vamos agora a 2? etapa.

2%) Resolve-se a equagao subsidiaria , poiﬂmétodos algébricos, é
légico. ) :
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{s2+1)Y(s>=i,+s+1 ou
=
1 1
Yi8) & = + 25 + —
s (s” + 1) s +1 s+ 1

32) Procede-se a Transformagdo Inversa, afim de recuperar a
funcdo original y(t), solucdo do nosso problema,

L
si(s® + 1)

By 4 2N L

t) = 7HY = £
y({t) {Y(s)} { + 1 Z 11

} + P
]

E a hora de consultar a TABELA pela esquerda, procijrando as
funcdes de s e identificando as respectivas fungles de t na
~direita.

Assim, devemos fazer a seguinte leitura da TABELA:

3 1
£ 2,.2 } = (t-sent) = TAB(20), comw =1
s°(s® + 1) ;
£ zs } = cost = TAB(14), com w = 1
s +1
-1 1 ;
L } = sent = Tab(13), com w = 1
s +1 ; _

Finalmente, a solug¢do procurada é

y(t) = t - sent + cost + sent = t + cost

Se vocé lembra como procedia para resolver um- problema ndo
homogéneo como este, ha de concordar com pelo menos duas grandes-
vantagens do método da T.L. quando comparado com oS demais,
quais sejam o :
a)Ndo ha necessidade de encontrar a solugdo geral da homogénea
associada. :

b) Nido h& necessidade de calcular as constantes arbitrdarias.

2/6



IMa{_eméﬁcéﬁplicada It - UFRGS v Irene Strauch

A Funcdo Transferéncia:

Nas aplicagdes, €& usual definir na 2® etapa do método a chamada
fung¢do transferéncia . Vamos ver como ela aparece. Para tanto
tomemos um problema genérico de valor inicial

y'" + ay’ + by = r{t) y(0) = Ko y (0) = Ky F
onde ;

a, b, Ko, K; sdo constantes. A fungdo r(%} é chamada de entrada
do sistema (forga motriz aplicada) e y(t) & a saida (resposta)do
sistema.

No dominio de freqiéncia s , temos a equ%%ﬁo subsididria.: 7
(s?s; as + b)Y(s) = (s + a)y(0) + y’(O)?i R(s) ., onde

R(s) = 2 {dt}.

A Fung¢do Transferéncia é definida como

1

e = s +as+ b

Em termos desta fung¢doc podemos escrever

Y(s)=[(s + a)y(0) + y’ (0)1Q(8) + R(s)Q(s)

Se y(0)=y’ (0)=0, entdo ¥Y(s) = R(s)Q(s) oufo(s) é o quociente

Y(s) £ {saida} fﬁ
R(s) -2 f{entrada};}

Q(s)=

Esta 0Gltima foérmula justifica o© nome q% funcdo transferéncia -
para Q(s). i PR )
No Exemplo 1, a fung¢do transferéncia é

2 = s+ 1
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Uso da 22 propriedade para calcular T.L.

Exemplo 2 : Use a 22 propriedade para calcular a Transformada de
f(t)= tsenwt .

f’ (t) = senwt + wt coswt
£fr"(t) = wcoswt + wcoswt - wtsenwt

Nesta ultima derivada voltou a aparecer a fungao f(t)= tsenwt .
Isto nos sinaliza que poderemos aplicar a T.L. na £’ , ou seja

£{£7(€)) = 20 £{ coswt} - W LIE(E))

Usando a 2% propriedade no lado esquerdo desta expressdo, e
lembrando que £’ (0)= 0 e £(0)= 0 , obtemos

ST LUE(E)) = 2w o — W £ L}  ou
(s + wY)
(s? + w? ) L{E(t)} = 2w ———— ou
(s° + w)
S
f{tsenwt} = m

Conclu1nd0 acabamos de demonstrar a TAB(22) .

Use esta mesma técnica para calcular J?{tcoswt}. Apds, use o seu
resultado para deduzir a TAB(23).
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MATEMATICA APLICADA II-AREA I
1" Lista de Exercicios: Transformada de Laplace
Definiciio, Propriedade de Linearidade, Uso da Tabela

{1] Use a defini¢do de Transformada de Laplace para encontrara T. 7 das fungdes cujos grificos sio:

[al (bl [c] N

fin & fnk f(nk

r
-7

<€ f L= c+h

__-c3 i k -ic =5 .
(1 e ) R: S e (1_e %) R _E[E g"'-"-t——l (eﬂ-s__l))

TV

[2] Use a propriedade de linearidade e a tabela para encontrar a T. .Z das seguintes fungdes (a, b, w ¢ @

sdo constantes):

[a] 31+ 4 [b] f+at+b [c] (@a+b1)°
3 4 2 a b 3 2 2 3 2
R: —+4+— R:—=+4+—+— -..a' 2ab 2b
s s R JReHFT TS
[d] cos(w?+6) le] (senh ar)’, [f] cos’s,
s cos 8—wsen O - l
R: a0 _ [Scnh at:—-?l‘(e“ - e"“)} {50521 =E(l +¢Cos 2‘))
1 s '
{ s 1 o
5 g/{m _;} _ R 2¢ 2248
[3] Dado F(s) use a tabela para encontrar f(r):
5 1
el Flsj= 02 (bl Fls)=5755 (e} F(’)“f+2
- =31
R:5e : R: é. sen 5¢ R: _cos V21
6s -4 l
= = F =3
[l Fls)=—=_1¢ el F)=mry - Iﬂ (s) g
R: 6 cosh 41 R: cos 2t—2sen 2t r
R- it
6
fis s+1 g a q @ cos O 5
(gl F(s)=— E¥T; [h] F(s)= P (il F(s)_—m +sen 8 T
R: cos t+sent (a, a¢ 03 s3o constantes) (cu;: @ sdo constantes)
e R: sen (wt+6)
R:ata,t+a —2- ’

&
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A TRANSFORMADA DE LAPLACE : 3° aula-

vamos dar seqiiéncia ao estudo das propriedades da Transformada
de Laplace, apresentando a 3% propriedade. Esta propriedade &
conhecida como deslocamento no eixo s. Por deslocamento no eixo
s estamos querendo dizer, que estaremos substituindo a variavel
independente s, pela variavel s-a ou pela variavel s+a . No 1°
caso, o grafico da fungao F(s) sofre uma translagao 2 direita
e no 2° caso, uma translagao 4 esquerda . A figura abaixo
jlustra esta nomenclatura vdeslocamento' a direita e a esquerda
no eixo s. '

F

F(A+2) iiiﬁ F(5=2)
2

32) propriedade: Deslocamento no eixo s

A

Se F(s) & a Transformada de f£f(t), entdo F(s-a) sera a
Transformada de e*" f(t), isto &

L{ e*® f(t)} = F(s-a) -, s>a

ou, Se tomarmos a Tranéformada Inversa de ambos. os lados,
e®t £(t) = £{F(s-a)}
Demonstragdo:
Obtém-se F(s-a) substituindo s por s—a na definicdo de T.L., o©ou

seja

F(s) = je‘st f(t)dt F(s-a) = e {57t fF(tr)dt =
v}

@ tomammy, §

= j e%* e * £(t) }dt = £{e*t £(t)} .
0

com a condigdo s>a ,que garante a existéncia da nova T.L. Para
demonstrar a Inversa é sé aplicar o operador L% em ambos ©s
lados da igualdade acima.
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Comentarios : Esta propriedade é muito importante na téoria de
Sinais elétricos. Vamos assumir que os sinais elétricos sejam
representados por fun¢des no dominio -do tempo . Sabemos que a
T.L. de uma fungdo no dominio do tempo nos da uma funcic no
dominio da fregqiiéncia . Supondo "que conhegamos a T.L. F(s) de um
dado sinal f(t), e estamos diante de um analisador de freqiiéncia

€ percebemos que o grafico de F(s) na tela sofreu uma translacao
a direita .Poderemos concluir com base na 3% propriedade que ela’
& a T.L. do sinal f(t) amplificado por e (a>0). Por outro lado,

se F(s) aparece & esquerda, ent3o concluimos que a funcao
original estd atenuada ou amortecida por et (a>0).

Uso da 3? propriedade para justificar férmulas da TABELA:

Atentar para a coluna da direita da Tabela e identificar as
fungdes f(t) que estdo multiplicadas por et .

Vocé selecionara: TAB(7),(8),(9),(10), (17),(18), (25), (26) .

Tomemos a TAB(7), que inclusive. j& demonstramos usando a
definigdo de T.L. Temos agora uma outra maneira de demonstra-1la
usando a 3* propriedade, gque basicamente consiste em substituir

S por s—a na TAB(1).

De maneira andloga teremos

TAB(8) <= TAB(2) TAB(17) < TAB(13)
TAB(9) < TAB(3) TAB(18) == TAB{lci;
TAB(10) < TAB(6) TAB (25) '<: TAB(13)+TAB(14)

TAB(26) < TAB(13)

A leitura que vocé deve. fazer das relagdes -acima é - que, por
exemplo, a TAB(8) é obtida substituindo s por s-—-a na férmula
TAB(2). Da mesma forma as demais.

‘Assim j& somam 25 férmulas da TABELA ‘que conseguimos ‘demonstrar.

Vamos ver alguns exemplos de aplicacdo da 32 propriedade.
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Exemplo 3.

Encontre a T.L. de

Encontre f(t) dado

af(o)=
byf{t)=

c)f(t)=

a)F(s)=

b)F(s)=

c)F(s)=

senht cost
(1+#t)? eF

e %t cosh5t

4
s —25—3

s

1.
s+ =Y +1
( 2}

16

s+ 3 (ls+3IF+9
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Exemplo 4: O Oscilador Harménico Livre : caso amortecido.

Um corpo de massa m é ligado a extremidade inferior de uma mola
elastica de constante k , cuja extremidade superior é fixa. Seja
y(t) o deslocamento do corpo de sua“ posigcdao de equilibrio
estatico. Determinar as vibragSes livres do corpo, partindo da
posigdo inicial y(0) com velocidade inicial y’ (0), supondo que
existe um amortecimento B, conforme esquema abaixo .

2 d A A

— 3(0)

Um OHS livre significa gue ndo ha forgas externas atuando no
Sistema. A equagdo do movimento é obtida da 22 lei de Newton

> E=ma y y

ou seja a soma vetorial das forgas que atuam na massa m deve ser
igual ao produto da massa pela acelerag3o 3 do sistema. Neste
caso, temos um sistema fisico sujeito a Lei .de ‘Hooke, -isto é&

F‘k = —ky(t) 5
e mais a forca de atrito £, que se opde ao  movimento,.

diretamente proporcional a velocidade y’{t), com_ uma -constante
" de amortecimento ff ;

L =-By ()3
Réﬁnindo estés forgas, temos :
-ky({t) - By’ (t) =m y'’ (t)

Re-arranjando os termos, obtemos a conhecida equagdo diferencial
para o OHS livre de forgas externas,
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k
y“i{t) + EY' () + —yl(t) = 0.
m m

vamos resolver esta, ED genérica usando o método da T.L. , ou
seja aplicamos © operador £ na equagao,

LTIy E £ FIvrE) Y # & Liyt)} =
m m

Usando a propriedade da Transformada da derivada e a notagao
LP{y(t)} = Y(s) temos,

' k
s?Y(s) — sy(0) - y’' (0) + 12 [sY(s)— v(0)] + —¥(s}) =0
" m nt
(s? + By Eyyisy = syt0) + y (o) + -fly{m
m m m

Esta ultima é a equacgao subsididria -

vamos considerar BZ%<4mk, conhecido como Caso subamortecido. Para
tanto tomam-se os valores g =4 , m = 2 e kK = 10 , sujeitos as
condigdes iniciais dadas por y(0) =2 e y'(0) = —-4.

A equacdo subsidiaria fica

(s2 +2s +5)Y(s) = 2s -4 + 4 ou Y(s) = 2
.8 + 25+ 5

Para gencontrar a solucdo y(t); devemos proceder a Transformagao
.8

Inversa : y(t) = 2 .z‘?'l{
+ 25+ 5

: A essas alturas ja& devemos. ter suficiente familiaridade com 2
TABELA para reconhecer que o] denomlnador (s? +2s+5) precisa ser
escrito' na forma (s+1)? + 4 .afim. de ser identificado com OS °
denominadores das TAB(17),(18). Nesta nova apresentagao , vemos
que estamos diante de. um deslocamento, onde s. foi substituido
por s+l. Tal deslocamento deve também ocorrexr no numerador. Sem
alterar a fung¢do, somamos € ‘subtraimos 1 no numerador e depois
separamos em duas parcelas

: 1 1
(t) = 2L M ——F—} = 2.4 2 +. S
4 {(s+1}2+4} {{s+1}-’-+4 {(s+1)2+4

Usando as TAB(18) e (17), com a =1 e w =2, respectivamente,
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_vSen2t

y(t) = 2[e™® cos2t - e ] ou

y(t) = e* [2cos2t —-sen2t] = Jg e cos(2t-333,5°)

Esta dltima igualdade foi obtida usando a identidade:

A coswt + B senwt = C cos(wt-J) onde

C=ANA"+BF e & = arctan%

Esta identidade é muito 0til, principalmente  se quisermos fazer
um esbogco do grafico da solugdo do nosso. problema. Esta solucdo
fornece™” as vibra¢des . do OHS amortecido, cujo grafico esta
esbocado abaixo. v

AN
"
~
-
\ )
ey

A Funcdo de Heaviside ‘ou Euhgéo Degrau unitério

A fungdo.de Heaviside ou fungdo. degrau unitdrio é nula para t<a
‘e assume o valor 1 para t>a. Em t=a a funcdo ndo esta definida
e possul, neste ponto, uma descontinuidade por salto, chamada
descontinuidade ordinaria. Esta é, pois, uma fun¢d&o continua por
partes . Usando a ‘notagdo”™ do Calculo, podemos expressa-la
analitica e graficamente, respectivamente, como

o , t < a
u(t-a) = ou
I t > a
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No caso particular em que a = 0 temos: u(t)=0 para t<0 e u(t)=1
para t>0. A func¢do de Heaviside, neste caso, € descontinua em
t=0 e nao estard definida em t=0.

A figura abaixo, mostra os graficos da fungao de Heaviside para
a#0 e a=0, tal como apresentado nos livros de Matematica
Aplicada e de Engenharia.

A obs&rvacao gque fazemos aqui , é que este grafico né&o esta
constfuido com o rigor matemAtico do .Célculo I; o0s graficos nao
deveriam incluir o ponto t=a e t=0, respectivamente. Veremos,
contudo, que a prépria Matematica Aplicada  fornece  um
procedimento que justifica a inclusiao destes pontos no grafico.

Tomemos o grafico da fungdo degrau unitario em a=0. Nas
situacdes em que & necessdrio definir a transicdo 0° a 0" , é
usual supor gque ela ocorre de forma linear; ¢é a chamada
aproximagdo linear da fungao de Heaviside. Esta aproximagao
linear, introduz a funcdo rampa. Esta afirmacdo estd ilustrada
no grafico a seguir.

Vamos, agora, usar a fungdo degrau unitario para definir uma
funcao muito utilizada nas aplicagodes, é a funcdo pulso, due
 faz o papel de uma chave ‘liga-desliga’ (on-off), com amplitude
unitaria. Matematicamente, os pulsos "sdo expressos ém termos de
funcdes de Heaviside por

f, = u(t-a) - u(t-b) , ac<hb

'QP;. na -‘forma usada no Céalculo I para representar funcgdes
continuas por partes

0 t < a
fo=1q1 a<t<b , cujo grafico é
0 t>Db
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Comentarios: A funcd3o de Heaviside e a fungdo pulso foram
criadas para simular situa¢des de laboratério, onde & preciso
representar matematicamente fung¢des gque ‘ligam’ ou ‘ligam-
desligam’ forcas motrizes, as quais podem ser de natureza
mecanica, elétrica, ou eletromagnética.

Assim, multiplicar uma funcdao €£f(t) por u(t-a) significa que
esta funcdo- serd ‘ligada’ em- t=a . Ilustramos abaixo com a
funcido f({t)=5sent ligada em t=0 e desligada em ¢t=2n no 1°
grafico e ligada em t=7/4 e desligada em.t=27m, no 2° grafico.

Ao expressar analiticamente estas fun¢des, em vez de usarmos a
notacdo do Calculo, usaremos a funcdo de Heaviside u(t-a).

Assim, estas fungdes sdo, respectivamente:
f(t)=5sentfu(t)-u(t-2n)] e
f(t)=5Ssent[u(t-m/4)- u(t-2n)]

Exemplo 5.
Use a funcgdo degrau unitario para fta
representar a funcdo do grafico ao :
lado. k t
1 4 6 t
d--h'p ————
Exemplo 6.

Fgga o grafico da funcao

£{t) = 2[u(t)-u(t-z)] + sent u(t-27)
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MATEMATICA APLICADA 11— AREA 1I: TRANSFORMADA DE LAPLACE

" 2® Lista de Exercicios:.
(3" prop.), Fungiio Degrau Unitério (Funcio de Heaviside),

[1] Use a 2* propriedade para demonstrar que .2'{:cosmt}=—(—2—-—zj§'
s +0

Tabela.

[2] Use o método da T. Z: para

2 2
s -0

resolver os seguintes problemas de valor inicial:

Transformada da Derivada (2° prop.), Solugiic de ED, Deslocamento no Eixo s
Deslocamento no Eixo ¢ (4” prop.).

. A seguir, demonstre a férmula 21 da

r

[al y”" +2y' +y=e

»(0)=-1y(0)=1

R: y()=e" (37 -1)

[b} "+ y=2cost

y(0)=3,y"(0)=4

R: y(t)=1t sent+3cost+4sent

[3] Use a propriedade de deslocamento no ei

X0 s para encontrar as seguintes T. 2

[a] Z{rze3'} bl 2 {e"z'_sen 41:} [c1Z {e‘" coshSt} [d1< {e'z'(Soos 61— Ssen 61)}
o2 —  s-4 . 3s-24
" (s-3) T s 4+45+20 " s*—85—9 T sf4+4s5+40
[4] Encontre f(7) dado s (n}:
nw s 65—4 4s+12 .
) (s+2)* +n°nm® Ly (s+3)*+1 €] 745420 4} 5 8s+16
R: e'sen(n 7t) R: e (cost—3sen 1) R: ¢”(6cos4t+2sends) | R: 4e7(1-1)

[5] Representando as funges hiperbdlicas em termos de fungdes exponenciais e usando a propriedade de

deslocamento no eixo s, mostre que:

a(s* + 24::2)
[a] Z {coshat senat}= TR
De maneira aniloga se demonstra que:
. a(sz —2a%) , _ 2d’s
} [b] 2 {senh at cosat}= 1 ad [c] 2 {senh ar sen at}= & +4a°

Pois bem, a partir das igualdades [a], [b], e [c], demonstre as férmulas (25) e (26) da Tabela.

[6] Fazer o grafico das funges:

] (t=3)u(t—-2)— (- 2)u(t-3) [c] f(:—1) u(t—2), para f(z) =2t

B] u(t—1) +2 u(1—3) ;6 u(t—4) |

[7] Represente as seguintes fungGes em termos da fungdo degrau unitirio e.encontre suas T

[ta) [b] [c]
A } A .
1
S >
8 A - _
o . 1a .3: da i ‘
= ; (Fungdo periédica) R T
i 2(1 rs R: ;(e"-2e"2’+e"3’) . _fg[ <1 ) “Stairs to the stars”
= ) Cos\I+e™ 1[ 1 )
R: =| ——
s\l—e




[8] Use a propriedade do deslocamento no eixo ¢ para encontrara T. Z. de

[a]

[b}

R:ke [ 1_“]
s \1+e

a 2a

. /

- S(L)
s \U-¢€"*

[Sugestdo: Compare estes graficos com os graficos [c] e [d] do exercicio [7].

[9] Use a 2° propriedade (transformagao da derivada) para calcular T. Z. das fungdes cujos graficos sdo:

fa]
A

ix

]

%
)

2 —-x5
R: ';'5(1 —e )

2=
'

1 1

s 5

R: =——(e" -2 +¢7

’)

Observagdo: A idéia aqui é estabelecer a rela¢do entre

respectivamente.

L3

[10] Encontre g(#) e faga seu grifico sendo .2 {g(z)} igual a:

os grificos acima e os graficos [7-a} e [7-b],

=)

2
[a] :
R: 2fu(t —2) — u(1— 4)]

-2 5

e-

[b] =
R: (t—a) u(t—a)

se”**
el
R: cos2(t—m) u(t—m)

il

.
S +25+2
R: & sen(t —7) ift— 1)

e’ +e P -3¢ +6™

[e] - ye

R:.
=Du(e=1D+(—2)u(t—2)=3(t=3)u(r-3)+
6(t — 6)u(t—6)

" " [11] Faga o gréfico das seguintes funcdes e encontre suas T. Z::

[a] (t=7) ule—7)

ns
e
R:

S‘Z

[b] tu(t—2) [c] sent u(t—7)
s HI_ % ; g =E
s & (5‘2 * s) T st +1
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TRANSFORMADA DE LAPLACE: 4° aula

-

Vimos pela propriedade do deslocamento no eixo s que se F(s) & a
Transformada de f(t), entdo e®*f(t) possui a Transformada F({s-a).
Agora veremos propriedade do deslocamento no eixo E.

42) PROPRIEDADE: deslocamento no eixo t

Se F(s) é a Transformada de f(t), entdo f(t-aju(t-a} possul a
Transformada e™®° F(s). Isto é

L {f(t-a)u(t-a)}= e F(s)

Ou, tomando a Inversa em ambos os lados, podemos escrever
f(t-a)ult-a) = L7} e F(s)}.

Demonstragdo:
Parte-se da definicdo de T.L., ou seja

£ {f(t-a)u(t-a)} =j f(t-a)u(t-a)e st dt =j f(t-a)e®t dt
4] a

Usamos, na 22 igualdade, a definigcdo de fungdo de Heaviside.
Faremos, agora, a conveniente substitui¢do de variavel t-a =7 ou
t =r+a e dt = dr , de tal forma que quando t = a, 7 = 0 e
guando t—>w, 7—>o>ow®.

Assim

L {f(t-a)u(t-a)} =I f(z)es'**2a d4r = e‘aﬁj‘ f(r)e ¥ dr
0

[

A Gltima integral recupera a T.L. da fung¢gdo original £(t).
Observar que a variavel de integragdo de uma integral definida,
como a acima, ¢é uma varidvel ‘muda’, no sentido de que ndo faz
diferenca - a letra usada ( t ou 7 ), pois ela se esgota apds a
realizagdo da integrac¢do. Assim, finalmente

LP{f(t-a)u(t-a)} = e P{f(t)} = e* F(s) , c.q.d.
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Transformada da funcdo de Heaviside :

Um caso particular da 4° propriedade é a T.L. da funcio de
Heaviside u(t-a).

Toma-se f£(t) = 1, na 4° propriedade, isto &

L{u(t-a)} = e** P {1} = e™2° 1 , logo

ta

L{u(t~-a)} = e™@* l
5

No caso particular a = 0 , temos
1

L{u(t)} =. =
i Ay
Esta &€ a TAB(1l), pois u(t) = 1 para t>0 e u(t) = 0 para t<0 é a
funcdo f(t) = 1 , t>0 . Em outras palavras, nossa TABELA comecCa

com a fungdo de Heaviside ou funcgdo degrau unitario.

Comentéarios :

Temos, portanto duas propriedades de deslocamento. 0
deslocamento no dominio - de freqgiiéncia corresponde a
multiplicagcdo por uma exponencial no dominio do tempo e o
deslocamento no dominio do tempo corresponde & multiplicacdo por
uma exponencial no dominio de freqgiiéncia.

Com estas duas propriedades, alcangamos o estagio, onde a
Transformada de Laplace , como método de solugdo de ED's é
insubstituivel , como veremos nas aplicag¢des mais adlante_

Muitas- fungées definidas 'por partes poderdo agora ter suas T.L.
Observar que a TABELA n3o fornece Inversas da forma e ® F(s).
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 7.
Para cada um dos itens encontre a Inversa e faca seu graficos:
1 . S
a) G(s)= ¥ b) G(s)= e "% ——
s s+ 4
1
_ _ B W o S | Sae 1 T §
c:)G(s]=e7”52+28+1 d) G(s)= e 8—2“28353—2'!-8:{"-8“?
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Exemplo 8. Resposta de um circuito RC a um pulso de amplitude V,.

Encontre a corrente i(t) no circuitc RC se uma tensdo v(t) é
aplicada. O circuito encontra-se em repouso antes da aplicacgéao
da tensdao. O circuito e o grafico da tensdo sdo mostrados
abaixo.

1r(t) 4 I l' I ‘
%r o (t) .
L R

A resposta é a corrente DC, representada por i{t), que obedece a
lei de Kirchoff dada por

1
Ri(t) + — gl(t) = t)
i(t) C q(t) v (

Lembrando que qg{t) = I i(r)dr e expressando © pulso v(t) em
0
termos das respectivas fungbes de Heaviside temos:
*

i(k) + fc—j; i(z)dr = y}é‘-[ﬂ(ha} - u(t-b)]

Observar que esta ndo é uma equagdo diferencial, mas uma equagdo
integral . Cabe perguntar : sera que poderemos usar o método da
Transformada de Laplace para resolvé-la ? A resposta é sim.

" Entag_faremos uma rapida pausa nesta aplicacao para apresentar a
5a prOprledade' a Transformada da Integral.

5% PROPRIEDADE: a Transformada da Integral

Se f(t) €& continua por partes entao

t ) '
f{j f(r)dr} = '};-F{s)
4]

Demonstragédo :
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t
Seja g(t)= [ f(r)dr & O IR ELE)

0
Aplicando a T.L. nesta ultima igualdade e usando a propriedade

da Transformada da Derivada temos,

L{g’ (t)} = sL{g(t)}- g(0) = _L{f(t)}.
Como g(0)=0 ,entao
£lg(t)} = % £UE(t)) ou
¢ 1
f{j’ f(r)dzr}= =F(s) c.qg.d.
0 x hY

Voltando ao Exemplo 8 e usando a 52 propriedade na equacdo

integral do circuito RC temos

. 1 1. . v,
LI} + —~ P{i(t)} = 2 [P{u(t-a)} - -£{u(t-b)}]
RC s R
Usando a notagdo .2{i(t)} = I{(s) e a 4? propriedade
L{u(t-a)} = e l, chegamos a subsididria
5
11 vV 1 1
I{s) + —=lfsg) = L [ ™ —"w agbs 2
) RC s ) R [ s s]

Para mais facilmente isolar I(s), wvamos multiplicar ambos os
lados desta igualdade por s e apds reagrupamos os termos,

1 v
(s, + —) I(s)= % e — gbs ou
; RC (s) = [ ]
1
I(S) = 'v_n { e—as 1 - e-bs }
R 1
T +—
RC RC

Para encontrar a corrente i(t), precisamos calcular
1

f-—l{e—as 11 } e _)f"l{ e—bs

S+ — S
RC - RC
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Estas Inversas estdo na forma da 4® propriedade, onde

F(s) = 11 e pela TAB(7) identificamos £(t)= e_t/RC
S+—
RC
Assim o } = f(t-a)u(t-a)
s+
RC
e P ePs 11 } = f(t-b)u(t-b)
o

RC
Logo, a solucgdo i(t) é )

ity Yo (o= (=a)fRC (t_q) — e~ U=B)/RC 4 (t-p))
R i

Esta férmula sintetiza o comportamento da corrente nos trés
intervalos de t, quais sejam

1°) t<a i(t)=0
2°) a<t<b  i(t)= K, e {/RC
3°) t>b i(t)= (Ky - sze_r/RC onde
K, = Y oafRC & Ky = Yo o b/RC
R

Como na escala do tempo b>»a entdao K; < Kz e a corrente neste
intervalo é negativa . Esta é a chamada corrente de descarga .

0 grélfico de i{(t) é& mostrado abaixo.
Jr?.(é)

Yo |
R

I~

o b—’/‘_&’

Vamos supor, agora, gque em vez da corrente i(t), o Exemplo 8
pe¢ca para encontrar a carga g(t)), mantendo as demais condigdes
do enunciado. A equagdo do circuito seria entao uma equagao
diferencial, isto é

4/5



Matematica Aplicada Il - UFRGS ; Irene Strauch

daft) , 1 qit) = Y&[u(t —a) - ult — b)]
dt RC R

Aplicando a T.L. na equacgdo e usando as propriedades 2 e 4, e a
notagao Q(s)= .£{g(t) }chegamos a

1

1 VD -2 —bs
sQ(s)-q(0) + ReQ(s) = R [es - es ]

Lembrando que g{0)=0, temos

1

Q(s) = [e = e™]

W |

1
S + —
S RC)
Usando' a 4* propriedade e a TAB(1ll), temos como solucao
q(t)= VoC[(1-e /) y(t-a)-(1-e P/ )y (t-b)]

Esta tnica férmula contém a solugcdo nos trés intervalos,

1°)t<a q(t)=0
2°)a<t<b qlt)= Vel [{1_e—(t—a}/Rc)]
3°)t>b G(t)= VoC [e (tPI/RC _ o-(t-a)/RC)

2,3 . d
Como um exercicio, mostre que a derivada a%—.enl cada um dos

intervalos, reproduz a corrente obtida anteriormente e que o
grafico da carga como funcdo de t é dado por

Fa(t)
v.ch

i
A
L

o % £

Assim como o método da T.L. pode ser usado para resolver
equagdes integrais e mesmo equacdes integro-diferenciais (como
veremos mais adiante), também pode ser usado para resolver
sistemas de equagdes . Ilustraremos esta possibilidade,
resolvendo pelo método da T.L. o sequinte circuito constituido
de duas malhas:
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Exemplo 9. O Método da Tranformada de Laplace para resolver um
sistema de equagdes diferenciais.

Encontre as correntes i;(t) e 1i2(t) no circuito simples
constituido de duas malhas, abaixo representado, sujeitc a uma
tensdo v(t)=110u(t), supondo i;(0)=0 e 1i,(0)=0 .

Usando as leis de Kirchoff,

a corrente total do circuito 30 ohms lgﬂfr
é i(t)= ii(t) + ip(t) e a soma WWWW U
das guedas de tensdo ao longo : S0k ::) Y
do circuito é dada, para cada’ : AWWVWWA —f666“
malha do circuito por: :) v
ai 20ohml‘ 4 henrys
L i (t) + 30 i(t) = 110 WWWW 7000
dt - o
4%§§—+ 20 i (t) — 10 i(t) - 2%§§-= 0

Dividindo por 2, cada um dos termos destas egquagoes e
substituinde a corrente i{t) por i;(t) + 1iz(t), obtemos o
seguinte sistema de equac¢des

ii::" + 5i,(€) + 154, + 151,(t) = 55

g1, 48 - 51— — g
- dt

Aplicando a Transformada de Laplace e suas propriedades nas

equacgdes acima, lembrande que 1i;(0)=0 e 1i,(0)=0 e usando a
notagado .2 {i,(t}} = I,(s) e .£{i,t)} = L(s), obtemos

(s + 20)I1(s) + 15I,(s) = EE

S

2(8 + 5)I2{8) = (B84 B)RKls] = 0

Pela 22 equagdo I;(s) = 2I,(s), que substituido na 1* nos leva a
1
I.(s) = m r
2

cuja Inversa ¢ dada pela TAB(ll), com a=0 e b=-55/2 , ou seja
55

i(t)=2(1L - e 2) e consequentemente
_ss, _ss,
i(t)= (1L -e2 ) e i(E) =3(1-e?f)
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3" Lista: Circuitos, Osciladores Harmdnicos e Vigas, sujeitos a pulsos e impulsos

| 1] Um capacitor de capacitincia C € carregado até que

seu potencial seja v,. Em #=0, a chave do circuito ao
lado é fachada e o capacitor comega a se descarregar ¢ -

através do resistor de resisténcia R. Use o métododa T.

|

Z para encontrar a carga g(f) no capacitor.

R: qlt)=v, C e k¢

[2] Dado o circuito LC aolado, encontre a corrente

i(f) e faga seu grafico, assumindo L=1 henry, C=1
farad, corrente inicial nula, carga inicial no capacitor c — | % L

nula e v(t)= u(f) - u(t —a).

R: i(f) =sen t—sen(t —a) {t— a)

{31 Dada a equagio do movimento de um oscilador harménico simples: =k ()= By () + f. =m y7(2)
Calcule a resposta y(t) deste oscilador sujeito a forgas externas f.. do tipo dado abaixo. Considere m= 1,

k=2, B=3, y(0)=0, e y'(0)=0.

5 [b]
Fx -
$oite —
1 [
1 1
: ; ¥ ! ’
1 2
1 -
y(6)= 5[1 —2 &N 4N l]] u(t-1) R: y(f)= [e'{r‘l) - e~2(:—l)] u(t—1)
R:
-——%[l— 2 e + D] u(1-2)

4) Considere um Oscilador Harménico Simples(OHS) nao amortecido,
isto & p=0 na equagao do OHS dado no exemplo 4 da 32 aula.
Suponha agora que este oscilador ‘estd sujeito a uma forca
externa dada por Fext=Fo.sen kmt. a)Use O método da Transformada
de Laplace para calcular as oscilacdes forgadas y(t), sabendo
que y(0)=0 e y’ (0)=0 . Db) Como se comporta o grafico destas
oscilacdes ? Que fendmeno fisico vocé identifica

R: y{t)=&%{sen kfmt — Jkfmt cos . Jk/mt)
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TRANSFORMADA DE LAPLACE: 5%aula

A Matemdtica e a Poesia : “Eterno é tudo aquilo que dura uma
fracdo de segundo, mas com tamanha intensidade que se petrifica
e nenhuma forga jamais o resgata”. Carlos Drummond de Andrade.

A fungdo Delta de Dirac ou fungdo impulso:

Em Fisica, chamam-se de forcas impulsivas, forgas muito
intensas que atuam em curtissimos intervalos de tempo e que
ocorrem durante os processos de colisdes. Sobre estas forgas
pouco se conhece, pois ndo ha como medi-las. Esta situagéao é
contornada com a definigdo, em Mecanica, da grandeza fisica
Impulso. Sabemos que o Impulso é a integral no curto intervalo

-

de tempo da forca impulsiva e é igual a variagdo de momentum.

Fendémenos de natureza impulsiva ocorrem também em outras
situacdes praticas, tais como uma viga sujeita a uma carga muito
concentrada, ou em circuitos elétricos na presenga de correntes
e voltagens muito intensas. Dai a necessidade de representar
matematicamente wuma fung¢d3o que tenha essa caracteristica
impulsiva, ou seja, uma funcdo dita altamente concentrada.

A funcdo impulso procurada deve representar o processo de limite
de uma certa func¢do quando um parametro € tende a zero.

E conveniénte que este processo de limite seja tal que a fungao
impulso apresente as seguintes caracteristicas:

1°) A amplitude da fungdo tende a infinito.
2°) A duragdo da fun¢do tende a zero. '
3°) A Area sob a curva que representa a fungido ndo depende de€.

Existem muitos tipos de fungdes que atendem a esses reqguisitos.

Como acabamos de apresentar a fungdo de Heaviside, vamos definir
a fungdo impulso a partir da seguinte fungdo pulso:

1
fg(t-a) =— [ u(t-(a-€)) — u(t-(ate))]
2e

Seu grafico é mostrado ao lado.

-

A Area deste retangulo é 1, ou

a+e a+s
B = j fe(t-a)dt = | — dt =1
. 2
€ a-—&

Vemos que a area ndo depende
do valor de € , permanecendo
constante mesmo se fizermos

o limitege—>0 .
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Observamos também, que no limite £€—>0 a fungdo fg(t-a) cresce
indefinidamente, e com isso os dois outros requisitos sio
satisfeitos. Define-se, entdo a fungdo impulso ou Delta de
Dirac, & (t-a), como, '

s (t-a) = lﬁn&+0 fe(t-a).

Graficamente, a Delta de Dirac, poderad ser representada por um
dos graficos abaixo.

Na Fisica da-se preferéncia a .representacdo em . forma de uma
funcdo ‘distribuicdo’ concentrada em torno do ponto t = a. Nas
Engenharias é mais usado o grafico em forma de seta, indicando
seu crescimento infinito e sua concentragic em t = a.

Nas aplicagdes, a delta de Dirac possui um significado fisico e
portanto devemos associar a ela uma grandeza fisica, digamos um
potencial elétrico . Assim, é usual representar as grandezas .
impulsivas, atuando no instante t=a por' Ké (t-a), onde K possui
um significado fisico.

Algo mais sobre a Delta de Dirac .
Vimos que, de uma forma simbdélica, esta “funcio” podera ser dada

por
0 ,txa
P é (t-a) = _
© ,t=a
o
mas de tal maneira que I 5(tja)dt =1 , 1isto & possui Aarea
unitaria.

Outra identidade interessante, introduzida por Dirac(1902-1984),
€ a chamada propriedade .da. filtragem,. vidlida -para toda' funcao
continua,

j S (t-a)f(t)dt = f(a)

-
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Esta integral pode ser “demonstrada” por meio do seguinte
raciocinio: como & (t-a) é nula para t#a , os limites de
integragdo podem ser substituidos por a-& e ats. Além disso,
como f£(t) €& continua em t=a, seus valores no intervalo

(a-£,a+€) nao serdo muito diferentes de fla) e podemos dizer
que, aproximadamente

ao §.+E a+e
I J(t-a)f(t)dt = j o (t-a)f(t)dt = f(a) j d(t-a)dt =£f(a).

a-t a-&

Analisando esta propriedade mais atentamente, observamos que ela
atua como uma espécie de filtro, selecionando entre todos os
valores possiveis de t , o valor no ponto t=a. Ou, interpretando
graficamente o produto f(t)é (t-a), vemos que este é o produto de
uma fungdo .genérica por outra que é nula sempre, exceto em t=a .
Logo, apenas neste ponto “sobrevivera” a funcdo, isto é f(t=a).

Dentre as inUmeras aplicacdes desta propriedade, convém
mencionar que ela é um dos possiveis recursos matematicos para
fazer a amostragem de um sinal analdégico. Esta & uma das etapas
para converter um sinal analégico, isto é, um sinal de variavel
continua em um sinal de varidvel discreta. A amostragem podera
ser entendida, entdo como um processo de filtragem , s6 que no
lugar de um dnico impulso devemos ter um trem de impulsos.
Ilustramos no grafico, abaixo a amostragem de um sinal
analégico.

--Ou. analiticamente,
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# Voltemos ao inicio, quando entdo introduzimos a funcdo pulso

fg(t-a) e analisemos com mais atencdo o seu limite €§—>0, isto
é

. , 1
5(t—a)=lm8%f5(t—a}=1nne_,02—[u(t—(a—s}) - u(t-(ate))]=
e
Iim ]{u({t a)+€)) - ul((t-a)-¢€) lim ABE~7) ¢ (t-a)
= 2 N— - - - - = et . e ) —a
=% 2¢ E P dt

Mais uma surpresa : a delta de Dirac é a derivada da funcdo de
Heaviside!

Como fica o .Calculo I, onde aprendemos que quando uma funcdo
apresenta uma descontinuidade como a apresentada pela fungdo de
Heaviside,” a derivada da fung¢do -ndo. existe no ponto de
descontinuidade ? O resultado acima estd mostrando. que o unico
ponto onde  a derivada da fungdo de Heaviside da um valor
diferente de =zero ¢é no ponto de descontinuidade. Podemos
imaginar que do pontc de vista grafico ,temos:

A Matematica Aplicada precisa contornar mais esta dificuldade.
Voltemos a  aproximagao linear no ponto de descontinuidade, de
tal forma que em torno de t=a tenhamos uma espécie de transicdo

“microscoéopica” ao degrau unitario dada pela rampa'E—{tntaﬂa}) 7
E

conforme o grafico abaixo..

De tal forma que no limite £-—>0 sua derivada vai a «© como

d . 1
—u(t-a)= lim_,, —= & (t-a)
dt 2¢
Ou seja, ‘macroscopicamente’, a derivada da fungdo de Heaviside
se comporta como a delta de Dirac.
Vocé viu quantas vezes usamos aspas no nosso texto. Esta foi a

maneira de contornar uma certa falta de rigor matematico nas
nossas demonstracgdes. Contudo, devemos olhar para a -Delta de
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Dirac, ndo como uma fungdo no sentido do Calculo, mas como um
método de obter resultados que dependem de processos de limites.
Este método, como o Célculo Operacional, fornece resultados
validos desde que conhegamos e respeitemos suas limitacdes.

Em resumo, podemos trabalhar com a delta de Dirac como uma
funcdo que possui as seguintes caracteristicas:

1%) Area unitaria - . I Jd (t-a)dt =1
) ‘ d :
2?) Derivada da funcdo de Heaviside - ;5(teaj=azu{t-a)
- m .
3%) Propriedade da filtragem - J' S (t-a)f(t)dt = £(a)
—
0 ,t=a
4?) Representacdo simbdlica - S (t-a) = i .
o _t=a

Sabemos que esta dltima afirmagcdo ndo é matematicamente
aceitavel. Ela traduz uma abordagem fenomenolégica. Veremos,
mais adiante que a Andlise de Fourier fornece, finalmente, uma
representacao formal e rigorosa para esta funcio.

As fungbes de ‘Heaviside e delta de Dirac fazem parte de um
elenco de fungdes que ndo sdo fungdes no stricto sensu do
Calculo. Diferencial e Integral , por isso muitos. autores as
chamam .de funcdes singulares.

Fungbes_.singulares s3o funcdes que .apresentam. descontinuidades
por salto, também chamadas descontinuidades ordinarias,e sao
muito usadas nas aplicacgdes.

Vamos mostrar como, a partir da funcdo rampa, se obtém por
“derivacdo grafica” as demais fungodes singulares aqui
apresentadas.
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. 6®) PROPRIEDADE : Transformada da Delta de Dirac .

Parte-se da definicdo de T.L. ,
£{5(t-a)} =[ & (t-a)e™dt = ™ ;
o

onde a segunda igualdade foi obtida usando a propriedade de
filtragem . Assim, temos

Li{s(t-a)} = e

Exemplo 8. Voltemos ao circuito RC, .sujeito a um pulso de
amplitude V, . A lei de Kirchoff para este circuito, como 3ja
vimos, é

1{E) + }'215 qg(t) = % [u(t-a) — u(t-b)]

Vamos derivar com relacgdc ao tempo ambos os lados desta equagao,
lembrando que i(t)= g% r

1 V
L7 (L — i{t) = — [F{t-a} - &(t-b
1{)+RC1() R[(a) (t-b)1

onde as derivadas das fungdes de Heaviside foram substituildas
pelas respectivas funcgdes impulso.

Aplicando, agora a Transformada de Laplace, temos

sI{s) —-i{(0) + .__1._. I(s) = _YQ_ [ ?® — a~bs ] ou
RC R
(s + —EIE,-)I(S} = % [ €2 — ™ ], pois 1(0)=0.

Ou seja, chegamos ao mesmo resultado anterior, onde preferimos
trabalhar com a equagdo integral .

Exemplo 10. No circuito RLC abaixo, em t=0, q(0)=0 e i(0)=0 .
a)Use a Lel de Kirchoff

di(t) : l _
L—E;— + tht) + (?q(t) v(t)
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e o método da Transformada de Laplace para obter o resultado
genérico

I(S)=_il’,- V(s) —— ,. onde I(s)= £{i(t)} ,

+—) +7°
(s 2L) 1

c \2L
b) Suponha agora gque o circuito esteja sujeito a uma tensdo
impulsiva v(t)= Vy, & (t) e analise a solugdo i(t) nos trés casos:

x
V(s)=L{v(t)} e 7 = 1 (i)

1
1°)Caso subamortecido  (#*>0):  L=1H, C=5F, R=2Q .

2°)Caso ‘superamortecido (7°<0): L=1H, C=2F, R=2Q .
3°)Caso criticamente amortecido (732=O] :
I=1H, C=1lF, R=2Q .

5/8



Matemdtica Aplicada Il - UFRGS Irene Strauch

L
Exemplo 11. Considere uma viga engastada x=0 e x=L. Em x=§ ¥

L :
uma carga concentrada q(x)=E’5{x—--§-} age verticalmente para baixo,

conforme a figura abaixo.
Calcule as deflexdes vy(x) da wviga, considerando a equagdo da

L]

viga g_% = -E';t—Iq(x) e as condicgdes de contorno de uma viga
X

engastada : y(0)= y'(0)= 0 , y(L)= y’(L)=0; e ainda supondo

yrr(0)=Cy ey’ (0)= C_z (C, e C, constantes).
(E:constante de Young, I: momento de inércia da viga. )
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Exemplo 12. O metabolismo de uma medicacgdo.

O estudo da resposta do corpo humano a uma certa medicacido é
importante para determinar a dose conveniente e o intervalo de
tempo ideal entre as doses a fim de prover o tempo de maxima
eficacia e reduzir os efeitos colaterais. Em sua forma mais
simples de modelo para o metabolismo da droga, assume-se gque a
dose é 1liberada e entra na corrente sangliinea instantaneamente
e a taxa na qual a droga ¢ metabolizada é diretamente
proporcional a sua concentracdo. A concentracdo da medicacgdo

-

c(t) como fungdo do tempo & descrita, neste modelo, pela
: - 1 .
seguinte equagdo diferencial de 1® ordem : c'(t)+—c(t)=x(t)
’ T

onde X(t) descreve a entrada da medicagdo e T é a chamada

‘clearance rate’, uma medida de qudo rapido a medicagdo é

metabolizada e eliminada da corrente sanguinea. Fregiientemente,
€ necessario doses repetidas. Se a concentragdo C;, &
administrada instantaneamente a intervalos regulares de T, entao

a entrada X(t) pode ser modelada como um trem de impulsos :

x(t)=c, [8(t) +8(t-T) +5(t - 2T)+...]

Calcule a resposta c(t) as repetidas doses.
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TRANSFORMADA DE LAPLACE: 6® aula

Na aula de hoje, vamos revisar os métodos que Jja
dispomos para calcular tanto as Transformadas de
Laplace como suas Inversas. Vejamos : -

— Métodos para obtengdo da Transformada de Laplace de
uma funcdo f(t), isto é 2{f(t)}:

1°) Pela definigdo de T.L., ,f{f(t)}zj £(t) et gt
’ 0

2°) Direto de uma tabela de T.L.
39 Em conjunto com uma tabela de propriedades das T.L.

— Métodos para obtengdo das Transformadas Inversas de
uma funcdo F(s), isto é ~271{F(s)}:

1°) Direto de uma tabela de T.L.
2°) Em conjunto com uma tabela de propriedades.

3°) Utilizacdo de procedimentos algébricos que levam as
formulas tabeladas.

Procedimentos algébricos :

Ja tdivemos oportunidade de usar a fatoracdo e de
completar os quadrados no denominador de fungdes

Pm), onde P(s) e Q(s)

racionais préprias da forma F(s)=

sdo funcgdes polinomiais. Nosso objetivo sempre foi o de
colocar a funcdo na forma das funcdes tabeladas.

- Para as func¢des racionais proéprias, ha ainda um outro
método algébrico muito poderoso que é o Método de
Separacdo em Frag¢des Parciais, ja& conhecido do Célculo
I. Vamos revisar este método na aula de hoje, através
da solugdo de varios exemplos.
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Um ultimo procedimento algébrico de grande utilidade
serda apresentado na 9%aula: é o método de expansido por
Séries de Poténcias.

Exemplo 11. Coloque as fungdes racionais abaixo, na
forma de fragdes parciais, conforme o formato da Tabela
de T.L.

s° - 6s +4 S +s5-2
a) F(s)= B Flaj=2-"2— =
) Fls) s - 35 + 2s ) Fis) (s + 17
c) F(s)=—3 _ - ) Tl 231
(s + 1) : (s+1}__(s—2}
2— —
e} Flej= 3s 252 1
(s —3) (s + 1)
e 2 i
£) F(s)= B forh g) Fis)==

(S +25+2 (S + 25+ 5) s — 2)

Esta dltima funcdo pode ser lida como o produto de duas

func¢des, isto é: F(s)=i2 :
s° (s - 2)

=G(s)H(s), sendo G(s)=§; e

1

H(s)=
s -2

Observe que cada wuma das fungdes possui Inversa
tabelada, ou seja, g(t)= t e h(t)= e** . Se quisermos
calcular a Inversa f(t) a partir das funcgdes g(t) e

h(t), entdo poderemos usar o Teorema da Convolugdo .

72) PROPRIEDADE: Teorema da Convolucdo.

Se  27'G(s)}=g(t) e A2 YH(s)}=h(t) sdo  funcdes
conhecidas, entao

£7{G(s)H(s) }=[ g(n)h(t-t)dr= g+h

. 0

Notagdo: A forma g*h é chamada de produto convolutivo
ou convolugdo de g e h.
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Este teorema nao seré demonstrado, contudo é
interessante que se saiba que a convolucdo é
comutativa, isto é g+*h= hxg

No contexto em que estamos apresentando o método da
Transformada de Laplace, o teorema da convolugdo sera
uma alternativa para o calculo de Inversas . Contudo,
convém lembrar que precisaremos realizar integracgdes
‘que em geral demandam longos e elaborados calculos.
Cabe ao aluno decidir sobre sua conveniéncia. (Ver
Exemplo 12, abaixo)

Mas, o teorema da convolucdo tem outras importantes
aplicacdes como na solucao de certas equacdes
integrais (Exemplos 13 e 14) e, em andlise de circuitos,
onde*- este teorema estd relacionado com os conceitos de
memoria e fungdo peso. '

Exemplo 12. Tomemos o item f) do Exemplo 11 e
calculemos a Inversa, usando o teorema da convolugdo.

Assim, escreveremos F(s) como um produto, 1isto &

1 4

F(s)=G(s)H(s), onde G(s)= iz e H(s)= ( 5 cujas
s s —

Inversas sdo g(t)= t (TAB(2)) e h(t)= e** (TAB(7)).
Consequentemente

t t
.é"l{G(s)H(s)}:J 1 &2 gr = e*t J T e dt
0 . Q

Integrando por partes, com u = t e dv = e °dt , temos
277G (s)H(s) }= :

; T .. 2|t t -2t .
1
B - . J-ehhdt = |- 2 [“ l} (™ - 1)|=
2 |, 2 2 2 2 2
= g . g e®
2 4 4

‘Esta é a Inversa que j& haviamos obtido pelo método ‘de

separacdo em fragdes parciais.

'S6 para .ilustrar uma outra maneira de solugdo , tente
F(s)

t
usar a 5°® propriedade :f{ff(-r)d—r}= , 1lidentificando
0 S

1

F(s) com ——e
s(s — 2)
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Solucgdo de certas equagdes integrais

As equacgdes integrais a que nos referimos sdo muito
particulares . S&do equacgbdes em gque as integrais estado
na forma de produtos convolutivos. Apresentaremos, a
seguir, dois exemplos destas equagbes e suas solugdes
pelo método da T.L.

Exemplo 13. Resolva a seguinte equacgdo integral

y(t)= t + j y(1)sen(t-t)dr

!
Solugéo: L{y(t)}= £{t} + £{y(t)*sen(t)}

Usando a TAB(2), o teorema da convolucao e a
TAB(13),com w=1l, temos

1
Y = — + Y ou
. 1 1 '
¥is) [l = =5 1= = , ou ainda
s +1 S
s + 1 1
o= == gty
t3
Usando a TAB(3), -chegamos a solugdo: y(t)= t + =
Exémp%%114. Resolver v (t)= 2t—4I vy (1) (t-t)dr

4]
Procedendo como no exemplo anterior, temos

£{y}=2.£{t}-4.2{y*t} ou Y(s)= 53 4Y(s)817

2_

Isolando Y(s), temos Y(s)= -
: s + 4

cuja Inversa é dada pela TAB(13), _
y(t)= sen2
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MATEMATICA APLICADA 11— AREA I1: TRANSFORMADA DE LAPLACE
4" Lista: Transformada Inversa de Fungdes Racionais
Lembre-se que vocé poderd encontrar a transformada inversa de uma fungdo racional diretamente

na tabela ou terd que fazer antes alguns procedimentos algébricos simples (P. A.). Entre os procedimentos

algébricos inclue-se a decomposi¢do en fragdes parciais (F. P.). Vocé poderd ainda, em alguns poucos

casos, optar pelo Teorema da Convolugdo (T. C.).

Calcule a transformada inversa de:

7 . T
(1] F(ﬂ:%;—_?: 4 —e” (P.A.)
: ;L7 (Tab.
2] F(s)=(s_2)3 t e (Tab)
Cdasl :2e'—2cos t+sent (F. P.)
[31 F[_y):_-—:—.-—
(s=1)(s" +1)
i :3-2¢" (P.A)
4 s
(41 Fls) sS4+ 4s
(5] p(5)=;2“_:§ ~cosh 1—3 senh 7 (P. A.)
\) e W]
(6] F(;):-S:éﬁ 226 4 (P.A)
357 -2s-1 :2¢*" 4cos t+sent (F.P.)
[7] F(S)=—2
(5—3)(5 +l)
(8] F(s)=}_3:££;l:—i—?; : e(cos 3r—ésen 31) (P. A)
st +5-2 _e-r(l_r_rz) (F. P)
o} Flg=2 L2 : P
IP1 #) (5+1)3
25’ +10s> +8s+ 40 Teos T lsen 3rdll—2os 3
[10] F(s)= ~’r2 52+ s+ ] c-;?s 2 sen £(1—cos )(P. A
5 (s +9) +3 (3t —sen 31)
25" —4 =t =22 110 (F.P)
11 = 6 3 2
R S v
1 s ylsent—1 C.
[12) F(S)=m L(sen 1—4sen 2t) (T. C.)
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TRANSFORMADA DE LAPLACE:7*® aula.

Transformada de funcdes periddicas.

J& foram calculadas as Transformadas de algumas

funcdes periddicas. Na Tabela de T.L.,  as
Transformadas £ {senwt} e 2L {coswt} foram calculadas
usando a formula de Euler e a ©propriedade da
linearidade. Na 22 1lista ,exercicio n°®°7c) vocé deve

ter calculado a Transformada de um trem de pulsos, que
também € uma funcdo periddica.

Vamos agora, apresentar uma maneira alternativa para
calcular a Transformada de fung¢des periddicas, que sera
a nossa 8?2 propriedade.

82) PROPRIEDADE: Transformada de Fungdes Periddicas

A Transformada de Laplace de uma funcdo f£(t) periddica,
continua por partes, de periodo p é

LA{f(t)}= et f(t)dt

|
—
© Loy

e‘-‘?

Demonstracao:
Parte—-se da definicado

© p 2 3p
£{f(t)y=] f(ye”far = [+ f I I P
0 o P

p——ee—y —P e
1%termo 2°termo 3%termo

A partir do 2° termo, vamos proceder a convenientes
- substituicgdes de variavel, afim de que todos os demais
termos possam ser expressos em fungdo do 1°. Assim,

p
e f£(t)dt = e | e7f(r) dr, onde t=r+p, dt=dr

0

£
o

P
2 (EYAE = e‘zs.Pj e"f(r) dr,onde t=r+2p , dt=dr
0

S
b

771
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E assim sucessivamente. Agrupando os termos, a partir
do 2° , temos i

LAE(E)} = [1+ e™F 4+ 2P ¢ 3 f et f(t)dt

# Recordando Calculo II - Identifica-se a série entre
parénteses como a série geométrica, que converge para
L St e = Tlh- r CcOm X = %P < 1 _
e o
Logo
r : 1 F-st : .'

L{f(t)} = — [ ™" £(r)at Cufod:

B | l-e= ) | =
Comentarios:

Assim, a Transformada de uma - funcdo periddica poderéa
ser calculada como uma integral de Laplace dentro do
1

periodo da funcio, multiplicada pelo fator

-
Vejamos como fica no caso da funcdo senwt cujo periodo
.
e —:
w
1 2x/w 1 e__;f

£ {senwt}= M I e ™t senwt dt =

ST +w

l—-e ~ 0 lI—e ~
Yo e"Z:S 1
—W coswt = — -w) - = =
J]a sl | - 7 (=w) 2+W2(W)J
l—e *
1 w ;‘/‘7&" w '
= e = = -
o | 52 +w L ] §%+w?

12 »
Ou seja, chegamos.ao mesmo resultado anterior (TAB(13).

Demonstre - a TAB(14), como um exercicio de utiliiagéo
da 8% propriedade .

Exemplo 15. Refaca o exercicio 7c) da 22 lista, usando
a 8% propriedade.
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Tabela de Graficos de Funcgdes Peridédicas Especiais .

A Tabela de Graficos de fungdes periddicas apresentada
a seguir, € mais uma tabela que vocé poderd usar no
dia da prova. Ela é uma tabela de Transformadas de
Laplace um pouco diferente da anterior, pois as funcdes
£(t) sdo fungdes que tem nome e sdo dadas apenas
graficamente. A direita, faz-se a leitura da respectiva
Transformada. Temos,. por ordem, a fung¢do onda quadrada
(que ndo deve ser confundida com o trem de pulsos) , a
onda triangular, 0 retificador de meia onda, o
retificador de onda completa e a onda dente de serra.
Esses’ tipos de fun¢des periddicas ocorrem na Fisica e
nas Engenharias, nas mais. diversas modelagens-

Vamos demonstrar cada uma das Transformadas usando a g2
propriedade.

.Onda Quadrada.de periodo p=2a

= 1 2 -st _ 1 h -5t ? -st =
f{f(t)}_l—é-ﬂa! f{t)e dt —l—_‘e—:ﬂ—a[_! e dt - :[ e __dt]_'
1 —as 1 =2as -as

St pdme @™ =) = [~ [&° e™ )}=

1 e s
Z'!' 1_ [ e—2as - 2 e e +1] = l - 1 . [1- e-—-as]2 e

s 1—=e™ s (-e*Y1+e™) _

‘lﬂgﬁ;l -1 tanh o) 4 onde se usou a identidade -

s (1+e™™) K 2 .

tanh(ﬁ): M‘?’_) e senh(%): %(easfz _e"'cEI.S/Z)

2 cosh(as/2)

1 i
COSh(E)v_- _(easlz ¥ e as/2)
2 2
Ou seja
B as)_ eas'fz _ s/ _ e/ — &™) o a-e™)
easr’z + e-asf:a easfz{l + e-—as) {l + e_.,,_-;)
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Onda triangular de periodo p=2a

Faremos aqui wuma aplicagdo da derivacao grafica.
Observando o grafico da onda triangular, constatamos
que ‘ele é formado de segmentos de reta que possuem

declividade L no intervalo 0O<t<a e declividade _1 no
a 4 a

intervalo a<t<2a, portanto sua derivada oscila como uma
onda quadrada de amplitude 1 . Portanto, neste caso é
: : = :

muito | mais pratico aplicar a 22 propriedade
(Transformada da derivada) para  calcular a
Transformada da onda triangular pois ja& conhecemos a
Transformada da onda quadrada.
Assim, tomando f’(t)=11bnda quadradé} e f(t)= onda
‘triangular, temos @
L{E7(t)}= s L{L{t)}= £(0)

&rf{onda quadradal= s #{onda triangular)

1/ ' .
Logo, .~ {onda triangular%=-£1§ tanh(Z) = —lgtanh(fi)-
: s s 2 as 2
c.qg.d.

Retificador de meia onda de periodo p=2rz/w

Pela 8% propriedade temos:

1 2r /v : 1 x/w

EAE(R) Jm i I e™* f(t)dt = —— _[ e™" senwt dt =
l_e_!f- ] - I_e w 0
: _ f
= 5= [ e — (s senwt — wcoswt) }| =
1—e-T'_ ST +w 5

A T 1 i

= o v [e” W+ w] = w -
22 2wt ] S Wt (L e ) (1 — o/ 7

L 1

£ f{t)} =
{ )} w. SZ + wZ (1 - e—sn/u}

C.ged.
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Retificador de onda completa de periodo p=z/w

De maneira analoga, obtemos :

£ )=
1 b 1 @ +e™ 1 ns
—_— et senwt dt = w =W coth | —
Lo g oY ;! st +w (L-e) ¥+ w (Zw)
. c.q.d.

onda dente de serra de periodo p=a .

Também usando a 8?% propriedade, temos

8 -5t a
2 {ft) = _1_ I‘l‘ N N [_ £e ie~u] _
1 e a

. al-e™ s s

1 1 as 1 1 it
G = = _ ae - = -as - . 1 s _|:“_a -as E(l _ e-—as):| —
a(l e ) s s s a(l e ) s s
1 —as
= - a = Cvqad.
as sl — e ™)

Para encontrar Inversas de fungbes F(s) que sao
Transformadas de  funcdes peridédicas ndo poderemos
proceder da mesma forma que nos casos anteriores, pois
a Transformada resulta de uma . integragdo dentro do

periodo da funcdo e ndo de t=0 a o , como na nossa
Tabela de T.L.

Apresentamos no exemplo abaixo, como proceder nestes
casos.
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i N +—25_3-s
Exemplo 16. Calcule .A{ A e _ke b
sl —e™)
O fator (1-e™®°) no denominador sugere uma funcédo
periddica de periodo 2
O ponto chave do encaminhamento da solucdo consiste em
escrever (1-e®°)™! como uma série de poténcias, isto &

(1-e™%)7! = 1 + (e2%) + (e25)2 4 (7253 4+ ... ...

E consequentemente

LUED) = 2@+ ™ —3e) (1 + e + &% 4 e 4. )
. s .

Multiplicando cada termo & esquerda pela série temos:

[2 +2¢7% +2g71 . $2a%, .
1 g e —ga
SO e Y

LA} = =
S -5 -3s -5s *

1 —3e —3e™ —3e —
Simplificando, obtemos:

1 :
LAt} = ={2 - 3e™ + 32~ 3e73° 4 3745~ 3755 4 ..}
S .

Lembrando a Transformada da fung¢do degrau unitario

—as

e

£ {ut — a)} = ", (42 propriedade)

Temos'fiﬁalmente:
f(t)=2u(t) - 3u(t-1) +3u(t-2) - 3u(t-3) + 3u(t-4) +....

O grafico desta funcdo é
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TRANSRORMADAS DE LAPLACE DE ALGUMAS FUNQOES PERIGDICAS

Onda quadrada L{r (0}
i) 4
| L S — —
| | ] i ] as
" L (5)
b bl o b
Onda triangular .C{_f(!)}
1),
1 as
. :;f‘gh(‘z‘)
Meia Onda
Reiicadoc d £h6}
‘ m m (s’+af{— ‘5)
RetﬁmdnrdeOnd;Comﬁm | .L{f(r)}
fIllT
{ I
w xs
S +0? mtgh(Z_m-)
R
: @ @ @ ;
" Onda Deate de Serra | . {7 (9}
£ 4
1 B e—ﬂ!
1 / / @ o(=e)
i I W
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MATEMATICA APLICADA H—AREA II: TRANSFORMADA DE LAPLACE
S' Lista: A Delta de Dirac (fun¢éio impulso); O Produto Convolutivo e o Teorema da Convolucio;
i Equacdes Integrais
[1] Achar a solucdo dos seguintes problemas de valor inicial:

B y”+2y +2y=6(t—r) Jy +3y +2y=6(t—5) + u(r-10)
fa] {y(0} =1 . [bl {y(0) =0
l©@=0 y(0)=1
R: y(f)= e 'sens(1— e u(t— 1)) + ¢~ cost }’(f) 3" —e™ [3'('"5)—3"2{'-3 ]H(t*"5) +
[—% —e 9 L c“l"w} ]..{: -10)

y’+y=06(1-2r) o ]
[c]11y(0)=0 - R: y(f)=sen t+ sen (1—27) ut—2)

y'(0)=1 ‘ )

[2] Mostre que (6 * f)() = f(2)
Sugestdo: Use a propriedade de filtragem da Delta de Dirac.

[3] A equag@o de movimento de um OHS nio amortecido sujeito a oscilagtes forgadas pode ser escrita comc

k F
r” 2 d 2 iy c:r‘
y (t)+(0 y(f)-—-]"'(f), onde @) =—2=¢©€ r(t)-—

Y0 +y'(©) , R
S+ s +w

[a] Use o método da Transformada de Laplace e chegue a: F(s)=

R(s)=£{r(n}.

[b] Mostrre que a solugdo pode ser escrita com o auxilio da tabela de T. L. e do Teorema da Convolugido como:

y(£)= y(0)cosw+ ()Sen e r(7)

[4] Use o Teorema da Convolugio para calcular: £ + R: l(senrm cost+ e")
. (s+1)(s* +1) 2

[5]1Use aT. L. e o Teorema da Convolugdo para resolver as seguintes equagdes integrais:

[a) y(r)=1+Iy(r)dr CHA Y= *-ﬁ'“ﬂ (¢-1)df
R: y(f)=¢' R: y()= cost ’

le] y(1)= re‘—ze'Ie"y('r) dt [d] y(r)=1-senh :+j(1 +17) y(t— %) dr

R: y(r)=senh . ' R: ;,(;)= cosh? u
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TRANSFORMADA DE LAPLACE: 8% aula

Na aula de hoje, iniciaremos a deducdo final das
férmulas da TABELA que ficaram pendentes. Estas
férmulas envolvem fungdes especiails gque surgem na
solucdo de alguns problemas da Eisaca e das
Engenharias.

A 1% delas é a TAB(6),sendo que as TAB(4) e (5) séo
cagsos particulares da TAB(6).

Demonstragdo da TAB(6).

Facamos a leitura da TAB(6): £t

;I(—lc-l , K>0
s

onde I(x) € a funcdo gama definida por I(x) =j e™® x*dx
1]

Parte-se da definicdo de T.L da funcdo t“* ,

2 {t5Y) =I e t¥' dt , onde se faz a seguinte
[}
substituicdo : st=x =2 @ dt=1dx. Consequentemente
5 5
© x-1 o
L{t") =[ e (i) lax = 4 [ e ¥ ax = e e e
E S s 8" S

; 3
Casos particulares: K=%:> TAB(4) , ¥ =5=: TAB(5) , onde

se usou os valores T (1/2)= Jx e T (3/2)= Jz/2.

Observar que, usando a férmula de recorréncia I (x+l)=
kK[ (K), se chega a I'(n)= (n-1)! ,ou seja a TAB(3) pode
ser vista como um caso particular da TAB(6), Dbasta
considerar Kk = n , sendo n um inteiro.

A TAB(10) pode, agora, ser demonstrada aplicando na
TAB (6) a propriedade do deslocamento no eixo s

Exemplo 17. Demonstre a TAB(32) usando TAB(4) e TAB(S)
e a conveniente propriedade de deslocamento.
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Calculo de Transformadas ou Inversas por Séries de
Poténcia.

O método das séries de poténcias possibilita o calculo
de Transformadas de Laplace ou de Inversas de fungdes
cuja série de poténcia seja conhecida.

Para tanto vamos precisar de uma Tabela de séries de
poténcias , a fim de que possamos identifica-las no
decorrer da dedugdo. .

Consultando nossa TABELA, identificamos que a partir da
férmula TAB(29) até TAB (43) todas podem ser
demonstradas por este método. :

Para ilustrar este método , vamos demonstrar as TAB(31)
e TAB(34).

TAB (31) £{J,(at)} = ——— , onde J,(at) é a

s +a

funcdo de Bessel de ordem zero, definida ,no rodapé da
TABELA. Assim

co- (- F -
2 2)@)? \2/)@) 77

2 = 4 6
= f{l}w[—g-] £ {t%)+ (-g-) (21)2.,»?{1:4}— (%J (3:)2 2 {t%+...

(n-1)!

Para cada um dos termos, usamos a TAB(3): £2{t"'}= —

5
£{ay= 1 - [_]z_ 5 (3]“;51 - [_) 1 6!
°T s 2) s° 2) () s 2) (3§

1 (aT 1.3 (a)“ 1.3.5 [a)“
1 - =|= + ==|- - P S
2\s 2.4\ s 2.4.6 \ s

il

0 |-
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Esta ultima série é a série  binomial , onde
2
identificamos x = (3) e m = —% , i1sto é
5
A
dic 1(a]2 1.3[a)‘.‘ 1.3 s[a]"’
1+ — =l === +=——{—=| - - +
2\s 2.4\s 2.4.6 \s
Logo L{d}= e o o . = 4 ‘ c.qg.d.
s (aT s "]52 + a° g% & g
l + o bl
s S
Vamos demonstrar agora a TAB(34) .
TAB(34) £ (J, (24K )}= L e¥ ou AL ey 2 g 2dm)
5 S

Usando a série de poténcias para a exponencial temos,

Ky s s) 2

2 3
.z.‘"l{—I-e_k”s}:_f‘l{i[l—‘-EJ{-]ﬁ] i—[ﬁ) i+._.....}}=.£-1{}:}ﬂ k _f"l{%}+
5 k, 3

K’ 1 K 1
+ =25} - M) ...,
2! "f {.93 ! 3! £ {34 :
' n-1
Usando a TAB(3) SO {~1—}= ! ’ temos
7 (n=1)!
: 2 2 3 3
.‘f"l*{l e*/5}= 1~ kt + L i
s 21 21 3t 3!

Comparando com a série que define a fungdo de Bessel J,

x? x*

Jo(X)= 1 = b
2" 20

2
..... ,identificamos %=kt - x=2k
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Solugcdo de equagdes diferenciais a  coeficientes
varidveis.

A 9% propriedade tem uma outra aplica¢do que ¢&
resolver pelo método da T.L. certas equacoes
diferenciais a coeficientes variaveis.

Veremos esta aplicacgdo através do exemplo abaixo.

Exemplo 18$. Use o método da T.L.para resolver o
seguinte problema de valor inicial ‘

ty”(t) + y'(t) + 4ty(t) =0 , v{(0)= 3 e y’"(8) =0 .

Solugdo: L{ty” ()} + £2{y"(t)} + 4 2{ty(t)}=0
9 prop. 22 prop. 9% prop.
2Lty (£) }=r5- 2 fy ) = - [5'¥e) — sy0) - y ' @] =
"ds - ds

= —25Y(s) — s*Y ' (s) + 3 .

Substituindo na equacdo, temos

~-2sY(s)- s?Y"(s) + 3+ sY(s) — 3 —-4Y’ (s)= 0 ou
-(s? + 4)Y' (s) - sY(s) = 0 ou ainda
-(s? + 4)2ﬂ§: sY (s)
ds
Vemoﬁeqpe neste caso a .equacdo .subsidiaria ndo & uma
equagdo algébrica . Contudo, é..uma equacdo.diferencial

bem mais simples que a .inicial. *Sua solugdo é obtida
. pela integral logaritmica, isto é :

dy(s) s ' i -
f e = f[g T ds 4 cuja solucgao é
1nY (s) = —%111(32 +4) + C , ou

InY(s) = 1n(s®+ 4)™? + 1nC,
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‘ .
Jo(X)= 1 - fi+—f——— ..... ,identificamos §;=kt s~ x=2Ja

Logo

22) ey g 2 dE) , euqud.

9% Propriedade: Derivada da Transformada

Se F(s)= 2{f(t)}, entdo

L He) = -2 {eie}
ds _

Demonstracao:

Usando a definigdo de Transformada de Laplace para
calcular a derivada , temos:

d d % S < d . T .
— = — | fit) €*'dt = | flt) — 'dt = | f(t) (-t) edt =
- Fts) ds_ﬂ[ﬂ)e !()dse a {(}(t}e

-t} ] e "dt = -2 {tft) oo W N

D oy

Comentarios:

Esta propriedade possibilita calcular a Transformada de
fungdes . da forma tf(t) desde que se conhegca a
Transformada de f(t). As férmulas TAB(2), (8) e (22)
que &=« foram  demonstradas estdo nesta ' forma. Novas
. ITransformadas podem ser .calculadas ,como. no exemplo
abaixo.

Exemplo 18. Calcule 2{t? f(t)}, com f£(t) = senwt .
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Usando a conveniente propriedade dos logaritmos,
podemos escrever esta Ultima igualdade como,

855 &
— Y{(s)}) = g
s? + 4 s° + 4

InY(s) = 1ln
A Inversa de Y(s) é dada pela TAB(31l) : y(t)=Codo(2t) .

Precisamos ainda calcular C, . Para tanto -usamos a
condic¢do inicial y(0)=3 e, considerando que J,(0)=1 .,
obtemos

CoJo (0)=3 LA o
Finalmente, temos a solucgdo y(t)= 3Jp(2t) 4
Exemplo J16. Resolva a equacdo de Laguerre para n=2,

isto é
Ey”(t) + (1-t)y’ () + 2y(t) =0 , V(=2 , Yo} =~14.
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s . MATEMATICA APLICADA II—AREA I TRANbI‘-ORMADA DE LAPLACE * o T
- 6" (e ulnma) Llsta Transformada de Laplace de Fungdes E5pec1ms.T Z..¢ 0 Método das Séries.

A Delta de Dirac (6* Propriedade). T. 2 de Fungdes Periédicas ( 8* Propriedade).
Derivada da T. Z. (9° Propriedade). Integral da T. 2 (10" Propriedade).
[1] Use a tabela de T. L. para mostrar que:

s 2V (@s+]) 3113 =
fa] £{ft 474} =52 (o) £{¢ }=—su SRS s b
(a1 £{7, (2 )}=“"—_ [e) "{COSVZ{} %_-e 0 £1,03 = iffij

(Lembre-se que J,(1) =—Jy(1))

) A

W
[2] Use 0 método de séries de poténcias para mostrar que: L{semﬁ} A &

[3] Usando a 5™ Propriedade, calcule:
[a] [b] [c] (d]
L{t senhrar} L{t cosh 37} £{r 7,020} - | Lt a2 e}
2 L.
R- 223.3;2 o 5+92 R s R s+1 .
(s*~a’) (s*-9) (< +4) (s +25+5)

{4] Resolva:

senti?

¥(0)=1, () =0
(Lembre-se que lim Y(5)=0)

, {ry”(t) +2y' () +ry() =0

[5] Use a 10" Propriedade para demonstrar que:

(] | B [c]

senh r 1 s+1 2 s +a) 2 ss—a
L = bt - {l1— = - (11— =
{ p } > Iq_\s_l) £ ; (1—cos cm)} In [ JT b. £{: (I-cosh ar)} In ( =

[6) Dadas as fungGes periédicas f(7), faga o grafico de f(1) e calcule c{r(}.

37,0<t<?2
=6 5erecd
3-3e ¥ _gget®

R:

52(1 [« e-«i :)

Ta] f(z) possui periodo p=4. -

[b] f(¢) possui periodo p=2x.

floy=e , 0g122%
Z(I-s)rr_l

-2ns
)

(4

Bl -s)(1-




" |71 Onda seno retificada:

Calcule a 7. L. da fungao Isen w1 l, mostrando no grafico abaixo.

isnat!

e |y

8|k

2

[8] Retificador de meia-onda:

[a]

A

A
-

BI% =
2|2

!

Calcule a T_£. da fun¢do representada no grafico

(#+@)i-eF)

em aula é

[91 Use a 8° Propriedade para caicular a T.

da 2? Lista.

2 y(1)+8 y(i) = h(1)

110] Encontre a solucgio de: g
() =10 , y(0)=0

Ih

@

. —
(s*+ (:Jz)(e v - IJ

L. da fungo periddica representada no gréfico {c] do exercicio n°7

[ T2l ()= ho p1,(r), onde A, é uma constante,

R: y(r)=10 cos 2r+—; hy [1~cos ?.(z—a)] 1, (1)

[b] h(r)=h, 5(1), onde h, & uma constante.

1
R: y(1)=10 cos 2!+.Z 5y sen 21

Observe que u,(1) = u(r1—a), a fun¢do degrau unitd
[11] Encontre: :C{r g1, (1) +1* 8(r — N}

[12] Encontre: L{cos tInz&(r— x)}

[13]

i e Fae
LU Uu fu

n¢do de Heaviside.

Considere o oscilador harménico nio-amortecido

oo

representado na figura

ao lado. Suponha que em
1=0, a massa .m.estd em suza posigdo de equilibrio.
Encontre o deslocamento x(r) para 7>0, se uma

" forga F;, 6(1) € aplicada.

R:Ui-“’;senﬁt

mn

j

SANNNNEANNANNAAS

PP LA TTT77777777 PP TIT 77777777

1 a partir da fungéo representada em [a] cuja T. L. calculada
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TRANSFORMADA DE LAPLACE:9? aula.

10® Propriedade: Integral da Transformada

Se o limite para t tendendo a zero pela direita de

/@
¢ I

existe, entéo

[ F(sras =f{@}

3

Observar que a variavel de integracdo € 'muda’, pois a
integral acima é definida. Para "ndo confundi-la com o
limite inferior de integracdo, que €& s, estamos usando
como variavel de integragdo o simbolo &

Demonstracgdo:

Parte-se de I F(s)ds = j [ le™ £{t)dt 1ds

L=} S

Reverte-se a ordem de integragdo, isto €&, integra-se
primeiro na variavel 5 e depois na variavel t,

L=+

f F(s)ds = o] [

5

et f(t)ds]dt =

U e B
O 8

£{t) [ ﬂ] e**ds]dt =

:n] f(t)[e_“] dt = -u]. i(f—)[e‘OO - 7" 1dt =°]. & e %% dt=
0 (-t) s 0 t 0 t

J’{Igl} ; Caqg.d.

Comentarios : Esta é mais uma propriedade que
possibilita o calculo de novas Transformadas a partir
de Transformadas conhecidas. Assim, se conhecemos a
Transformada de f(t) poderemos obter a Transformada de
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Z?l , calculando a integral da Transformada de £f(t).

Contudo, em certos casos teremos que analisar com
cuidado o processo do limite superior da 1integral,
quando -, como se faz em Calculo I, guando
- calculamos. integrais impréprias.

As férmulas TAB(29), (39), (40), (41) e (42) podem ser
calculadas com esta propriedade, pois todas sdo da

forma Z%Q, e a correspondente F(s) & conhecida.

(e¥* E e®®)}= Js-a Tegfesly

TAB (29)

1
L{—
2Jmt?

A funcdo a ser transformada pode ser escrita como

- — (e — e

t 2Jm

1 1 bt at)=l [ 1 gbt 1 et 71,
!

ou seja na forma da 102 propriedade, onde f(t)= 1 ePbt
2mt

e g(t)= 1 e* . suas Transformadas dadas pela TAB(4)

2\t

com deslocamento no eixo s, sd@o respectivamente,

1 +

Js = b

F(s)= e G(s)=

| =
| =
w
I
i)

Usandd entdo a 10° propriedadé, temos

1 bt at _ 17 1 R 1 _
4 (e -e)}-5;[ ds E'J ds =

m? Js - b
_=|:Js_-—b—x/5—a:|j

Vamos analisar com atencdo o processo de limite §—->w ,
que aparece nesta ultima igualdade:
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lim,,,[vVs - b-vs —al=lim,, [Js - b-Js — a] Vs -b +Js - a
Js-b +Js-a
i -b—-—5s5+a s a—-Db
=1lim,__ g = lim =0
RV N D 5 o
Este limite que acabamos de calcular é uma

indeterminacdo da forma o-» e como Vvimos, houve
necessidade de.um certo procedimento para levantar esta
indeterminacédo. -

Assim,. o limite superior di zero e o limite inferior
s=s 'd4d o resultado esperado, isto é

f{; (ebt - e*®)}= Js-a ~Js-b

2 m?

Vejamos agora a TAB(39):

TAB (39) .é’{% (ePt — 3t )}= :ms”“;
S—

1 bt_ at :w 1 _ 1 -

f{;(e e} I [5—b s—a]d5

5

=[ln(s = b) — In(s — )], = [ln il b:|
5 — al,

Novamente, estamos diante de um limite-que envolve uma

indeterminacdo, desta vez da forma ln(zj . Como a

funcdo logaritmo ¢é uma fun¢do @ continua , entdo
procedemos da seguinte maneira

1im, i B ln[lims_m - b] = 1n{[lim,_ 1] = 1nl = O,
g = & 5 — a

onde se usou a regra de L’Hopital.

Assim,
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I
=
)

s —b][ - '
f{l(ebt s eat )}= [ln } s—a C.q.d.
t 5 — al s—b :

Passemos a demonstracdo da TAB(40).

2
sP4+w

TAB (40) £(2 (1-coswt) }=1n>—
s

Usando TAB(l) e TAB(14), podémos escrever

Ay

r

o 22 l-eeswty =2 L — 2 o
S ST +wW

e pela 10® propriedade

f{% (1-coswt) }=e] [2-:!3— 2—5—-2—1(:15 -‘—-{ln 5% — lin(s" + wz}:lun =
. 5 °

& + W
2 o0
5
= ln-—;—_—3
¢+ W

Novamente ao substituir s—->o estamos diante de uma

. i - [ 0] i
indeterminacdo da forma 1ln— . Procedemos da mesma

[+ 8]
maneira que na dedugdo da TAB(39) ,

: : 5" - s° ‘ 25 :
Limy . g1 LA o~ 5 =lnlim,,, — =1nl =0
. s +w s+ W 25
Retornando & nossa deducg¢do, temos,
2 s’ i s?+w’
£{=(l-coswt) }={1ln 5— =1n = 4 i s
t 55+ W s

Passemos a TAB(41),
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TAB (41) .f{{%(l - coshat} = 1n

Usando TAB(l) e TAB(1l6) podemos escrever,

1 s

L{2(l-coshat)}= 2 - - 2
S

Aplicando a 10? propriedade, temos

” o
2 % 1 s
£ {{= (1-coshat}=[ [2- - 2———]ds=[21ns- 1ln(s°-a%)]=
* s
2 - 2 2 2 2 2
5 5 s s - st —a
=|1n =1lim 1n -1ln =0-1n =1
|: 52 — azl s—m|: 52 — a‘2:| s2—g? s? —g? n 52
Caged

Demonstraremos agora a TAB(42).

TAB (42) .f{% senwt} = arctan(zj
S

Usando a TAB(13) , e a 10® propriedade, temos,

oo
1 % W s
£L{- senwt} = |5——=ds = arctan(-—)
-t S5+ w w
'_ s
: 2 . j dx 1 -
Esta 1ntegral esta tabelada , isto é j e G et
x"+a a a

Precisamos , agora, proceder a substituig¢do dos limites
de integracdo,
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T . 5
.f{%senwt}= arctan(eo) - arctan(%&= - - arctan(;ﬂ =
=arccot(ﬁd
w

Nesta ultima igualdade, usamos a identidade
trigonométrica tan(%—6)= coté.
Mas ainda ndo estad na forma da TAB (42), isto &
precisamos mostrar que arccot(£0= arctan(%).

W
Seja a= arccot(i}-;cota = %2 ¢ como cota= entao .

PO w w tmla
tana= LA Logo; da= arctan(fd e consequentemente
S A

*

arccotti)= arctan(fj.
w 5

Agora que jé& demonstramos a TAB (42), podemos ir para a
dltima férmula da nossa TABELA.

TAB (43) L{si(t)}= arccot (s)

ta | b

Esta é a Transformada da chamada funcgao Integral Seno e
é definida por

senx

dx

t
Si(t)= J
0

Esta funcdo pertence a uma classe de funcdes definidas
por integrais que ndo podem ser calculadas por um
namero finito de funcdes elementares. Esta classe
inclui, entre outras, a funcao gama € a funcdo erro,
muito usadas na Matematica Aplicada.

A funcao Sk que é o integrando da funcao gi(t), &
X

bastante conhecida do -Calculo I . Apresentamos a seguir
os graficos destas fungles.
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Para..demonstrar a .TAB(43) .usaremos a 5% propriedade,
(Transformada da integral) e a TAB(42) ,

TAB (43) £{Si({t)}= 1 arccot(s)
Y
Assim
t b |
.f’{Si(t)}=c‘EJ-senrdr}=—l_z?{sem}=l arctan(l) =iarccot(s)
T 5 f Ky 5 5

0

o R s

Fim da Area II !

g



Propriedades da Transformada de Laplace

i | ineaiiads 2{af(@©)+h gO}=a L{f W)} +b L{g®)}
2{fO}=s L{fO}-f0)
2 | Transformada da L{f ()} =5* LSO} -s,(0)-f(0)
Derfvada {00} =5" L O} -5 FO =5 [ O == [ (0)
3 | Deslocamentonoeixos | L {e“l i (r)} =F(s-a)
L{f({t-a) u(t—a)}=e*F(s)
eslocamento no ei; ~as
4| Peceamentonoctet %{u(t~a)}=eT
s | Tofomedsds | reyae| -
6 }i’ag?r‘::nmd'a da Delta o { = a)} e
L{f()* g®)} = F(s)G(s) onde
7 | Teo da Convolugdo L
reme G om0 | f () g(0) = [ (@)t —)dr = g f(©)
8 | s | LU = @
erivada di dF
? ?rargfonmfa LSO} =~ dES)
10 gjﬁ;’gﬁ‘{a se{ifﬂ} - j F(s)ds

Notagdo Usada.: SL{f(1)}=F(s)




SERIES DE POTENCIAS

INTERVALO DE CONVERGENCIA

] _w I ~ 2 3
m‘—zx" =l+x+x"+x +---

n=(

—l<x<l

—co < X << oo

e’ = ;%;=1+r+%+‘;+

1p(1+~c)=§:0(—1)" f:;;r_:’.‘;_l_ig_%“_L ]

R T F L ECETR
T L e
! 1)"(;1)!:1 S TSRS
Senhx—g(znzn+;}fmx+ 3+~;5 {t; . —00 < X< +o0
'coshj.r Z;{)é:; 1+2.2 ':: 56;_,_ —o0 < X< Foo
(1+x)"’=1+im(m"l)"’;!(m —ntl) , m;l;-’lmzl* |

R
* O comportamento nas extremidades do intervalo depende de m: Para m=0 a série converge

absolutamente em ambas as extremidades; para m < -1 a série diverge em ambas as extremidades; ¢ para

—1< m <0 a série converge condicionalmente em x =1 e diverge em x =-1.






