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Analise de Fourier: 1* aula

“0 estudo profundo da natureza & a mais fecunda fonte de descobertas
matemdticas”.

“A Matemdtica parece Ser uma faculdade da mente humana destinada a
suplementar a brevidade da vida e a imperfeigdo dos sentidos” .

Joseph Fourier (1768-1830) .

Jean Joseph Baptiste Fourier se notabilizou com a sua Teoria
Analitica do Calor, onde estudou a transmissdo de calor em uma
barra metalica longa, usando um método de séries que consiste em
representar uma funcdo periddica em termos de funcgbdes seno e CO-
seno.

Esta representagdo por séries teve um profundo significado,
contribuindo significativamente para a evolucdo do conceito de
funcdo.

A atitude, naquela época, era chamar f(x) de fungado, se e
somente se f(x) pudesse ser representada por uma expressdo bem
comportada como um polinémio. Se o grafico de f(x) contivesse,
por exemplo, vértices e lacunas, entdo f (%) nao seria
considerada uma funcéo. Fourier, contudo, afirmava que OS
graficos com lacunas € vértices podiam ser representados por
séries trigonométricas e, portanto, deveriam ser tratados como
funcdes legitimas, © que causou uma grande discussdo na
comunidade de matematicos da época.

Finalmente em 1837, quando Fourier j& havia morrido,
Dirichlet (1805-185%) provou que a repreééntagéo de Fourier
estava correta enunciando o seu teorema. Este teorema ficou
conhecido como as condi¢des de Dirichlet para que uma funcao
peribédica possa ser representada por uma Série de Fourier.

Esta foi a origem do que hoje chamamos Andlise de Fourier.
Este grande “poema matematico”, maneira como Lord Kelvin(1824- .
1507) se referiu a teoria de Fourier, tem aplicacgbes que

transcendem aos problemas fisicos de transmissio de calor .

Hoje em dia , a analise de Fourier tem aplicag¢fes ndo sé na
fisica moderna, mas em novas areas do conhecimento sufgidas nos
altimos 15 anos e que tem recebido varios nomes (teoria de
comunicacdo, sinais e sistemas, DSP-Digital Signal Proessing
método das imagens usado em fisica-médica e em muitos outros
campos) .

Fourier foi um dos poucos fisicos-matemidticos que tiveram a
sorte de possuir um nome que se tornou permanente em todas as
linguas, - como um adjetivo bem conheéido da comunidade
cientifico-tecnolégica .
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Que vem a ser a Teoria da Comunicagao e qual a sua relagao com a
Matematica ?

A comunicacgdo entra diariamente em nossas vidas de tantas e de
tio diversas maneiras que é féacil dar exemplos. Desde a fala
humana, aos telefones, radio, TV, a comunicagao entre
computadores , a comunicacdo via satélite.

Fundamentalmente,’” & comunicacéao envolve a transmisséo da
informacdo de um ponto a outro através de uma sucessao de
processos: os sistemas.

Por exemplo, na fala humana estes processos envolvem acionar as
cordas vocais, produzir sons, aqui chamados de sinais, gque se
propagam através do ar(meio fisico)e ¢é captado pelos nossos
ouvidos, os receptores, e entdo processado pelo nosso cérebro.
Neste exemplo os sistemas responsaveis pela produgdo e recepgao
dos sinais sonoros sdo de natureza bioldgica. Eles também
poderiam ser executados usando sistemas eletrdnicos que simulam
ou imitam sua contrapartida biolégica .

Devido aos avancos tecnoldégicos dos ultimos 10-15 anos novas
dreas do conhecimento se organizaram dando origem a toépicos que
necessitam muito da matemdtica. Nés aqui vamos aproveitar o
ensejo e introduzir os termos que sdo usuais nestas novas areas.

Areas novas tem a sua proépria nomenclatura. Assim os sons e as

imagens transmitidos s3o chamados de sinais e todos os processos:
envolvidos na transmissdo e recepgdo sdo os sistemas. Para

descrever tanto os sinais como os sistemas precisamos de muita
matematica. " Neste tépico da matematica , Vamos

desenvolver a matematica de Fourier, a matematica das

representagbes das fungdes.

Sinais e Sistemas:

Assim, cada vez que mencionarmos a palavra sinal em nosso texto,
estamos usando-a como um sindénimo de uma funcdo matemética. De
fato, um sinal é formalmente definido como uma fungdo de uma ou
mais varidveis, a qual veicula informagdes sobre a natureza de
um fendmeno fisico.’ _

Em muitas situacgdes, um sinal pode estar na forma de wuma
voltagem ou de uma corrente elétrica e a variavel independente e
o tempo. Contudo, dependendo da natureza do sinal e do tipo de

informacdo a ser transmitida poderemos ter as. coordenadas
espaciais como variaveis.

Classificagdo dos sinais :

Os sinais poder&o ser descritos por funcdes reais ou complexas,
mas em ambos casos, a variavel independente é uma variavel
real. No caso de sinais complexos, o significado fisico estard
contido, separadamente, na parte real § imagindria do sinal.. no

Md'clul.o CLOL j[U“ c,&fv §
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Os sinais poderdo ser, também, peribédicos, guase-periddicos ou
aperiddicos.

Para os sinais peridédicos se define a poténcia contida no sinal.
Para os sinais ndo-periddicos se define a energia contida no
sinal.

Os sinais ' podem, ainda, ser deterministicos , aleatédrios
(randémicos) ou cadticos. Um sinal deterministico é aquele para
o gqual ndo had nenhuma incerteza com relacdo ao seu valor no
tempo. Sinais deterministicos podem ser modelados por fungdes
especificas do tempo. Por outro lado, sinais aleatérios sao
sinais que, em cada instante de tempo, sdo descritos por
variadveis aleatérias e sdo definidos em termos de sua densidade
de probabilidade. J& os sinais cabticos sdo deterministicos, mas
muito sensiveis as condigdes iniciais. Qualquer incerteza nas

condicgdes iniciais por menor que seja, crescerad exponencialmente
com o tempo.

Neste .texto, nos limitaremos a sinais deterministicos.

Um ‘sinal é dito causal se é nulo para valores de t<0. Serd né&o-
causal se assumir valores para t<0. Lembrando que a variavel t é
o tempo, & necessario dar um significado a um tempo negativo
gquando comparado a um tempo positivo. Tempos negativos podem
ser, em.muitos contextos, entendidos como o passado, e tempos

positivos como o futuro, com relagdo a um determinado instante
tn=0 - '

Os sinais podem ser, finalmente, analdgicos ou discretos.

Um sinal analégico é um sinal que varia com O tempo de forma
continua, ou seja, a varidvel t ¢é uma variavel continua. Por
outro lado, um sinal discreto é representado por uma funcgdo de
variavel discreta, isto ¢é, definida em instantes isolados de
tempo, os quais, em geral, sdo uniformemente espacgados. A figura
a seguir, ilustra a relagdo entre um sinal de tempo continuo -
x(t) e um sinal de tempo discreto x[n] dele derivado.

x(1) x|n]

/—‘—/0\ ; ??HT"NHQLIH .

(a) _ . )

Sinais analégicos surgem gquando uma onda fisica, 'éomo .por
exemplo, wuma onda acistica ou uma Onda‘lpMinosa.se'convérte-emv'
um sinal elétrico. A conversdo & realizada através de um
transdutor; exemplos incluem o 1picrofone,'zo_fquél_ converte as
variacdes de pressio das ondas .actsticas ‘em . correspondentes:
variacdes de voltagem ou de correntes, e a. célula fotoelétrica,
a qual faz o mesmo com as variagdes da intensidade luminosa: ':*
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Um sinal de tempo discreto pode ser obtido de um sinal de tempo

continuo, fazendo-se uma amostragem do mesmo a uma taxa

uniforme.

Um sinal discreto deverd ainda passar por mais duas etapas antes

de se tornar um sinal digital, quais sejam , a quantizagdo e a

codificagdo.

Resumindo,

A conversdo analogico-digital passa por trés etapas:

a) Amostragem- €& O Pprocesso no qual é feita uma amostragem em
um sinal de tempo continuo através de medidas de sua
amplitude em tempos discretos.

b) Quantizacdo- consiste em representar oS valores de amplitude
resultantes das amostragens dentro de niveis discretos.

c) Codificacdo- consiste em atribuir a cada nivel quantizado um

determinado cédigo, que podera ser o cbdédigo binadrio formado
de O0's e 1's.

A saida de um computador é um exemplo de sinal digital.
Ilustramos no grafico abaixo, uma das possiveis maneiras de
realizar as etapas necessarias para descrever a transicgédo
analdgico-digital.

(1)

——?_ |
Staircase
ol approximation
L u.lqil'J
r

:_-i;:g‘ce_.nu]u11!1101000000

Na esséncia destes processos esta a representacgdo matemdtica
dos sinais. Os métodos da Andlise de Fourier, representandc os
sinais (as funcgdes) em termos de componentes senoidais, tem sido
sem sombra de duvidas o método mais usado, ofuscando os demais
pela sua reconhecida praticidade. Convém destacar que : a
utilizacdo da Analise de Fourier torna-se ainda mais apropriada
se o sistema fisico for um sistema linear invariante no temnpo.

Em primeiro lugar, € preciso entender, neste contexto, o que vem
a ser um sistema. Um sistema é formalmente definido como uma
entidade que manipula um ou mais sinais para realizar uma fungdo
especifica, produzindo, assim, novos sinais. A interacdo entre
um sistema & seus sinais associados ‘é  ilustrada
esquematicamente na figura abaixo. :

1/4



Matematica Aplicada Il - UFRGS Irene Strauch

Um sistema é dito linear quando obedece o© principio da
superposigdo, ou em outras palavras, obedece a conhecida
propriedade da linearidade.

Assim, se yi(t) e yz2(t) representam as respostas de um sistema as
entradas x;(t) e xz2(t), respectlvamente, 0o sistema é& linear se a
resposta a combinagao ax;(t)+bxz(t) é igual a ay:(t)+by,(t), onde
a e b sdo constantes arbitrarias.

Vejamos.agora o significado de um sistema invariante no tempo.
Seja y(t) a resposta a uma entrada x(t) em um sistema. Este
sistema ¢ dito invariante no tempo se 'a resposta a  entrada
deslocada no tempo x(t-tg) ¢é igual y(t-to), onde to ¢é uma
constante. :

Por exemplo, a saida de um sistema linear invariante no tempo,
no qual a entrada foi uma onda senoidal, deverd ser uma outra
onda senoidal de mesma freqiiéncia, porém com amplitude e fase
diferentes. Para estes sistemas , conhecidos pela sigla SLIT, a
Analise de Fourier é o método matematico’ insubstituivel ndo sd

para representar os sinais como também para analisar o préprio
sistema:. :

Nosso objetivo:

H& quatro representagdes de Fourier distintas. Cada uma
aplicdvel. a uma classe de sinais. Estas quatrd classes. de
sinais s3o definidas considerando se o sinal é periédico ou ndo.
Dentro desta divisdo inicial, ainda -cabe separa—los ‘quanto -a
natureza da varidvel tempo: tempo continuo ou ‘tempo discreto.
Os sinais peridédicos de tempo continuo *em representacdes por
Séries de Fourier(FS) e sinais periddicos - de tempos dlq

por Séries de Fourier a Tempos - Discretos;, (DTFS} 5.
ndo- peridédicos sdo representados por Integrals de Fourler que
poderdo ser de tempo continuc- ou de tempo dlscreto.

Neste curso, nos llmltaremos.as representaqoes Fourl
continuo.
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Cabe salientar que a Analise de Fourier €& um tépico da
matematica que nao se restringe apenas as representacbes de
fungdes. Ela também fornece métodos poderosos para solugdo de
equacdes diferenciais, duer utilizando as Séries de Fourier,
quer utilizando © conceito de transformagdo associado a
Transformada de Fourier. Estes dois aspectos de uma mesma teoria
estio inter-relacionados, conforme mostraremos ao longo deste
curso. Apresentamos, a seguir um esquema de como desenvolveremos
este tépico. :

ANALISE DE FOURIER

Coef, Espectros
Séries de Fourier Fourier > Discretos

i

¢ Representagao
de Funcdes

O NYHWNZ P IH

4—

Transf.

Integrais de Fourier Fourier _ .
: —————P Espectros

Continuos

e Solucdo de Equagdes Diferenciais- Método das Séries de Fourier
Método das Transformadas de Fourier
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Funcdes Pares e Impares versus Simetria Gréafica.

Na Andlise de Fourier € muito importante o papel desempenhado
pela chamada ‘simetria’ da fungao; isto é , ¢é importante saber
se ela ¢é par, impar ou ndo tem paridade definida. Esta
existéncia ou nao de paridade reflete-se no grafico desta
funcdo, gque ter& ou nao uma simetria ou anti-simetria frente a
reflexdo vertical. Ja mencionamos que , nNOS problemas aplicados,
em geral, ‘a variavel independente &€ o tempo. Nos problemas onde
nossas fungdes sao fungdes causais, isto &, £f(t) se anula para
t<0, o grafico da funcdo ndo apresenta simetria de reflexdo.
Contudo, a Analise de Fourier é construida em cima de leis de
simetria. Assim, por hipdtese, assumiremos © caso mais geral no
qual as funcdes sio nao-causais, isto €&, f(t)#0 para t<0 .

Recordemos as definigdes de funcbes pares e funcgées impares.

e Uma .funcdo real f(t) é dita par se f£(t)y=£(-t) .
Estas funcdes sio chamadas pares porque as funcdes polinomiais

que possuem apenas expoentes pares exibem esta caracteristica.

e Uma funcdo real f(t) & dita impar se f(t)=-f(-t).
Da mesma forma, as funcgdes polinomiais que possuem apenas
expoentes impares exibem esta caracteristica.

AY

Observar que, se dobrarmcs O papel no eixe vertical do gréafico
da funcdo par , o lado esquerdo coincide com o lado direito,
isto é, o grafico é simétrico frente a reflexdo vertical. J& no
grafico da funcgao impar, serdo necessirias duas dobras, uma-
sobre cada eixo para se obter a coincidéncia .dos gréfiéqsa-é'a
anti-simetria. '

Vamos eleger como funcado par por exceléncia, a fungdo coswt e
funcdo impar por exceléncia, a funcdo senwt,. cujos graficos

apresentam, respectivamenté simetria e anti-simétria frente a’
reflexdo vertical. L '

I yw Al
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Muitas vezes, um simples deslocamento da funcdo ao longo do eixo
horizontal pode fazer com que a funcdo perca sua paridade. Por
outro lado, também & possivel fazer com que uma dada funcgao se
torne par ou impar simplesmente escolhendoc um valor apropriado

para a origem do eixo horizontal. Por exemplo, a funcgéo
periddica chamada onda triangular abaixo ndo é nem par nem
impar. Entretanto, deslocando-a ao longo do eixo t , podemos
fazer com gque se torne uma funcdo par ou impar.

- fw {&) 4400

e / l —* N7 V2 /;' “Th SR ‘ﬁ
WVARYARVA R4 %

-A

Da mesma forma, a paridade de uma funcdo pode estar escondida
por um termo constante somado ou subtraido a funcgéo.
Ilustraremos com outra fungéo periédica : a onda dente de serra
de amplitude A, cujos graficos estao representados a seguir.

A subtracdo da constante n/2 de f(t) desloca o eixo t para cima
de um valor A/2 .A nova fungao g(t)=£(t)-A/2 & agora uma funcgéo

impar. ;
@ 035
Al
) NENEANEN
-.a\l—i\o \li e — £
A
: 3 . B
_1 o A 2 L . 2 , '
Observacdo: As definicdes acima pressupdem fungoes reais.
Devemos ter cuidado, entretanto, ao “definir a paridade de
funcdes complexas. Neste casc, deve-se falar em simetria
conjugada.

Definigdo: Uma funcgao complexa f(t) sera conjugada simétrica se
satisfizer - 3

£{~t)=£%(L) .

onde o asterisco denota o complexo conjugado.
Assim, o complexo conjugado da fungao '

f£(t)= x(t) + i y(t)
& ;

f£x(t)= x(t) - 1 y&) i : & i
onde x(t) é a parte real de £(t) , yit) a parte imaginaria de

£(t) e i=v—1 .Por outro lado , f(-t)=x(=t) + iy(
sé sera igual a f£(-t) se x(t)=x(-t) e_y(t)=—y(¥t); _ .
Conclusdo: uma fungdo complexa f(t). é.'simétrica bonjugadé se sua
parte real for par e sua parte imaginéria:forjimpérE;Tui5;_'"

~t) .Logo, £*(t)

18"
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Exemplo 1 : Verificar se a funcgao f(t)= coswt + isenwt
& conjugada simétrica.

Propriedades das Funcées Pares e fmpares.

12) O produto de duas funcdes pares ou de duas funcdes impares é
uma funcédo par.

0 produto de uma fungdoc par por uma funcdo impar é uma fungdo
impar. o

Demonstracdo: Seja f(t)=f1(t)£fa(t).

Se fi(t)e f2(t) forem fungdbes pares, entdo substituindo
t—>-t, ztemos:

f(=t)= £1(-t)f2(-t)= £f1(t) f2(t)=£(L)

O que prova que f(t) & par.

Se f,(t)e f,(t)forem ambas impares, entdo substituindo
t—>-t, temos:

f(-t)= fi(-t)f2(-t)=[-£1(t) ] [-£2(t)]1=£(%)

O que prova que f(t) & par.

Finalmente, se f;(t) for par e fzﬁnfor 1mparr entdo na troca
t—-t, temos: .

£(~t)= £1(~t)fa(-t)= £1(t) [-F2(£) I=—F1 (t) £2(t)=—F (L)

Isto prova que f(t) é impar.

22) sSe f(t) é uma funcdo par, entdo a integral desta fungao
entre dois limites simétricos a e -a , ¢é igual ao dobro da
integral desde 0 até a, isto é : :

[ ryde=2[ r@ar
Demonstracgado: a
Parte-se de : f f (t)dt =f f(r)dr+ f_f(r)dt e

Na 1* integral do lado dlrelto, _ faz se .~a conveniente

substituicdo de varidvel t—>-t  , consequentemente dt—+~dt e -os
limites de integragdo ficardo de a. ate 0 1sto é -
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[ s = rodn==[ f@=[ f@o onifle

se usou o fato de que f(t) é par, isto é f(t)=f(-t), e na ultima
integral, inverteu-se O0sS limites de integrag¢do trocando o seu
sinal.

Assim,. substituindo esta Ultima igualdade na integral de
partida, temos, finalmente

[ r@dr=[ rode+ [ rodr=2{ f@ar c.q.d.

33yse f(t) é impar, entdo a integral entre dois limites
simétricos é nula, isto &,

[*rd=o0
Demonstracéo:
Parte-se de

[ r@de=[ r@dr+ [ f@oa

Novamente, faz-se na 1% integral, a substituigcdo de varidvel,
t—>-t , consequentemente dt—>-dt e os limites de integracgéo
ficardo de a até 0, isto € E

[ r@de=[ reoedy=-[1-f@ndt= [ fodr=-[ f@@ ,  onde

se usou o fato de que f(t) é impar, isto é f(t)=-f(-t) e na
tltima integral inverteu-se os limites de integracéao, e
consequentemente trocou-se o sinal da integral.

E, finalmente substituindo este resultado na integral de partida
temos: '

[ f@de=- [ rdr+ [*rwar=0 s gl

Estas duas demonstracdes analiticas tém a. sua versdo grafica
Por exemplo, vamos escolher duas fungdes de paridade definida,

i a
como co-seno e seno .Interpretando as integrais da forma [Tsaﬂcﬂ
i ool a

a
e ICUaidL como a A&area liquida nos graficos destas fungdes,
chegaremos aos mesmos <resultados gque as duas. “Gltimas
propriedades, conforme ilustramos abaixo. : ' -

= cAwk
3y b w

= e e e e e e ..‘_._-._._.-__..__‘--_I_....l_l._d} J
VAR VRN
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42)Toda funcao f(t) sem paridade definida pode ser expressa COmo
a soma de uma fungdo par fo(t) e uma fungdo impar £i(t), isto é

f(t)= fp(t) + £i(t) onde
1
fp(t}=%[f(t) FE(-D)] e Ei(D)=s(E(8) - £(-0)]

Verlflcaqao- Somando fp(t) com f;(t) facilmente encontramos f(t).
Resta provar que fo(t) & par e f;(t) é impar. Esta prova é feita,
testando as definigdes de funcdo par e fungao impar. Assim, na
troca t—>-t , temos:

fp(—t)=%[f(—t} + £(t)]1=£f(t) , logo fp(t) & par.

fi(-t)=%{f(—t) - f(t)]=-fi(t) , logo £i(t) é impar.

Exemplo 2.

Dada a funcdo f(x)= e* encontre sua parte par f, e sua parte
impar fj. .

a)Inicialmente, vamos considerar x uma variavel real.

Seja x = wt. Nossa fungao fica, entdo f(t)= e™

Consequentemente

fp(t)=% [e"t + e™™]=coshwt . e

fi(t)=—;- [e"* - e ™¥*]=senhwt

Os graficos destas fungdes séao dados abaixo, permitindo conferir -
as suas respectivas simetrias.

b)Consideremos, agora X um imagin_élrio pur‘o, isto &, x=iwt.
Nossa fungdo fica f(t)= eiwt T
Antes de calcularmos sua parte par e sua:. parte 1mpar;' vamos
deduzir a famosa férmula de Euler (1707-1783). By o oy
Tomamos nossa tabela de Séries de Poténcias e."é.e_lecio_n'amos a
série da funcdo exponencial, ou seja o rdediiing :
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i 2 3 4
e* = 1+3i+%?4"§r+27+"' onde substituimos x por iwt ,
1 ! ! :

iwt

e il +———(iw02 + ._(;'w;f +____(z‘wr)“ +..

1! 2! 3! 41

. V2 i3 s 4 5 6
Lembrando gque i=+-1, vem que 1 =-1, i%=-i, i%=1, i%=i, i%=-1 e
assim por diante.

Poderemos, entdo, reagrupar os termos da série acima da seguinte
maneira:

O ) i M L) M R PN P ) S
21 41 6! 31 51
Novamente consultando nossa tabela de Séries de -Poténcias,
identificamos a série de poténcias pares com a funcdo co—-seno e
a série de poténcias Iimpares com a funcdo seno , ou seja
chegamos & férmula de Euler

iwt

e = coswt + isenwt (/0

Esta foéormula ja estd escrita como a soma de uma parte par e uma
parte impar, ou seja identificamos

fp(t)=coswt e fi{t)=isenwt .

Voltando a expressdo (A), trocamos t—>-t e lembrando dgque a
fungdo co-seno ¢é par, isto &, cos(-wt)= coswt e que a funcédo
seno é impar, isto é, sen(-wt)= -senwt, chegamos a

et = coswt - isenwt . (B)

Somando membro a membro as expressdes (A) e (B), e dividindo por_
2 ,encontramos '

1 3 i
coswt = —i{ eVt 4+ g™t

Da mesma forma, diminuindo membro a membro as expressdes (A)
e(B) e dividindo por 2i , encontramos

1 . i
senwt = — [ e - e ]
2i

Para confirmar tudo que fizemos, usemos as definigéeS'dehfb e de
f; e chegaremos as identidades : " R w T g
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fo(t)=—1[ ™+ e ™t ] =coswt e

£, (£)==1 eivt - 7%t J=isenwt

R SRR

Usando a .notacdo propria das fungbes de vgfiével complexa,
3 !
podemos escrever coswt como a parte real de e e senwt como a
. . . . iwt .
parte imaginaria de et ou seja

coswt = Re{e'™} e senwt = Im{e*"f} )

i N i - iwk # -
Desta forma , confirmamos também que a fungao e*t & uma fungao
complexa de médulo 1, ou seja,

‘e’“” l =|coswt + isenwi| = < [(cos wt + isenwt)(cos wi — isenwt) = Jcos® wt + sen*wt =1,

ou simplesmente

‘ ciwt l= eiW‘t e—iwt = 1 .

Lembramos, também, que a funcao eivt & simétrica conjugada.

Usando a foérmula de Euler, é possivel mostrar uma fantéastica

relacdo que Os numeros e, 1,7 guardam entre si, através da
identidade ;

e =-1

#Pense mais, aplique o logaritmo natural a ambos 0s lados desta
expressdo . Onde se chega ?

Exercicio 3 : Encontre as partes pares e impares dos sinais
cujos graficos s&o :

a) Rl b) A0

11
2

1/13



Matematica Aplicada Il - UFRGS Irene Strauch

Exercicio 4 : A funcgdo f(t) =(sent + 1)? & par ?

Exercicio 5: Encontre a parte par e a parte impar da fungao

t+1
f(ty=—— .
() P

Exercicio 6 : Faca um esbogo do grafico da fungéo f(0==eﬂt| e

diga se este apresenta alguma simetria.

[ —t

T N e’ t>0

Exercicio 7: Dada a fungdo f(t)= encontre a sua parte
10 t<O O ;

par e a sua parte impar . Certifique-se de seus resultados

fazendo um esboco dos graficos de f(t), fplt). e £ilt).
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Exercicio 8: Use a férmula de Euler para tragar um paralelo
entre as funcdes seno e co-seno trigonométricos e a definicdo de

seno e co-seno hiperbdlicos .

Exercicio 9: Demonstre a identidade coh’x — senh®x = 1

Exercicio 10: Use a férmula de Euler e'® =cosO+1i send

para calcular

in/2 _inr _i3m/2 _2mi
a)ye" ;e ;6 Je

?

“in/2 —in —i3m/2 -2mi
b) e B e ;€

e para demonstrar a férmula de De Moivre(1667-1754)

c) (cosx +isenx)” =(cosnx +isennx) , n um inteiro.
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Funcdes Periddicas:

Por que o interesse por funcdes periddicas? Ha muitas razdes.

Podemos citar varios fendmenos que sao periddicos. Alguns
criados pela mdo do homem, outros existentes na prépria
natureza. Os fendémenos periddicos mais simples sdo aqueles

descritos em termos de movimentos harménicos, isto é, podem ser
representados por uma fungdo seno ou co-seno, como o Oscilador
Harménico Simples(OHS). No outro extremo, estdo os fendmenos que
apresentam um comportamento periddico mais complexo, tais como o
movimento das marés, os sons musicais e as batidas do coragao.
vamos ilustrar apresentando os graficos de duas funcgdes
periddicas: os eletrocardiogramas (ECG) correspondentes a
batimentos cardiacos normais, em (a) e em (b), batimentos
cardiacos com taquicardia ventricular.

x[n]
L
]
-2 i ' 1 a Y N L Y & s
o0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 °
Indice de tempo (1)
@
5 Taquicardia ventricular
o T = A 2NN
2
i
1%
b L . , ]
-1k .
21
0

3 L 1 1 1 t SRESEPS | K
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Indice de tempo (1) '

®

Dentre as fontes geradoras de ondas ‘periddicas criadas ~pelo-
homem, as mais importantes sao as fontes de eletricidade. Estas
fontes podem gerar ondas (sinais) senoidais ou ndo-senoidais. As
fontes senoidais e seus efeitos nos circuitos elétricos.
constituem uma importante &area de estudo, por varios motivos. Em
primeiro lugar, a geragao, transmissdo e distribuic&o de energia

elétrica sdo feitas na forma de tensbes e correntes senoidais.

Em segundo, a compreensdo do funcionamento- de circuitos
alimentados por fontes senoidais: torna. possivel prever .a
comportamento de circuitos com fontes ndo-senoidais. Bm

terceiro, a suposicdo’ de que.o sistema esta funcionando no
regime senoidal quase sempre simplifica o projeto dos circuitos.
Assim, um engenheiro ou um “fisico- . pode . formular:. as
especificagdes em termos de UMa-;espogtaﬂsghqidd1567p§dj tar .o ...
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sistema para que atenda a essas especificacdes. Se o sistema
atender a essas especificagdes, © projetista sabe que o circuito
respondera de forma satisfatéria também a sinais ndo—-senoidais.

Dentre as fontes geradoras de ondas nado-senoidais, vamos aqui,
citar duas delas: o retificador eletrénico simples e o gerador
de varredura usado para controlar o feixe eletrdnico dos
osciloscépios. O primeiro, quando alimentado por uma tenséo
senoidal, .produz uma sendide retificada( também conhecido por
retificador de onda completa) que @ também uma funcdo periddica.
J4 o gerador de varredura produz uma onda periédica conhecida
como dente de serra. Tanto a funcao seno retificado como a onda

dente de serra sdo fungdes nio-senoidais , como podemos ver a
partir dos graficos abaixo. '
Ao
£
L
7 0 T T, . 2 o

Do ponto de vista tecnolégico, o interesse pelas fungdes
peridédicas também resulta da observacdo de que qualquer nao-
linearidade em um sistema submetido a uma excitagdo senoidal da
origem a uma resposta periédica ndo-senoidal. O retificador e o
gerador de varredura mencionados acima sdo exemplos de sistemas
niao-lineares.

Fun¢des periddicas ndo-senoidais aparecem também em problemas
relacionados a vibragdes mecadnicas, escoamento ‘'de fluidos,
transmissdo de calor, etc. Como j& mencionamos, foi justamente o
estudo da transmissdo de calor em uma barra metalica que levou
Jean Baptiste Fourier a representar uma fungcdo periddica -como
uma série de fung¢des senoidais. ksta representacao & o ponto de
partida para a analise da resposta dos sistemas submetidos a
excitacdes periddicas. '

Definicdo de fungdo periddica.

Como ha fendmenos que sdo oscilatérios sem serem periédicos, . &
importante, distinguir entre © cardter oscilatério de uma fungao
e a existéncia ou ndo de uma periodicidade. '

Vejamos a definigdo formal de uma funcdo periddica.

Definicdo: Funcdo periddica é qualquer funqao'que'se.repetgza
intervalos regulares. Ou, matematicamente, f(t). & periddica.se .

£(t)=f(t+nT) = onde n=0, il,ﬁ_,ﬂ,i-;_- s 5 AL

e T & uma constante chamada periodo.
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Observacdo: A partir desta definicdo, conclui-se que toda funcgao
constante é periddica de periodo gqualquer.

Forma analitica de uma funcdo periddica:

Se a funcdo ¢é dada graficamente, nao teremos dificuldades de
identificar se ¢é ou ndo periddica, isto &, ‘vemos’ facilmente
qual & a sua amplitude e seu periodo. Contudo, muitas vezes
temos dificuldade de expressa-la matematicamente. A afirmagdo
matematica deverd conter duas informagdes: a forma da fungéo
dentro do periodo e o periodo da fungdo.

Exemplo 11: Dé a forma analitica das fungdes periddicas cujos
gréficos sao: :

1)

vl 1~ _

- 0 1
zﬁn “3@) 7®
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Funcdes senoidais

Vamos eleger como fungdes peridédicas por exceléncia, as fungdes

. 2

seno e co-seno. Estas fungdes possuem periodo T = — onde w & a
w

freqiiéncia angular. Ou seja

2r
senw (t+——)= senwtcos2r+sen2mcoswt

= senwt
w 1
27
cosw (t+— )= coswtcos2z-senwtsen2sz = coswt
W

Exemplo 12 . a) Qual o periodo da fungdo coszt ?

Este caso é simples. A freqgiéncia é w=2. Logo, o periodo T sera
2r 2w

w 2

b)Qual o periodo T da combinagdo f(t)= coswit + coswyt ?

Este periodo comum deverd ser tal que wiT=2zn e  wT=27m
onde n e m sdo inteiros.

r

Logo, a razdo de suas freqgiiéncias deverd ser um numero racional,

. W,
ou seja, —-=

n
w, m

1 1
c)Qual o periodo de f(t)= cosat + COSZt ?

%T=2nn e %T=2n1n A T=6an=8xm

Fazendo n=4 e m=3 , obtemos o menor valor de T.'Logo T=24r

d)Qual o periodo de f(t)= coslOt + cos(l0+x )t ? Neste caso, a
. W 10 e ’ ; . . . -
razdo —L= ndo é um nuUmero racional, isto é, é impossivel

w, 10+7

encontrar um valor T que satisfag¢a f(t)=f(t+nT). Logo, f(t) néo
é periddica.

e)Oual o periodo da funcio f£(t)=(l0cost)? 2

Precisamos usar a identidade trigonométrica

1
coszt=5(1+c032t).
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1
Assim, f(t)=1005(1+cos2t}= 50+50cos2t

Como toda constante & um fung&o peribddica de periodo T qualquer

e o periodo de cos2t é 7z, entdo concluimos que o periodo de f(t)
é T=r.

RESUMO: A soma de sinais harménicos (fun¢des senoidais) € uma
funcdo periddica gquando a razdo de cada par de freqiiéncias
individuais for uma fracdo racional (combinag¢do comensurdvel) . A
freqguéncia fundamental serd o maximo divisor comum das
freqiéncias individuais, ou em termos de periodo fundamental,
serd o minimo multiplo comum dos periodos individuais.

Exercicio 13:

Considere a funcio :é{t)=2$6n(%t)+4COS(%t)+4COS(%t——-15£)

a) Quais sdo as freqiéncias das componentes de x(t) ?
b) Qual é a freqiiéncia fundamental de x(t)?

c) Quais sdo os periodos das componentes de x(t)?

d) Qual o periodo fundamental de x(t)?

Propriedade das integrais de fun¢des periddicas:

Como veremos mais adiante, os coeficientes de Fourier sé&o
integrais calculadas dentro do periodo T da funcgao . Assim, se a
funcdo tiver paridade definida, ¢ interessante. expressar Os
limites de integracdo de forma simétrica, desde -T/2 até /2.
Caso o integrando ndo apresente paridade, entédo a escolha dos
limites de integragdo podera ser de zero a T. : '
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A possibilidade de calcular a integral de uma ou outra maneira
estard garantida pela seguinte propriedade:

Se f(t) é periddica de periodo T, entao

Jrwdr= jf(r)dr

N|“~I'-——1’°|H

Demonstracdo:
T T
2 2 s
Parte-se de [ foae = J' f(t)dt + | fo)de
i = 0
2 2

Na 12 integral do lado direito, faz-se a conveniente
substituigdo de wvariavel t=7-T

Lembrando que f(t) = £(t-T), temos
If(ﬂaﬁ Jj({kﬁ . Substituindo na expressdo acima temos,

2
Ll

[ r@a=frwds [foda=[fo@  caa.

_2_
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Roteiro de estudo da 1? aula:

1) Quem foi Joseph Fourier 2 Qual foi sua contribuigdo a
Matematica Aplicada ?

2) Que vem a ser representagdo de uma fungdao, no contexto da
Andlise de Fourier?

3) Defina sinais & sistemas

4) Como se descreve matematicamente um sinal ? E como se
classificam ?

5) O que se entende, neste contexto, por sistemas ? Quando um
sistema & dito linear ? E linearmente invariante no tempo ?

6) Qual a diferenca entre um sinal analdgico e um sinal de tempo
discreto ?

7) Qual a diferenca entre um sinal de tempo discreto e um sinal
digital 2 Ou em outras palavras, quais sdo as trés etapas de
um processo de conversdo analbdgico-digital?

8) Como se define matematicamente os sinais discretos ?

9) O que se estuda atualmente no toépico da Matemdtica chamddo
Analise de Fourier ?

10) Quais funcdes sdo mais usadas para descrever sinais
deterministicos ?

11) Quando é que uma fungdo f£(t) é dita par ? E impar ? Cite
exemplos. :

12) Como se comportam os graficos de fungdes gue possuem

paridade definida ? D& exemplos de graficos com simetria e anti-
simetria frente a reflexdo vertical.

13) Qual a condigdo que deve ser satisfeita por uma fungdo f(t)
para que se possa estudar sua paridade ? '

14) Faz sentido falar de fungdes pares e ilmpares quando se trata
de funcdes complexas ? '

15) Como se comporta o produto entre fungdes com paridade
definida ? Vocé poderia demonstrar as suas afirmagdes ?

16) Como se comportam as integrais destas fungdes dentro de
limites de integracdo simétricos? ( Vocé pode responder
graficamente a esta questdo usando a interpretagdo geométrica
da integral ).

17) O que se pode dizer da fungdo que ndo é par nem impar ? Como
podemos representa-la ?

18) Quais sdo as componentes par e impar de uma " funcgio
exponencial f(x)=e* , sendo x uma variavel real? Ou de outro
modo, que vem a ser co-seno hiperbdélico de x e seno
hiperbélico de x ? Vocé concorda com esta nomenclatura ?

19) Siga o caminho de Euler para demostrar a sua famosa férmula

{ZL: LhS 1 L MNG-. vocé concorda em chamar esta funcgdo de exponencial ?
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20) Vocé considera razoavel na teoria de variaveis complexas a
existéncia de logaritmos de numeros negativos ? E seno de
angulos imaginarios ? Persiga esta curiosidade matematica. Use

a férmula de Euler e veja onde se chega.
21) Por que o estudo de funcgdées periddicas é importante ?

22) oQual a definigdo formal de uma fungdo periédica ? Que
pardmetros usamos para caracteriza-las ?

23) Quais sdo as fungdes periddicas por exceléncia ?

24) oQual é a condigdo gque deve ser satisfeita para que uma

combinacdo linear de sinais senoidais continue peribddica ?
Como se calcula o periodo e 2 freqiéncia de uma combinagéo

senoidal?
25) D& a interpretacgao geométrica associada a propriedade das
T/2 T
funcdes periédicas contida na identidade I f(t)dt=jf(t)dt
' ’ -T2 0

26) Vocé certamente respondeu - as perguntas acima tendo .em mente
funcdes deterministicas de variavel continua aqui definidas

pela fungdo f£(t) . Quais destas perguntas caberiam no caso de
funcdes deterministicas de variavel discreta, isto §&, funcgdes
definidas pela sequéncia F R =i Ny N = 1 T
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ANALISE DE FOURIER: 2° aula

REPRESENTACAO DE FUNCOES PERIODICAS: SERIES DE FOURIER

O primeiro aspecto a destacar, é que ¢é possivel representar
praticamente todas as funcdes periédicas de interesse na forma
de Séries de Fourier. Matematicamente, as condigdes gque uma
funcio f(t) deve satisfazer para que seja possivel representa-
la por uma Série de Fourier sao dadas pelas chamadas condigdes
de Dirichlet.

Estas condicdes sdo as seguintes:
a)a funcdo deve ser periddica;

b) a fungdo deve ser univoca e continua, exceto em um nuamero
finito de descontinuidades ordinarias dentro do periodo T;

c)a funcgdo deve ter um numero finito de maximos e minimos dentro
do periodo T;

L
d)a integral ﬂj(ﬂldt deve convergir;
0
e)nds pontos t=a de descontinuidade ordinaria o valor da fungao
2 1 =
é dado por f(a]za{f(af}+f(a)]

O grafico abaixo ilustra esta tltima condigdo.
s £t
f)

1

[

!

!

|
]

L]

| l'.& o ¢ .

j)

Em geral, todo sinal peridédico gerado por ‘uma fonte real
satisfaz as <condigbes de Dirichlet. . Estas condigdes sdao
suficientes, ou seja se f(t) satisfaz essas condicdes, entdo
poderd ser representada por uma Série de Fourier. Por outro
lado, as condicdes necessarias para que £(t) possa ser
representada por uma Série de Fourier ainda ndo sdo conhecidas.
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Uma importante vantagem da Série de Fourier ¢é que ela pode
representar funcgdes contendo descontinuidades, enquanto as
séries de Maclaurin e Taylor exigem que as funcdes sejam
continuas.

SERIES DE FOURIER: AS TRES VERSOES.

Apresentaremos a seguir as trés versoes da Série de Fourier. A
primeira €& a Trigonométrica, Jja conhecida e estudada na
disciplina de Equagdes Diferenciais. A segunda & a Harmdénica,
muito utilizada junto com o conceito de fasores e a terceira é a
chamada Série de Fourier Complexa. Esta €& a versdo que
possibilitara a introducdo do conceito de espectro de uma
funcdo. Como estas rrés versbes estdo inter- relacionadas através
de seus coeficientes, faremos uma revisdo das duas primeiras e
apb6s mostraremos como se chega & Série Complexa.

I)Série de Fourier Trigonométrica.

Dada uma funcdo periddica £(t) de periodo T, entdo:

q,
f(t)=?° + z (a,coswnt + bpsenwgt) , onde
n=1

27 - P i
Wp=—H com n=1;2;3;%: .. sdo os maltiplos da freqiiéncia

T

2r 3 ; ; . , 3

fundamental wo=L?; . Esses miltiplos inteiros de wo, isto &, 2wo,

3wy, 4wg etc, sdo denominados freqiiéncias harmdénicas de f(t).

Os coeficientes ag,an,bn sao 0s coeficientes de Fourier, e sé&o -
dados por

T
52 ay. “Fr _—
ao ? J-f(r)dt ou 7=f(r) = valor médio de f(t),
o -
2
i T
22 22 "
B 2 !f(t)cosw"t dt , bn =T a[)"(r)semrt-*ra’f ; n=1,2,3,...
ER i )
Observacdo: Os coef1c1entes de Fourier s&o calculados através

de integrais definidas dentro do periodo T. Se o integrando for
uma funcido com paridade definida, entao escolhemos os limites de
integragdo simétricos afim de usar as convenientes proprledades.
Caso o integrando ndo seja nem par nem impar, entdo € mais
conveniente realizar a integragdo de-0 a T.

2/2



Matematica Aplicada Il - UFRGS Irene Strauch

II)Série de Fourier Harmdnica.

Muitas vezes, nas aplicacdes, €& malis conveniente usar uma forma
alternativa para a Série de Fourier. Esta forma combina os
termos em seno e co-seno com a mesma freqiéncia em um Unico
termo , em geral co-seno. Isto torna possivel, por exemplo, usar
o método dos fasores, e representar cada harmdnico por um fasor.

Assim, a Série de Fourier Harmbnica é:

F(t)= Ao + ». [By cos(wat - 6a)1 onde

n=1
wn sdo as freqiiéncias harménicas , A, as amplitudes e 6,
os angulos de fase.

Vamos verificar que a versdo Harmdnica & idéntica a versao
Trigonométrica.

Determinaremos os novos coeficientes Ag e A, em termos dos
coeficientes ag, an € b, da Série de Fourier Trigonométrica.

Nosso ponto de partida é expressar o cos(wat — 6,) como o co-seno
da diferenga entre dois angulos.

A Série Harmdnica fica, entédo:

f(t)= Ry + z: A, [cosw,tcosf, + senwntsenﬁg]

n=1

Comparando termo a termo esta série com a Série de Fourier
Trigonométrica, vemos dque

a
Ao=?“ 7 A,cosf,= a, e A,senf =b,

Elevando ao quadrado as duas uUltimas igualdades ,temos
(AncosBrn)%= an® @  (Bpsenf,)?= by?

Somando uma com a outra ,e usando a identidade trigonométrica

sen? en + coszen =1 , obtemos

Ao @24 By® 6l By Sat4b 01, 2,8

Da mesma forma dividindo A,senf,=b, por A,cosf,= a, , encontramos

b ab
tan 0, = 2 . g, =tan’ 2.

aﬂ an
Exemplo 1 . Uma certa tensdo pefiédica & representada
graficamente por vie)

! 1 1 1 t
ol T4 T2 3m4 T ST4 3T/2 T4 2T
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Escreva ©0s cinco primeiros termos da representagdo de v(t) em
série de Fourier Harménica.

1II) Série de Fourier Complexa.

Esta & a forma mais concisa de expressar a série de Fourier,

o - 1
£(t) = », Ce™ , onde Ca =7 (an ~ibu)

Demonstracgdo:

Parte-se da Série Trigonométrica, onde se substitui-

. ~ 1, y |
senw,t =? (& g e cosw,t =— (& + e Mty isto é
i
a < | a : s b . i
£(t)=2+ | (™ +e )4 2™ ~e sl ou ainda
2 n=1 2 2"' .
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o

f{t)=%°* Z[;(a —ib,)e™ +%(an+ibn)e""‘”ﬂ']

n=1

+

Analisaremos nesta Ultima expressdo, a troca de n—>-n:

Wn=Won —F W_n==Wpn
ehvﬂr 5 efw_nr = e—fw".r
L
2 2
:F Jf(t)cosw tdt - a-n=an
T
=z
z
2 2
? I f(t)senw tdt - b_n==Dbx
T
i)
1 , 1 .
Cn="£ {an_lbn} —> C-n=§ (an+1bn)
a o iw, 3 it
Assim, f(t)=?°+ZC"e 30 8
n=1 n=|

Reescrevemos o ultimo termo, substituindo o indice n—>-n, isto é

ZC -—aw:‘_zc iw,t

n=-1

A Série de Fourier fica, entéo

£(t) = e +ZCe +§Cné"“’"‘

n=1 n=—1

a i
Lembrando que E%=C0 ,vemos que este termo podera ser incorporado

ao 1° somatério, cujo indice n variara entdo de 0 a ™.

No 2° somatdrio, o indice n varia de -1 a -, mas isto é a mesma
coisa que n variar de -« a -1.

Assim, a Série de Fourier acima fica

f(t)—ZC ™'+ ZC e

n=—-wm
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Finalmente, juntando os dois somatbérios, temos:

Esta versdo da Série de Fourier estd completamente ‘simetrizada’
com relacdo ao indice n

Os coeficientes C, sdo calculados a partir de:
T T
1 24 2 =
P TR (= [ f(©)cosw,tdt 2 [ f(O)senw,dty =
2 2 T % T 5
73 E3
&
1 2
— I f(O[cosw,t —isenw,t]dt .
T3
2.
L
1 ° bt
Logo Cp i If(t)e "“dt .
I's
2

POTENCIA MEDIA DE UMA FUNGAO PERIODICA

A poténcia média de uma funcdo periddica f£(t) com periodo T é
definida por

P=

%lf@

Se a funcdo £f(t) for uma tensdo ou uma corrente, entdo a
definicdo matemAtica acima representa a poténcia média liberada
por f(t) a um resistor de 1Q

Associado a definicdo de poténcia média esta o conceito de valor

RMS de uma funcdo peridédica. A sigla RMS vem do inglés e

significa wvalor quadrdtico médio( root mean square, em ‘inglés),
T

isto é : Jrms = % I[f(t)]zdt

2
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Teorema de Parseval

O teorema de Parseval afirma que se f(t) é uma fungdo real e
periddica de periodo T, entéo

n=0o 2 o o0

P=Y|C :—ao 24y ;(a§+bj):,402+%z A?
H=-wm n=l n=1
Demonstracgdo :
T T
_ 1 2 1 2. [ n=o
Parte—se de P- il F@Of(O)dt =?_l [Zﬂc ¢ } (1)dt
2 )
Lembrando que ™ = g™+ , temos
T
o =] 2 : 0
P Z Cnﬁl: Jf(t) g M= Z CC = onde -
n=—w -T n=—oo
2

*

se usou a definicdo de C, e o fato de que C, = C,

Por outro lado, a relacdo entre os coeficientes das trés versdes
das Séries de Fourier é facilmente verificada a partir das
definicdes de C, e A, , isto &

1 a . -
Com (an = ibn) An=+la +b? ,  Co=—Y=RAg

2

Faca a demonstracdo da segunda e terceira 1gualdades do Teorema
de Parseval.

Exemplo 2. A tens&o periddica do Exemplo 1 é aplicada aos
terminais de um resistor de 150 . O valor de Vg é 60V e o de T é
5ms.

a) Use o teorema de Parseval para calcular as poténcias médias
associadas aos 5 termos determinados no item a) do Exemplo 1.

b) Calcule a poténcia média total a partir de sua definicédo.

c) OQue porcentagem da poténcia total é fornecida pelos 5
primeiros termos da Série? :

d) Compare o valor RMS exato de v(t) com o valor aproximado ,
considerando apenas os ‘5 primeiros termos - da Série de
Fourier. '
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Roteiro de estudo da 22 aula :

1)

2)

3)

4)

5)
6)

73

8)

10)
11)

12)

Quais sd3o as condigdes suficientes para que uma dada fungdo
possa ser representada em Série de Fourier ?

Estas condicées s3o satisfeitas pelas funcgdes matematicas
usadas para descrever os sinais ?

Qual a vantagem da Série de Fourier gquando comparada as
séries de poténcias ?

Quais sdo as trés versdes da Série de Fourier e como estdo
relacionadas? Observe que cada uma delas tem -uma
caracteristica prépria . Identifique-a. Qual o significado do
termo constante em gualquer das versdes ?

Como varia o indice n nas trés versdes da Série de Fourier 2

Demonstre a Série de Fourier Harmdnica a partir da Série de
Fourier Trigonométrica. Qual a vantagem desta versdo guando
comparada com a primeira ?

Reproduza os passos que levam a Série de Fourier Complexa.
Onde, nesta deducdo, vocé identifica a preocupagdo:- com a
simetrizacdo ? Qual a grande vantagem de trabalhar com ela?

Na dedugcdo da Série de Fourier Complexa definiu-se

1 . - 5 o
Cn=—2-(an*1bn) onde a, e b, sd3o os coeficientes da Série de

. 1 .
Fourier trigonométrica . Mostre que: a) C_n=b5(g1+1bn) ;

BC.=C ; ©) a;=2Re{C.} =& b, =-2Im{C,} . Isto &, vocé
demostrou que C, € simétrico conjugado frente a reflexdo
n—-—n.

Mostre que os coeficientes C, de uma fungdo par sdo reais e
de uma fung¢do impar sdo imaginarios puros. Mostre também que
se a fungcdo ndo possui paridade, entdo os coeficientes C, sdo
complexos.

Como € definida a poténcia média de um sinal periddico £(t)?
Comoc se define o wvalor rms de uma fungdo periddica f(t) ? Se

f(t) representa uma voltagem , qual o significado de seu
valor rms ?

Demostre o Teorema de Parseval para as trés versdes da Série
de Fourier e
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ANALISE DE FOURIER: 3%aula

vimos na 2% aula a Série de Fourier Complexa. dJunto com seus

-

coeficientes C, ela forma o chamado Par-Fourier . BEste Par e
constituido pela fungado f(t) e seus coeficientes C,. Isto é

T
5 "
¢, = — [ foye™tae | =0, £1,42,43,..
-T
)

Assumimos desde o inicio que a varidvel t & o tempo, e W é& a
fregiiéncia angular. Assim, o Par-Fourier caracteriza uma
transformacdc do dominio de tempo para o dominio de freqiéncia.
Esta & uma nova leitura para a Série de Fourier de uma funcgao
peridédica. Resumindo :

f(t) no dominio de t

Par—FourierL*“”#/#;ﬂ

C, no dominio de wy

Os coeficientes C, sdo numeros complexos da forma:

1 1
C, = Re{C,}+ 1 Im{C,} , onde Re{C“}=5an e Irn{.Cn}=—-2—bn "

pois na passagem da forma trigonométrica para. forma a complexa
da Série de Fourier foi necessario definir

C

n

1 .
=5 ( an - 1bﬂ)

Seu mdédulo, podera ser representado graficamente e sera
calculado, usando a definigdo de médulo de um numero complexo :

* 1 - .
1C, 1=4 C, C. = Re{C,)* +Im{C,}* = ?/ aZ+b2 onde

o asterisco indica o complexo conjugado. Usando a representagéo
polar de um nimero complexo, podemos escrever ainda :

B = |Cnlei¢n - 1Cﬂ|[cos¢n + isend,] ,

' 1 . e
Comparando com a definigdo C,= 5 (a, - ib,) obtemos
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-b hn{C;}
Pn = tan'lL—-—"— = tan’lm

a!}

|(l,l &6 a amplitude e ¢, o angulo de fase, ambos no dominio de

freqiiéncia .

ESPECTROS DE FREQUENCIA

E possivel descrever a funcdo periédica f(t) em Termos de suas

amplitudes l €, | e de seus angulos de fase ¢, no dominio de
]

freqgiéncia.

0 grafico das amplitudes dos termos da Série de Fourier Complexa

em funcd&o das freqiiéncias wp & chamado de espectro de amplitude

da funcdo periddica £it) : _ )

0 grafico dos angulos de fase em funcdo das freqiéncias é

chamado de espectro de” fase. - T W )

Antes de nos aprofundarmos no estudo dos espectros, vamos.

apresentar alguns aspectos da histéria da ciéncia que nNos
remetem a origem da expressdo espectro.

Histérico:

£ bem conhecido que um prisma pode ser usado para decompor a luz
solar (luz branca) nas cores do arco-iris. Em 1672, Isaac Newton
submeteu um artigo & Royal Society, onde usou pela primeira vez
o termo latino spectrum para descrever as faixas continuas de
cores produzidas pelo prisma. Para entender este fendmeno,
Newton colocou um outro prisma de cabeca para baixo com relagao
ao primeiro e mostrou que as cores se combinavam de volta,
recompondo a luz branca. Inserindo um anteparo com uma fenda
entre os dois prismas e bloqueando uma. ou mais cores na
trajetéria para o segundo prisma, ele mostrou que a mistura nao
mais reconstituia a luz branca . &

Mais tarde, Joseph Fraunhofer (1787-1826), fazendo medidas da
luz emitida pelo sol e pelas estrelas, descobriu gue o espectro
da 1luz observada consistia de linhas com corés distintas.
posteriormente, Gustav Kirchoff e Robert Bunsen descobriram que
cada elemento quimico, quando aquecido até. incandescer irradiava
suas proprias cores. Como conseqiiéncia, cada elemento guimico
pode ser identificado por sua propria linha espectral.

Da Fisica, sabemos gque cada cor corresponde a uma freqiiéncia
especifica do espectro de luz visivel. Portanto a
analise (separagdo) da luz em suas coOres & uma forma de proceder
ao que se chama de analise de freqﬁéncia.oﬁ andlise egpectral.
No caso de um sinal representado por sua Série de Fourier esta
analise envolve a decomposigdo do sinal ‘em suas componentes
senoidais. O papel do prisma € desempenhado "pelos recursos Jue a
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Andlise de Fourier nos coloca a disposigcdo. A recombinacdo das
ccmponentes senoidais para reconstruir o sinal original é
basicamente a sintese de Fourier, papel desempenhado pelo prisma
invertido. Abaixo, ilustramos a andlise(a) e a sintese(b) da luz
branca usando prismas de vidro.

Frisma de vidro
Violeta

hzul

N N— /1/,1 -
T”T‘H ///’J )

r -_

Larania

- u Vaermelho
\/ Spectrum

(a)

Prisma de vidro

Luz branca

Raio de
luz solar

&

# Vejamos agora o que diz o dicionario Aurélio sobre o
significado da palavra espectro.

Espectro. [Do latim spectru] S.m. 1.fantasma. 2.Figura imaterial ,real
ou imagindria, que povoa o pensamento; sombra, fantasma: Sentia-se
vigiado pelo espectro dos antepassados.3.Aparéncia vad de uma colisar
Corre, desde moco atrds do espectro da gldéria.4.Aquilo gque constitui
ameaga: o espectro da fome .5.Pessoa esquelética ou esqudlida: Quem é
este espectro que entrou na sala? 6.Fis.Funcdo -que caracteriza a
distribuicdo de energia numa onda, ou num feixe de particulas, e que
exprime esta distribuigédo em termos de varidveis
apropriadas (comprimento de onda, freqiiéncia, etc.).Espectro de bandas.
Agquele em que a energia ¢é distribuida em intervalos mais ou menos
estreitcs de comprimento de onda. E o espectro emitido, por ex., pelos
gases moleculares quando excitados. Espectro de linhas ou de raias.
Aquele em que s6 existe energia para comprimentos de onda muito bem
determinados. Espectro eletromagnético. A distribui¢do das radiagdes
eletro- magnéticas em fungdo do comprimento de onda, desde os raios
gama, de menor comprimento, até as longas ondas de rddio. Espectro
solar. O espectro visivel que se pode obter pela decomposig¢do da luz
solar ao incidir sobre uma das faces ide um prisma triangular
transparente( ou outro meio de refragdo ou de difragdo, atravessando-o
e projetando-o sobre um anteparo branco). Espectro visivel. Campo do
espectro eletromagnético que abrange uma pequena faixa capaz de- ser
captada pela vista humana.7.Espectro antibidético. Med. Numero de
germes sobre o qual atua o antibiético, dizendo-se deste, conforme
seja tal numero, que é de curto ou de largo espectro.
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Voltemos a analise de nossosS graficos de |C,| versus W, e @
versus Wp

(Observar que a fregiiéncia angular wa & uma variavel discreta,

27
pois vale wn=—T—n , com n = g, L2437

Estes graficos serao, de fato, graficos de pontos, pois O eixo
horizontal contém as freqiéncias discretas. para fins de melhor
visualizagdao , substitui-se os pontos Ppor linhas baixadas dos

valores de ‘C}‘ 205 correspondentes valores de wp, nos espectros

de amplitude e dos valores de ¢, nos espectros de fase.. Em vista

disto, muitas vezes estes graficos sao chamados de espectros de
linhas ou de raias.

Resumindo : Os espectros das funcgdes periddicas sdo egpectros
discretos _.

Exemplo 1.

Encontre o espectro de amplitudes da fungao representada pelo
trem de pulsos retangulares de altura A e duragdo d, dado
graficamente por fig

A .
' - d ==

P

-7 I
2

~Y

0

|~J1=~
vl P
~

L
2

Solucdo: A fungdo periddica f(t) ¢é expressa por
A, -d/2<t<d/2 '
f(t)=f(t+T)
LLL)= :

0 , -T/2<t<-d/2, d/2<t<T/2

calculamos os coeficientes C, a partir de

. -1
T

Fa—

f@ et dt . : .

-

n|

1° passo : Estudo da paridade do integrando.

como f(t) possui um grafico simétrico, ent3c f(t) & par e. Ccomo

—i Wyt __ . ” . -
e "' =coswt -isenw t , entdo f(f)cosw,t - é..par e. f(@)senw,t &
impar. Logo, © integrando possui uma parte par e uma parte
impar. Como os limites de integragdo  sé&o simétricos,

‘sobrevivera’ apenas a parte par e vale
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C, == [/f(t) cosw ¢ dt

N

2
2
0

2° passo : Forma analitica de f(t).

Agora vamos substituir f(t) pela sua forma analitica. Podemos
usar a expressdo da funcdo definida por partes, ou diretamente
do grafico do trem de pulsos dado.

Assim
a i 4 :
2 2 r !
G = =R Jcmwntdt:& senw,t |* _ 2A| sen(w,d/2) | _ 2A d sen(w,d/2)
I 3 w, |, T w, T2 (wd/2)
o Ad dl2  Ad Se"[?"} Ad
Finalmente Cn=———59125—ﬁ~2 = Co= —Ilm _,——<L=—
T (wd/2) T (E,;] /4
T
Observacgdes:

a) O coeficiente Cyp déd o valor médio da funcéo.
b) Os coeficientes C,, com n=x*1, 2, +3.. .representam uma fungédo

. _ sen{x,)
de variavel discreta x,= wp,d/2 ,da forma ——.

Zn

A funcéo de varidvel continua x associada a esta de variavel
discreta x, ja& é conhecida do Calculo I . L&, ela foi estudada
como exemplo de fungdo que apresenta uma descontinuidade
removivel em x=0 . Vocé deve se lembrar da aplicacdo de regra de

. ‘ . senx
L’Hopital para o limite fundamental: lim,_j, =1.
x

Mostramos abaixo o seu grafico.
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Os coeficientes C, sao reais, podendo ser positivos ou
negativos. J& o espectro de amplitude, sendo © grafico de |C,
versus wWp, Com n = 0, +1,£2,43....; & formado por linhas espectrais

positivas.
vamos construir os espectros de amplitude, para o trem de pulsos

considerando dois casos:

1° caso) d =g B 7 T =

Ad sen(nzd/T)

Lembrande que C, entdo neste caso,

T (nxd/T)
g_zlf_ZE:l e W, = -Z—Zn = 8zn , sendo wo = 87.
T 1/4 5 1/4

Facamos agora o grafico de ‘Cnl versus a freqgiiéncia discreta Wn ,
com n=0, L, +2,4+3, ..., lembrando que nossas linhas espectrais

senx

seguirdo a forma da fungao

Esta sera a envoltéria do

espectro discreto. Ela apenas auxilia o tragado das linhas
espectrais, evitando o calculo de cada um dos pontos

A0LE L) 164, K (o4 1 (e . Esta envoltéria aparece tracejada

no grafico, pois ela nao representa o espectro da funcgéao
periddica.

Os noés de ‘C"] - 2 M ocorrerdo em n=%5 *10, £15..
& (znl5)
correspondendo ao quinto, décimo, décimo quinto harménicos ( e

os demais multiplos de 5).

Vejamos como fica o grafico que representa o espelro de
amplitude do trem de pulsos. :

. l‘\‘
i Y

-

: = _
] \
P iR _ YT T ey - -
-80x —40x 0 40x 80w Ta,
— 10w, = Say, Sawq 10w,

(a)
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2°%caso) d = —s e T =

Neste caso, £= w-(—}- : _2_er

= — ’ W =
T 1/2 10 T2

os nés de |C,| ocorrerdo em n= £10, +20, +40, ...

n = 4xn e

O espectro para este trem de pulsos com periodo o dobro do
anterior é mostrado no gréfico abaixo.

le,!

Al10 :
_m'rrn-r_rn‘TTﬂTr.l‘I‘] [””-H mﬂ“ BT Pr o TAT Frra g
- 807  — 40x 0 407 807 o
- 20w, — 10a, 10w, 20w,
Compare os dois casos e observe que duplicando o periodo,

duplicamos o numero de linhas espectrais dentro de cada lobo.

Voltaremos a este exemplo na aula seguinte, pois o trem de
pulsos constitui uma excelente forma de demonstrar a transicgédo
da Série de Fourier de uma fungdo periédica para a Integral de
Fourier de uma funcdo aperiddica, com a conseqgiiente transicio
nos espectros. Esta transigdo periddica/aperiédica é realizada

no limite T—>, quando entdo o trem de pulsos se reduz a um
unico pulso central.

Egspectro de fase

Vejamos agora como fica o espectro de fase do trem de pulsos
anterior. Nosso ponto de partida é

n

Im{C,}
#n = tan”Re(C,)

Como, neste exemplo, C, é sempre um nﬁme%o real, entédo

Re{C, }=C, e Im{C, }=0 . Consequentemente o angulo de fase ¢,
serd 0° ou 180°, dependendo do sinal de C,.
Assim, para os dados do 1° caso do trem de pulsos , ¢n serd zerxro
para n=0,£1,#2,4#3,+4 , indefinido para n=15, pois C,=0, e
180°para n=16,17,#8,49 e indefinido para n=#10 . 0 padréo se
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repete para os valores maiores de n. O grafico a seguir mostra
este espectro de fase .

Y,

180° ]
[N W Y | ]
TT
?_

l\t
*
-15 -13 =-1% -8 - £ -3 1
-14 -12 -10 -8 -6 -& -2

14 d b bl ‘ n
LR 4
6 7 8B 9510111213141516

w -

O que acontece com 0S espetros de amplitude e de fase quando 3

funcdo f(t) é& deslocada no eixo dos tempos ? A resposta a esta
pergunta sera dada no exercicio abaixo.

Exercicio 2. Calcule os espectros de amplitude e de fase para ©

trem de pulsos do exemplo 1 deslocado para a direita, conforme &
mostrado na figura abaixo. .
[t

- . A

)
=
)
[
LR
-‘*
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Exercicio 3 :

amplitude,

contemplando pelo menos 5

Calcule o

espectro de

linhas espectrais ndo nulas para

cada uma das funcdes abaixo:

[i] Fung@o seno retificado:

f()=senme, 0 <1<l

fe+1)=f(1)

f(l'} n e
A

[ii] Fun¢do dente de serra:
1 .
ﬂ0=?tﬁhu<T

fa+T)=f{0)

-‘r

- 9 r o7 3T
[iii] Trem de impulsos: 'MJ
f( r) = £5(I _HT) 81+7) &) &r-T) &t—-2T)
] h ] I
-T 0 T 2T ’:_f
fiv] Onda quadrada: ”
-1, W<t<0
f(r):{ o N S
2 | i . 1 i 1
E 1 1 | I |
— ] 1 1 I i
fa+D)=f@)  T=T % T % % "
Rl L L
Respostas: [i1] C —_—2 : [ii] C =—l—l LG = 7 [1341C =l
£ ’ " o o4n? -1 T T ’ T

P
'gn“ n 2n+1

E 7}
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Roteiro de estudo da 3% aula

1) Que vem a ser O Par-Fourier ? Explique.

2) Como ¢é definido o grafico chamado espectro de amplitude de
uma funcdo periédica f£(t) ? Na sua opinido, este €& um
conceito matematico ou fisico ?

3) Como se define o gréafico chamado espectro de fase de uma
funcdo peridédica ?

4) Como se comporta a variavel independente nos espectros de
amplitude e de fase das funcdes peridédicas ? E como ficam os
graficos?

5) Reproduza todos 0SS pPassos do calcuio do espectro de
amplitudes do trem de pulsos. O que acontece no espectro
guando duplicamos O periodo do trem de pulsos? O que vocé
pode prever para O comportamento do espectro se continuarmos
a aumentar o periodo indefinidamente ?

6) Qual a diferenca entre as linhas espectrais de um espectro de
amplitude e um espectro de fase ?

7) Analise os dois espectros de amplitude do trem de pulsos do
exemplo 1, (1° e 2° casos), 4 1luz do teorema de Parseval e
estime qual deles tem a maior poténcia média.

8) a)Por que o espectro ao lado é
dito discreto ? le, |
b)Que sdo linhas espectrais?
c) Quanto vale o espacamento AlS
entre as linhas espectrais? 2T

’ A

d)Como se determina o nimero / !

-
-

de linhas espectrais dentro ﬂ '

] - ‘] “"‘l" 24T I™
de cada lobo da envoltéria? e ene T | R RN a
- N —807 —407 O 40 8 W
e)Quantas harmdénicas estao - 0w, - 5o, &: igj ™
chad ' | L]

incluidas em cada lobo da (a)

envoltoria?
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ANALISE DE FOURIER: 42 AULA
A TRANSICAO PARA O CONTINUUM E A INTEGRAL DE FOURIER

Vimos, na aula anterior, que as fungdes periddicas podem ser
representadas pelo Par-Fourier :

) |
s » O e ' (1)
T
17 -3
Cm = [ £yt n=0, #4243, (@)
T 3 |
7

Ou numa Unica expressdo:
T

f(t‘z ) e ™ dr|e™ (3)
= jf() |

n=—m

2

Observe que, ao substituir os coeficientes C, por sua integral,

trocamos a variavel de integragido ‘muda’ para t , afim de nao
confundir com a varidvel externa t da fungdo f(t).

Procederemos agora a chamada transigdo para o continuum. Este é
o processo em que a nossa fungdo deixa de ser peridédica , isto,
é estudaremos o limite em que seu periodo T tende ao infinito.

Resumimos abaixo as transformacées esperadas no limite

T —> 0
Fungdo periddica Fungao aperiddica
N°de linhas espectrais n—>00
Espacamento entre as linhas '

eéspectrais wo=Aw —> dw

Variavel discreta wp=won Wa—> W
Série de Fourier z—> Idw

_ P e L
Coeficiente de Fourier G, = If(r)e'”‘dr

Vamos agora, proéeder a +transicdo analitica na relacgédo (3),
substituindo as conclusbes do quadro acima e lembrando que pela

definicdo de periodo T= 27[/W0,podemos noilimite T— substituir
1w, dw ;
[ —] ’

T 2n 27
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f(;)s_z-lrjjlaﬁv :[f(f) e ™ dr | e™ (4)

Define-se a integral entre colchetes como ©O nNoOVO coeficiente de
Fourier F(w):

If(t) e™dt = F(w)

E o novo Par-Fourier do continuum , representativo das funcdes
aperiédicas fica

F@) === [FOw) & dhw (5)
27 2,
Fw)= [f(6) e™dt ' ¢6)

=

. Observe gque, gquando separadas a f(t) de seu coeficiente F(w),
podemos voltar a usar a £ como a variavel de integragdo em lugar
da variavel 1t , usada na relacdo (4).

-

A relacao (5) ¢ chamada de Integral de Fourier e substitui a
série de Fourier das fungdes periddicas.

A relacdo (6) que define O coeficiente de Fourier & chamada
Transformada de Fourier.

convém destacar que F(w) & realmente uma Transformada no mesmo
sentido que a Transformada de Laplace. Isto é:

F(w)= Jff(t) e™dt — — —pF(s)= If(t) e dt

—0 0

Tnclusive se tomarmos f(t) causal e a freqiiéncia s =iw , as duas
expressdes coincidem. H4 autores que classificam a Transformada
de Laplace unilateral como um Caso particular da Transformada de
Fourier. Contudo, se consideramos funcdes nao causais e s uma
variavel complexa, entao a Transformada de Laplace fica mais
geral que a Transformada de Fourier.

Apbés, estas consideracdes, gque Serao retomadas mais adiante,
voltemos ao Par-Fourier do centinuum

Como vimos, este par é constituido pela Integral de Fourier que
representa f(t) no dominio de tempo t e pela Transformada de
Fourier 'F(w) que representa a funcdo £(t) no dominic de
freqiiéncia w, em estreita analogia com a série de Fourier e seus
coeficientes Cn .

Da mesma forma , define-se espetro de amplitude e espectro de
fase da funcdo f(t). :

para fungdes periddicas definimos espectro de amplitude da
funcido f£(t) como o grafico de lC;' versus wn , onde w, sdo as
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freqiiéncias discretas. Da mesma forma, para funcdes aperiddicas

o espectro de amplitude de f(t) é definido como o grafico de
lPTuﬁl versus w

Como no continuum as variaveis sdo continuas, isto é,

—0<W<o© , o espectro das fungdes aperiddicas nao serad um
espectro de pontos ou linhas como os vistos na 3% aula para as
funcdes periédicas. Sera a representagdo grafica de fungdes do
continuum de frequéncias.

Com estas consideracdes, concluimos a chamada transigdo do

discreto para o continuum . Vamos ilustrar esta transicdo com o
trem de pulsos no limite T— 0

Exemplo 1. Represente o pulso de largura d e amplitude A por sua
Integral de Fourier e faca o grafico de seu espectro de
amplitude.

Este pulso é ¢ limite para.o periodo T tendendo ao_infinito da
funcio periédica (trem de pulsos), ou graficamente

fin)

A : £
A
L {H
T—» @
ft— o —
: 0 r el
- T P
Trem de pulsos. Um dnico pulso.

A fim de representar o pulso por sua Integral de Fourier,
precisamos, inicialmente, calcular F(w).

Assim , Fo= [f(e)e™dt = A [e™at

Mlé‘t__..'ldlﬁ.

Estamos diante de wuma integral com limites de integragéo

simétricos . No integrando temos uma fungdo especial que é dada

pela férmula de Euler , isto &,e ™t = coswt-isenwt. Usando as

propriedades de integrais com limites | simétricos de fungdes

pares e impares, concluimos
d

2
F(w)= 2 A jcosw: dt =24
. 0 ;

o dr
sewt =k sen(wd/2)
w W
: -

Ou ainda, F(w)= Ad EEEQféﬁZl - (7)
(wd/2)
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e g R

Senx
Novamente, estamos diante da funcgao , com X = wd/2, sendo X
X

definida em todo o conjunto dos reais.

Vamos agora representar ©O pulso f(t) por sua integral de
Fourier, isto é
15 - A sen(wdl2) ;
f(t)= ———jFIwOe”’dw = -—I —vﬁ-———lem‘dw
2z ... w

Novamente, estamos diante de limites de integragdo simétricos:
precisamos estudar a paridade do integrando. Desta vez, 2
paridade terd que ser testada no dominio de w . A funcdo senx/X
é par (reveja o seu gréfico) - Portanto, apenas O integrando par
prevaleceré, isto é

Esta é& a forma final da Integral de Fourier para o pulso de
largura d e amplitude A.

vVamos, agora construir seu espectro de ‘amplitude, isto é, o
grafico |F(w)| versus w. como F(w) j& foi calculada, entado

sen(wd /2)
|F(w) |= Ad
(wd/2)
2 . 27
Esta funcdc possui nés em wd/2=7Zn ou wW=—-"h, n=+1,42,43... e sua
d :
, SEnx
forma é a mesma do grafico de i
x
|F()l
dA

~ -, \‘
Smee’ 21 0 2 ——

d d
Vemos gque este €& um espectro continuo, em contraposigdao ao
Ad|sen(w,d 12)| ,.
= , cujo

T| wdl2) | "

espectro discreto do trem de pulsos ., 1Cal

grafico é da forma
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led

=,

1
e (T ] l _ {, ( (R e o i

—80r - 4dnm 40 80m w,
- Ww, — Su, Sw, 10w,

AlS
1]

Estes dois graficos, gquando comparados, evidenciam o que estamos
chamando de transicdo do discreto para o continuum

E usual, também, apresentar o Par-Fourier do pulso de largura d
por seus graficos:

o
. )

_,'/\/‘\\_ ‘ \\L/\ S

-d d { ! ®
2 2 : ' *

Teste da Representacdo de Fourier

Vamos, a seguir, mostrar que a representacdo de Fourier é&
consistente, isto &, a Integral de Fourier:é uma outra maneira
de definir a funcdo. : ’

Assim, o pulso de largura d e =amplitude A, é definido
analiticamente por '

A, Itl<d/2
£(t)=
L0, 1t1>d/2

Contudo, mostramos que sua Integral de Fourier é

24 0]. sen(wd /2)
w

.f(t): coswt dw

% 5

O que se espera de uma teoria consistente? Espera-se que
realizando a integragdo acima obtenhaﬂse?a;fungéo pulso na forma
de uma funcdo definida por partes como &' ‘primeira. Contudo, a
Integral de Fourier é uma integral imprépria com um polo em w =
0. Este tipo de integragdo é feito usando o Teorema dos Residuos
da teoria de varidveis. complexas. Como este assunto ndo: esta
contemplado na nossa disciplina, - usarémos uma mini-tabela - de-
integrais definidas. : : ’ :

Identificamos na nossa tabela, a férmula n°5
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z o<n<m
2

°] sen(mx) cos(nx) . _ |% . h=m

: * 4
0 , hny>m

No nosso caso, x =w , m=4d/2 , n=1t (t>0).

Ou seja, :
w2  0<ctedy A, octedy
24 i
f()=24r/4 £=d: ou f=14/2 | £=d/3
T
0 , t>d 0 , t>d/a
Esta ultima forma reproduz o lado direito (£>0) da -.fungdo pulso
e ainda garante a condigdo de Dirichlet para t=d/2 . Como a

funcdo pulso foi definida de forma par, isto é, £f£(t)=f(-t),
entdo por reflexdo vertical obtemos o grafico completo .

£ ()
—
:: Ya

b,

¢

Vamos agora calcular a Integral de Fourier numericamente. Para
simplificar, consideramos A=1 e d/2 =1 . i

a

J senw

Seja I = cos(wt) dw

0 w

Apresentamos abaixo a integracao numérica para a=8, a=16 e a=32.

. i F A
a=8 a=16 H
a=32
1 1
10 1 3 —% R

Observe o aparecimento de oscilagdes .. proximas das
descontinuidades ordinarias de f(t) . E de se ésperar que estas
oscilacdes desaparecam para valores maiores de a. Contudo, isto
nio acontece . Aumentando o limite superior da_integragéo , as
oscilacdes se deslocam para valores préximos’ de t=%1 ', "mas
estardo sempre presentes. Seu minimo valor é} cerca de. 9% - da
descontinuidade ordinaria. ¥ '

Este comportamento estranho & conhecido como “fendémeno de
Gibbs”. .
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Exercicios

1) Partindo do Par-Fourier para as fungdes periédicas, faga a
transicdo para o continuum e chegue a chamada identidade de
Fourier:

f(t)z%j? ﬁf(r)e“i“"‘d{l e™ dw

-0

2) Mostre que a identidade acima podera ainda ser expressa por

1 400 +0 )
f(ty=— f w01 41 dw
(t) hli () e 1

3)Mostre que se f(t) for real ent3o, a igualdade acima se reduz
a:

£(t) = %TTf@) cosw(ed) dt dw

4)pParta da igualdade acima para demonstrar que
a)Se f(t) for par, entao

i [eos wt [£(x) coswr dt dw
T Q 0

b)Se f(t) for impar, entao

f(t)= & J-senwt If (1) senwt dt dw
L 0 0
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Roteiro de estudo da 4* aula :

1) Quais sdo os argumentos iniciais usados para se proceder a
transicd3o para o continuum ? Vocé pode partir do trem de pulsos
para apresentar seus argumentos.

2) Como se da a transigdo analiticamente ?

3) Como aparece o Par-Fourier para fungdes aperiddicas?

4) Que vem a ser a Integral de Fourier e a Transformada de
Fourier 7

5) Trace um paralelo com o Par-Fourier para funcdes periddicas.

6) Como se define o espectro de amplitude de uma fungdo
aperiédica? Como se comporta o grafico que descreve este
espectro? Qual a diferenga com relagdo ao espectro de fungdes

peribédicas?

7) Reproduza 0S passos que levam ao Par-Fourier para o pulso de
_altura A e .duragcdo d . Saiba expressa-lo analitica e
graficamente.

8) Mostre como se comporta o espectro de amplitudé deste pulso.
Compare sua forma analitica e grafica com a do trem de
pulsos.

9) Teste a representacdo de Fourier para o pulso de altura A e
duracdo d. Identifique o aparecimento do valor de Dirichlet.

10) Vocé saberia dizer o que sdo as Oscilagdes de Gibbs ?

(Se tem curiosidade e que saber mais consulte
www.en.wikipedie.org)
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Algumas Integrais Definidas

o0 o0
1. Ie_“xcos mx dx=— g (a>0) 2. Ie"axsenmx dx = 2m (@>0)
0 a +m 0 a +m
% cosmx T —ma T x sen mx T —ma
3. I——-—-—-—dx:—e (a>0,m=0) 4, I—T——i— dx=—e (az0,m>0)
0a2+x2 2a 0 a +x 2 :
=8 6.
(7 (7
—, n<m —, m>0
2 * sen mx 2
(s 8]
Isenmxcosnx dx:*ﬁ,n=m (m>0,n > 0) I % dc=30,m=0
i 4 0 T
0 -=, m<0
0, n>m | 2°
|
o B -m’
—piy? T 1.2 e
7-Ierxdx=£ (r>0) S.Ie_“xcosmxdx=—£e4a' (a>0)
0 2r s 2a
. _ 2am 10.
9. Jxe sen mx dx =———— (a>0) © m(a® +m?-n?)
0 (@ +m _[e_“xsenmx cosnx di =— = =
0 [a®+(m—-n)“][a”+(m+n)7]
(a>0) '
= % a? —m? 2 cos mx T —ma
11. _[xe cosmxdxzui—zz— (a>0) 12. 7 3 dx= e "“(sen ma+ cosma)
0 (@ +m”) 0 X +4a 8a°
% sen’mx x 2 T 2 5
13. dx =|m|= 4. erf (x)=—= e “ dz
'([ x2 | l2 \Eo -
( m '
—Z—, (0<m<2a) - R— o (O<m=<n)
° sen?ax sen z 16. -[ 2 = zn
15. J'_____ﬂ dxmg, (0<2a=m) 0 % o O <n<m)
X . - 3
0 0, 0<2a<m)
|
o P Dy 2a(a® —3m?)
17. Ixze_axsen mxdx:z—mgi—z%—) (a>0) 18. Ixze “cos mxdx=——%7 (a>0)
0 (a”+m*) 0 (a®+m”)
15. 20.
L cos mx P ma © x senmx M —ma 0 0
I % g dx = 3(l+ma').¢3 (a>0,m=0) ——2——2—-i-dx=z——e (a>0,m>0)
p @ +x7) 4a o (@”+x%) a
oo 2 «© _ 2.\’7 mJj_r ‘—.Bl: ',-(451’)
x“cos mx i3 & 2. ¥ sen mx de=—-¢ a>0)
2k —————?‘—é-dxzz(lama)e ma (a>0,m%0) 2 Ixe i (

0(az+x )

0
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Analis= de Fourier: 52 aula

Znalogia entre Séries e Integrais de Fourier.

série de Fourier Trigonométrica: f(t)=ﬁ+z (apcoswat + bysenw,t)
n=1
bl .
Série de Fourier Complexa:l f(t)= Z C—“,',em""r
n=—uc
1 7 ;
Integral de Fourier: £(t) =5; IF(W) e dw

1 o
Integral de Fourier Trigonométrica: ELE) = —J[A(W)COSWI+B(W)SEHWI] dw
T
0

Integral de Fourier Trigonométrica: uma 23yersdo para a Integral
de Fourier.

Seja f(t) uma funcdo real
Parte-se da definigdo F(w)=°]f(t) e™dt e substitui-se
e"i“t pela férmula de Euler. Obtém-se, entao

F(w)= ?f(r)coswt dt~i°]f(t)senwr dt

Analogamente & definigao dos coeficientes a, e bp da Série de
Fourier Trigonométrica, definimos A(w) e B(w): '

A(w)= Jf(t)coéwr dt e B(w)= If(r)senwtdr
De tal forma gque F(w)= A(w)—-1iB(w) fica analogo a
. T
e = dn—1Dn/) -
2

Vamos agora analisar a paridade de A(w) e B(w) com relacgdo a
variavel w

A(w)= a]f(r)coswt dt > A(-w)= u]f(r)cos(—wt)dt

Como cos (-wt)= cos(wt), entdo A(w) & par.
Procedendo da mesma forma para B(w), temos

B(w)= ?f(r) senwt dt —» B(-w)= g]-f(r)sen(—wr) dt
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Como sen (-wt)=-sen(wt), entdo B(w) & impar.
T ;
A Integral de Fourier f(t)=5—-JF(w)emdw fica entao,
7{ -0
f(t) =—21— I[A(w)— iB(w)][cos wt + isenwt]dw
g

Como ©0s integrandos A(w)coswt e B(w)senwt sao fungbes pares em
w, e A(w)senwt e B(w)coswt sdo impares em W, entdo pelas
propriedades de simetria temos

= o} o

A{w)coswt dw = ZJ A(w)coswt dw
it 0

B(w)senwt dw = ZJ B(w) senwt dw
— 0

L(w)senwt dw I B(w)coswt dw = 0
e -
substituindo estes resultados na expressao para £(t), chegamos
a Integral de Fourier na forma trigonométrica:

f(t)= l? [A(w) coswt+B(w) senwt] dw
T 0

Esta versdo da Integral de Fourier & o andlogo no continuum da
Série de Fourier Trigonométrica no discreto

a <1
f{t)= —£~F§: (apcoswnt + bpsenwpt)

n=1

Representacdo de funcdes

Passaremos agora ao estudo de quatro fungodes muito importantes,
construindo seus espectros e representando-as por suas Integrais
de Fourier . Estas fungdes sao:

1) Exponencial Decrescente
I1I) Fenda de largura d
III)Curva de Gauss

V) Delta de Dirac
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I)Exponencial Decrescente: [e'at ,£>0
Sua representagdo analitica é £(t)= a>0
ko , £<0

Sua representacao por Integral de Fourier, inicia com o calculo

o
de sua Transformada de Fourier F(w)= If(t) e ™dt:

£ o

F(w)= _[e"”e‘f“"dr = je"” [cos wt — isenwr]dt = Ie“" coswt dt —1i Je"”senwt dt
0 0 0 0

Usando a nossa mini-tabela de integrais definidas, identificamos

a 1% integral com a TAB(l) e a 23 com a TAB(2), sendo m = W.
Assim
F(w) 2 et
w) = ——— - 1—F5—
w? +a’ w? +a’
Comparando com F(w)= A(w)-iB(w) , concluimos que
a
Alw)= —5 € B(w)=
w! +a’ w? +a’

confirmamos o fato-de que A(w) & par e B(w) é impar.

O espectro de amplitude da exponencial decrescente & © grafico
de |F(w)| versus w. Calculemos o moédulo de F(w)

PF (w) iz\ﬁW:—'-”] \[(a—fw)(a+fw)= Ll 1

2 z 2
w’ +a w +a e

O espetro de fase ¢ (w) & definido como

Im{FO} tan-l(—B(w)]

=t Re{F(w)} A(w)

Neste exemplo ¢(w)= - tan™'(w/a)
Apresentamos, abaixo, as curvas representativas da funcgdo

£(t)= e, t>o , de seus espectros de magnitude e de fase .

§10] iFlw) ${w}
4 A 1;
1
T ol
e- et - : - ot
» ! oy
P o = o — N e —————
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a
A parte real B fp o s e a parte imaginaria
w +a '
w ; —
B(w)= ——— possuem 0s seguintes graficos:
W +a
) Alw) 4 Biw)

=R O w

Finalmente vamos representar a nossa exponencial decrescente por
sua Integral de Fourier:

-] .
i 2 a-—iw

et=—r | —— ™ dw ou na forma trigonométrica
2r 5 w +a
_ 15 a 15 w
e 3t = —_[—ua—zcoswtdw + —jn1—~—zsenwra‘w
}’To w +a ﬂ-l] w +a

TESTES DA REPRESENTAGCAO POR INTEGRAL DE FOURIER.

Vamos, a seguir testar a representagdo com relagdo as condigdes
de Dirichlet, no ponto de descontinuidade ordinaria t=0. Sabemos
que neste ponto, devemos ter:

1 1 1
Q= =I5 0" + £ W0 J )= —I1 + 8l= o
2 2 :

Vamos conferir com a Integral de Fourier Trigonométrica em t=0 ,
isto é - E

lcﬂ o 1 oo 1
£0)= L st cos0dw + = [ sen0aw = Ta [ dw
}’IOW +a JTOW +a T ow.+a =
Esta ultima integral estd na nossa tabela deiintegrais definidas
o
, TAB(3) , com m=0, e assim £(0)= —a_—=—
T 2a 2

0 segundo teste que faremos com a represeﬁtagéo de Fourier ¢
mostrar que se realizarmos a integragao, de - fato, encontraremos
f(t)= e, t>o . Assim, partindo de '
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o

_ 1% a 1 w
e 2t = -I—————2coswra‘w + -—j——z———zsenwt adw e
maw +a Tow +a

usando Tab(3) e TAB(4), com m=t , encontramos

1]

4 T =
et = l[2—c:ue‘"'+5.e "'] = " ,£>0
7| 2a

1I)Fenda de largura d.

Até aqui trabalhamos com O par de varidveis t e W.
Aproveitaremos este exemplo para introduzir um outro par de
varidveis: x e k. Por x estamos querendo dizer a variavel
espacial unidimensional e por k o vetor de onda, neste caso
também unidimensional. Esta expressdo vetor de onda vem da

z T )
Fisica Otica e é definido por k==~ , sendo A o comprimento de

onda da radiacgéo.

Assim, se ‘nosso problema esta definido no espago em vez de no
tempo, entao, em todas as férmulas deduzidas anteriormente
devemos substituir t por X € W pOI k. Assim o Par-Fourier nas
variaveis x e k fica:
1 7 ik N —ikx
fth;fﬂMedk e F(k)= [ f(x) ™ dx
-0 -

Com o nome de fenda de largura d estamos guerendo dizer © mesmo
gque o pulso de duragao d, apenas que O primeiro esta definido no
dominio do espaco e o segundo no dominio do tempo. Assim, a
forma analitica da fenda de largura d e altura unitaria é dada

por
Jl , 1x1<d/2
£(x)=
\O ,Ix1>d/2
Vamos calcular, inicialmente, F(k)= If(x) e®de . Como a f(x) €

-

par, usaremos a propriedade de simetria para escrever

sen(kd /2)

E{k)=
k

d
2

f(x)coskx dx = ZIcoskx dx=2
]

NHL-._.....NUL

E o espectro sera o grafico de IF(k)I versus wla,,isto é,

sen(kd 12)

F(k =d
[ F (k) | *d12)
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e portanto um espectro continuo, em contraposigdo ao espectro
discreto das fungdes periddicas.

Reproduzimos abaixo a fenda de largura d e altura 1, e seu
respectivo espectro .

) ) AlFR) |

i

d

. L Y.

~ 7 & =
e’ ] Iy e

iy o= k.

[H d

o]
r..al'-‘q.
ay

Vamos, agora expressar a sua Integral de Fourier. Partimos de

1 5 - 1 tsen(kd!2) 4
f(x) = — |F(k)e"dk = — |———¢€" dk
27:;,[ ) 71'";[ k
: ‘ I _
Lembrando que a funcao Er_:(_kdf_Z) é par na variavel k , tomamos a

parte par de e'**, isto §&,

z"] sen(kd /2)
74 0

fix)= coskx dk

Esta é a forma final da Integral de Fourier para a fenda. Todos
os testes desta representacdo ja foram feitos na aula anterior
guando estudamos o pulso de duracgdo d

Nos dois exemplos seguintes continuaremos com funcSes definidas
no dominio de x

III)A curva de Gauss ( ou distribuigdo gaussiana)

Uma funcdo importante que aparece em muitas areas da fisica e
das engenharias, tanto como uma forma precisa ou como uma
aproximacgdo, é& a distribuicdo Ggaussiana ou normal. Sua
Transformada de Fourier é importante porque quando interpretada
estatisticamente, ela representa uma forma de expressar O
principio’'da incerteza

Esta funcdo é definida de tal modo que If(bc)a!x =1 , disto €& ,-

diz-se que a fungdo estd normalizada. Chamando de N esta
constante de normalizacdo, definimos a curva de Gauss por

2
f(x)= N €% , sendo a>0 e N>0

Esta ¢é uma funcdo par e portanto usaremos as convenientes
propriedades de simetria para calcular sua Transformada de
Fourier F(k), ou seja
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(k)= N je’“’ge""‘*dx = 2N Ie"”z coskx dx
0

-0

e

Esta é a TAB(8), com a’=a e m=k . Logo

F (k)= N\/E er e
a

De onde se conclui gque a Transformada de Fourier de uma
gaussiana é uma gaussizna. Seus graficos s&c mostrados a seguir.
Observe, que se f(x) é muito pontiaguda, istc &, « grande, entao
F(k) fica achatada e vice-versa

Six)

Fik}
a grande 4

4

1)
a pequeno
/‘11_\ . | 2
i ?

Nas aplicagbes a Mecénica Quantica , esta caracteristica esta
relacionada ao principio da incerteza de Heisenberg

De maneira analoga, se a distribuigé&o gaussiana fosse definida
no dominio de tempo, entdo, também valeria o principio da
incerteza, no sentido que quanto mais estreito no tempo for, por
exemplo, um sinal elétrico tanto mais estara ‘espalhado’ no
dominio de freqgiiéncia.

IV) A Delta de Dirac (ou fungdo impulso)

Muito do que conhecemos da delta de Dirac veio através de suas
propriedades .e isto nos induz a concluir que ela ndo € uma
funcdo usual. Inclusive, sua definicéao formal até agora ndo foi
dada. O que vimos foi um definigéo simbdélica, dada por

JOO , t=a
d(t-a) = no dominio de t

b,tia

© , x=a
d(x-a) = no dominioc de x
0 , x#a
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£ chegado o momento de wusar a Integral de Fourier para
representar analiticamente a delta de Dirac:

Vamos inicialmente calcular a sua Transformada de Fourier F(w)
para d(t-a) ou F(k) para d(x-a) .
Para tanto usaremos a propriedade de filtragem , ou seja

[0y s¢-aydr=f@ ou  [/()6x-a)de=[(a)

Observe que é a mesma propriedade usada na drea 1I, onde as
funcbdes eram por hipdtese causais . Como agora nossas funcgdes

sio nido causais estendemos o limite inferior de integracdo para
_w.

Il

Assim Fk)= [f(x)e™ dx = [6(x-a)e™ dx = ™

Da mesma forma F(w)= If(t) e™dt = j&(r—a) e™ dt = ™

E finalmente 8(x—a)=—l—Ie“”e*'dk:~l—Ie““”)dk, isto é
2r 2 2z 7
5{x—a)=*1— Jem("_a) dk e

27

1 %
§(t-a)= — |" dw
: 27 I

—0

Temos agora uma forma analitica para a delta de Dirac, seja no
dominio de t, seja no dominio de x ou nos dominios reciprocos, W

ou k. Contudo estas integrais, diferentemente das outras
representacdes estudadas aqui, ndo podem ser realizadas, apenas
podemos interpreta-las como um processo que converge para a

delta de Dirac. )

Outro aspecto que pode gerar davidas é com relacdo a presencga da
exponencial complexa no integrando. Sabemos. que esta funcao e
dada pela férmula de Euler e portanto possui, parte real e parte
imaginaria . Contudo, como a parte real & par e a parte
imaginaria é impar e os limites de integragdo sdo simétricos,
‘sobrevivera’ apenas a integral da parte par. Logo, a delta de
Dirac ¢é real, como alids j& sabiamos e -a representagdo de
Fourier mais uma vez mostrou coeréncia. :

Vamos ver como fica o espectro de amplitude da delta.
Como F(k)= e**® , entdo |F(k)|=1 ¥
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Apresentamos a seguilr OS graficos da delta de Dirac com seu
espectro de amplitude.

C{[“'Q-) A IF )

o % k

Vocé deve estar achando curioso o resultado para o espectro da
delta, mas a luz do principio da incerteza a explicacdo é a
seguinte : uma completa certeza em um certo dominio leva a uma
total incerteza no dominio reciproco.

Outras representagdes para a delta de Dirac.

Apenas, para ilustrar, apresentamos a seguir outras
representacées para a delta de Dirac, fora do contexto da
Analise de Fourier. Como conhecemos as fungdes usadas nestas
representacgdes, deixamos a Ccargo do aluno, como um exercicio de
abstracdo, realizar mentalmente, OS Processos de 1limite que
convergem para a delta de Dirac, em cada caso.

a) 5(x)=§ima_m\[£e""‘z (limite de um gaussiana)
e

-ax|

b) 5(x}:lima_m-§ e (limite de uma exponencial par)

) 5(x)=_—1—1ima_,0~2L2— (limite de uma lorentziana)
T x +a
) e senx
d) d(x)=—lim__,, o:ﬂ(ﬁ-xl {limite da funcgdo senc(x)= )
T

(ax) *

Apéndice da 5° aula : angulo de fase

Deducdo das foérmulas usadas para calculo de angulos de fase
a) no discreto ®,= tan"! (-ba/an)

b) no continuum @ (w) = tan™ (-B(w) /A(wW))

5/9
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a)No discreto: Cp=7 (ap—ibn) (definigé&o)

=1 Cul ei Pn (forma polar de um complexo)

1
Lembrando que ICni=—2— Jai +b?  ,entdo

T T % o cos@, + iseng@
1Cul Ja2 482 a?+8 ! "
Desta ultima igualdade vem que

a -b

cos@,= ——2—"—-? sen@,= ———
Ja:+b \faz+b2
n n n n

Dividindo sen@, Por cos@, encontramos

Re(C,)

n n

s - L[ ImiC
tan@, = b, ou @,= tan'l(—bi) = tan'l[—m—{—"—}] :
a . a

b)No continuum: F(w)=A(w)-1iB (W) (definigao)

F(w)=]F(w)]ei(P ( forma polar de um complexo)
Como |F(w) ]=“{A(w)2+B(w)2 , e procedendo de forma andloga ao item
a), temos
F(w) _ A(w) nf B(w)

= cos@ +iseng@

[FON Jdooy + BoR JAGH? +BO?

e g . A(w
Desta ultima igualdade vem que cos@= ) e
: JAW)? + B(w)*
—-B(w
sen@= ()
JAGwY? + Bow)*
Dividindo sen@ por cos@, obtemos , finalmente
-B | —Blw
tan@= ) oy @ = tan™ o)

A(w) A(w) -
vVamos aproveitar para ver a paridade da funcao trigonométrica
inversa y = tan"'x . Consulte a tabela série de Poténcias , ou
dos graficos abaixo. Podemos afirmar que tan'(-x)= - tan™x ?

' ¥ . oy
' : £
' i R . B
! '
! ! x x
' : b »
x K = X

2 .7 i (s

! ? =X
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Roteiro de estudo da 52 aula:

i)Obtenha a forma trigonométrica da Integral de Fourier.
Estabeleca as analogias entre as férmulas que definem os
coeficientes de Fourier (C, ) e as que definem Tansformadas de
Fourier (F(w)).

2) Estude a paridade das funcdes A(w), B(w) e F(w). Compare CcoOmR
a paridade de an b e Cp,. Lembre-se dJue no continuum a
variavel w & continua e no discreto a variavel wn é discreta.

-

3) Saiba representar por Integral de Fourier a) a exponencial
decrescente (dominio tempo-frequéncia ); b) a fenda de largura d
(dominio espaco-vetor de onda); c) curva de Gauss € d) delta de
Dirac (dominio tempo-frequéncia, dominio espago-vetor de onda) .

4)Saiba calcular os espectros de magnitude desta funcdes , isto
&, chegue aos gréaficos de |F(w)| x w .

5)Qual é o dominio de definicdo da chamada fenda de largura d ?
Como se chama a fungdo analoga no dominio de tempo 7

6) Vocé deve ter demonstrado gque a Transformada de Fourier da
Gaussiana é uma Gaussiana - Que relagdo ha com O principio da
incerteza de Heisenberg ? ’

7)Convenga-se, & partir de sua representagdo por Integral de
Fourier, de que a fungao impulso ou delta de Dirac é real

8) Como fica o principio da incerteza para a delta de Dirac ?

9)Faca os graficos das curvas (Gaussiana, exponencial par,
Lorenztiana, seno cardinal) que, em Pprocessos limites, levam a
delta de Dirac.

10)Como se define espectro de fase para as fungodes aperiddicas.
Trace um paralelo com as funcgbes periddicas. (Leia o apéndice) .

Exercicios:
1)Mostre que: a) se f(t) & par , F(w) & real ;
b) se f(t) & impar, F(w) ¢ imaginédrio puro;

c) se f(t) néo ¢ par nem impar, entio F(w) &

complexo..

2) Mostre que E*(w)=F(-W) . ( Estd lembrado que Cp*=C-n ?)

3) Mostre que a delta de Dirac ou fungdo impulso podera ainda
ser representada pela seguinte Integral de -Fourier:

(1) = . jcos wt dw
T 0

Vocé acha razoavel, entao, representa-la por qualguer uma das
formas :

o

5(t)=%;jei‘“ dw e 8(t)=+l—w

= Ie"{‘“ dw ?

—0 -
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Anilise de Fourier:6® aula

A Transformada de Fourier.

Vimos na aula passada que F(w)= jf(ﬂefm%# ou

F(k)= _[f(x) e dx

sdc os coeficientes da Integral de Fourier de £(t) ou f(x).

Pois bem, olharemos para F(w) (ou F(k)) como uma TRANSFORMADA de

uma funcdo f(t) (ou f(x)), como foi feito com a Transformada de
Laplace.
Assim como Jf(t) e dt =.é’{f(t)} =F(s)
0
também [ r@ye™ dt = F{f ()} = F(w) ou

[ feye™dx=§{f(x)} = F(k)

Observe que a notagdo usada para designar a operacgao
Transformada de Fourier de uma certa funcdo f(t) é F{f(t)} e a
Transformada Inversa ¢é designada por

S”l{F(w}}. A Transformada Inversa, como J& vimos na area 1II,
recupera a funcdo original, com a diferenca que, a funcao
original agora é representada pela Integral de Fourier, isto é:

F HE(W))} = 2 fF(w) e™dw = f(t) ou
2r

FHE(K) ) = L[F(k)e"""aﬂfc = f(x)
2z _,

Antes de deduzirmos as propriedades da Transformada de Fourier,
vamos apresentar os conceitos de Transformada de Fourier Co-seno
e Transformada de Fourier Seno.

Estes conceitos sio uteis quando estamos trabalhando com fungdes
causais, isto é, fungdes que se anulam para t<0. Para estas
funcdes, em algumas situagdes, é conveniente, definir
prolongamento par e impar, e em termos deles, representar a f(t)
causal. Vejamos estas definigbes matematicas.
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DEFINICOES:

Transformada de Fourier Co—-seno:

o

(£ () 1= () coswt dt=F(%)

0
Transformada de Fourier Seno :

@

FAE(E) )= [F(@) senwt dt=F (W)

0

Em termos destas Transformadas de Fourier define-se, para t>0,

. 1 a
Prolongamento Par - falt) o IF:_.(W) coswt dw
v
0
1 (==}
Prolongamento Impar- folt)=— IFs(w) senwt dw
T
0

De tal modo due a fungao f(t) gque ndo €& nem par- nem impar,
podera ser escrita em temos de sua Integral de Fourier como

£(t)= fplt) + £ilt) = l[JFc(w) coswt dw-+ [F,(w) senwi a‘w}
4 0

0

Esta €& apenas uma maneira, Jé& simplificada, de representar
funcdes causais Ppor Integral de Fourier, deixando explicitas a
sua parte par e sua parte impar, dJue recebem também O nome de
Prolongamento Par e Prolongamento Impar.

Exemplo 1. Achar O prolongamento Par e Impar para funcgao pulso
unitario definido para t>0 por: Jr()
L

1, 0<t<d/2 1
f(t)= ou graficamente
0, t>d/2
% diz2 \ % &
Fe(w)= If(t) coswt dt= Icoswt dt =£M
0 0 w J“.P(,E)
fi (L= -I—'IF‘.(W) coswt dw ,logo . . —
T ;
0 g
Eslt)= -1— Isen(wd/?.) coswt dw ou : =
Za W _--d{ll d-/a, t
@ di2 _ d 2 _ :
Fs(w) = ]'f(r) senwt dt= _[semvt dvk:—(ﬁw—r :) =1_—CM
0 0 w
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54:

10!}
£y ()= — JFs(w) senwf dw, logc ’:'f»

/4

0

1001 d,"z "'{/.Z g
fi{t)= ——I——Egiﬂl——lsenwrdw ou L2 t

Ty w

Ya

Exercicio 2 . Use a tabela de integrais definidas para mostrar

que a Integrais de Fourier para fo(t) e £f:(t) reproduzem as
funcdes dos graficos acima

PROPRIEDADES DAS TRANSFORMADAS DE FOURIER

Assim, como no estudo das Transformadas de Laplace, as
propriedades das Transformadas de Fourier sd&o usadas para
facilitar os calculos , € também para testar algumas simetrias
dos sistema fisicos. H& algumas novas propriedades, nao
contempladas na area II, e outras muito semelhantes as das
Transformadas de Laplace. a

12)Linearidade ou Superposigdo : Se F{f(t)}= F(w) e Fig(t)}=
G(w), entdo

F{af(t) + bg(t)}= aF(w) + bG(w)

A demonstracdo desta propriedade segue simplesmente da
‘linearidade das integrais que definem o Par-Fourier.

6/3
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22) Transformada da derivada: Se lim,, 40 SO =0 entédo

ts'{f' (t)}= iwF (w)

Demonstracao: Parte-se da definigao 20 Gl jf'(t)e"""‘dt e
integra-se por partes, sendo u= et e dv = £’ (t)dt,
isto é

F{E(E))= e fef, - (-iw jf(:)e"'“"drsiwf(w) . Bakiads

Procedendo da mesma forma para O calculo da 43 il v I O
encontramos

FLE () }=(iw)® F (W)

E por indugao matematica se chega a forma geral

r?s'{f‘“’(t}}=(im“ F(w)]

32) Deslocamento no eixo w : Se KALE(E) )= F(w), entao

Ffe™ Elt))= F(w+ia) ‘

onde a & uma constante real ou complexa.

Demonstracdo: Parte-se da definic&o de ¥ {e"f(t)}, isto é

T {e*f(t) }= [f(r) & e Mit= jf(r) g i i g =F (wtia) L e.g.-ds

42) Deslocamento no eixo t: Se F{f(t)}= F(w),entdo

% (£(t-a) }=e " F(w) \

[ +]
Demonstracdo: Parte-se de F{f(t-a)il= If@—a)edwdt e substitui-se

t-a=t e dt=dt , isto é

F{f(t-a)}= If@je““””dr=e*” If@)ederEé*mFG@ ,c.q.d.

Observe que O espectro de amplitude ndo ¢é afetado pelo
deslocamento no tempo, apenas o espectro de fase varia de —wa.

6/4



Matematica Aplicada Il - UFRGS irene Strauch

Esta mesma conclusdo j& haviamos tirado no estudo do espectro
discreto do trem de pulsos deslocado.

52)Transformada da integral: Se F{f(t)}=F(w) e F(0)=0, entéo

$C[f@dry = —F)
it w

1
Demonstracdo: Seja g(t)= If(r)dr , entdo f(t)=g’' (t). Aplica-se a

Transformada de Fourier nesta ultima igualdade, isto =)

F{f(t)}r= F{g’ ()} ou
F(w)= §{g' (t)}
Usa-se a 22 propriedade para calcular §{g’(t)}, isto é
F{g’ (£)}=1wF {g(t)}

Entdo F(w)= iw§ { [f(x)dr)

—_0

f
Finalmente S | jf(f)dr}=71—F(w) i c.qg.ds
iw

62)Teorema da Modulacdo: Se §{f(t)}= F(w), entdo

N |

1
F{f(t)coswet}= EF(w-w0)+ — F (w+wg)

Demonstracdo: Parte-se de F {f(t)coswet} ,onde se usa a férmula
de Euler para coswet e apbés a 3° propriedade, isto é

=Wy

1 2 iw 1
F {£(t)coswpt) = ES{f(t)e °ofy + ES{f(t)e 1=

1

1 ;
= —F(w - wp) + —Z-E'(w + wWp) c.q.d-

o

72) Teorema da Convolugdo

a)Convolugdo no tempo:
Se Fi(w)= F{f1(t)} e Fa(w)= F {£f2(t)}, entdo

F (£1*E2}= F1(w)F2(w)
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Qu seja, a Transformada da convolugdo de duas |fungoes & o
produto de suas Transformadas. ,
Demonstracgdo: Parte-se da definigdo de Transformada de Fourier
de § {f1*f2}, 1isto é

3 (£ E2h= [LAO* HO) ™l

—
Usamos agora & definigdo de convolugdo de duas! fungdes nao
causais , isto €

(=]

T DA OVAGL

—0

A Transformada da convolucgdo de duas funcoées fica, entdo

3 (£1*62)= [[ [ ADLE-D) 7] &Ml
vamos reverter a ordem de integragéo,-integrando inicialmente em
t e apb6és em T ,0U seja

3 {£1*£2)= jdrfl(r){ | fz(r—r)e”"”dt]

Observe como estamos indicando que a 1% integral a ser realizada
& a que esta entre colchetes. O resultado desta integragao serd
uma fungdo de T que€ fara parte do integrando da 22 integragao.

Assim, indicando por I a integral entre colchetes € fazendo uma

conveniente substituigdo de variavel, isto &, substituindo t-T =
T e dt= dT ,temos

= j fz (f - T) e—hvr dt = Ifz (T) e—iw{-}'+r)dT _ e—iwr I fg (T) e—herT - e—:‘wﬁj Fg (W)

—30

substituindo este resultade na Transformada da convolugdo
temos

3 {fl*fz}{ 7@ e’*“"dr}f«;(w) = FOWFR W) c.q.d.

b)Convolugao na fregiiéncia: Se Rw=F{f1(t)} e Fo(w)=F {f2(t) } /"
entdo '

F1(W)*F2(W)=2ﬁ{§{f1{t)fz{t)} 4\

Ou, de outra forma

S Fy (w) *Fp (w) )= 27 £2(8) £ (E) \
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Esta propriedade afirma que calcular uma convolugdoc no dominio
de freqiiéncia corresponde a determinar a Transformada de Fourier
do produto de duas funcgdes no dominio do tempo.

Demonstracdo: Partimos da definigd@o de Inversa, isto é
= 1 “ iw
FHEL () *F2 () )= [ 7wy * Fy (w) &™"dw
Fa

Supstituindo a convolucdo Fj(w)*F,(w) pela sua definigcdo e apds
revertendo a ordem de integragdo, temos

-1 1 o wt I T r Ihr.f
% {E*Fz}zﬂj[ JF{(V)FZ(w—V)dv:le dw=§idvﬁ(v)jﬂ(w—v)e dw

—co | -0 —

Observe que estamos procedendo da mesma forma que na
demonstracio anterior. Indicaremos a 2% integral por I e nela
faremos a substituicdo de variavel w-v=pu .. dw=du , ou seja

I= & [F(u)e*'dp = &' [22/,()]
Substituindo este resultado , temos

§ T F1 (W) *F2(w) }=[ Ifﬁ(v)e""dv]ﬁ(r) =27 £,(1) /5 (t) , logo

Fi(w)*Fo(w)=2x F {£f1(t) £2(L)} i

82)Conjugagdo : Se f(t) é uma fungdo real entao

F'(w)= F(-w)

Demonstracgdo : Parte-se de F(w)= o]f(f) &t e faz-se a
operacéo de; corijugac;éo, isto é B

F'o(w)= r’]-f(r)[e""“]‘ dt=n]f(r) e™ dt = F(-w) e.q.d. -
Observagao i 4Esta propriedade também €& valida para ©OS

coeficientes C, da Série de Fourier Complexa. Vocé deve estar

lembrado que precisamos demonstrar que C; = C

—n

92)Inversio Temporal : A troca t—>-t no dominio do tempo
corresponde a troca w—>-w no dominio de freqiiéncia, isto e

F{/(}=F(-w)
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Demonstracdo :Parte-se de F{fEn)= Ij(—ﬂef”%ﬁ e faz-se a

—0
substituigdo de variavel t=-t .. dt= -dt ., isto é
S} =- [fl)e™dr = [f@)emdr = Fi-w) c.q.d.

102) Simetria ou Dualidade : Se f(t) e F(w) formam um Paxr-
Fourier, entdo

1
- = —— F
£ (-w) 27?13{ Q)

lm iw
Demonstracdo: Parte-se de f(t)= 5— IF(w)e'dw e troca-se
' T

simultaneamente t &2 w , isto &
£ )= — ij(z) &M dt
2,

Finalmente, troca-se W —> -w , chegando a

w

1 -
f(-w)= — | F({ e ™ dt ou
2ﬂ_£ ©
1
f(-w)= —F (F(t)} (- 8a B 5 O
27 .
Observagao : Esta propriedade mostra que as formas analiticas

das funcdes designadas por f e F sdo intercambidveis de acordo
com a relagdo acima.

112) Mudancga de escala : Se f(t) e F(w) formam um Ear—Fourier,
entido uma mudanga de escala no tempo, indicada por 'a , altera

1
este par para f(at) e —F(w/a) .
a

Demonstracdo: Parte-se da definigé&o de Transformada de Fourier
de uma funcdo f(at), isto é i

g (f(at))= |far)e™dt

Seja at=7.. dt=—d7t , com a>0, temos
a
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15 i 1
§if(at)i= — [f(2) ™™V dr ==r(w)
a_Oo a 5
Com a<o , temos
I—uo . 100 it/ 1
F{f(at)} = — If(r)e il gr— = jf(r)e Wl dr =—_F(w/a)
& o a_, |a]

Conseguentemente, combinando os dois resultados, obtemos

1
F{f(at)}= —F(w/a)
|a
Observacbes: a)Como o tempo e a fregiiéncia sdo grandezas

reciprocas, quando uma delas é dilatada num dominio a outra é
comprimida no dominio reciproco e vice-versa.

b) A propriedade de Mudanga de Escala pode ser usada para provar
a Inversdo Temporal.

122)Teorema de Parseval: Se f(t) e F(w) formam um par Fourier,
entdo

v TV O T
_ilf(f)idr—zﬁ_ilf'( )[* dw

Demonstragdo: Vamos demonstrar para uma funcdo f({t) real
Assim, podemos escrever

[lr@Prd= { rf@de= [ £@) {i [ Fwpe™ a’w} dt , ou seja

substituimos uma das fungées por sua Integral de Fourier . A
seguir, revertemos a ordem de integragdo, integrando 1° em t e
apdés em w , isto é ' * :

u]’| f(@)|*at =é ajdw F(w)[ a] 7@t e™dt ]

A integral entre colchetes é F'(w) , logo

o 1 o 2 1 o
_i| () |2dt=5;_£a‘w F(W)F" (w) EEQ Fw)Pdw c.q.d.
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Observacdo : Vimos, que para funcgdes peric’adicas, a poténcid em
um sinal & associada com a soma das poténcias das freqiiéncias
discretas. Este mesmo conceito pode ser estendido para funcgoes
nio periddicas. Assim, se £f(t) for, Ppor exemplo, @& tensao

-

produzida por uma fonte e medida atraves de uma resisténcia de
12, entéao j\f@)ﬁd"é igual a energia total_.liberada pela

fonte. O teorema de parseval afirma que & energia associada ao
sinal f(t) é dada por 1/2m vezes a area sob a cura |F(w)|? .Por
este motivo, esta quantidade ¢ chamada de densidade de energia
espectral.
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Roteiro de estudo da 62 aula:

1)

2)
3)

Justifique a razdo pela qual F(w)=F{f(t)} é chamada de
Transformada de Fourier

Que vem a ser a Transformada Inversa ? Qual a sua notacédo ?

Comoc sédo definidas as Transformadas de Fourier Co-seno e
Seno? E que sd3o o Prolongamento Par e Impar de uma funcdo ?
Exemplifique com a funcdo pulso unitério causal.

Quais as propriedades da Transformada de Fourier que existem
também na Transformada de Laplace ? Suas demonstracdes séao
generalizagdes do que vocé J& viu ? E quais sdo as
propriedades novas ? Saiba demonstréa-las.

Dado o par Fourier f(t) < F(w), qual é o par para f(-t) ?
Qual é a propriedade que trata da relacido entre f{w) e F(t)?

Qual €& a propriedade que trata da relacdo entre as variaveis
nos respectivos dominios? Use esta propriedade para provar a
propriedade da Inversdo Temporal.

Trace um paralelo entre o teorema de Parseval para fungdes
peridédicas e ndo-peridédicas. Quais os conceitos fisicos
associados ?

Lista de exercicios:

1) Encontre a Transformada de Fourier F(k) de :
f(x)=e™™* | a>0 . R: 2a/(k* + a%).
2) Encontre a Transformada de Fourier F(w) de :
f(t)=e!  as0. R: 2 a/(w? + a%).
3) Encontre a Transformada de Fourier F(w) de:
f(t)=08 (t-to)
4) Encontre a Transformada de Fourier F(k) de
f(x)=08(x~-xg)
5)Calcule : F{xe®'*'} , a>0. R:—4 aki/( k?+a? )2
6)Dada a fungado f(x)=e™ , x>0
a) Calculelsuaé Transformadas de Fourier Seno e Co-seno.
b) Represente o Prolongamento Par f,(x) e o Prolongamento Impar
fi (x) da funcido acima .
c) Faca os graficos destes Prolongamentos.
d) Represente f(x)= e™ , x>0, por sua Integral de Fourier e

R:a) k/(k? + 1); 1/(x%® +1). b) £y

d)

compare com a resposta do item b).

I os(kx) Iksen(kx)

r

0

Icos(kx) Iksen(kx)
k2+1 k2 +1
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Analise de Fourier :7% aula

ProEriedades das Transformadas de Fourier : continuagéo -

Apresentaremos, alguns exemplos de uso das propriedades da
Transformada de Fourier.

Exemplo 1 . Verifique o teorema de Parseval para a funcdo f(t)=
-altl
e a>0 .

Para verificar o teorema de Parseval (12° propriedade)

?1f(r)|2dr=§;°]w(w)ﬁaw

—0 —o0
recisamos, inicialmente, calcular F(w) - Assim,
P
ol [=a]
i —ajt]| —iwt —at 2a
F(w)=F {e@t}= Ie e di = 2[8 coswt dt =———5 onde
54 g w” +a

se usou a TAB(1l).

Calculamos, agora, separadamente, cada uma das integrais do
teorema de Parseval.

Tniciaremos pela integral no tempo,

«© 0 —2at

T 20 [ o2t g _n 200 gr=2F 1
t)|dt= e di=2\e dt=2 =—
JJ 101 j J T
Devemos mostrar que é igual a integral na freqgiiéncia,
1 7 , 1 % (2a)° 2 % (2a) 1, o, m 1
— |Fw)| dw=— S dw=— dw=—Q2a) —=—
2%_;[0‘ ) 2%i(w2+a2)2 271'0(w2+arz)2 71'( ) 4> a

Usamos a TAB(19) com m=0 para calcular a integral definida.

Exemplo 2 . Verifique a propriedade de simetria (ou dualidade)

para o seguinte Par-Fourier
£it)= g ™=
— 221:1 ,
w +a
A propriedade de simetria afirma : J${F(E)}= 27 £ (-w)

Neste nosso exemplo, a forma analitica da fungao original & uma
exponencial decrescente par e a forma analitica da sua
Transformada de Fourier é aquela curva conhecida por

lorentziana. Trocar t(:*w dentro do par, eqgiivale a trocar as
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formas analiticas entre si. Isto &, o que era a fungao no
dominio de t virou a funcdo no dominio de w e vice-versa,

£(w)= e 2¥
2a

> +a’

F(t)=

(\J
Precisamos calcular a Transformada de Fourier J{F(t)} e mostrar
que é igual a 2w f(-w).
Assim,

oo

J-____Qa e ™ dr

1‘2 +a2

—a0

o
F(F())= [F(O)e™dr=
Estudando a paridade do integrando, concluimoé

5 2 . —-aw —a |w
S{F(t)}=2 IZ—G_ECOSWI‘ dt = da ie M — 27e HEzﬂ'f(-—w) ,
t“+a 2a '

onde se usou a TAB(3), com m=w=0.

Exemplo 3 . a) Encontre o produto convolutivo de duas fungdes
£.(x) e f,(x), sendo fi(x)= &(x+b) + 8(x-b) e f2(x) a funcdo fenda
de largura d e altura unitaria.

b) Use o teorema da convolugao para calcular a Transformada de
Fourier deste produto.

Graficamente o problema é

.

5§ ) f fa ()

4

- J(Qf-;r'qf)

- LoF & ko=

Analiticamente, temos,

o0

£1(x) * £ (x) = j[ S(u+b) + 8(u=b) 1 fo(x— ) dp

—o0
Usando a propriedade de filtragem da delta dg._ Dirac, temos
f1(x) *£a(x) = fa2(x+b) + £2(x-D) :
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Mostramos abaixo O grafico que representa resultado deste
produto convolutivo. :

Tf**]ﬁ:’u

4__‘.4:__-:. {___L_},
ﬁ& :

I 0

ol 3 9- 13

b) Calculemos, agora, & Transformada de Fouriler deste produto
convolutivo, usando o teorema da convolugéao adaptado ao par de
variaveis x e k, ou seja

¥ (£1*£,)= F1(k)Fz(k) onde
Fr(k)= F{f1(x)}= F{3(x+b)} + T {5(x-b)} e
Folk)= & (f2(x)}= % {fenda de largura d}

Estas duas Transformadas j4 foram calculadas na 5% aula e valem

Fy (k) =et® + e = 2cos (kb)
2
F, (k)= —sen(kd/2)
k .
Cujo produto € a resposta procurada, isto €5
4
T {(£1*£2}= Fa(k)F2(k)= Esen(kd/Z)cos(kb)
Para entender um pouco mais este resultado convém usar a relagao

trigonométrica

2senacosp = sen(oa+f) + sen (a-P)
afim de escrever

senk(d/2+D) L9 senk(d /2 —Db)
k k

Ou seja a transformada da convolucdo é a soma da transformada
da fenda deslocada para a esquerda, isto & F{(f2(xtb)}, com a
tranformada da fenda deslocada para a direita, isto & ,

T {f2(x-b)}.

S {fa*f2}= 2
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Exemplo 4. Dado o Par-Fourier formado pelo pulsoc retangular de
altura e duragido unitarios e sua Transformada de Fourier

sen(w/2)
s e T

; represente graficamente este par, considerando as
(w/2)
seguintes mudancas de escala a)t—t/2 e b)t—>2t.
Inicialmente o Par-Fourier é representado graficamente por

ITiwi
1.0

i)

1.0

fa.

P | =
pa |

a) Mudando a escala de t para t/2, a 11° propriedade fica
senw

Fif(t/2)} ="2F(2w) = 2 ,cujos graficos ficam,

w
fU€) 20| VFSH

1.0

-JR R
b)Mudando agora t—>2f, temos
1 1 sen(w/4
S{£(2t)} = —F(w/2)= ———(—*—)* ,cujos graficos ficam,
2 2 (w/d)
f
10
10l t
4 4
Exemplo 5. Use a propriedade da modulagéclj_” para calcular

T {f(t)cos(wot)}, onde f£(t) € o pulso unitario de.largura d.

Pela propriedade de modulagdo (6® propriedade) ,3pémos
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1 1
F (£ (t)cos (Wwot) }=-:2-E‘(w+w0]+ EF(_WWG)

onde F(w) é a transformada do pulsc unitario d

por
b ) = sen(wd [2)
(wd/2)

Assim, a chamada

coseno de duracdo finita’, fica

J {f(t)cos (wet) }—_

Apresentamos, a seguir,

d
2

sen[ W+ W) d/2:|
[(w+wp)d/2]

e de sua transformada.

f(0) = pytr)cos wyt

Exemplo 6.

e largura d, dada

‘transformada da funcgao

sen[(w—wo)dﬂ]

2 [(w—wu)d/Z]

os graficos do coseno de duracao finita

Fourier simétrico a

8(t)'—7r_;[ ™ dw

F(w)=1

Use a propriedade da dualidade para escrever O Par-

O par simétrico é obtido fazendo a troca te=2w .| isto @

1 gy
5(w)y=—v | e™dt
27r;£

E{t)=1

Exemplo 7. Lembrando que S(w)= 8(-w), expresse a propriedade da
dualidade para este novo par.

F{1}y=275(w)
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Esta ultima expressdo estd mostrando um resultado curioso: a
Transformada de Fourier de uma fungdo constante, no caso a
unidade, d& origem a uma delta de Dirac.

Ja vimos que toda fungdo constante é periédica(l® aula). Este
serd, pois, o ponto de partida para proceder a transigdo do
continuum para o discreto: qual serd a Transformada de Fourier
de uma fungdo periddica?

Transicdo do continuum para o discreto

Vamos comecar calculando a Transformada de Fourier de uma fungdo
-senoidal . Partindo da propriedade de modulacgéo, facamos f(t)=1,
e com isso estaremos calculando

1
{S’{cos(wgt)}=§F(w+wa)+ EF(W—WO}, onde F(w) é a

transformada da unidade, isto é, F(w)= § {1}

Mas, pela dualidade §{1}=2#8(w), logo

F {cos (wet) }= md (w+wy)+ 7O (W—Wq)

Isto é, calculamos a transformada de uma funcdo periddica e
encontramos duas linhas espectrais localizadas em -Wg € Wo

Mostramos, abaixo, seus graficos. i)

fity = cos wy 4“
THw + wy) THw — wgl
' = 3y [1] Gy, ;!

Vejamos, agora, como se comporta a Transformada de Fourier de
uma funcdo periédica mais geral representada por uma Série de
Fourier Complexa;

F(£(t) }:O] 5 Cneiw,,t " df = i C .Ie—f(w—w,,)_.r dt
—o Ln=w n=—co S | =

A expressdo entre colchetes, ja vimos, expressa a dualidade da
delta de Dirac e vale 2md(w-w,), ou seja

Fie)y = Fw) = 27 ), C, 6(w-w,)

n=—c0

{ _ 2

funcdo peridédica <> espectro discreto
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Conclusdo: A Transformada de Fourier de uma fungao perioédica
reproduz a sucessao de linhas espectrais _ eqiiidistantes,
localizadas nas fregiéncias harménicas w=wn, , reproduzindo o
resultado conhecido do estudo de representacdo de funcdes por
séries de Fourier. Esta transigao como se observa é mediada pela
delta de Dirac, que é a grande responsivel pela pela coeréncia
da teoria.

Convém lembrar como a delta foi introduzida na area II: a
derivada de todas as funcgdes que apresentam descontinuidade por
salto(como a fungdo de Heaviside),calculada no ponto de
descontinuidade. Foi justamente a existéncia deste tipo de

descontinuidade (as lacunas) nas funcbes representadas por
Fourier, que gerou toda uma controvérsia, posteriormente
resolvida por Dirichlet. A honra de Fourier , como matematico,

foi resgatada e com ele uma ferramenta de maltiplas aplicacgodes
até os dias de hoje.

Exemplo - 8. Encontre a Transformada de Fourier do trem de
impulsos periédico, definido por

5. (t) = i 5(t —nT)

Na lista de exercicios da 3* aula, vocé deve ter calculado a
série de Fourier Complexa da fungao periédica de periodo T

5}(f){também chamada de pente de impulsos) e encontramos O

1 S
resultado 57(1’):? Z oMl

Calculando a Transformada de Fourier desta funcgdo, temos

F16:(0)) = %3{ S ey

H=—w®

Ja vimos que Ty = 2né(w-w, ) ., logo

o

F16.(0)) = = 27r'i Sw=w, ) = w, D, S(w-w,)

T g o 4
fi Fre) -
Wy
L
e # ~
S

717
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Roteiro de Estudo da 7% aula:

1)
2)

3)

4)

Refaca todos os exemplos desta aula.

Qual é a propriedade que acena com a possibilidade de se
calcular a Transformada de Fourier de uma fung¢do periédica?
Qual € o Par-Fourier envolvido ?

Como se wusa a propriedade de modulagdoc para calcular
§ {coswgt} ? Qual o resultado obtido? E um resultado coerente
com a teoria?

Como se generaliza a transigdo do continuum para o discreto ?

Lista de exercicios:

4) Verifique a propriedade de simetria para os scguintes pares-Fourier:

_ (a] f(l‘):e_ﬂM [b] f(f)={L M{?IZ (c] f({)_—,Ne—aE;:

2a 0, l{>% g o=

F(m):wz+az 5 Fl@)=N=£ ¢+
F(w) =2 sen w?

2) Sendo F(w) = F{f (1)}, ache a Transformada de Fourierde f(1) sen @y.

R: % [Flo- o) - Flo+a,)]

3} Mostre que ‘F{em”'} =27 5(03— @) -

Use este resultado para calcular T{cos @, !} e T{Sen @, :}.

Lj) Verifique o0 Teorema de Parseval para os quatro exemplos de aula.
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Andlise de Fourier: B®aula

O Método da Transformada de Fourier para solucdo de
equacdes diferenciais.

Vamos aplicar a Transformada de Fourier como um método
para resolver equacgdes diferenciais, usando um
rocedimento andlogo ao desenvolvidc na Area II. A
diferenca aqui é que estaremos lidande com sistemas
fisicos infinitos. Entenda-se por sistemas infinitos
aqueles onde uma -das dimensdes do sistema & muito maior
gque as demais. Por exemplo, uma barra, um cano , uma
corda ou uma viga serdo considerados infinitos se uma
das suas dimensdes, por exemplo ,seu comprimento, for
muito maior que o didmetro de sua seg¢do transversal.

O problema de ‘valor inicial de um sistema fisico com
esta caracteristica poderd ser resolvido pelo método da
Transformada de Fourier, sendo que a transformacdao se
dard na variével de dimensdo infinita , Qque nNos Casos
que estudaremos sera o comprimento.

-

Assim, ao mesmo tempo, que este & um problema ideal , é
também um problema cléssico, cujo resultado balizara o
estudo de situacbes fisicas mais realisticas.

Apresentaremos ¢ método através de quatro exemplos :
1°) A corda infinita: a equacgdo da onda unidimensional.

2°) Difusd3o de uma massa em um meio liquido : equagdo
da difusio. |

3°) Deflexdbes em uma viga : equag¢do da viga.

4°) A conducdo do calor em uma barra : equac¢do do
calor.
Cada um destes problemas tera suas prdprias

caracteristicas .Com isto estamos querendo dizer. que ',
que apods transformarmos o problema do dominio X para o
dominio reciproco k, cada um tera seu préprio
encaminhamento. Diferentemente do método da
Transformada de Laplace ndo usaremos uma tabela para
calcular a Transformada de Fourier, nem tampouco para
calcular a sua Inversa. Usaremos, para nos auxiliar, a
tabela de integrais definidas e algumas propriedades,
como veremos, a Sseguilir.

i
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Exemplo 1. Determinar o deslocamento y(x,t) de uma
corda infinita (—w<X<w), com velocidade inicial =zero,
sendo seu deslocamento inicial uma fung¢do genérica de
X, dada por y(x,0)=f (x).

- « <& - .
Solugdo: Seja c¢ a constante carateristica da corda,
isto é, a razdo entre a tensdo e sua densidade linear .
Formulamos matematicamente o problema, ( a equag¢do da

onda e suas condicdes irtieiais) = aplicamos a
transformagdo , isto é
2 2 d* ] &
o y(x,1) _19 y(x,1) By {‘"‘f—}:?%‘({ f}
ox? , e ox G ot
y(x,0)= f(x) 5 3 {y(x,0)} = F(k)
0, _ : _ [ ov(x,1)
ot |f=0 =4 : ;gx {_—é‘_{“l::ﬂ}zo

Observe que estamos aplicando a transformagdo na
varidvel x ,deixando o tempo t como uma variavel
independente. Esta operacdo estd sendo indicada por 3, .

Usaremos a notacdo $. {yi{x,t)}= Y(k, t)

& ,
Da mesma forma, a transformada %\{a—{} fica
[

52}’ X 82_}) il 52 i it ' 62 .
— =\l | " dx = — x.)e""dx = —Y(k,t
%"{aﬂ} ot 6:2;[}]( 1) or’ (k1)

Usamos agora. a 22 propriedade , para expressar a
transformada da derivada,

8 {m} = ({k)* Y (k,0) =—k*Y (k,0) )

P
A eguacdo da onda no dominio k fica, entao
& ' 272
—2—Y(k,t) + ck” Y(k,t)=0
ot _
Estamos diante de uma equacdo diferencial em t, cuja
solucéo é obtida pelo método_'_' das raizes
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caracteristicas, visto na disciplina de Equagoles
Diferenciais. Isto &, '
Y (k1) = C,(k)e™ + C,(k)e™ , onde as constantes

arbitrarias sao, neste caso, fungdes do parametro k.
Para determina-las, usaremos as condi¢des iniciais no
dominio k, isto é

oY (k,t
Y(k,0)= F(k) e ( )),__n =0
ot
Conseguentemente,
Ci(k)+Cy (k)= F(k)
1
(ick)Cyi(k)—(ick)Cy(k) = O T C; (k)= Calk)= EF%k)
Logo,
1 ic.;.k-t 1 ~ickt
Y(k,t)= —=F(k)e + —=F(k)e
2 2
A solucdo procurada y(x,t) é obtida calculando a

Inversa, § {Y(k)} , isto &,

y(x,t)= éﬂ%”l{F(k)eiC“} + %3’—1{]?(}()9_”1““}

Usaremos, agora, para cada um  dos termos, a
43propriedade (deslocamento no eixo x), adaptada para os
dominios x,k

3 {e* F(k)}=f(x-a)

No nosso caso, a=-ct.para o 1° termo e a=ct para o 2°
termo.

A solucd@o fica, finalmente

yv(ix,t)= f (x+ct) +‘%f(x—ct)

| =

Assim, a evolucdo no tempo de um certo deslocamento
inicial da corda se dard na forma de uma superposig¢ao
de duas ondas viajando em sentidos opostos com uma
velocidade c¢. Esta forma de expressar a solugdo €
conhecida como férmula D’Alembert e estad representada
graficamente abaixo.

8/3



Matemética Aplicada Il - UFRGS Irene Strauch

-
e
_J%fwkk
<
-

r
-~ -
/,:'?\ .
=
-

ﬁ

k.
-

) |

T .
i il

—‘—

Exemplo 2. Um cano muito longo e de pequeno diametro
estd cheio de A&gua. No instante t=0, wuma certa
quantidade M. de sal é introduzida no cano em um ponto
x=%, (distante de ambos os extremos do cano). Ache a

concentracdo p(x,t) de sal em um instante posterior t.

Vamos considerar um cano infinito, isto €&, wum cano
muito longo e de didmetro suficientemente pegqueno afim
de que possamos considerar despreziveis as variag¢des de
concentracdo de sal sobre a segdo reta do cano .Entéo,

a concentracdo p(x,t) de sal sera tratada como uma
funcdo apenas do comprimento do cano, X , € do tempo t.

A equacgdo que rege a difusao em uma dimensdo é
& pet) _ 9p(x,1)
- ox? ot
constante de difusdo, caracteristica do meio solvente e
do soluto.

onde D é a

As condicdes iniciais contidas no enunciado do problema

sdo: p(x,0) é nula em todos os pontos do cano, exceto
sobre a secdo reta definida em X=X, onde é introduzida-
uma certa concentracdo de sal. s

Vamos agora formular matematicamente . estas condigdes,
fazendo uso da delta de Dirac,

p(x,mij;rxx—xo)

onde A é a area seg¢do transversal.
As condicdes no limite x—>Ho podem ser formuladas por
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meio da afirmativa
Hlnx—a-ioop(xst):p(iw:t):o, r para tOdO tr
que reflete a lei de conservagdo da massa M.

Aplicando a Transformada de Fourier a este problema,
temos

*p Op @p| {f}‘ﬁ}
- & f”x{—axz}*%x o

M - M
p(x7 0) = jé(x - xo) L%'X {p(xgo)} = 7%’;( {§(I - ‘xo)}

‘ 2
Substituindo %{5[x—xo)}=e'ka° . %’_‘{er}z—kz R(k,©) »

onde R(LD)=F{pxD)} , e &{Z—f}%&{p(m}=§R(k,r)'.

Esta ultima igualdade ¢é valida porque estamos
considerando que as varidveis x e t sdo independentes.

Nosso problema no dominio k fica, entao
2R(k,t‘) =-D k*R(k,t)
ot
R(k,0)= M ks,
A

Usamos a integracdo logaritmica para resolver este
problema, isto &, '

t t -
J.ﬂ—’z—):—l)k2 _[dt ou : ln—}-{—(ﬂ=—£)k2! , donde
5 R(k,?) o R(k,0)
R(k,{) = R(k,0) ¢ 2% = %e—"*xf D
Precisamos, agora, encontrar a sdlu_géo pilx, t). Pelo

método da transformada esta é a etapa da inversdo, isto
e, -

p(x,t)=F*{R(,0)} = -;; jR(k,f_) e™dk

Substituindo, nesta integral, a funcao’ R.('_k,t),que' é uma
gaussiana em k, temos ' ) -

- 8/5
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1 M % o DR i 1 M % _per ke
px,£)= ——— [e™ eP¥ Mk = —— [eP!F =) g

27 A 2 2w A 2
Analisando a paridade do 1integrando com relacdo a
variavel k, concluimos

P(xaf)=L£2 e ¥ cosk(x—x,)dk = L] __\/; o (%) /4D ¢t

2 4 . 724 2Dt ¢
onde se usou a TAB(8) com a=+Dif e m=(x-X) .
M1 1 ey
Az JADt

Era de esperar que tivéssemos como solugao uma
gaussiana em X, pois j4 foi demonstrado que a
transformada de uma gaussiana € uma curva gaussiana.
Veja grafico abaixo.

Assim, p(x,t)=

olx, 1)  pequeno
i .

sl médlo
l/

Xg

Teste a solugdo no limite x—>+w e veja se reproduz o
esperado fisicamente, que é a conservagdo de massa.

Outro teste interessante gque poderemos fazer &
verificar se no limite t—0 a solucdo nos remete a

delta de Dirac, isto é
' - (x—x,)2 14Dt

Bt 0t =2 T

LY At o
t—0 A\[; = ‘ (_4Dt |
Neste momento, convém lembrar que existem outras
representacdes para a delta de Dirac além de sua
integral de Fourier. Se vocé consultar o final da 5%
aula, certamente identificara

e-(x-x;,)’-mnr

1
B~y iy, g
(.?C xo) (_ﬂ' t—0 [ 4 Dt‘

e portanto

lim, p(x,r)=%5(x—xo)l  c.qg.d.
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Exemplo 3 .Considere uma viga muito longa repousando
sobre wum suporte eléastico, o Qque significa que o
suporte é capaz de exercer uma forcga de reagao por
unidade de comprimento proporcional ao deslocamento
y(x) . Suponha que esta viga é carregada por uma forca

concentrada em x=0, isto & a carga g(x)= P &(x).

¥x)

TR R A oo P e (TR A et
ng&f'rmw ;.,m-g;;mmm
o

%y -
A equacdao da viga é EI-&;— = q(x) - Cy(x) , onde C ¢é

uma constante, E é o médulo de Young e I o momento de
inércia da viga.
Transformando a equag¢do acima, temos

EI ;s*{‘; } =3{ () }— CF{ ()}

Aplicando a 2? propriedade para a transformada da
derivada de 42% ordem e usando a notacdo F{yv(x)}= Y(k) e

ainda lembrando que F{o(x)}=1, temos

(ET) (ik)* Y(k)= P — CY(k) ou
(k* +—9-)Y( k)= i ou Y(k)= £ ﬁl——
El , EI EI k*+C/EI

Esta é uma equacdo subsididria algébrica, e a solucdo é
a Inversa '

. 1 P 1 ,-
T OY(k)I= y(x)= j———e“dk

27 EI 3 k'+CIEI

Analisando a paridade do. integrando e usando a nessa
tabela de integrais definidas , identificamos a

AB(12),com 4a‘’= % e m=x . Ou seja,

1 P
ViX)= ——2 iae“‘“(senax+cosax)} ,X>0 ou ainda
2x El 8a
vi(x)= \Ee “sen(ax+x/4) , x>0 e a=(CAET) ™"
. E] 8a°
Solucgdao caracteristica de movimento oscilatério

amortecido.
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Andlise de Fourier: 9* aula

Método da Transformada de Fourier para solucdo de
equacdes diferenciais — conclusao.

Exemplo 4. Conducdo de calor em uma barra infinita.

Ache a distribuicé&o de temperatura u(x,t) em uma barra
infinita sujeita a uma distribuigdo inicial de
temperatura u(x,0)=£f(x)

Solugdo : A equacgdo do calor e a condigdo inicial nos
levam ao seguinte problema,

o* 19
—u(x, ) =——u(x,1)
ox c” ot
u(x,0) = f(x)
1 op " e 5
A constante —=——, onde o ¢ o calor especifico, p é a
& K

densidade e x¥ a condutividade térmica da barra .

Aplicando a Transformada de Fourier na variavel x, o
problema passa para o dominio k ,

)@ 1, [0
‘Sx {axgu(x7 t)} = ?SX {§H(X,I)}

i {u(x.0} = F(k)

Usando a 2?2 propriedade e a notagdo {s’x{u(x,t)}=U(k,r) e
lembrando que as variaveis x e t sdo independentes, ©
problema no dominio k se reduz a

0 T
SUk)=-K UKD
Uk0)=F(k)

Usando a integracdo logaritmica, temos

15
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] 1 \
jﬂ =—c’k* [dt . nZ&ED 2 on UG)=UR0)e "
2 0 U(k,0)

Substituindo a condicdo inicial U(k,0)= F(k) e fazendo
a transformacdo inversa, chegamos a

u(x,0) =3 {UKk,D} = 51; [Uk,1) &k = % [Fx oK1 g gk

Lembrando gque F(k) é a Transformada da distribuicgdo

inicial f(x), isto é F(k)= If(x)e'““dx, entdo

—a,

ulx t):% J{ jf (w) e™d ,u} e o gk , onde a

variavel interna(muda) x foi substituida por g afim de
evitar confundi-la com a varidvel externa x, que & O
comprimento da barra.

Novamente, estamos diante de um integracdo dupla. Vamos
reverter a ordem de integracgdo, realizando inicialmente
a integral em k, deixando por ultimo a integral em 4, a

qual sé poderd ser realizada se a distribuicdo inicial
de temperatura f(x) for um funcédo conhecida. Assim,

1 % 00 -t ki k(x—
u(x,t)=§ Jdﬂf(#) [ Ie 1K ko) dk]

Indicaremos por I a integral entre colchetes, isto &

[= l: Ie—czr kzef k(x—p) dk:l

Analisando a paridade do integrando com relacdo a k e
usando a conveniente propriedade de simetria, temos

1=2 Ig“cz tE? Cosk(x - p) dk = 2__"/;__ é?(x—ﬂ)zf‘tc’x
© 2\t
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Nesta ultima integral, usou-se a TAB(8) com x=k a’=c%t

r

e m=x—A4.

Finalmente, a solucdo geral que da& a distribuigdo de
temperatura para qualquer distribuigdo inicial f(x):

u(x,1) = If(‘u) o~ (-’ 14¢t du

CNTT

Vamos estudar um caso particular. Suponha que a
distribuicdo inicial de temperatura f(x) seja dada por

Ts # 1XEIEY
f(x)=
5 B gl

Substituindo na solug¢do u(x,t) temos,

1, : (x—u)* 14ct

e-—x—p C d‘L[
2c~mt _Jl-
Esta integral, apdés uma conveniente substituigdo de
varidvel nos leva a uma integral conhecida que ¢&
chamada de funcdo erro ou fungdo probabilidade.

u(x,1) =

X
Facamos, entdo a substituig¢do (%) =z d;z:Z(;\ﬁd:

2ct

=z € quando wu=1 ,

Assim, quando wu=-1 , z=

2c\f

Consequentemente

u(x,t)=

) 2cJ_ j =z dz
/ c\/
Zy 5
A integral J ¢? dz ndo é uma funcdo elementar , isto
-4
¢, ndo di& um férmula. Esta integral é expressa em
termos de uma série chamada fung¢do erro e indicada por

erf(x). Sua definigdo é
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erf ()= [
0

ou seja a fungdo erro é a integral da curva gaussiana.

O calculo da funcdo erro comeg¢ca , substituindo a
gaussiana por sua série de poténcias ,
4 6 3

e—z =1__ 2

1y

+—+
2t 31 4!
e a seguir integra-se termo a termo a série, isto é

2t 20 2 X X x

T 1T
@ = ||1-Z2+=—-—+..|d& = —=|x——F+——=+
7 J;OI 21 3l =3 s 7

E o resultado da integracdo ¢é wuma nova série de
poténcias e Ccomo tal seu valor & calculado
numericamente. Como a série é de poténcias impares, a

funcdo erro é impar e seu grafico é mostrado abaixo.
erf(x)

Vamos analisar alguns limites interessantes.

O primeiro é o limite para x—»>© . Neste caso a funcao.
erro coincide com a norma da gaussiana e corresponde a
AB(7). Vejamos

i1/ ()= | 2 o s = }‘g

Outro limite interessante ¢é quando x=0. Neste caso
tanto a integral como a série se anulam. Portanto,
erf (x)=0. Para os demais valores , a’.funcdo tera gque
ser calculada numericamente. Ha tabelas de funcdo erro
para varios wvalores da variavel x.
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Para iinastrar, tomemos x=1 e x=4 . Encontraremos
erf(l)=0.842 e erf(4)=1.0 .

Para se chegar a estes valores €& necessario considerar
cerca de 90 termos na série que representa a fungdo.

Depois deste parénteses para apresentar a funcdao erro
ou probalidade, voltemos. ao problema da conducdo do
calor na barra infinita. . :

Nosso ponto final foi a solugdo para a distribuicdo de
temperatura u(x,t), dada por

S .
u(x,ty=—= 2¢t _[ e” d-
o

207t

Pois bem, agora , conhecendo a funcdo erro, podemos
afirmar que '
_ .
NTT

22 2 0 2 r >
je'zdz= je‘zdz+ e’ a’z:——2
4

-4 0

[87.7((32) &= e’f(zl)] -
Consequentemente, chegamos ao resultado final

u(x,t) = %[erf(zz) - erf(::l)]

Mostramos no grafico abaixo, para T, =100°C e c’=lcm/s,
a distribuicdo de temperatura u(x,t) para

t=0, —1—, 1,1,2685.;
& 2

ulz, 1

515



Rofeiro de Estudo da 8" ¢ 9" aula:
O Método da Transformada de Fourier na solugao de Problemas de \:falor Inicial (sistemas infinitos).

1) A Equagdo da Onda Unidimensional : Dé-se um deslocamento inicial y(x,0)= f(x) a uma corda
infinita, liberando-a em seguida. (a) Determine o deslocamento y(x,f) em um instante posterior .(b)
Escreva a solugdo d’Alembert supondo que f(x)=cos(kyx) -

2) A Equagdo da Difusio Unidimensional: Estude a difusdo de uma quantidade de sal num eano muito
longo cheio de 4gua. Parta do seguinte enunciado matematico:

0* 2
DE{ p(x,1)= Ep(x, 1)

M
p(x,0) =I5(x—xo)
a) Explique o significado da condig¢do inicial.
b) Aplique o método da Transformada de Fourier e chegue a equagdo subsidiaria:
%R(k, £)+ Dk*R(k,t)=0 , onde R(k,t) =3 { p(x, t)} .

¢) Ache a solug@o desta equagdo sujeita a condigiio inicial R(k,0)= 3, {,(x, 0)}-
d) Calcule a Transformada Inversa de R(k,f), isto é, encontre a solugdo p(x,f)-

3) Reproduza a solugdo do problema da viga muito longa repousando em um suporte elastico e sujeita a
uma carga impulsiva. Compare a solugdo, isto &, as deflexdes da viga, com as oscilagdes do oscilador
harménico amortecido estudado na drea II.

4) A fungdo erro, erf (x)= % Ie"’z dz , é muito importante na Fisica e nas virias areas da Engenharia.
7y :
Para se familiarizar com esta fung@o néo elementar, expanda o integrando em série de Taylor e ap6s fagaa
integragdo termo a termo. Mostre que fungao erf(x) é impar . Mostre também que erf (0)=0 e que
b J—
. T
Ie ? gz = T[e#(b)—erf(a)].

a

4) Encontre a distribuigdo de temperatura u(x,f) numa barra metalica infinita sujeita a uma distribuic¢do
— T, ., |¥kl
inicial : u(x,0)= ¢ I"; 2 . '
_ 0o , |xP1 . Tu{r,t)

100

a) Expresse sua resposta em termos da fung@o erro.

¢) Vimos que a distribuigdo de temperatura para

T, =100°C e c* =lcm*/s édadapelo grafico-ao lado.
Faga o grafico da temperatura para x =0.5,x= 1.0e
x=1.5 como fungdo de ¢ .

O resultado é o esperado fisicamente?

1 x>0
d) Se u(x,t)={0 220 . mostre que

"o

u(x,t) = I evdz.

g 7 -2 -1 Y]

X
2et

d) Mostre que para x =0 a solugdo acima é independente de t. E um resultado com base fisica?
|
- I
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