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ANALISE VETORIAL: 1® AULA

Os pré-requisitos necessarios sdo: calculo diferencial e integral e algebra
de vetores.

A Analise Vetorial é o Calculo Diferencial e Integral das
fungdes vetoriais.

O que sdo fungdes vetoriais? Sao fungdes que associam vetores a
numeros reais.

Podemos citar varios exemplos de fungdes vetoriais que ocorrem
na Fisica e nas Engenharias, tais como Os conceitos de:
deslocamento, velocidade, aceleragdo, forga, torque, momentum
linear, momentum angular, campo elétrico, campo magnético, campo
gravitacional, etc.

Ha duas categorias de fungdes vetoriais, o que j& pode ser
constatado nos exemplos acima.

Assim, ha funcdes vetoriais que s6 dependem de uma wvariavel, e
aquelas que dependem de mais de mais de uma variavel, como OS
campos elétrico, magnético e gravitacional.

As funcdes vetoriais de apenas uma variavel ou pardmetro t sao

funcées da forma F(f) .

Dentre as funcdes vetoriais de mais de uma variavel,
destacaremos as funcdes vetoriais chamadas de campos vetoriais.

Campos vetoriais sao fungoes vetoriais mais gerais, que
dependem, por exemplo, das coordenadas espaciais e do tempo,

tais como o campo elétrico E(x,y,z,t) e o campo magnético

§(x, V.z;t)

Iniciaremos o nosso estudo pela fungdo vetorial F(f) mais simples
e a indicaremos por

) =x(t) T +y(t)j+2(t) k (1

onde x(t), y(t),z(tf) sdo respectivamente, fungdes escalares de um

parametro t, nas diregbes x, y , 2z dos eixos de um sistema de
coordenadas retangulares.

Se,t=6 for um &ngulo, entdo a equagdo (l) ¢é a representacgao
vetorial de uma curva e estaremos com a notagdo da GEOMETRIA.

Se, t for a varidvel tempo a equagdo (1) representa a trajetédria
de uma particula e estaremos com a notacgéao da MECANICA
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Exemplo 1: Esboce os gréaficos das seguintes fungdes vetoriais:

a) F(t)=cost i +sent j , 0<t<2zx

b) F(t)=costi +sentj +2k, o0<t<2nx

Vamos agora introduzir a curva em 3-D, chamada hélice circular
(é a curva representativa da molécula de DNA).
Uma hélice circular é definida na forma paramétrica por

x(t) = acost, y(t)=asent, z(t)=ct, (a>0, c>0).

Esta hélice é circular porque sua projegdo no plano xy € uma
circunferéncia de raio .0 parémetro c¢ quando multiplicado por
2w mede o chamado passo da hélice, isto é , a distdncia entre
duas voltas consecutivas.

Exemplo 2: Represente a hélice circular acima na sua forma
vetorial e faga um esbogo de seu grafico.

Usando a forma vetorial(l), temos: F(r)=acosrf+asen{}:+ﬁt£
t=0 , F(0)=ai

T e T i -
t==, N=ai +c—k
2 r(?_) Y 62
t=rx , F(x)=—ai +crk

&
2

t=2r ,F(27)=ai +c2nk

37 o 3 -
t , F(&—)=—aj +c—k
f‘(z) yj 3
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Dominio de F(f):

Dominio de uma funcdo vetorial F(f) é o conjunto de valores de t
permitidos.

Se o dominio ndo for dado explicitamente como no exemplo acima,
entio subentende-se todos os valores de t para os quais cada

componente de F(f) estad definida, e da um valor real.

Em certos casos o dominio sera a interseccdo dos dominios de
suas componentes.

Exemplo 3 : Ache o dominio de F()=In(t-1)i + e'j+ Jik .

Suas componentes sao: Seus dominios sao

Logo o dominio de F(f) serd a intersecgdo dada por

Norma ou médulo de uma fungdo vetorialF(r) :

A definicdo de norma ou médulo da funcgdo vetorial r(t) é

F@)| =F@) 7@ = x0) +y() +2()

Ou seja, o médulo de uma fungdo vetorial F(f) é a raiz guadrada
do produto escalar de F(f) por F(f).

No exemplo 3, temos : lFUﬂ = Jhﬁ(l—l)+em-+t

Para t=2 , ]F(Z=2)|= VO+e*+2 §

Se F(f) representa a trajetéria de uma particula, entdo I?(Zﬂ

representa a distancia da particula a um observador situado na
origem do referencial retangular.

Limites, derivadas e integrais de funcdes vetoriais:

Limites, derivadas e integrais de fungdes vetoriais sao
definidos a partir dos limites, derivadas e integrais de suas
componentes.
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Assim, para uma dada 7(f) em 3-D, temos
lim 7(6) = [lim x(0)]F -+ [lim y(1)17 + [lim z()]k

PO =x' ()7 +y'(0)] +2'(O)k

f ?(!)dtz{ f x(t)dt}ﬁ—{ f y(r)dt}}"-l-{ f z({)df} E
j?(r)dt = [ f X(t)d!}: [ f y(t)a’} [ f z(f)d[} 7

Regras de derivacgdo:

S

Derivada de uma fungdo vetorial constante 7,: =)

dt
Derivada do produto de uma constante k por uma func¢do vetorial:

ikf’(r): ki
dt dt

Derivada de uma soma ou diferenga de funcdes vetoriais:

d dar.  dr,
—[r@OLAE@)|="2+2
dt HOEEA0) dt dt

Derivada do produto de uma funcdo escalar f(f) por uma vetorial:

“lroro)=r2 74

Derivada do produto escalar de duas funcdes vetoriais:

dF;
dt

Ao w -
E[f‘.(f) cB(O)]=7 - d; + 7.

Derivada do produto vetorial de duas funcdes vetoriais:

di., - . dr darn, .
rOxRO)=7x D 4 By

Regras de integracdo:
Integral de uma constante k por uma funcdo vetorial:

f I ()dt = k f 7(t)dt

Integral de uma soma ou diferenc¢a de duas funcdes vetoriais:

JEO£7©Op = [F@d+ [7@d
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# Recordando Calculo II: Curvas em duas (2-D) ou trés dimensdes
(3-D) podem ser representadas, respectivamente, pelas equacgdes
paramétricas:

X=311) ., y=y() em 2-D ou (2)
x=x(z). y=y@®) ., z=2z(t) em 3-D .

Assim, uma funcdo vetorial da forma (1) representa uma curva em
o

A seguir, veremos como representar uma fungao vetorial da forma
7(f) em um sistema de coordenadas retangulares.

Grafico de funcdes vetoriais da forma F(f) :

A curva C é o grafico tragado pela ponta do vetor 7(f) em movimento.

Ou

A curva C ¢ o grafico da fungdo vetorial 7 ().

Nas aplicagdes, a curva C é vista como a trajetdéria de uma
particula que se desloca no espago, em fungdo do tempo. Sua

representacdo vetorial F(f) é chamada de raio-vetor ou vetor
posigdao de um ponto da curva C.

= Orientacdo da curva C:

Toda curva representada vetorialmente pela funcao r(t) deve ser

orientada, isto é, deve ser convencionado o seu sentido.

A orientacdo é positiva quando o seu sentido € o do crescimento
de ¢t.

Se t representa a variavel tempo, entdo a orientacdo positiva é
no sentido do movimento.
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Notagdes de derivada de funcdes vetoriais da forma 7(f):

d - dr = 2
;Er(t), = r'(t) , 7(t) =notacdo da Mecanica.

Exemplo 4: Dada a fungdo vetorial F(z‘)-—-tzf+e“f— 2cosztk , calcule

a) lim7(7) =
t—0
ar

b) —=
dt

c) r'()=

1

a) [F(nt =

0

e) JF(t)dt‘:

O terno de vetores f(r),ﬁ(r),é(e‘);

Nosso objetivo é: dado o terno de vetores unitarios is ok
estatico na origem o de um referencial cartesiano, definir um
terno unitério de vetores em movimento, 7(¢),N(f),B(f) , neste

mesmoc referencial.
Este novo terno é conhecido como triedro de Frenet—-Serret, sendo

T(t) o vetor tangente unitario, N(f) o vetor normal unitario e

B(t) o vetor binormal unitério.
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Iniciaremos deduzindo o vetor tangente unitario T(t). para tanto,

vamos ver a interpretacdo geométrica da derivada Put) .

Seja C uma curva em 2-D representada por F(r)=x(t)?+y(r)j e

seja AF(f)=7F(t+Af)—F(t) um vetor na direcdo da reta secante PP’
do grafico abaixo.

. . AF() _dr
No limite At—0 , temos : lim =—=r'(t) .
Ar—0 At df
Geometricamente, no limite Ar—>0, o vetor — coincidird com O

vetor tangente & curva C em P

Assim, concluimos que:

O vetor ¥ '(¢) é um vetor na diregdo da reta tangente a curva C em P.

4 Recordando Calculo I: Qual a relacdo entre 7'(f) e f'(x)=tan@ 2
para estabelecer esta relagdo, vamos usar a notagao do Céalculo I
e representar a curva C em 2-D por y=f(x), cujo grafico &

Assim, na notacgdo da Anadlise Vetorial, F'(t) é o vetor tangente a
curva C em um ponto genérico P . Este vetor tangente é dado por

7(f)=x'({)i +y'(t)j , e a razdo de suas componentes nos fornece a
relagdo procurada
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dy
YO _d _ dy_ _
dt

Exemplo 5: a) Calcular o vetor tangente & curva C, dada por

F(t)=2costi +2sentj , em f=—34£,

b) Calcular o angulo f que este vetor forma com o eixo X

s w3
c)Fagca o grafico representande a curva C, o vetor r'(T) e o

angulo @.

Vetor tangente unitario T(¢)

Como o préprio nome diz, o vetor tangente unitario é um vetor
com a mesma diregdo do vetor tangente F'(f) e com médulo 1. Logo,

F(0)
"Fo

F'(:)ﬁﬁ

Vetor normal unitario N(f):

Este vetor serd definido a partir da condigcdo de ortogonalidade

entre T e N, isto &, (@)« N({t)=0

Vamos demonstrar, a seguir, um teorema que serda util na
definigdo de N(¢).
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Teorema : Se a fungdo vetorial ;’i(t) possui moédulo constante para todo ¢, entdo
A(t) » A'(t)=0, ou seja, A(f) e A'(t) sao vetores ortogonais.

Demonstracgdo:

Como por hipbtese, i;i(c‘)l & constante, entdo o produto escalar

A(t) «A(f) serad também uma constante. Usando a regra de derivada
de um produto escalar, temos

Ap) A0+ A'(t) <A@ =0 2A(1)A'(t)=0

conclusdo: Como o vetor T(f) é um vetor constante de médulo 1 ,
entao

T(f) » T'(t)=0
e, portanto, T'(f) é ortogonal a ().

0 vetor normal unitario N(#) fica, entao, definido por

_T®

et , T'®)#0
72|

N(®)

O vetor normal unitario N(t) possui a direcdo de T'(t) e aponta
para o interior da curva, ou seja, para o lado cdncavo de C.

# Recordando o Movimento Circular Uniforme (MCU), na Fisica.

Seja uma particula em trajetéria circular de raio R,
representada pela curva 7(t)=Rcos(w t) i + Rsen(@ N7, com

velocidade vetorial dada por ¥()=@xF(t) , sendo @ o vetor
velocidade angular, conforme o grafico abaixo. Entdo:
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Vetor binormal unitério B(f):

O vetor binormal é o vetor unitdrio, perpendicular a Y:(t) e N(t),
logo

B(t)=T()x N(1)

Pelas propriedades do produto vetorial, E(z‘) é ortogonal a ambos

vetores T(f) e N(f), e estd orientado em relacdo a estes pela
regra da md&o direita.

Regra da mdo direita —

Plang
normal

Plane Osculador

Conclusdo: O terno de vetores I,N,B forma um referencial de

vetores wunitdrios, mutuamente ortogonais, que tem um papel
importante no estudo do movimento de particulas no espaco,

pois, diferentemente , do terno estatico i,j,k, o terno T,N,B
acompanha a particula em sua trajetdéria ao longo da curva C.

Exemplo 6: Calcular o terno I,N,B, para a hélice circular

F(t) = acosti + asent] + ctk
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Texto Complementar a aula 1:
Trajetérias de particulas carregadas em campos magnéticos.

I)Trajetéria descrita por um feixe de elétrons langado

-

perpendicularmente em um campo magnético uniforme B.

Vamos supor que um feixe de elétrons & lancado por um canhdo
eletrénico em uma camara de ionizagdo, com uma velocidade

vetorial ¥ perpendicular a B. Numa camara de ionizagdo esta

trajetéria fica visivel porque os atomos de gas da camara emitem
luz quando alguns dos elétrons do feixe colidem com eles.

A forca magnética F; presente neste movimento é a forga de
Lorentz, que é uma forga cuja direcdo & sempre perpendicular a

velocidade Vv da particula de carga q € ao campo magnético B e &

-

expressa pelo produto vetorial ngugﬁxﬁ.
Esta é a forca que ird defletir os elétrons lancados na camara

de ionizacdo e como estamos assumindo que v 1B , esta deflexao
fard com que os elétrons descrevam uma trajetéria circular.

Assim, se convencionarmos o plano Xy como O plano desta pagina,

—

entdo B estard dirigido para fora do plano da padgina e pela

regra da md3o direita a forga vetorial instantanea F; sera

perpendicular ao plano determinado pelos vetores ¥y e B. Como as

cargas séao negativas, F,, aponta para dentro da curva. Entao,

pela segunda lei de Newton, F, sera a forga centripeta

responsavel pelo movimento. Esta & a igualdade que permite
calcular o raio R da trajetéria circular descrita pelo feixe de
elétrons.
2
; o = mv mv
Seja |V|=v e |B|=B ,entéao : gqvB=— .. R=—

Exercicio: Calcule o raio da trajetéria para esta configuragao,
considerando um feixe de elétrons com velocidade v=3.2x10"m/s ,que
entra em um campo magnético de intensidade B=12x10"T, sendo

m,=9.11x10""kg e ¢=1.6x10""C.
Resposta: 1l5cm.

Uma importante aplicagdo do movimento circular de particulas
carregadas em campos magnéticos uniformes & O espectrdémetro de
massa.0 espectrémetro de massa €& um equipamento usado para medir
a massa m de jions e estd esquematizado na figura a seguir, onde
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S & a fonte de ions, inicialmente estaciondrios. Estes ions séo
acelerados por uma diferenga de potencial V e disparados para o
interior de uma camara perpendicularmente a um campo magnético

uniforme B. A forca de Lorentz F =q'}'><§ faz com que o ion se

mova em um semi-circulo e colida com uma placa fotografica
situada a uma distdncia x=2R da entrada do feixe.Conhecendo a
intensidade do campo magnético,a carga g do ion,a diferenca de
potencial V e o ponto x marcado na placa fotografica, temos
todos os pardmetros necessadrios para calcular a massa m do ion.A
lei fisica que permite este cdlculo é a lei de conservacio de
energia, isto é, a energia cinética do ion no final do processo

-

g i . : : .
de aceleragao{anwz) € igual & sua energia potencial no inicio do

processo de aceleracgdo(gV):

=l
+ 1%

II) Trajetéria descrita por um feixe de raios gama lancado
perpendicularmente a um campo magnético uniforme.

Neste exemplo, a cdmara de ioniza¢do estd preenchida com
hidrogénio liquido e estd imersa em um campo magnético uniforme,
porém muito forte. Neste ambiente é lancado um feixe de raios
gama. Como sabemos, o raio ¢ é uma radiagdo com carga total nula
e portanto ndo deixa inicialmente rastro de sua trajetdria na
camara. Contudo , o raio 7 pode ter energia suficiente para ao
colidir com um A&tomo de hidrogénio arrancar o elétron do
hidrogénio e se transformar em um par elétron-pbésitron. Os
rastros luminosos deixados por estas particulas sdo uma longa
linha curva, no caso do elétron arrancado e em duas curvas
espirais para o par elétron-pdsitron, conforme mostrado abaixo.

Neste caso, as trajetdrias sdo curvas conhecidas como espirais.
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A mais conhecida é a espiral de Arquimedes, cuja representagéao
em coordenadas polares é dada por r=af, com § dado em radianos
e a uma constante positiva.Se 6>0 a espiral gira no sentido
anti-horario. Se 0#<0, a espiral gira no sentido horario.

Exercicio : Dada a espiral r=60(0>0), onde r e f sdo
coordenadas polares:

a) Faca um esbogo de seu grafico. Um esbogo razodvel pode ser
obtido plotando as intersecg¢des da curva com 0SS eixos Xy ,
observando que raumenta linearmente com 6.

b) D& uma representacido vetorial para a espiral r=#0.

III)Trajetérias de particulas carregadas,langadas em campos
magnéticos com velocidade V¥, tais que V=¥+V,, onde v, e ¥, sé&o

as velocidades na diregdo de B e na diregdo perpendicular a

-

B , respectivamente.

Caso a) Campo magnético uniforme.
A particula, neste caso, se movera em uma trajetéria helicoidal

em torno da direcdo de B. 1 componente paralela da velocidade
determina o passo da hélice e a componente perpendicular
determina o raio de hélice. Veja a figura abaixo.

(%)

Exercicio: Dada a hélice F(f)=Rcoswti + Rsenwt] + ct k , onde
w €& a velocidade angular da particula e t é a varidvel tempo,
a)determine a velocidade V() e a aceleracdo d(f) da particula.
b) Suponha que esta é a trajetdéria de um elétron numa regido do

espago onde ha um campo magnético uniforme B=Bk . Use a lei

de Lorentz f@::qﬁxg e o fato de que esta forgca é& a forca
centripeta para determinar o raio da R hélice.
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Caso b) Campo magnético ndo uniforme.

Se o campo magnético ndo for uniforme, isto é , B ndo é uma
vetor constante, mas um campo vetorial varidvel, entdo a

particula ficard espiralando, como ¢é mostrado na figura
abaixo.

3
AT e Spiral path
AL
2 r"% ‘\\_- /3 t e -g ;

O espacgamento entre as linhas do campo magnético mede de certa
forma a intensidade do campo. Assim, podemos observar due
nesta figura, as linhas de campo nas extremidades se tornam
mais préximas, indicando que o campo magnético é mais intenso
ai. Quando temos esta configuragdo, a particula sofre uma
reflexdo nas extremidades, resultando no seu confinamento
dentro desta ‘garrafa magnética’.

O Cinturdo de Van Allen: Quando as tempestades solares
disparam elétrons e prdtons, estes sdo aprisionados pelo campo
magnético terrestre, formando o chamado Cinturdo de Van Allen
que se localiza acima da atmosfera terrestre, entre os pdlos
norte e sul. O movimento de vai-e-vem dos elétrons na ‘garrafa
magnética’ da origem a formacdo de um campo elétrico na regido
onde os elétrons normalmente refletem. Este campo acaba por
eliminar a reflexdo fazendo com que os elétrons escapem e
entrem na atmosfera, onde colidem com as moléculas de ar,
fazendo-as emitir luz. Esta é a origem do fendmeno chamado
‘aurora boreal’. A 1luz verde ¢é emitida pelos atomos de
oxigénio e a luz pink é emitida pelas moléculas de hidrogénio.
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Matemitica Aplicada II- MAT01168- célcilo Vetoriol (revisgo)
Area I- Andlise Vetorial

[1] Encontre o dominio da fungdo vetorial }-'(t) e o valor F(ta) para:

(@ F(e)=costi-3tj: ty=7 (b) 7(t)=cos(z £) i —Inzj + -2 k:
=3
[2] Expresse as equacBes paramétricas abaixo como uma tnica equagdo vetorial:
(@) x(t)=3 cost; y(t)=t+sent - (b) x(t)=2t: y(1)=2sen 31; A1) =5 cos3t
[3] Descreva o grdfico dcis equgdes: ~ o
(@ 7()=(2-30)i- 4¢] (b) 7({)=217- 37 +(1+31) k () F(f)=3 costi +2sentj- k
[4] Encontre a declividade (coeficiente angular) da reta em 2- D representada por:
()=(-207- (2- 307 R -3
[5] Esboce o grdfico de 7():
(@ r()=27+1¢; (0) 7(£)=(1 +cost) T +(3- sent)j, 0<t<2rmw
(c) F(f)=cosht7 +senh ) ) F()=t7 +17 +¢%
) Fl)=ti+22j+2k () H{)=2 cost i +2 sentj +1k

[6] Dada a hélice circular: 7(f) = a costi +asentj +ctk, sendo ¢ >0, encontre ¢ tal que a cada volta

3

completa z avance 3 unidades. Ri—

2

[7] Caleule 7* (1},) e esboce o grdfico de 7(f) juntamente com o vetor tangente 7' (to ):
@ ()= (), 1, =2 ®) 7)) = (™), ty=In2

2y o it = V1
() 7(£)=2 sent7 +j +2 costk , 1, :TZ_

[8]Dadas #(1)=1*7- 3tk,v()=-4rF+(1+10)k, #w(t)=3 T +1j- £ k.Encontre:

(@) (@2+v)' R: ~3(2¢ +1)

®) (i xv)' R: 480 T~ (3¢ +20)7 - 206" k

(c) [ii x(V + ﬁf)]' R: (6¢- 48¢%) 7~ (2 +307 - 56 )7 + (37 - 20 ) k
[9]Prove:

deo v - AR e d e
@ S[F(0)%7(0)]=7())x7(2) ) %n 7 (1) ||=n—}_‘_(lt—)“ri(z) + 7(£) . sendo
| 7(2) =47 (2)7(2)

NCARION S 7'(1) _F(x)-F'(z)Fz
“drhf«)ﬂ 7O |7 [ )

Sugestdo para o item (c): Lembre-se que W“ é uma fungdo escalar, use as regras de derivagdo de

produto de uma fungdo escalar por uma fungdo vetorial.
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Analise vetorial : 22 aula
Qual a motivagdo para introduzir o terno de vetores unitérios

—_ — =

T,N,B se j4 dispomos do terno i,j,k ?

Na Geometria : definir curvatura x e torcdo T de uma curva C.

Na Mecdnica :
e representar o vetor aceleragdo d(f) de uma particula em
fungdo de suas componentes tangencial a;(f) e normal ay(?)

e redefinir curvatura e torg¢do de uma curva (trajetdéria da
particula) em funcdo de pardmetros cinematicos.

Conceitos intuitivos de curvatura k¥ e raio de curvatura p :

Dadas as curvas planas abaixo, observe, para cada uma delas,

—

como o vetor I varia em fungdo do comprimento de arco s.

Na curva (a), que é uma reta, o vetor T é constante em direcdo,

médulo e sentido. Podemos dizer também que uma reta ndao se curva
nunca.

A curva (b) é uma curva suave e o vetor I varia lentamente ao
longo de C. Esta & wuma curva que se encurva lentamente.

J4a, a curva (c) se encurva mais rapidamente, ou seja, o vetor T
varia mais drasticamente ao longo de C. Comparando estas trés
curvas, podemos dizer que a reta é uma curva de curvatura nula
e que a curvatura da curva (c) é maior que a curvatura da (b).

Isto é, estamos associando o conceito de curvatura kK com a taxa

de variacgdo do vetor I com relacdo ao comprimento s da curva C

Observar que estamos apresentando o vetor T em funcido de uma
nova variavel geométrica, que é o comprimento de arco s em
substituig¢do a wvariavel angular t .
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Em sintese : A curvatura em um ponto de uma curva mede o qudo

—

rapidamente a diregdo de seu vetor tangente T se altera em
relacdo ao comprimento de arco s.

ar

7
T (7)

Define-se, entdo, curvatura K como: K(s)=

Assim, a curvatura é uma fungdo escalar de s, ou seja x = K(s)
onde s é um novo parametro. A definigdo acima so poderd ser
usada se a curva C estiver parametrizada em termos do
comprimento de arco s. Mas este ndo é& um pardmetro pratico,
tanto na Geometria como na Mecdnica, a curva C & representada
preferencialmente pela funcgao vetorial definida em (1)

7(£)=x(0)i + y(O)] +z(O)k ,

onde o parametro t pode ser um angulo 0 ou a varidvel tempo.

Precisamos, pois, transformar «k(s) em x¥(t). Para tanto, vamos
usar a regra da cadeia:

dT

al g _T'®

s —‘éi-— é{ (8)
i dt

" ds
Apareceu nesta dedugdo a taxa ;E, conhecida do Calculo I.

# Recordando Calculo I:

(ds)? =(dx)’ +(dy) ou

HRGRE]

e A TR L OY

Finalmente, substituinde esta férmula na (8) e esta na
definigdo (7),temos

|70
| 7'(@) |

Kk (t) N FAGIEYY (9)

Obsrvacdo: As derivadas com relagdo a variavel t serdo denotadas por uma linha.
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Um outro conceito associado ao conceito de «curvatura é o

conceito de raio de curvatura, indicado pela letra grega p e
definido como

1
PEY S (10)
x(?)
Assim quanto maior a curvatura k(t) em um dado ponto da curva
tanto menor serd o raio de curvatura p(t)nagquele ponto.

Associado ao conceito de raio de curvatura, apresentamos abaixo
0 conceito de circulo de curvatura.

Circulo de curvatura ou circulo osculador, em um ponto P, sobre
uma curva plana, onde k # 0 &€ o circulo no plano da curva que :

e E tangente & curva em P (tem a mesma reta tangente que a
curva) .

* Tem a mesma curvatura que a curva em P .

® Aponta para o lado céncavo ou interno da curva.

: TN Circulode
’ 'Ywulum

Curva

Exemplo 7: Encontre a curvatura e trace o circulo de curvatura
da pardbola y = x? na origem.
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Torcdo de uma curva C

Assim como o conceito de curvatura mede © “encurvamento” de uma
curva, o conceito de torgdo mede a capacidade de uma curva se
torcer. Neste sentido, sbé é possivel definir torcgdo para curvas
em 3-D.

A definicdo matematica deste novo parametro, indicado pela letra
grega 1, é:

7(s) = G (11)
ds

Usando a regra da cadeia, transformamos t(s) em 1(t):

a| .ol
o 2] 5
T(t) g{ !F'(I)I (12)
dt

Exemplo 8:

Calcular a curvatura, o raio de curvatura e a torgdo das
seguintes curvas:

a) uma circunferéncia centrada na origem e de raio a ;i

b) uma hélice circular de raio a € passo C.
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Analise Vetorial : 32 aula -

No exemplo 8, calculamos a curvatura x(t) para uma hélice usando
sua definigdo geométrica. Vocé deve ter - observado que
precisamos executar uma série de operagdes. Vejamos :

a)Derivamos F(f) obtendo IF'(I)’ .

b)Calculamos o médulo de F'(f).

c)Dividimos F'({) por seu médulo, a fim de definir 7).
d)Derivamos T (H) usando a regra do quociente.

e)Obtido T'(f), calculamos sen médulo.

f)Finalmente, dividimos {f'(t)l por |F'(t)|' e obtemos k(t) .

Vocé ha de convir que esta férmula ndo é nada pratica. Pois bem,
existem férmulas muito mais praticas de se calcular a curvatura.
Estas férmulas surgem naturalmente na Mecanica, quando se estuda
0 movimento de particulas ao longo de uma curva C. E a Fisica
ajudando a Matematica. Este é o nosso préximo objetivo.

Movimento de uma particula ao longo de uma curva C .

Ja foi mencionada a importincia do terno de vetores unitArios T,N,B
no estudo do movimento de particulas na Mecanica. Vamos iniciar nosso
estudo com a dedugdo da férmula da aceleracio a(t):

a(t)=a; T + ay ()N (13)

onde 4y e d) sdo respectivamente a componente tangencial e normal do
vetor aceleracio a(f).

Esta férmula é& muito interessante, porque ela mostra que mesmo
para curvas em 3-D, o vetor aceleragdo estad sempre contido no

—

plano formado pelos vetores 71 e ﬁ (plano osculador).

Apds a dedugdo da férmula (13), veremos como aparecem as
férmulas mais praticas para a curvatura.

Seja T(f) a curva C que representa a trajetéria de uma certa

particula , onde t é a variavel tempo. Seja V(f) o vetor
velocidade desta particula. Por definigio fisica temos:

if'(t)z%=?'(t) ou ¥(O)=vI, sendo v=[§(2)| -

(Esta notacdo mais compacta é usada na Fisica.)
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Vamos agora sintetizar todas as férmulas necessarias no seguinte
formulario:

V()= vT (1)

'@

O

(2)

o

k() =—— (3)
v
1
k() =— (4)
P _
’ M dv
parte—se da definicdo fisica de aceleragdo: d(f) = = ou
. dya dv= dIl
a-—-—(vT)=~—T+v—,
: dt dt d
onde se usou a férmula (1) e a regra de derivada de produto.
av : !
O 1° termo, EE, é a componente tangencial da aceleracgao. Isto &,

dv

Vamos usar as férmulas (2),(3) e (4) do formulario para reescrever O
2° termo, isto é :

df = e " .
E =T®= ]T'(r)[N -xwWN = LN
dt P
Substituindo estes resultados em d(f) temos :
— v2 —
a()=a,T+—N
p
Define-se a componente normal da aceleracao por:
2
aN A e L
P
Assim, finalmente demonstramos que:
&'=an +aNﬁ (43)
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Conclusdo : O vetor aceleragdo por estar eXpresso em termos dos
vetores I' e N ndo necessita de um sistema de referéncia,

-

conforme & mostrado ao lado.

C

g g
L — VvV
T

Vamos agora deduzir férmulas mais praticas para as componentes
ar e ay da aceleragdo e para a curvatura K(t) -

Partimos da férmula (13) multiplicada escalarmente pelo vetor V:
Ved= apvel + ayveN

Mas, Vel =v e f-ﬁzo, pois v// T e V1N.

Qi

7o

Logo, ar = (14)

v

Multiplicamos, agora, vetorialmente o vetor V pelo vetor a:
vxa=avxT +ayvx N

Mas, ¥xT=0, wpois v // T e xN=vIxN=vB.

Logo, : Vxd=ayvB .
Calculando o médulo deste produto e lembrando que o vetor

binormal B(f) é unitario , temos:

|i)'xa|:an|§I=an ou

[5x4
{15)

dy =
14

Vimos anteriormente que a definigdo da componente normal da
V2
aceleracdo & ay=—. Assim igualando esta definigdao com a

P

férmula (15), temos uma nova férmula para calcular a curvatura :

3/3



Matemética Aplicada Il - UFRGS Irene Strauch

k(t) = —g— (16%)

Lembrando que v({)=F'(() e que aQ@)=v'(@®=r"() entdo podemos,
finalmente, escrever

pl on
x (t) =|—r~|—_f—|:—-l (16°)
r

Esta & a férmula mais pratica de que falavamos anteriormente e
que substitui a definigdo geométrica . Vamos usa-la nos exemplos
que se seguem, contemplando aplicacgoes geométricas e fisicas.

Exemplo 9: Calcular a curvatura e O raio de curvatura nas
extremidades dos eixos da elipse

F(f)=2cost i + 3sentj ; 0< t<2x
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Exemplo 10 :

O tragcado de uma estrada plana e horizontal é o de uma
’ 1 <

parabola y = %xz ( as unidades de X e Yy sdo as do SI).

Um caminhdo carregado trafega por esta estrada com velocidade
constante em médulo. O caminhd3o poderd derrapar se a componente
normal de sua aceleracdo exceder 1.5m/s?’. Quais os valores
possiveis para a velocidade do caminhdo que permitem a sua
passagem pelo vértice da paradbola sen perigo de derrapagem ?

R: v<21.2 m/s

Exemplo 11: Uma pessoa em uma ‘asa delta estd espiralando para
cima devido ao ar ascendente muito veloz em uma trajetdéria com
vetor posicdo dado por

F({)=3cost i + 3sent j + 1’k

A trajetéria é similar a uma hélice. Encontre ap(l),ay(l) e «(1)
para esta curva. ' '
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Exemplo 12: A curva descrita por um ponto da beira de uma roda
de raio R que gira sem deslizar e se desloca ao longo do eixo x

P

é chamada de cicldide.

Seja P(x,y) um ponto da beira da roda que ira descrever a
cicléide e vamos  Supor P ; inicialmente, localizado nas
coordenadas x=0 e y=2R, conforme ©o grafico abaixo.

As equacbes paramétricas da trajetdéria do ponto B sao:

x(t)=R senot + Rot ’ y()=Rcoswt + R

Ccalcule para esta cicléide os vetores velocidade e aceleragdo
nos pontos onde y é maximo e minimo.
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DEPARTMN'IU DE MATEMATICA | - 2%Lista de Exercicios
Ma £TICA APITCADA LI Geometria Diferencial e

Movimento de uma Particyla
ao Longo de uma Curva ¢ B

[1] Encontre os vetores unitdrios TeN para as curvas abaixo em t=¢,.
(@) F() =5 cost T +5 sent], ro=§ R: ?z(_{i l} ﬁz(___l__ ___J_E_J

2

®) 7()=(-1) T+ 17, 1,=1 & R: 7 [ 2 1 ) - [ 1 2)
; T= ] . N= »
| | N ) R W A
[2] O vetor binormal unitdrio foi definido em aula como 3‘(:): ?’(r) x-!\-."(t). Argumente, sem
cdleulos, que ele também poderia ser definido como: Bl)=y5 5 — @
: . F()xF(1)
[3]1 Use esta dltima férmula para calcular -ﬁ(:) para a curva C: ;
() =(sen t—rtcoss) T +(cost+1sen 1) f +k R: 3(:): i
[4]
Para cada uma das curvas ao | (a) -| (b)

Lado, use a respectiva
circunferéncia de curvatura
para estimar o raio de
curvatura p.

R:

(@) p=05

(B) p=1,25

(5] Calcule a curvatura x(r) e faca um esbogo da curva com a respectiva circunferéncia de
curvatura: _

_3’\; y;ﬁ

| — L F _
(a)y=xi,emx=x (b) y=5x% em x=—| (€) y=e',em x=0

l

1 ) I R:K-zT

4 = R: — 22
My : Y !

[6] Calcule o raio de curvatura p(t) daelipse x(r)=2 cost, y(f)=sent, 0 < t<27r,em t=0e

- p Al l T
:=g. Esboce as circunferéncias de curvatura nestes pontos.  R: p(0)= 5 ’C{EJ =

; i 1 1
[7] Em que ponto a curva y =¢* tem a maxima curvatura? R: r= 5'“(5)

(8] Seja (1) o vetor-posicdo de uma particula em movimento e o tempo. Encontre v (z), a(r)
e [|5() [|. Faga um esboco da trajetdria representando 7(1), e a(r) em 4,
(B) F()=e'T+e™f, 1,=0

- = = T
(@) F()=3 cost T +3sentF, fy="

R: U('gi)*—‘[“%g‘ﬂ a(%) 2("5‘_3_2@) R: v(0) =(1,-1), a(0)=(L1)

(¢) 7(r) =cosht7 +senh ¢}, 1, =In2 (d) 7()=costT+sensj+rk, fo=‘§
R: F(!n2)=(%.'§'). a(mz)=[§,i~) 2 ;(E)_(__[g V2 ‘J a(£)=[_£ V2 OJ
X '

4) (272"




9]

Conforme o grdfico ao lado, a trajetéria de < BT Y
uma particula é representada na forma '

b
paramétrica por: . /_
x(f)=a cosart, y(t)= b sena! .~

(@) Mostrequea aceleracdo a(r) estd
voltada em dire¢do & origem.

() Mostre que [[a(s) || € proporcional &
disténcia da particula a origem.

[10] O movimento de uma particula & descrito por (1) = (- ) T-1"]. Encontre o valor minimo
para | 7(9) || da particula e sua localizacdo quando tiver esta velocidade. '

o V2o (3 1
190 L =2 A 7e)
[11] Encontre o dngulo enfre 7)) e a(t) para F(=L7+ £j, t=h R: 15°

[12] Onde ao longo da trajetéria 7(1) =(£-50) T+ (2t +1) j+3c*k, os vetores velocidade e
aceleracdo sdo ortogais. ‘ ‘ R: P(HE,E_—?’—-)

; 16’2716
[13] Prove que se 0 médulo da velocidade de uma particula & constante, entdo os vetores
velocidade e aceleractio sdo perpendiculares. (Sugestdo: Considere | v F=vev)

[(14] Prove que se a aceleracdo de uma particula em movimento é zero para todo 7, entdo a
7 w vxa
particula se move ao longo de uma reta. (Sugestao: lembre-se que k(1)= I < I )
v

[15] Calcule a componente tangencial a. ea componente normal a, da aceleragdo, em = f,,

para
(@) 7(1)=2 costT+2 sen (], 1= (b) F()=e"i+ej. =0 HE
R: a =0, aH=JE

Wiy

R ar=0ay=2 '
(<) F)=(P-20) T+ (7 —4)]. =1 (d) F()=t7 +7F+ 0k, 1,=1
Rt g, =25, a, =2V5 A Ry
1 'ar“m-an_ 7

- - —. = i - - ) — — e
[16] Dados v=27+2j+k e a=i+2k num certo ponto. Determine ar, ay, T e N neste

instante.
s 4 : J =i 7 - T—87aldE
R: g =— _N29 T==(27+2]+k e
_1 3 a, =3 50T+ ) 3J29
. “ _ 2 3
[17] Calcule a componente tangencial da aceleragdo dado [7l=V3r+4, t=2. R: 5

[18] O acelerador do Laboratério Enrico Femi & circular e possui um raio de 1 km. Ache a
componente normal da aceleragdo de um préton movendo-se em forno do acelerador com uma
velocidade de mddulo constante e igual a 2,9% 10° & /5 R: 8,41x10" k”/ 2
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Anidlise Vetorial : 42 aula

Campos Vetoriais

Iniciaremos esta segunda parte da Analise Vetorial
apresentando o conceito de campos vetoriais. Esta nomenclatura
vem da Fisica, onde a palavra campo significa ag¢do & distdncia.

Existem campos escalares e campos vetoriais. Os campos escalares
sdo representados matematicamente por funcdes escalares das
coordenadas espaciais, isto &, por fungdes da forma:w= f(x,y,z2)
Dentre os campos escalares, podemos citar os campos de
temperatura, de pressdo, os potenciais gravitacional, elétrico e
magnético

Os campos vetoriais sdo representados matematicamente por
fungbes vetoriais que associam um uUnico vetor a cada ponto P do
espago bi ou tri-dimensional, isto é, por funcgdes da forma:

F(x,y,2) =f(x.2)1 +gxy2)] + h(x,y,2) k (1)

Na Fisica, os campos podem, também, ser fung¢io do tempo. Podemos
citar como exemplos: os campos de velocidade de um fluido

¥(x,y,2,), o campo elétrico E(x,y,z,t) e o campo magnético B(x, y,z,t) .

O campo vetorial F mais simples é o campo vetorial que posiciona
os pontos P(x,y,z) do espaco 2-D ou 3-D, isto é

Fx,y,2)=xi+yj+zk (2)

E importante n&o confundir esta funcéio que representa todos os
pontos do espago com a fung¢do vetorial F(f) da primeira parte.
La, as coordenadas x(),y(?),z(f) sdo fung¢des do pardmetro t, de tal
forma que #(tf) representa uma curva C.

Como representar graficamente um campo vetorial?

Ou, como wusar um sistema de coordenadas retangulares para
representar campos vetoriais?

A resposta a esta pergunta é: Por um conjunto de vetores
representativos desta funcdo vetorial.E uma representacdo
pictdérica, pois o campo vetorial é formado por um numero
infinito de vetores.

Os exemplos gque veremos a seguir sdo muito simples. Campos
vetoriais em 3-D ou mesmo campos vetoriais em 2-D porém mais
complexos sé poderdo ser visualizados com computacgdo gréafica.
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Exemplo 1 : Represente graficamente o campo vetorial dado por

F(x,y)=\/;? , »¥>0

Na Mecénica dos Fluidos, este campo poderia ser um modelo para
descrever o escoamento de um fluido ao longo de um cano. Sabemos
que os modelos mais simples partem do chamado ~ escoamento
laminar, onde o campo de velocidades do fluido se distribui ao
longo de laminas, como O ilustrado acima.

Exemplo 2: Use um sistema de coordenadas retangulares para
representar o seguinte campo vetorial:

F@J0=xf , x>0

Este poderia ser um modelo para um campo de velocidades em um
tunel de vento, ou um campo de velocidades de um fluido em
movimento em um canal que se estreita.
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Exemplo 3: Represente em um sistema de coordenadas retangulares
0 campo

F(x,y)=—yf + x}:

Observar gque neste exemplo o campo vetorial se distribui
tangencialmente a circunferéncias de raios <crescentes. Na
Fisica, estas circunferéncias constituem as chamadas linhas de
forca e campos desta natureza sdo chamados de campos de spin.

Um exemplo € o campo magnético dado pela lei de Biot-Savart que
descreve o campo magnético induzido por uma corrente elétrica
que percorre um fio condutor.

Este tipo de campo serve também para descrever sistemas fisicos
em rotacdo.Para ilustrar, vamos lembrar
o exemplo de um disco rigido girando no
plano x,y, com uma velocidade angular

#=(0,0,,)), sendo z o eixo de rotacio.

#Recordando a Mecdnica de Rotacdo: A
definig¢do de velocidade 1linear de um
corpo em rotacdo é

i 7 K
v=axr=0 0 a, 3
X y z

ou seja,

V=w,(-y i +xJ))

Observar que o campo entre parénteses é o campo de spin,
representado no exemplo 3.

Da mesma forma, fluidos em movimento como um liquido derramado
em um funil ou certos ciclones podem ser modelados por campos
vetoriais do tipo campos de spin.
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Campos inverso-do-quadrado: Lei da Gravitacdo Universal e Lei de
Coulomb.

As duas leis fisicas mencionadas acima sdo representadas
matematicamente pelas funcgdes:

|Fk=G£ﬁ?ﬁ- A & Lei da Gravitagdo Universal,
¥

onde G é a constante de gravitagédo universal, m e n, sdo
as massas de dois corpos e r= |F| a disténcia entre eles.

. e B .
[F] = ! q’fz Lei de Coulomb
4rg, r

onde € é a constante de permissividade elétrica no sistema SI,

g, e q, sdo duas cargas elétricas e r a distancia entre elas.

Os campos ditos “inverso do quadrado” sintetizam estas duas
importantes leis da Fisica e podem ser expressos genericamente
1

e
»

pelo campo F, cujo modulo & : |F| =k

Ou, na forma vetorial ﬁ¥=kj%F 7 (3)
r

onde F=xi+yj+zk e r= |F|.

: N T .
Introduzindo o versor F=—, podemos ainda escrever
r
I 1>
F=k—2r‘ ) (4)
r

O carater vetorial deste campo, tanto na forma (3) como (4) o
caracteriza com um campo radial.

Observar que a notagdo acima, com F em funcdo de r é muito mais
concisa, e serd usada preferencialmente a :

1
3

iy az(xf+yf+zf)
X +y 4z

F(x,y,z)-——k

Se a constante k for tal que k>0, o campo é dito um campo
repulsivo ou de fonte.

Se a constante k for tal que k<0, o campo é dito um campo
atrativo ou de sumidouro.

A representagdo grafica destes campos é:
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* %
&
~ ' ol b 4
N o~ NY X
* T &
/ ‘L \ / L 3= \
¥ N A i X
Y
k>0 k<0
O operador vetorial del V: os conceitos de gradiente,

divergente, rotacional e laplaciano .

d
No Calculo, o operador por exceléncia é a derivada:af(x)=f'(x)

Na Analise Vetorial, o operador por exceléncia é o operador
vetorial, indicade pelo simbolo V e definido poxr: 3

T+2745F (5)

Este operador pode ser aplicado tanto em campos escalares
f(x,y,z) como em campos vetoriais F(x,y,z) .Em resumo:

f(,y,z) —»V f=gradf

\V/ \‘
F(x,y,2)

v: —» Sz 2 rodiv(grad f)

vxﬁ=n#p

V: P> F(x,y,2) —>  V'F i F+ a F+ & F
_—— R e
Va2 xr 9t o
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DEFINIGOES:
a)Gradiente de um campo escalar f(x,y,2) :

= 5 s a = a i
Vf(x,y,z)=5x£1+é_;+a—'£k (6)

Observar que o gradiente de um campo escalar é um campo
vetorial.

b)Divergente de um campo vetorial F(x,y,z)=fi" +gj + hk:

= . 6-,- 3 i a" = T i
V-F(x,y,z)u—-[az + +5—Z—k]-(f: +gj +hk)
Qu, ainda,
ox 0Oy 0z

Observar que o divergente de um campo vetorial é um campo
escalar.

c) Rotacional de um campo vetorial F(x,y,2) :

vxﬁ{ﬁﬁ ’ 93_};-‘ " [Qf- _ 9’1)} + [@ | ?i];‘e
&y o oz  ox ox oy

Mas esta nao é uma definigdo facil de ser
memorizada. Por isso, usa-se um recurso mnemdnico que consiste
em interpretar o rotacional como O ‘produto vetorial’ entre o

operador vetorial del e o campo F . Entdo, como na Algebra dos
Vetores, representa-se o produto vetorial como um determinante,

onde a 12 fila é formada pelos vetores unitéarios f;ﬁk, a 22 fila
pelas componentes do ‘vetor del’ e a 32 fila pelas componentes

do vetor F . Bo se calcular este determinante, pela regra de

0 .
Sarrus, produtos da forma —h devem ser interpretados como a

derivada de h com relagdo a y. Assim,

(7)

<]
X
]!
1l

< Pl
oq ‘3}|Q) .
> Rl =
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d)Laplaciano de um campo escalar f(x,y,2):

V2f=div(g7adf)=V-Vf ou

V2f=[f2.f+£"‘+65)-[%?'+g}+g§}=az—f+g+g )

x & & x| 9 o

O operador V? pode ser aplicado também a um campo vetorial,
gerando o campo vetorial dado por:

o*F  8*F 0B

2t o7 e (10)

ViE(x,y,2)=

Importante: Observe como a notagdo operacional desempenha um
importante papel na correta maneira de expressar os entes
matematicos acima definidos. Assim, por exemplo, ao calcular o

divergente e rotacional de um campo vetorial F, associamos o
respectivo produto escalar e vetorial entre o operador del e o

campo F'.

Exemplo 4: Dado o campo escalar f(x,y)=x+y, encontre o campo
vetorial que é o gradiente de f(x,y) e faca seu grafico.

Exemplo 5: Calcule o divergente e o rotacional do campo vetorial
dado por F(x,y,z)=x’yi + 2y’z] + 3z k.

-

Exemplo 6: Dados os campos f=xyz, F=-yi +x}’+zE e
G=3xyzzf+2xy3f—x2yzl_c—, determine (—-ﬁ')f e (ﬁ'-ﬁ)é em (1,1,1).
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Analise vetorial : 5% aula

Tabela de Férmulas envolvendo o Operador V :

Vocé esta recebendo uma tabela que vai lhe prestar um grande
servico , ndo s aqui nesta disciplina mas também nas
disciplinas mais avangadas de seu Curso. Portanto, use-a aqui e
guarde-a para o futuro. -

Esta tabela sera usada como material de consulta no dia da 1%
prova: é fundamental ndo acrescentar nenhuma anotagao a seu
contetdo.

Assim sendo, & preciso entendé-la e saber que tipo de informagao
ela contém. '

Sua notacgdo é a seguinte: as letras maitsculas F e G indicam
campos vetoriais diferenciaveis e as letras minasculas f e g
campos escalares diferenciaveis. A fim de ndo confundir £ e
g com as componentes escalares dos campos F e G, usaremos aqui
a seguinte notagdo :

Fix,y,z) = Baix,y,z)1 + Fo(x,v,2z) ] + Falx,y,2) k.
G(x,v,2) = Gui{x,¥,2)i + Ga(x,v,2)] + Gs(x,v,2)k

As férmulas (1), (2), (3) da Tabela tratam respectivamente do
gradiente, divergente e rotacional da soma de duas fungdes.
Observar que estas férmulas vém acompanhadas de uma outra
possibilidade de notagao .

-

A demonstracdo destas férmulas é evidente se lembrarmos que O
operador del é um operador diferencial da forma :

\% =-§-§-+-£L§ & o
ox oy 0z

e que a derivagdo é uma operagao linear : a derivada de uma soma
é a soma das derivadas,

As férmulas TAB(4), (5),(6) tratam respectivamente do gradiente,
do divergente e rotacional do produto de duas fungodes. A férmula

(4) é facilmente demonstravel a partir da regra de derivada de
um produto de fungdes escalares. '

Ja a demonstracdo das férmulas (5) e (6) é mais elaborada, pois
entra em Jjogo os conceitos de produto escalar e vetorial

envolvendo o operador V .
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Vamos entdo, apresentar uma demonstracdo rapida para estas duas
férmulas.

Dedugdo da TAB(5) .

f?-(fF):(%I+%3+ %E)-(fl"l-{-fl"zji-fF k)
9 d 0
=&(ffi)+-a;(fﬁé)+gz(f5_;}=

dE O8E OF or or of
=f = o e = =
(Bx tgs 6z)+(az()E;+ 5 1Bt (5 1B

Deducdo da Tab(6).
Para simplificar, faremos a demonstragdc apenas para a
componente x. Isto &,

VX ) oy e = VE X Fliy, + £(V x F)

comp X
U U U
i 3 k i 3 k i 3 k
2 o 2| _ ool o o o
ox 0oy oz ox o8y 0z ox Oy o0z
£F, fE, £E| FE F, F F F, F

“*a'**(fF33 = —au(sz} i= E‘a—a—f-— F, a—f]I + f[.aiﬂai]z
oy oz dy oz ay oz

Usando a regra da derivada de um produto de fungdes, no lado
esquerdo desta expressdo, obtemos uma identidade. Isto é

verificamos que a componente x do rotfF satisfaz a Tab(6).

Procedendo de forma andloga para as demais componentes, teremos
verificado a férmula Tab(6).

Continuando pela tabela, chegamos a férmula (7). Esta, apenas

contém a definicdo do chamado operador Laplaciano VZ .
O Laplaciano ¢é o divergente do gradiente de f , isto é:

i?.i‘?-(iz ﬁ _f'i’_*) (3_f-i-+§—— g*) a”f Bzf gf
o 6‘y 0z ax ayj oz 33,2 azz
62 a” &
f=V
@ty a2 £
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As férmulas Tab(8) e Tab(9) afirmam, respectivamente, que O
rotacional dos campos gradiente e O divergente dos campos
rotacionais sdo nulos. Estas expressdes contém  grande
significado fisico, como Veremos mais adiante.

Deducdo da Tab(8):

i 3 k
2 2 2 2 2 n
ooop |2 0 o] (@f _ o)y (&f _ Pf)5 (FF DL 4G
ox Oy 0z dydz  0zdy 9z0x  0x0z Oxdy  OyoOx
or o of
ox 0dy 0z

onde, por hipobtese, £ possui derivadas parciais de 2° ordem
continuas, isto &, as derivadas ‘cruzadas’ se cancelam aos
pares. :

Deducdo da Tab(9):
o (250 25:20) . (BB B B3 & By
x~ oy~ 0z oy oz oz ox & oy
:§F3_32F2+62F1_62F3+62g_82b;=0
oxDy OxDz Oyoz Oyox Ozdx 20y

onde, F possui derivadas de 2% ordem continuas.

As férmulas Tab(10) a Tab(1l3) ndo serdo demonstradas aqui, pois
suas demonstracdes sdo muito longas. Contudo, a despeito da mao
de obra, segue-se o mesmo tipo de procedimento usado para
demonstrar as anteriores. Interessados poderdo consultar o livro
Anilise Vetorial da colegdo Schaum.

Veremos, agora, alguns exemplos de uso da tabela do operador V.

Exemplo 7: Mostre que V. (VE X ﬁg) =0

1l
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Exemplo 8: Simplifique a expressdo

VXx(FV .F +f‘x[€7x($’x}?)]+fxvzﬁ

Exemplo 9: Verifique a Tab(10) para F = x’yi + xyzj + z°yk .
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0 gradiente de um campo escalar : seu significado, suas
aplicacgdes.

O gradiente na Matematica -

O conceito de gradiente foi apresentado no Calculo II, no
capitulo das derivadas parciais de uma funcao de duas ou mais
variaveis, mais especificamente, na definicido de derivada
direcional de uma fungdao da forma 2z = f{x,vy).

#Recordando Calculo II: Seja S 2 superficie representada por
z = f(x,y) e seja u um vetor unitario dado por 4 = ui + u,j .

2 ’5: ==floy)
P
7

o«

Define-se a derivada direcional de f(x,y) na diregdo u por :

of ot
D%, y) = & by %0,

oy °
Ou na forma de um produto escalar como :
D,flx, y) = VE « @
0 1° vetor no produto escalar & chamado de gradiente de £ e
denotado pelo simbolo V£.

Esta definicdo foi apresentada em duas dimensbes, mas pode ser
generalizada para trés dimensdes. Neste caso, a fungdo w sera
uma funcdo de trés varidveis, isto &, w = f£(x,y,z) , a qual nao
poderad ser graficamente representada em um sistema de
coordenadas retangulares.

Importantes conclusdes podem ser tiradas da definigao de
derivada direcional como o produto escalar entre O gradiente de
f e um vetor unitario. Vejamos :

12) Se o angulo 6 entre os vetores Vf e i é zero, entdo a
derivada direcional sera méaxima , e sera igunal ao médulo do
gradiente, isto é

D,£ (x,y) = |V| [5] cos O° & D ¥ e = [V
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2°) Se o angulo O entre os vetores VEf e @ for 180°, entdo a
derivada direcional terd seu valor minimo e serda igual a menos o
mbédulo do gradiente, isto é :

Duf(x, y) = |V4] [d] cos 180° L D Y o = — |V

—

3°) Se f(x,y) for uma curva de nivel dada por f(x,y) =k, e U um
vetor tangente a curva de nivel, entd3o a derivada direcional

serd nula. Isto &, VEf«i=0 , logo Vf serd perpendicular a i, e
portanto normal & curva de nivel f(x, y) = k.

Se a fungido f for w = f(x,v,z) ,entdo no lugar de curvas de
nivel teremos superficies de nivel f(x,y,z) = k

Resumindo :

VE aponta na direcdo em que f cresce mais rapidamente.
|§f| dad o maximo valor da taxa de variagdo da fungao f .
—‘§f [ dd o minimo valor da taxa de variagdo da funcgao f.

Vf representa um vetor normal as curvas de nivel ou as
superficies de nivel.

Exemplo 10 : A temperatura de um ponto P(x,y) de uma placa
metdlica & :
X
T(x, y) = ————%L——;
1+ x +y
a) Encontre a taxa de variacdo da temperatura em (1,1) na

direcdo do vetor & = 2i — j

b)Uma formiga em (1,1) deseja se deslocar na diregdao em que a
temperatura cai mais rapidamente . Encontre o vetor unitario
nesta direcgdo.
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Exemplo 11 : Em uma certa montanha, a elevagdo z acima do ponto
P(x,y) localizado em um plano horizontal que estd ao nivel do
mar é :

7=2000-2x2-4y* (m)
O eixo x aponta na diregdo leste e o eixo y na diregdo norte. Um
alpinista se encontra em (-20,5,1100) .

a)Calcule a diregdo em que a fungao z cresce mais rapidamente a
partir de (-20,5).

b)Se o alpinista usa uma bassola e decide seguir a diregao
nordeste, estara ele comecando a subir ou a descer ? E com que
taxa ?

O gradiente na Fisica .

O conceito de gradiente na Fisica esta estreitamente
relacionado aos conceitos de campo conservativo e de funcgao
potencial, de tal forma gue também na Matematica se define campo
vetorial conservativo.

Na Fisica campos conservativos sdo campos due conservam a
energia do sistema, isto &, campos onde nao h& dissipag¢ao de
energia quer por atrito quer por efeito Joule.

H4 uma diferenca de sinal entre as duas definigles que sera
comentada posteriormente.

Definigcio : A fungdo vetorial F & wum campo vetorial
conservativo se existe uma fungdo escalar ¢, chamada fungao

potencial , tal que

F__ = Vo (9)

cons
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Assim, dada uma fung¢do potencial ¢ (x,y,z) ou uma funcdo
potencial do tipo ¢ (r), basta calcular o gradiente para
encontrar o campo vetorial conservativo associado a @.

Se ¢ é& uma funcdo explicita de x,y,z entéo

f‘wm(x,y,z} = %1-&-%5-%%?

Se @ & uma fungdo implicita de x,y,z através de r= +x* + y* + 2°,

isto é, o (r)= ¢@({r(x,y,z)) entdo é necessario usar a regra da
cadeia para calcular o gradiente de ¢ . Potenciais desta forma
sdo ditos potenciais centrais.

Calculo do gradiente de potenciais centrais :

Usando a regra da cadeila para cada uma das derivadas parciais
que compdem o gradiente temos :

og(r) de or . G .. » 2 2.% [1 2 2 2,7Y
e T s (r) — (x° + +zZ¥ =9t )| AxX" + G A
ox dr ox ¢ ox v ? 2 Y
Lembrando que r = sz + y? + 2z, podemos simplificar a expressio

acima e escrever

op(r) _ cP'{r)x

ox )

De maneira anidloga podemos expressar as demais componentes do
gradiente de ¢ :

@:q)'{r)y o ?2=(D(r)z
ay b oz r
Somando estas trés derivadas temos finalmente o grade (r):
!
= T . 9. -
V ¢(r) =€D()(xi+yj+zk] ou
[‘ S
Vo(r) = ¢° J{r)£ ou ainda
' i
Vo (¥) = ¢ ' (r) (10)

Muitos modelos de potenciais fisicos sdo centrais, e esta ultima
férmula acima nos fornece o campo gradiente com apenas uma
derivagcdo . Assim, sempre que vocé estiver diante de um
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potencial central dé preferéncia a esta férmula simples que é
facil de ser memorizada se vocé associar o operador del com a
derivada na direg¢do radial.

S6 para ilustrar, é interessante saber que muitos potenciais na
teoria eletromagnética sdo expansdes de poténcias de r do tipo :

¢lr) = "
De ‘tal forma que : Vo{r) = nr"? £
Observar gue Se usou a ‘velha” regra de derivada de

poténcia acrescida de carater vetorial.

Exemplo 12 : Calcule o campo conservativo associado ao
potencial central

or) = -k :
i

Onde mais aparece o gradiente de campos escalares ?

HA trés leis empiricas conhecidas como Lel de Fick, Lei de
Fourier e Lei de Ohm gue se expressam em termos de campos
gradiente. Estas leis, como veremos, guardam uma certa analogia
entre si, pois regem os chamados ‘fendmenos de transporte’ da
Fisica . A Lei de Fick rege o transporte de massa , a Lei de
Fourier o de calor e a Lei de Ohm o de carga. Vejamos como se
expressam :

J(X,¥,z,£) = ~ DVp (X,V,2z,t)

- xﬁ"r (X, V,2,8)

q(x,vy,z,t)

J (%, Y2, L) = - V@ (x,v,z,t)
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Observe que as trés leis relacionam um campo vetorial com o
gradiente de um campo escalar.

A 1% é a Lei de Fick que rege a difusdo de substincias em meios
continuos, tal como a difusio da fumaga no ar, a difusdo de
neutrons, ou a difusdo nos processos guimicos .

A fungdo vetorial indicada por J ¢é chamada de densidade de
corrente. J é um vetor na direcdo do escoamento e de médulo
igual a quantidade de substancia que atravessa uma unidade de
area normal a direcdo do escoamento, na unidade de tempo. Sua
definicdo matematica é :

J =p¥ . onde

p=p(xX,v,2,t) & o campo escalar que descreve a densidade do

fluido e ¥ = vV (x,y,z,t) o campo vetorial que representa a
velocidade do fluido.

A constante D, é:'a chamada constante de difusdo e depende do
meio.

A 2® expressdo é a chamada Lei de Fourier e rege a conducgdo
térmica. A fungdo vetorial indicada por @ é chamada de densidade
de corrente de calor e é definida por :

onde

LI

Il

< Qo
<

Q é a quantidade de calor, V o volume e ¥ a velocidade de
escoamento do calor. Todas estas dgrandezas s&o funcgdes das
coordenadas espaciais e do tempo. A constante K & a
condutividade térmica do meio.

A 3% expressdo traduz a Lei de Ohm , sendo J a densidade de

corrente elétrica, o a condutividade elétrica e ¢@ o potenial
elétrico. A definicdo da funcao vetorial J ¢é andloga a

definicdo de densidade de corrente usada na Lei de Fick, apenas
agui em vez de transporte de massa temos transporte de carga.

Estas 1leis , Jjuntamente com a equacdo da continuidade, ' nos
permitem deduzir as equagbes diferenciais da difusdo, do calor
e, no caso de escoamento estacionario, a equacdo de Laplace . A
equacdo da continuidade serd deduzida na aula seguinte, ao
estudarmos o significado do divergente de um campo vetorial.
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AREA I: ANALISE VETORIAL

Fémulas Envolvendo o Operador v

-

F=F(xy.2)
2 & Fungdes vetoriais diferencidveis

=G(xy,2)

f= f(x-J’Z)}F L tares difecencidveis
g=gl{x.y.2)

1. W f+g)=Vf+Vg ou gm{f+s)=xradffgmdg
2. Vo(B+G)=VeF+VeG ™  an[F+G)=dnF +aivG
3. W{F+G)=%F+VG  **  rofF +G)=rofF +roiG

- 4 V()= fVg+ gVf

5. 'V’-(f?):('v'f)-?+f('v'-?)

6. I 1F)= (Y pF + (¥

7 'v’.(?f)J?”f_g:{-pg;{ 4

2 d &
onde V = axz a,-i-a,(wuphmano)

8. Mﬁf):

9. Ve [VxF)=0

10. ¥ x(VxF)=VVeF)-V 7

11. Vo (FxG)=Ge(VxF)-Fo(Vx3)

12. ¥x(FxG)=(Go¥F -SVeF)-(FoV]c+F{Ve0)
13. YFoG) =(GoV)F + (Fo V)G + Tx(Vx F) + F x(Vx3)




MATEMATICA APLICADA II ~ AREAT ~ 32 Lista de Exercicios
Campos Vetoriais, Gradiente, Divergente, Rotacional e Laplaciano
1) Faca um esbog¢o dos campos vetoriais F'. Procure Iepresentar os vetores com as

respectivas propor¢des: a) E (x, y)= 2i-7; b) F}(x, y)= yi-xj;

- 1 = _. -+
C) F(x,y)= 7_ (I i +yj) (Observe que cada vetor neste campo & um vetos unitirio na diregio de ry
x* +y?

2) Calcule 0 divF e o rofF de:

a)}_?}=x2}:-2f+yzf b) F=¢7- cosyJ +sen’z k

Ra)VeF =2x +y,VxF=z7 R: b) -V‘\-F=ye“y+scny+sen22, VxF=-xe”

-~ — - -+ — iy _
3) Mostre que se u=ai +bj+ck,onde g, bec sdoconstantes, e r=xi +yj +zk, entio:

a) div(zﬂz~ X ;)=0;I b) rot(;z X ;)=2 u

4) Dado f=2xz*- x%, calcule Vf e lﬁfl no ponto P(2,- 2,1).

R: Vf =107 - 47 +16F, ]?f[:leﬁ .

5) Dado F=2x27- 3yz] +x°F e f=2z- Xy, calcule FoVf e Fx V7 no ponto
P(L- L1). R: FeVf=5FxVf=Ti-j-11k%

6) Escreva para aprender : Qual o significado que pode ser dado a (FxV)f e
(F*V)G,sendo F e G campos vetoriais e f um campo escalar ?

7) Mostre que: (ﬁﬁaﬁ) = ?, onde F= f(x,y,z) i +g(x,y,z)f + h(x,y,z) k.

Ir—-ll

8) MostrequeVor 3, Vxr= 0 eVr==r=F ,sendo F(x,y,z)=xi + yj + zk .

r
9) Dada a fungdo escalar f(r) onde r=|7 |= 1} +y* + 2z, use a regra da cadeia
para mostrar que _V*f(r) f( ) r=1r"¥

n-27
r.

Aplique esta férmula para mostrar que: Vr'=nr



10) Use os resultados do exercicio (3) para calcular Vf(r) para:
a) f(r)= r’ b) f(r)=Inr d f(r)= rler’
R:a) 3r r 7 R:c) (2-7) ey

3
R:b) 5

11) Use, nesta ordem, 1° a definicio de laplaciano de uma funcdo escalar , 2° 0

resultado do exercicio 9 e 3°a tabela de férmulas do operador V para mostrar
que:

16’2.}"(r)=2£‘-];‘(r—)-+ ()

Utilize este resultado para mostrar :

=2 1 =* n 2
)V lnr=— by V r*=n(n+1)r
—_2 2:-2_ -—;2}--__
c)V Inr = dVv . 0
12) Prove que:

—72 — g e __2
vVi(fg)=7 Vig+2VfeVg+gV [

13) Escrever para aprender : Como vocé faz a leitura das expressoes abaixo ?
a) FeVf B FVxG AV « (FxG) VvV x Vf
e)?x(ﬁ?xﬁ) f)(ﬁ’xﬁ')-(}_ g)f’-(_v-’xﬁ) - h)ﬁ’x(f’f)
14) Use a Tabela do operador del para mostrar que :
2 (F)F= %V(ﬁ-ﬁ) _Fx(TxF)
b) Ve(FxF)=F « (VxF)

15) Escreva para aprender : Como vocé 16 a f6rmula (10) da Tabela do operador del ?
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‘Analise vetorial : 6° aula

O divergente de um campo vetorial: seu significado, sua
aplicacdes.

O conceito de divergente surgiu na Mecanica dos Fluidos.

Quando mencionamos fluidos estamos querendo dizer gases,
liquidos e vapores.

Os fluidos compressiveis siao fluidos cuja densidade p varia no
eéspago e no tempo, isto é , pP=p(X,¥,2z,t). Os fluidos
incompressiveis sdo aqueles para os quais a densidade ¢ uma
constante, isto é p=p, . Os liquidos em geral sio fluidos de
baixa compressibilidade, para eles P=pPo .

Nosso objetivo é seguir os passos que nos levam ao significado
de divergente, tal como ele surgiu no estudo do escoamento de um
fluido. Chegaremos a uma importante equacgdo, chamada equacido da
continuidade, que expressa mais uma lei de conservacdao da
Fisica, a conservacido de massa. Veremos, também, que o conceito
de divergente e a equacgdo da continuidade podem ser aplicados a
outras areas- -da Fisica que nio apenas a Mecanica dos Fluidos.
Uma das mais importantes aplicagdes é no Eletromagnetismo, onde
a lei de conservacdo que a equagdo da continuidade expressa é a
de carga. * ‘

Antes de deduzir a equacdo da continuidade, convém explicar que
estamos usando a expressdo escoamento de um fluido, em -lugar de
fluxo de um fluido, para reservar esta Ultima para a grandeza
fisica chamada fluxo de um campo através de uma superficie, que
sera vista na 92 aula. !

Deducdo da equagdo da continuidade:

Vamos considerar o movimento de um fluido em uma regido do
espagco, onde por hipdétese nido ha fontes nem sumidouros. Por
fontes, estamos querendo dizer regites onde ha emissdo ou
criagdo de particulas e por sumidouros, regides onde ha absorcio
ou destruig¢do de particulas.

Vamos imaginar o escoamento do fluido através uma caixa
elementar de volume AV = AxAyAz, em um sistema de coordenadas
retangulares.

Seja ¥ (x,y,z,t) a funcdo vetorial que representa o vetor
velocidade do fluido em movimento, isto é

V(xX,¥,2,t) =vi+v,]+ vk
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E seja J =p¥ , a fungdo vetorial que define a densidade de
corrente. Consequentemente,
J(x,y,2,t)= J1+J,3+ Tk

A densidade de corrente, como vimos no final da 5% aula, tem a
dimensdo de massa por unidade de area, por unidade de tempo.

Vamos = posicionar a caixa elementar de volume AV em um
referencial de coordenadas retangulares, conforme ilustrado
abaixo.

2

Vamos calcular a vazdo através deste volume elementar, ou seja a
massa que sai menos a massa que entra em AV na unidade de tempo.
Faremos este cdlculo para cada par de faces da caixa, ou seja, €
como se dividissemos a vazdo em trés partes: a vazdo através da
face frontal e posterior cuja area é AxAz , a vazao através da
face superior e inferior, cuja area é AxAy e a vazdo através
das faces laterais de area AyAz .

Esta simplificacdo é possivel, porque, gquando estamos estudando
a vazdo nas faces, por exemplo de &rea AxAz, as componentes vy e
v, de ¥ s3o paralelas a esta face e nao contribuem ao
escoamento.
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Assim, para cada par de faces, vamos escrever a vazdo, ou seja
4 massa que sai menos a massa que entra durante um intervalo de
tempo At .

1°) Faces de a&rea AxAz :

[J2(x,y+Ay,z,t) -J2(x%,v,2,t)]AxAz = AJAxAz = A AxAy Az
¥
Ou seja a contribuicdo das faces frontal e posterior a wvazido
total é 2F AV .
Ay
2°) Faces de area AxAy :
- : » o AJ,
[Js3(x,y,z2+Az,t) - J3(X,¥,Z2,8)JAxXAy = AJzAxAy = AxAy Az
) z
Ou Seja a contribuicdo das faces inferior e superior & vazio
AJ
total & 2 AV
Az

3°) Faces de area AyAz :
De maneira andloga , a contribuicdc das faces laterais a vazio

A
T A
Ax

total é

Somando estas trés expressdes , teremos a perda de massa em AV
por unidade de tempo. Como, por hipétese, nio ha fontes nem
sumidouros na caixa de volume elementar entdo a perda de massa
s6 poderd ser causada pela taxa de variacao temporal da
densidade, isto é :

AJ, AJd, AJd,
+ —2 + -
Ax Ay Az

ap

AV = -— AV
[ 1 =

Tomando o limite Ax,Ay,Az — 0 nesta expressio, temos :

Ad . AJ
I Mg oyt i LA -;—3;2 + lim, ., Tzi = - % p ou
aJ, 4 o, + o, = % " ou ainda
ox oy 0z ot
Vs sl
at (11)

Esta equagdo é chamada equagdo da continuidade e exXpressa a lei
de conservacido de massa .
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A equacgdo da continuidade foi aqui demonstrada para transporte
de massa. Contudo ela se aplica também para o transporte de
calor e carga. No caso de transporte de carga devemos fazer a
seguinte leitura:

p = densidade de carga elétrica

F= vetor velocidade das cargas

J =p¥ = densidade de corrente elétrica .

F tem a dimensdo de corrente elétrica por unidade de area.

Comentamos na 5% aula as leis que regem a difusdo de particulas
em um meio continuo (Lei de Fick), a lei que rege a condugdo de
calor (Lei de Fourier)e a leli que rege o transporte de carga
(Lei de Ohm) . ‘

Estas leis guando associadas com a equagao da continuidade levam
a equagdes diferenciais de mesma natureza conhecidas como
equagdo da difusao ., equagdo do calor e, no caso de corrente
estacionaria, a eguagdo de Laplace:

V.3 = -DV?% = =08 s VZp = Lop ——P»FEquacdo da difusdo
ot D ot

v.g = ~xVer = _21’_ M Vo= 3?3 ——p Equagao do calor
ot K ot

V.3 = cVZg = —-g% ~V2¢ =0 ——» Equagdo de Laplace

Regime estacionario ou permanente:

Entende-se por regime estacionario (steady-state, em inglés) o
escoamento de um fluido cuja densidade nao depende
explicitamente do tempo, isto &

» (12)
at

Neste caso a equagao da continuidade se reduz a :

V.3 =0 : (13)
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No caso de fluidos incompressiveis (como os liquidos) a
densidade p € uma constante p, , e a equacido da continuidade

do regime estaciondrio se reduz a :

Logo Ve ¥ =0 (14)

Esta ultima forma da equagdo da continuidade é conhecida como
condigdo de incompressibilidade dos fluidos em regime
estacionario e o campo de velocidades ¥ é dito solenoidal.

Assim, na Mecé&nica dos Fluidos em regime estacionario teremos

V.3 = 0 para fluidos gasosos e vapores, e Ve % = 0 para
liquidos de densidade constante.

Todas as conclusdes acima sdo validas desde que o escoamento do
fluido se dé em- uma regido livre de fontes ou sumidouros de
particulas.

Cabe a pergunta : O que acontece se, no regime estacionério,
houver fontes ou sumidouros ? Neste caso a equacdo da
continuidade ficara '

V.d#0

Se V.3 >0 —» haveri fontes.
Se V.3 < 0 —p havera sumidouros.

Exemplo 13 : Verifique se estd livre de fontes e sumidouros o
campo J dado por

J = -0i+F -y i+ -2k
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Rotacional de um campo vetorial : seu significado, suas
aplicacgoes.

J& foi visto uma representacgdo grafica de um campo vetorial que
da idéia de giro, de rotagdo. Todos estdo lembrados do campo de
spin dado por

Fxy) = -yi+xJ

Mostramos que este campo poderia ser uma representagdo do campo
de velocidades ¥ das particulas de um disco rigido em rotagdo no

plano xy com velocidade angular d=a,k.

Calculamos o campo de velocidade e encontramos

Ty) = o(-y i+ x]J)

Vamos agora calcular o rotacional deste campo de spin, isto é:

1l
)
2

i
@xi’r:a)o %

o Rl =

j
9
oy
X

“

. = s Lom e
Assim, Vxv=2a ou O=—VxV

[ e}

Campos vetoriais cujo rotacional é diferente de zero séo ditos
campos de vbértice (vortex, em latim). Assim, o campo de
velocidades de um corpo em rotagido é um campo de vértice e no

exemplo acima o rotv=VxV d& duas vezes a velocidade angulard .

Como se vé, o rotacional de um campo ‘medird’ a capacidade de
giro deste campo.

Agora é o momento de entender o significado fisico da férmula
Tab(8) :
VxVf=0 ou rot(grad f) =0 .

Vimos que campos conservativos sdo campos gradientes, isto ¢&,
F;m=§¢:. Assim, o que a Tab(8) estd nos dizendo & que os campos
conservativos sdo campo$ irrotacionais.

Conhecemos -os—campos—-conservativos—dados—pela-Lei-da—Gravitagdo -
Universal e pela Lei de Coulomb. Estes sdo, pois, campos

irrotacionais, ou em outras palavras nada girara sob a agao
exclusiva destes campos.
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Aplicagdo dos Conceitos de Gradiente, Divergente e Rotacional

[1] Mostre que se F é¢um campo vetorial conservativo, entio Vx F=0.

I , sem usar

""le i

[2] Dado o campo vetorial regido pela lei inverso do quadrado F=k

coordenadas cartesianas, mostre que:

@VF=0 , [f|=0.

—

®) VxF=0.

k ' - 1.
(¢) ¢(r) =—— éa fungdo potencial associada ao campo F=k =K
r I

[3] Uma particula de massa m e velocidade V é atraida para a origem por uma forga central
dada por F(T)=f(r)f. Mostre que o momentum angular L=TxmV & constante, isto &
dL
dt
[4]Use a equagdo da continuidade para mostrar que para um fluido incompressivel € em

=0.

estado estacionario o campo de velocidade V & tal que Vov =0.
[5] O escoamento de um fluido incompressivel e estaciondrio é regido pelo campo vetorial. V

Verifique em cada caso, se ha fontes ou sumidouros em alguma regido do espago:

(@) '\?:(x+y)i-~xz3}+xzsenylz M) V=xyi—xyj+y’ k

© v=x’1+y*j+2°k

[6] Supondo que um fluido gira como um corpo rigido com velocidade angular @ = @, k
mostre que @ = %rot v

[7] Em cada caso ¢ dada a velocidade V do movimento estacionario de um fluido. Encontre
Vx9 e diga se 0 campo V é um campo irrotacional ou um campo de vértice:

(@) V=2x1 +2yj (b) V=-2yi +2x] ©) v=y%i

[8] Um campo central dado por F(T) = (1) ¢ irrotacional?
[9] Qual a lei da Fisica que esta por tris do conceito de campo conservativo?
[10] Discuta o significado fisico da equagdo da continuidade.



Matemdtica Aplicada Il - UFRGS Irene Strauch

Exemplo 14: Mostre que os campos inverso do quadrado sao
irrotacionais.

Exemplo 15 : A forma diferencial das equagodes de Maxwell num
espacgo livre de cargas e correntes é dado pelo conjunto de
equacgdes :

V.E =0 Ve B= 0

-V"X—]-'fl=“-6—8* i}xﬁ_—_posu

2|

a)Mostre que os campos elétrico e magnético obedecem as equacgles
da onda, isto é, vocé estard comprovando matematicamente que a
6tica é um ramo do eletromagnetismo.

b) Considere, agora, que os campos elétrico e magnético sao

campos estaticos . Chegue & equagdo de Laplace para um potencial
eletrostético ¢@.
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Andlise Vetorial- 7% aula 2

Integracdo Vetorial.

-

Chegamos a ultima parte da Andlise Vetorial : a integracgao
vetorial.

Por integragdo vetorial estamos querendo dizer integrais cujo
integrando contém uma funcdo vetorial.

De todas possiveis integrais vetoriais nos restringiremos a
aquelas que possuam significado fisico, quais sejam:

Caso I : Integrais da forma : , I F (t)dt

onde F(t) é uma fungdo vetorial na forma paramétrica.

Caso II : Integrais de linha da forma: [F®) - oz

onde C & a curva dada por XHt) .

Caso III: Integrais de superficie da forma: I F-ads

5

onde n é o vetor normal unitario perpendicular a uma superficie
3. :

Estas trés formas de integrais s3o muito usadas na Fisica. As
duas primeiras ja devem ter sido estudadas nas disciplinas de
Calculo, bem como nas disciplinas de Fisica Geral. Apenas a
integral de superficie (caso III). envolve um conceito novo.

Contudo, faremos uma revis3o , afim de colocar os tré&s casos
dentro do contexto e da notacdo da Anilise vetorial.

Caso I : E o caso mais simples, pois trata de integrais de
fungdes vetoriais dadas na forma paramétrica, como as estudadas
na 1® parte da Analise Vetorial, onde

F(t) = fti + g(t)j + h(tk

Na Fisica, estas sdo as integrais que definem a grandeza chamada

impulso, indicada pelo vetor I € expressa a variacao de momentuom
AP, causada pelas forgas impulsivas F;(t), sendo t o tempo.

Forgas iméulsivas sdo forgas muito intensas que ocorrem em

curtos intervalos de tempo, durante os processos de colisdo, de
espalhamentos ,etc.
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Isto &, j
= [R() dt = 4P

Também se incluem no caso I, as integrais da Cinematica, com
vistas aos célculos de velocidade ¥ (t), dada a aceleracao alt)
ou  aos calculos do vetor-posigao da particula dada a velocidade
¥ (t). E o que sera visto no exemplo a seguir .

Exemplo 1 : A velocidade de uma particula como fungdo do tempo t
é dada pela seguinte fungao vetorial

) =1 +t]+thk
Calcular as coordenadas da particula em t=1, sabendo que em t=0
a particula esta em (-1,2,4).

Caso II: Integrais de linha da forma j'ﬁf)- ar |«

Que vem a ser uma integral de linha ? E a integral realizada ao
longo da curva C representada por ¥ (t). Em outras palavras, O
lntegrando F(T) « A devera coincidir com os ponto da curva C.

Esta ultima afirmagdo ¢é mails facilmente entendida se DNOS
lembrarmos gue na Fisica esta & a definicao de trabalho W
realizado por um campo de forgas sobre uma particula que se
desloca através de uma trajetéria C representada por I (t).

Observe a figura abaixo.

//‘//
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Nela 'estd representada a trajetéria de uma ‘particula que
atravessa uma regido onde estd presente um campo de forcas. Diz-
Se¢ que este campo realiza um trabalho sobre a particula . 0
trabalho W é definido como a soma dos infinitos produtos da
componente do campo F na direcdo do movimento da particula.
Traduzindo matematicamente esta definicdo chegamos a

w=jF‘-df (1
C

Com a imagem da figura em mente podemos perceber que a integral
de linha deve ser realizada colocando no integrando apenas as
forgcas cujos pontos de aplicacdo coincidem com a trajetdéria da
particula. Veremos, mais adiante, nos exemplos, como isto deve
ser feito.

Antes porém, convém destacar que o conceito de trabalho é muito
ilmportante e aparece em todas a &areas da Fisica. Assim, falamos
de trabalho meca@nico, trabalho elétrico, trabalho magnético,
trabalho termodindmico no ciclo de Carnot, etc.

Na Mecanica dos Fluidos o campo vetorial usado, como ja& vimos, é
O campo de velocidades v e o conceito de trabalho &
substituido pelo conceito de circula¢do do campo de velocidades
ao longo da curva C . Matematicamente, esta grandeza é definida
pela integral de linha fechada C

circ v = cﬁ\"r - dr (2)
¢

No Eletromagnetismo as integrais de linha aparecem na Lei de
Faraday, onde o campo vetorial é o campo elétrico E e na Lei de
Ampére, onde o campo vetorial é o campo de inducdo magnético B.
A expressdo matematica dessas leis é dada respectivamente por :

Na Lei de Faraday, & ¢é chamada de forga eletro-motriz e
dimensionalmente ¢é trabalho por unidade de carga. Na 1lei de
Ampére, puo € uma constante e i é a corrente elétrica. Voltaremos

a estas leis quando estudarmos as equacdes de Maxwell.
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Vimos que O caminho € nas nossas integrais de linha podera ser '

uma curva aberta {I ) ou fechada ((f) } .
C C

A condicdo exigida & gue a curva seja uma curva continua ou
continua por partes, tais como as curvas apresentadas abaixo.

e

C

“,

Exen{plo 2: Dados o campo F e a curva C calcule o trabalho para
a) Flx,y) = x’yi + (¥ - y)j e

C:y=x* desde P (-2,4) até P2(1,1).

o) E(x, ¥, 2) = yzi + xzj + xyk

c:He) = ti+ 3+, ostsl .
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Teorema Fundamental para Integrais de Linha :

Veremos agora um importante teorema que ird nos fornecer uma
maneira de calcular a fung¢do potencial ¢ conhecido o campo

conservativo associado a ela.
Enunciado :

Seja F um campo vetorial conservativo, isto &, F=V@, definido .
em uma certa regido R do espago . Seja C uma curva continua por
partes em R, com inicio em Po(Xo,YosrZ0) € extremidade em
P(x,v,z), entdo

_[Foons «dr = (p(x, Y:Z) = (P(xo sYO,ZO ) ]
C

Demonstragao
Parte-se de

Lembrando que a curva C é dada por

F)=x()i+yt)j+z(tk , entao

di = g?+§~¥-j+gﬁ)dt
dt dt~ dt

Logo _

o -_Opdx . Oody . Opdz

F . edi=——dt+——dt+——dt = d

e =5 dt oy dt oz dt ¢

P

E [Fopnee dF = [do = [do=0(P) ~ ()

C C Py

c.qg.d.

Observacdbes :

Sempre gque o campo for conservativo o trabalho serad dado pela
________*ﬁTfEIéﬂ@ﬁ‘ﬁje“ﬂmthﬂCiaﬂﬁﬂdUU‘—Seﬁa“hO*‘Efaba&th—é*—iﬁdepeﬂdeﬂ%ék—da———————

forma do caminho C ; dependera apenas dos pontos inicial e final

unindo a curva C. Se a curva C for uma curva fechada, entdao o

ponto inicial coincide com o final e neste caso ©O trabalho sera

nulo.
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Resumo’ : As quatro formas de: af:erar que um campo & conservativo
sdao :

12) F = Vo (& uma definigao matematica)

say Vx F =0 ( consequéncia da definigéo e TAB.8)

32) j"F' . df = @(P) — ®(B) ( W independe de C )
C

42) Ef)? « df =0 ( W=0 para um caminho C fechado )
Cc

Exemplo 3 : Dado o campo vetorial

Flx,y) = 2xy® 1 + (1 +3% v )5
a) Mostre que F & conservativo.
b) Calcule a funcgao potencial @ (X, v).

c) Calcule O trabalho realizado por este campo de forgas ac
deslocar uma particula desde Py(1,4) até Pa(3,1) .

d) Como vocé calcularia as curvas de nivel de
© (equipotenciais)?
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Matemitica Aplicada II (Area I)
5* Lista de Exercicios
Integracdo Vetorial : Integral Simples e Integral de Linha , Aplica¢des
1) Dadaaaceleragiio @(t) de uma particula, calcule a velocidade ¥(f) e o vetor posigio 7(Z), supondo

120, (0)=0 e 7(0)=0, pana:

a)d=12cos2t I ~8 sen2t j +16t k

d=e' T-6(t+1)j+3sent k

R: =6 sen2t [ +(4cos2t—4)j +8%k

F=(-3cos2t+3) i +(2 sen2t —4t)f+§t3

k

R: 7=(1-e")7 —Bfr2 +61)] +(3-3cost)k
F=(t=1+e™) i - +3t)j+ (3t -3 sen )k

2) Ca!culej'ﬁ.d;,dados:

<

a) F=(x+2y) +(x-y)j
53 x:2005¢t , y=4sent ,0<t<x/4

b) F=(x*+)y*)i—xj
C:Circunferéncia de x* + y* =1 de (1,0) a (0,1) no 1° quadrante

R: 1-x

R: -1-x/4

3) Determine se o campo F é consérvativo, Se for, encontre a fungdo potencial @ .

a) F=xi+yJj :R: ¢=~;-(x2+y2)+é

b) F=x*yi+5x?%] ; R:Nio é conservativo

¢) F = (cos y+ ycosx)i +(sen x—xsen y)j
R: p=xcosy+ysenx+C

d) F=yz ?+xzf+(xy+322)f
R: p=xyz+2°+C

4) Calcular o trabalho para se deslocar uma particula no campo de forga F=3x* [ +(2xz—y)j +z k ao longo:

a)da reta que liga (0,0,0)a (2,1,3)

b)dacurva x =262, y=t, z=4t>—1 de =0 até t=1

c)da curva definidapor x° =4y , 3x°> =8z ,de x=0atéx =2 R: 2)16; b)14.2 ; c)16

5) Calcule o trabalho realizido pela forga conservativa F= .1’.yziT a2 y} ao deslocar uma particula

desde P, (1, 1) ats B(0,0). R:-172

6) Calcu!c_I Fedr paa F =(e¥ +ye*)i +(xe” +€*)j e C éa curva dada por 7 = scn[%t} i+(nt)J,

(4

1<t £2. (Sugestio : Determine primeiro se F* é conservativo) R: -1+ In2

7) Dado F =(x—p)i +(x+y)J , calcul

(f)ff' «dr a0 longo da curva C representada na

c
curva ao lado. " R:2/3

]

1 f{ﬂ#xﬂz

e fo)=x"

o E.J o s (Y] 1
x

8) Sed = (4xy— 3.1:222)1'4 +- 2x2f -2x°7k , prove que J-Z-d;‘ é independente da curva C ligando dois pontos dados.

c

9) a)Se E=rF, prove que existe um potencial @ tal que E= —6’4’)

b) Calcule @ ¢) Qual o valor de @E-d? ? R: p=— 533_+c
c
10) Calcule o trabalho para se deslocar uma particula nos campos de forga conservativa dados por:
b 2 i
a) F=—k F (Leide Hooke) R: p="""—_4C |[b) F= iB 7 (Lei inverso do quadrado) R:g=— Lic
2 r r
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Analise Vetorial : 8% aula

Integracdo vetorial(continuagdo):

Caso III) Integrais de superficie da forma

If‘-ﬁds
s

onde I é o vetor normal a superficie S.
Integrais desta natureza representam a grandeza chamada fluxo

de um campo vetorial F através de uma superficie S, oOu
simplesmente fluxo, e é indicado pela letra grega maidascula @ .

Na Mecanica dos Fluidos poderemos ter fluxo de um campo de
velocidades . No Eletromagnetismo teremos f£luxo de um campo
elétrico B (Lei de Gauss da Eletricidade) ou de um campo de
inducdo magnética B (Lei de Gauss do Magnetismo) através de uma
superficie S . Se o campo vetorial for um campo densidade de
corrente, indicado pela letra J, entdao o fluxo tera dimens&o de
massa por unidade de tempo ou de corrente elétrica, conforme
estejamos estudando o movimento de um fluido ou o movimento de
cargas elétricas, respectivamente.

Observe agora a definigdo matematica de fluxo e entenda seu
significado. O integrando na forma de um produto escalar esta
nos dizendo que apenas as componentes do campo perpendiculares a
superficie S contribuirdo ao calculo do f£fluxo. Outro detalhe é
que a soma dos infinitos fluxos deverd ser feita ao longo da
superficie S. Ou seja, esta definicdo lembra a definig¢do de
trabalho W, no sentido de que teremos que fazer com que O
integrando coinéida com os pontos da superficie S. E isto que
estamos querendo dizer quando colocamos a letra S no simbolo de
integral dupla.

As superficies S colocadas no campo F deverdo ser superficies
permeaveis, isto &, deixam passar o fluido ou as cargas e
poderdo ser abertas ou fechadas.

Do ponto de vista matematico esta superficie deverd ser
representada por fungdes continuas ou continuas por partes; diz-
se, entdo, que a superficie é ‘suave’ ou ‘lisa’. Neste caso,
podemos dizer que S possuird plano tangente em cada ponto e
consequentemente um vetor normal em cada ponto.

Orientacdo da superficie S :

Assim como as curvas, também as superficies precisam ser
orientadas, afim de que, adotando uma certa convencao, sempre se
encontre o mesmo sinal para o fluxo @ .
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A maioria das superficies que encontramos nas aplicagdes tem
dois lados : um lado externo e um lado interno . Contudo,
existem superficies, como a tira de Mdbius, que possui apenas um
lado. Esta tira estd representada abaixo, e se caracteriza pelo
fato de que é possivel percorré-la sem cruzar uma borda.

-

Diz-se que uma superficie de dois lados é orientavel e que uma
superficie com um uUnico lado é ndo orientavel. E 6bvio que
trataremos aqui apenas de superficies orientaveis.

Assim, ©precisamos distinguir. os lados de uma superficie
orientavel e convencionar a orientag¢do considerada positiva e a
negativa, pois se invertermos a orientag¢do de S inverte-se o
sinal de ¢.

Na figura a seguir, estdo representados os vetores nn e -0,
apontando para os lados opostos da superficie S. No 1° caso a

-

orientagdo é dita positiva e no 2° negativa.
™
& S
¥
- 2 -n

Resumo: O sinal de @I serve para orientar S.

Passemos agora ao calculo de n .
Suponha que a superficie S seja dada como
z =g(x,y) ou y=g(x,z) ou =g (Y,2z)

Vamos reescrever cada uma dessas equacdes na forma
G(x,y,z) =0
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Podemos interpretar esta udltima forma, como a equagdo de uma
superficie de nivel de uma fungdo

w=G(x,V,2)
Como j& vimos, o,ﬁc: é, neste caso, um vetor 3-D e representa um
vetor normal a superficie de nivel G(x,y,z) = 0 .
Assim, o vetor normal unitdrio n podera ser
. VG . VG
n =+ ou n=-=s—-
|VGl 1VG|

Antes de entrarmos em detalhe sobre o calculo de n, vamos
apresentar o enunciado do teorema que permite calcular a
integral de superficie que define @®. Ou seja, teremos agora uma
técnica para transformar uma integral de superficie numa
integral dupla de area.

TEOREMA: Seja S uma superficie suave da forma

z = g(x,y) ou y = g(x,z) ou x = g(y,z) e seja F um campo
vetorial continuo em S . Suponha, também, que a equagdo de S
seja reescrita como G(xX,y,z) = 0 , passando g para O membro

esquerdo da equacgdo e seja R a projecdo de S no plano coordenado
das varidveis independentes de g. Entao

cb:_[j'?-ﬁds=iﬂf'-€'edzx
5 R

onde o sinal + é usado se S possui orientacgdo positiva e o sinal
- se S possul orientag¢do negativa.

Observamos que a transformagido de uma integral de superficie em
uma integral comum de Aarea plana se deu através da afirmagao
matematica

i ds= + VG da

Precisamos nos convencer que esta afirmacdo estd correta. Para
tanto, em vez de uma demonstracdo formal, usaremos a seguinte
idéia basica : se dois planos se interceptam formando um angulo
y entre eles, entdo todas as &reas de um plano sao multiplicadas
por cosy quando projetadas sobre o outro. Veja a figura a
seguir.
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A:wax-

T

1
1
I
¥

Usaremos, pois, a mesma idéia para projetar um elemento de
superficie dS sobre um elemento de dadrea dA da regido R.
Ilustramos abaixo, com o grafico de uma superficie aberta, dada
por z = g(x,Y).

3 S 2.-_-3{«,3)
iiE
4
dA
o
Temos, entdo
da = cosydS ou ds = gh ’
cos Y

onde y é o angulo entre o vetor k (direcido z para cima ) e o
vetor n normal a superficie, apontando para cima. Ou seja

Lembrando gue

1—~giﬁ-fgziq
oy oz

Logo i e k=
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Consequentemente
ds = |Vg|da
e finalmente o fluxo @

& = j;j'F . |Z—2||€'G|da=jkj'? . VG da

Observacdes importantes :

A despeito de termos substituido a integragdo ao longo de uma
superficie por uma integragdo dupla na regido dos planos
coordenados, ndo podemos nos esquecer que o integrando deve
coincidir com os pontos da superficie. Para tanto, é importante
que vocé identifique a superficie.

Dentre as superficies de interesse nas aplicagdes, as mais
simples s3o os planos, as superficies cibicas e o0s tetraedros.
Poderemos ter também superficies de revolugdo como as
superficies cilindricas, abertas ou fechadas. As seguintes em
ordem de complexidade, sdo as superficies quadricas.

Vamos fornecer uma tabela com as superficies quadricas para vocé
recordar a forma candnica de suas equagdes. Dentre as seis
quadricas, nos restringiremos a4 esfera , que é o caso
particular do elipsdide, ao paraboldéide circular e ao cone
circular . '

Apbés todos estes cuidados, devemos olhar de noveo para O RNOSSO

integrando F e VG e ver qual o sistema de coordenadas mais
apropriado tendo em vista a simetria da superficie. Assim o
elemento de &rea dA devera ser transformado numa integral
iterada, usando ou coordenadas retangulares ou polares conforme
a simetria do integrando e da regido de integragdo.

Todos estes detalhes serdo vistos nos exemplos a seguir.
Iniciaremos com superficies  abertas, ilustrando as trés
simetrias, quais sejam a retangular, a cilindrica e a esférica.
Por fim, veremos que, nos casos de superficies fechadas , ha
felizmente um atalho chamado Teorema da Divergéncia de Gauss.

Exemplo 4: Calcular o fluxo do campo F = x*i + 3y*j através da
superficie S orientada para fora e representada por

x + vy + z =1, no 1° octante.
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Exemplo 5: Calcular o fluxo de F = 32%1 + 63 + 6xzk através da
superficie S dada por y = x> com O0< x £ 2 e 0= z = 3 e
orientada para fora.
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Exemplo 6 : Seja S a porgdo da superficie
z =1 - x> - y* , acima do plano xy, orientada para fora .
Encontre o fluxo ® através de S para O campo

F=xi+y]+zk

Exemplo 7: Dados F=1i+3j+k e S a porcao da superficie

z = sz +vy?, situada abaixo do plano =z = 1 e orientada para
fora.
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Exemplo 8 : Seja S a superficie do cubo limitado pelos planos

x = *1 ,-y = %1 e z = *1 , orientado para fora. Determine o
fluxo para

a)F = xi
b)F = xi + yj + =k

c)F = x4 + v5 + 2%

Exemplo 9 :Calcule o fluxo do campo F = zk através da esfera

x4+ v? + 2?2 = a%® , orientada para fora.
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Tabela 4.7.1

Chwcuto » Vor. 2 233

' SUPERFICIE EQUAGOES SUPERFICIE EQUAGOES
ELIPSOIDE fCOI\E ELIPTICO
Z T
a 2
I_ &y
2 2 ¥ T= ==
..x_. + }_ + z_ =1 a> b?
al bz cl
L O 250 no plano xy dum
Os tragos nos planos coordenados sio ponto {a origem) e as tragos em
N elipses, como também s3o elipses os planos paralelos ao plano 1y sio
tragos em planos paralelos aos planos elipses. Os ragos nos planos yz ¢
= coordenados, que interceptam a Xy s3o pares de retas que se
superficie em mais de um ponto. intetceplam na origem. Os tragos
z em planos paralelos a estes sio
hipérbales.
HIPERBOLOIDE
DE UMA FOLHA 5
x2 yZ z* )
—_—t = — =
al bl C! x ‘.1
A
O trago no plano xy € uma a® b

elipse, como sio os tragos nos
planos paralelos 20 plano xy. Os
tragos nos planos yz e xz sio
hipérbales, bem como os ragos
nos planos paralelos a eles que
nio passam pelos interceptos x e
y. Nestes interceptos, os tragos
sdo parcs de retas concorrentes.

O wrago no plano xy € um ponio
(a origem) c o5 tragos em planas
paralelos ¢ acima dele s3o

elipses. Os tragos nos planos y= ¢
1z, bem como em planos paralelos
a eles s3o paribolas.

HIPERBOLOIDE ’
DE DUAS FOLHAS]|

Nio hd trago no plano .xy. Em
planos paralelos ao plano x»

que interceptam a superficic em
mais do que um ponto os tragos
sio clipsés. Nos planos yz xze¢
nos planos paralelos a eles que
interceptam a superficic em mais
de um ponto, os tragos sio
hipdrbales.

h*t \\ -
“‘3 \\“i:‘

i~

1
] fH
1l e

O trago no plano sy € um par de
6125 que se cruzam na origem. Os
tragos em planos paralelos ao
plano xy sio hipérboles. As
hipérboles acima do plano xy -
abrem-se na dirego y ¢ as abaixo
na diregio x. Os tragos nos planos
¥z e xz sio paribolas, assim como
0s tragos nos planos paralclos

2 esles.




MATEMATICA APLICADA 11— AREA 1
6" Lista de Exercicios: Integragio Vetorial
Integrais de Superficie, Fluxo de um Camipo Vetorial através de uma Superficie.
Teorema da Divergéncia de Gauss

._,- -
1] Calcule of fluxo ¢ do campo vetorial F através da superficie § orientada para for a, nos seguintes casos

1928tEa;

ugestia: faca o gréfico da superficie para ajudd-lo na escolha do vertor normal a S):

—

[a]F=x§'.+y_}+2zE [b]F=(I+y)f+()’+2)}:+(.r+2)£

S z=1-x>—y*acimadoplano xy R: 2w .5 é a porgdo do plano x + y+ z= 1 no primeiro octante R: |

— 2 : = ~ = =
[c] F=2"k [d] F=xi+yj+2tk

S & o hemisfério superior dado por| § & a porgdo do cone z* = x"+y” entre os planos z=1e

- * n -
z=all-x " R:5 | 2=2 1 A

3

[2] Seja S a superficie do cubo limitado pelos planos x=%*1, y==%1, z==%I orientada para for a.

Determine o fluxo @ para:

=¥ = : = - = - g 25 . 273, 27 o
[a] F=xi R:8|[b] F=xi+yjtzk R:24 [[c] F=x"i+y j+z'k R: 0

-} 3 - . % - -
3] Seja F=r' —r’-, onde k & uma coastante. Seja S uma esfera de raio a centrada na ongem «> orientada para

o+
SR

- T e . o 43
ora por n=-—=—. [a] Calcule ﬁF e 11 dS sem executar qualquer integragad. R: 4ma
r 5

[b] Para que valor de k a integral no item [a] fica independente do raio da esfera? Qual lei ai~ Fisica €

et
representada pelo campo F?

B e o e ,
{4] Use o Teorema da Divergéncia para provar que se F=xi+yj+zk eV éo volume do sélido de area

L - -
superficial S, entdo o fiuxo de ? através de S é dado por: @ = ﬁ FendS=13V
5

[5] Use o Teorema da Divergéncia para calcular o fluxo @ nos seguintes casos:

{a] :‘"’ =4xi—-3yj+7z k; S é a superficie do cubo limitado pelos planos coordenados e pelos planos x = lﬁ

y=1, z=1L = R: 8
{b] ?=2x?+2j}+2ziz; Séaesfera x*+y +2 =9. R: 2167
(c] F=(x~2) T+ (y—x)J+(z—y) k; § éasuperficie do sélido limitado por *+y'=a", z=0e z=1
R:3ma’
[d] F=x'7+y’j+2 k; S ¢asliperficie do sélido limitado por x*+y*=4,z=0e z=3. R:180 7

=(x2 + y) P +xyj—(2xz+ y) k; S € a superficie do tetraedo no 1° octante, limitado por x + y+z=1

i
e pelos planos coordenados. Rio%

— = i - . o s e il
[fl F=xi +y +:%k: S éasuperficie do sélido limitado por Z:J,c2+y2 e z=1. - R: —é-
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Anilise Vetorial : 9° aula

Fluxo através de superficies fechadas.

0 exemplo 9 ilustra como o calculo de fluxo para superficies
fechadas pode se tornar complicado.

Contudo, ha uma consideravel simplificacgdo dos calculos gue pode
ser utilizada quando a superficie & fechada. Este atalho nos é
fornecido pelo teorema da divergéncia de Gauvss, cujo enunciado
serad visto a seguir. N&o iremos demonstra-lo .

O teorema da divergéncia de Gauss:

Enunciado: Seja V o volume de um sélido cuja superficie § &
orientada para fora. Seja o campo vetorial F (x,y,z) dado por

F(xy 2 = fx, vy, 21 + qlx, v, 2] + hix, v, 2k

onde as funcgdes f,g,e h possuem derivadas parciais de 1% ordem
continuas em algum conjunto aberto contendo V , entac

Fi g o/ AR

Isto é, o fluxo de um campo vetorial F através de uma

superficie fechada S, orientada para fora & igual a integral do
divergente de F dentro do volume V.

Comentarios : Observar que foi usado o simbolo de integral de
superficie fechada ((ﬁ ) para reforgcar o fato de que este

teorema s6 poderd ser usado quando a superficie for fechada.

E importante pois, reconhecer -no enunciado dos exercicios os
casos em que a superficie é aberta e os casos em gue é fechada.

A primeira vista, pode parecer que a0 trocarmos uma integral
dupla de superficie por uma integral tripla de veolume nao
estejamos ganhando muito na reducdo de nossos calculos. Contudo,
convém lembrar que uma integral fechada de superficie reguer que
a desdobremos em duas ou mais integrais de superficie abertas.

Por outro lado, se olharmos o integrando da integral tripla,
reconheceremos que é muito mais facil calcular o divergente de E

do gque montar o produto escalar F - (% VG), onde G ¢ a forma
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implicita da equagdo da superficie, e ainda escolher o correto
sinal do gradiente de acordo com a orientag¢do de S.

Todas essas simplificagdes que o© teorema da divergéncia nos
proporciona tém contudo um prego, que é identificar o sistema de
coordenadas apropriado para a simetria do problema. Este & um
topico da disciplina de Célculo II, no capitulo das integrais
triplas, onde vocé deve ter apreendido como usar os sistemas de
coordenadas cilindricas e esféricas.

Junto ao material desta aula, vocé encontraraz uma pagina
contendo os graficos que permitem transformar as coordenadas
retangulares em cilindricas e esféricas. Com as informacdes ali
contidas, é possivel deduzir os elementos de wvolume dV, a partir
do volume dos cubos elementares destes dois sistemas de
coordenadas. Esta pagina poderda ser utilizada no dia da prova.
Observar que estamos com uma notagdo diferente do Howard Anton .
Bs coordenadas cilindricas s3o (p.¢,2) e as coordenadas

esféricas sdo (r,€0,¢) . Assim, no plano xy as coordenadas
cilindricas se reduzem as coordenadas polares (p,¢) e
reservamos a coordenada r ( que é o mbédulo do vetor r) para a
coordenada espacial do sistema esférico . Com esta notagao

estaremos coerentes com a notagdo da Analise Vetorial , com
respeito a variavel r.

Vamos, agora refazer os exemplos 8 e 9 utilizando o teorema da
divergéncia. '

Exemplo 8 : Seja S a superficie do cubo limitado pelos planos
x =1 , y =1 , z =x1 , orientado para fora . Determine o
fluxo para :

a) F=xi ;

b} sz{-l-ya"-i-zi ;

%1 + v + 2%k .

el
I

c)
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Exemplo 9 : Calcule o fluxo do campo P = zk, através da esfera

x> + y* .+ z? = a® , orientada para fora

Exemplo 10 :Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo
do campo F = x*1 +y'3 +2Z%k , através da regido limitada pela

superficie x> + y> = 9 e os planos z =0 e z = P

Exemplo 11 : Use o teorema da divergéncia para determinar o
fluxo do campo F = x’1+y3+z2zk , através da superficie

envolvida pelo hemisfério z = ,/az ~ (x2 + yz) e o plano z = 0.
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Lei de Gauss : o teorema da divergéncia aplicado a um campo
elétrico E.

Vamos demonstrar a lei de Gauss para uma campo Coulombiano
criado por uma carga puntual, mas ela poderd ser aplicada para
distribuigdes de carga mais gerais.

Enunciado: Seja o campo elétrico dado pela Lei de Coulomb

< 1 "
B = q

2
4mg, r

e seja S uma superficie fechada que circunda a origem, orientada

P

para fora. Entdo, o fluxo de E através de S é :

_ = - _ 4
(D—?E'ﬂdS-g .

Vemos que o campo elétrico acima possul uma descontinuidade na

origem, isto &, em r = 0 . Calculando o div E encontramos o
valor zero desde que r # 0. Isto é ,
= = = . .3 1 = 3 — 3 =
VE= qVe (@3 1)= q [V ?)eF +17°VeF] — TAB(5)
4ng, 4me,
1 — o 3 3
= [<3r7%T + 3r 3]=—-—;+~§~-—-0 , 1#0.
4ne, r’ T

Assim, rigorosamente falando ndo poderemos usar o teorema - da
divergéncia para calcular o fluxo, exceto se a regido limitada
por S ndo incluir origem r = 0.

Esta dificuldade foi contornada por Gauss, que construiu uma
superficie esférica de raio ‘a’ centrada na origem, na qual o
raio é suficientemente pequeno para que a esfera fique
inteiramente dentro da regido envolvida por S. Chamaremos esta
esfera de superficie S, . A regido V compreendida entre S e S, é
pois, uma regido multiplamente conexa , ou seja o volume V
contém uma cavidade interna.( Ver figura abaixo. )
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Da mesma maneira que se pode aplicar o teorema de Green a
regides multiplamente conexas no plano (regides com cavidades
internas), também é possivel aplicar o teorema da divergéncia
para volumes no espago 3-D com cavidades internas, desde que a
integral de superficie fechada abranja toda a fronteira, sendo a
fronteira externa orientada para fora e a fronteira da cavidade
interna orientada para dentro. Assim:

Hdivi‘.dV=<ﬂch’1dS+(ﬂE-ﬁadS=O , T #0
v s 5,

Ou seja,

fE - das =- ffE -5, ds.
s 5,

Conseqiientemente, o calculo do fluxo ® através da superficie
genérica S ficou reduzido a menos o fluxo através da superficie
esférica S,. Esta superficie S, é representada pela equacdo r=a,

seu vétor unitdrio normal aponta para dentro de S, e é dado por

B
»

f === = -

a

Ao longo da superficie S,, o integrando deve coincidir com os
pontos da superficie, isto é, os pontos tais que r=a.

- s 1 g . % 1 g . i 1 g
E-na= —'2-3:' (—r) 5.2_. -Tr'r=— =
4me, x 4re, a 4ne, a
Logo
- 1 1

(ﬂE-ndS=-[— —%—J(ﬁds= %4‘11:&12=g i C.g.d.

d dme, a” ) ¢ 4ne, a €
Em resumo : A lei de Gauss para campos elétricos afirma que o

fluxo @® para fora através de qualquer superficie orientavel
fechada S que circunda a carga g é

<I>=<j:_fE-ﬁds=q
5

g€

Esta lei, juntamente com a lei de Gauss para o magnetismo e as
leis de Faraday e Ampére forma um conjunto de quatro equagdes
conhecidas como as equag¢des de Maxwell.
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COORDENADAS CILINDRICAS E ESFERICAS

a) Coordenadas cilindricas : Pr¢.2Z

y
b) Coordenadas esféricas : r, @, ¢
Zy
d¢
di"‘ ;'?ﬁ:"h‘&x
P
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Anilise Vetorial : 10? aula

0 Teorema de Stokes :

Vimos que o teorema da divergéncia relaciona o fluxo do campo F

através de uma.superficie fechada com a divergéncia de F através
do volume limitado por esta superficie.

Pois agora, encerraremos a Analise Vetorial com o teorema de
Stokes, que relaciona o fluxo do rotacional do campo F através

de uma superficie aberta com o trabalho realizado por F ao longo
da curva que limita essa superficie.

Este teorema tem grande utilidade na Mecénica dos Fluidos e no
Eletromagnetismo e por envolver o fluxo do rotacional . esta
relacionado & capacidade de giro dos campos vetoriais.

O teorema de Stokes é& a versdo 3-D do teorema de Green, visto no
Calculo II.

Contrariamente ao teorema da divergéncia, no teorema de Stokes
as superficies orientaves S sdo abertas e limitadas por curvas
fechadas, as curvas contorno C. Precisamos pois, orientar também
as curvas C. Supondo que as superficies estejam orientadas para
fora, entdo temos duas possibilidades para a orientagdo de C. Se
um observador se desloca ao longo de C, deixando a superficie a
sua esquerda, diz-se que C estd orientada positivamente. Se o
observador deixa a superficie & sua direita, entdo C esta
orientada negativamente. Estas duas possibilidades de orientagao
sdo mostradas na figura abaixo.

Enunciado do Teorema de Stokes:
Seja S uma superficie orientada , suave por partes, limitada
por uma curva C, fechada, continua por partes, orientada
positivamente. Seja o campo vetorial

F(x, v, 2) = fx, v, 21 + g(x, y, 2] + hix, y, 2k

cujas componentes sdo continuas, de derivadas parciais de 1°
ordem continuas em alguma regido aberta contendo S, entdo

cﬁF-df=HVx?-ﬁds

C
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Comentarios:

Se F for um campo de forgas, entdo o teorema de Stokes afirma
que o trabalho realizado pelo campo de forgas F ao longo de um

caminho fechado C é igual ao fluxo do rotacional de F através da
superficie aberta S, limitada por C.

Se o campo de forgas for um campo conservativo, isto é,§:<? =0,

entdo o trabalho ao longo do caminho fechado C € nulo. Ou seja o
teorema estd coerente com a definigdo de campo conservativo.

Se F for o campo de velocidades ¥ de um fluido incompressivel em

regime estacionadrio, entdo a integral de linha @i?- dr ,define,
. C

como j& vimos, a circulagao de VvV ao longo de C. Neste caso, a

circ ¥ é igual ao fluxo do rotacional de Vv através de S.

Muitos autores, atribuem um significado fisico ao rotacional de
um campo de velocidades a partir do teorema de Stokes.
Consideram o mé&ximo valor do fluxo do rotacional de Vv, isto &,
quando rotv e n sdo paralelos, e tomam um valor constante para
rotv = rotv(Pp). Assim a integral do fluxo se reduz a uma
integral dupla de superficie, dando a éarea A da superficie.
Consequentemente

~ 1 - .
| rot¥ (po)[w;i)v-dr .

ou seja o rotV (P, ) & visto como a ‘densidade de circulagdo de
¥ em Py . Ou ainda, em cada ponto do escoamento de um fluido em
estado estacionario a densidade de circulagdo maxima ocorre na
direcdo do rotacional. E usual aqui, mencionar a situag¢do de uma
roda-d’dgua imersa num fluido de modo que o pivd seja o ponto Po,
entdo as pas giram mais rapidamente quando o eixo de rotagdo
estiver alinhado com rot¥v (Pp),conforme figura abaixo.

Apbés estes comentdrios com relagdo aos possiveis significados
fisicos contidos no teorema de Stokes, voltemos ao seu
enunciado, com vistas aos calculos.
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E importante reconhecer que had um atalho embutido na afirmagao

matematica do teorema, qual seja, se 5 e S forem duas
superficies com a mesma curva contorno C, com orientagdo
positiva com relagdo a S; e Sz , entédo

j‘ﬁx?-ﬁds;jv"x?-ﬁds
! . 4

Como vArias superficies podem ter a mesma curva contorno C , a
jdéia é escolher a mais simples com vistas & integracdo de
superficie. Ilustramos, na figura abaixo cinco superficies que
possuem a mesma curva contorno C : © paraboléide, o cone, O
hemisfério , o cilindro e o disco, todos circulares.

-
o

Vamos ilustrar esta situacdo como exercicio n®2 da 7% lista .

Dado F = 4yi + xj + 2zk encontre _[ VxFefds através do

hemisfério x> + v2 + =z =2a%, z 2 O.

Ha& trés maneiras de fazer esta integral :

1?) Realizar a integral como a integral de fluxo atraves de uma
superficie aberta.

22)Usar o teorema de Stokes e calcular pela integral de linha.

32)Usar o atalho embutido no teorema de Stokes, calculando ©

fluxo através da superficie mais simples contornada por C :0
disco circular dado pela equagdo x° + v = ah .|

Esta superficie mais simples é o disco circular, com vetor
normal @i = k .
Optando pelo atalho temos:

¥ 3 ¥
f’xf‘=i-a— o0 - 5%
dx 0Oy 0z
vy x 2z
Logo,
[f?xﬁ-ﬁds=—3ﬁi-kds =‘3Hds=—3na
5 s 5
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Este resultado foi obtido substituindo o hemisfério pela
superficie mais simples limitada pela circunferéncia, que é o
disco circular de raio a.

Vamos, agora, fazer o exercicio n®3 da 72 lista :

Use o teorema de Stokes para calcular o trabalho realizado pelo
campo de forgas F = x’i + 4xy’j + y’xk ao longo da curva C , que
limita o retdngulo no plano z = y, mostrado no grafico dado a
sequir.

2 —
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Observe a regido de integracdo e veja gue esta nao possibilita
construir uma superficie mais simples limitada por C. Mesmo
assim, ainda serd mais rapido cAalcular o trabalho pelo teorema
de Stokes do que pela integral de linha, uma vez que a curva C é
uma curva .continua por partes e teriamos quatro integrais de

linha, isto é
@zj +j +j +j (1.1)
C G 3

C G =

Usando pois, o teorema de Stokes, precisamos calcular o

rotacional de F e montar o VG. Assim,

i 3 %
o d
Vx}_?:,_g... __6_ il
ox 0Oy Oz
X 4Axy®  yx
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W=|[[VxF.-fds=[[VxF . Vg a = [[ (¥ + &) @&
S 23
Lembrando que a regido R é o retangulo 0<£x<£1 e 0<y <3 obtemos

W (yf+4y3) d«cdy—](y +4y’) dy = 90 .

O ey L
© Lommy

AS EQUACOES DE MAXWELL

Como ja& foi mencionado, as equagdes de Maxwell formam o conjunto
de leis fisicas, obtidas experimentalmente, que sintetizam o
eletromagnetismo e a oOtica. Estas quatro equagdes explicam uma
variedade de fendmenos que cobrem desde situagdes simples como
por que a agulha de uma bussola aponta para o norte até por que
o motor do carro inicia sew movimento guando a chave de ignigdo
€ acionada. Elas formam a base matematica que explica o
funcionamento de motores elétricos, ciclotrons, transmissores e
receptores de televisdo, telefones, fax, radares, forno ds
micro-ondas, e ainda todos os dispositivos 6ticos.

As quatro leis fisicas mencionadas sdao : a lei de Gauss da
Eletricidade, derivada da lei de Coulomb; a lei de Gauss do
Magnetismo ; a lei de Faraday e a lei de Ampére-Maxwell. Esta
ultima representa a lei de Ampére corrigida por Maxwell, a fim
de levar em consideragdo campos variaveis no tempo. Sem esta
corregao a lei de Ampére ndo haveria radiagdo eletromagnética.
Foi portanto, gracas a predicdo de Maxwell que a luz pode ser
explicada como uma onda eletromagnética e ondas eletromagnéticas
de todas as freqgiiéncias podem ser produzidas.

As equagbes de Maxwell podem ser apresentadas na forma integral
ou na forma diferencial. Esta dltima forma sé €& possivel gragas
aos teoremas da divergéncia e de Stokes e € nessa forma que elas
sac usadas nas disciplinas mais avangadas. Antes de mostrarmos
como a forma diferencial é obtida, vamos recorda-las na forma
integral como aparecem no Halliday.

Apresentamos na pagina seguinte uma tabela das eguacdes de
Maxwell extraida do- Halliday, com sua prdpria notacd3c e no
sistema de unidades MKS. E importante mencionar gue existem
cinco sistemas de unidades em uso e diferentes coastantes
aparecem nos termos das equagdes para cada sistema de unidades.
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Equacdes de Maxwell

Fonte : Fundamentals of Physics by Halliday , Resnick , Walker (Fifth Edtion)

Nome Equacio Significado
Notagdo Halliday Cf EedA = A
& Relaciona o
Lei de Gauss da - fluxo elétrico
Eletricidade ItIc‘)tag:ao da. resultante com a
Analise Vetorial carga envolvida
pela superficie
Forma
Diferencial
Notagao Halliday <;F BedA=0
Lei de Gauss do "Notagdo da Nio ha
Magnetismo Analise Vetorial monopolos
magnéticos
Forma
Diferencial
Notag¢io Halliday 4 E % dg: _ 7B Relaciona o
ar campo elétrico
Lei de Faraday Notagio da tmdu;ldo c?mf
Andlise Vetorial A% Sk YARIRERD
do fluxo
TG magnético
Diferencial
. i — — . d(DE .
Notac¢io Halliday (§ Beds= Lol -+ s Relaciona o
dt campo
Leide Notagio da Magnetico
Ampére-Maxwell | A 41ice Vetorial induzido a
corrente e a
Forma variacéo de fluxo
. . elétrico
Diferencial

Notagdo ( Halliday ) :

q: carga elétrica

i; corrente elétrica

E : campo elétrico

d’s -diferencial do comprimento de arco na
direcdo da reta tangente

B : campo de inducio magnético
dA = ndAd , n éo vetor normal unitario a
superficie diferencial de drea d4

respectivamente

@, , D, : fluxos elétricos e magnético
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Egquac¢Oes de Maxwell na forma diferencial :

12) v.E = £ = Lei de Gauss da Eletricidade
€
22) VB =0 => Lei de Gauss do Magnetismo
= _ OB i
32) VxE = - BE = Lei de Faraday
42) VxB = Hod + ,uoso—E = Lei de Ampére-Maxwell

Dedugdo das equacgdes de Maxwell na forma diferencial:

A 1% equagdo diferencial é obtida usando o© teorema da
divergéncia na forma integral da Lei de Gauss, lembrande gue a

carga q deve ser expressa em termos da densidade de carga p como
( o _

a=lf o av:
v

c‘fs;BE'-ﬁds=_[‘[‘[§'-‘Edv=s%ijdv

v

Iqgualando os integrandos das integrais de volume , obtemos a 12
equacdo de Maxwell na forma diferencial:

(E interessante relacionar a existéncia de divE®0 com a
existéncia de fontes, conforme vimos a partir da egquacd3o da
continuidade.)

Usando agora, o teorema da divergéncia na forma integral da 2°
equacao de Maxwell e lembrando que ela expressa a auséncia de
fluxo magnético através de uma superficie fechada, entdo a forma
diferencial fica:

a qual expressa matemdticamente o fato de que até hoje nio se
constatou a existéncia de monopolos magnéticos na natureza.

Para obter a 3* equagdo, usaremos o teorema de Stokes e
assumiremos que as varidveis temporal e espacial dos campos S30
independentes.
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Parte-se da lei de Faraday na forma integral, onde o fluxo
magnético ®y através de uma superficie aberta é

g = [[B.das .
s

Assim :

«‘-’f’l%’ﬁ

[[95 s --2ffa-nas--]

s 5

onde a Gltima igualdade expressa a independéncia entre a
varidvel tempo e as varidveis espaciais.

Compare o lado esquerdo com a dltima igualdade da direita . Como
as integrais de superficie sdo iguais, entdc os integrandos
também sdo iguais, isto é :

VxE= -

F[8

ou seja o campo elétrico E serd um campo de vértice desde que 0s
campos de -inducgdo magnética B variem com o tempo.

O procedimento para deduzir a 42 e dltima equagcdo de Maxwell é
anadlogo. Parte-se da Lei de Ampére-Maxwell, onde o fluxo
elétrico @y através de uma superficie aberta , €

= I[E = 0 ds e a corrente elétrica i , &€ i = I[j « I dS .

Assim:

5

Hﬁxﬁ-ﬁﬁs=%jj-ﬁds+% EJ . @
: ; ot

Como todas integrais acima sao integrais de superficie, entao
esta igualdade se mantém para seus integrandos, isto &,

VxB= y&§~+;5g3§§ 3

Concluimos a deducdo das equagdes de Maxwell , e com 1isso
finalizamos a apresentacdo dos contetdos da area 1 de nossa
disciplina.
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MATEMATICA APLICADA [[—AREA |
7% (¢ dltima) Lista
Integragio Vetorial: Q Teorema de Stokes
[ ] Dar o significado fisico do Teorema de Stokes contemplando os conceitos de trabalho e de circulacio.
{2] Dado F:‘hr { +xj+2zk encontre a maneira mais simples da calcular o fluxo do ror E(zC'x F‘]

4
- . . 2 2 -
através do hemisfério x*+ y* + 72 = 4%, z2>0. R:-3ra

—_—

[3] Use o Teorema de Stokes para calcular ¢ trabalho : /P !

realizado pelo campo de forgas

Fai®Ts 4x°7 +y'xk ao longo da curva C que

)

limita o retingulo no plano z= y, dado pelo grifico

ao lado.

-\

R: 90 " ‘ .

(4] Calcule a circulagdo do campo de velocidade v = 37 { +4xj+2yk ao longo da curva C que limita o
paraboldide ;=4 - x*_y? >0, R:l6rx
[5] “O Teorema de Stokes & uma cxtcnsao do Teorema de Green para 3 - D, envolvendo superficie S e suas

curvas limites C no lugar de regides planas R limitadas porcurvas C."

Mostre que se F(x, y)= fxy) T +g(x.y) 7, entio §fd.r +gdy= H(— ~ L) da

Que € o Teorema de Green do Cilculo II.

(6] Use o Teorema de Stokes para mostrar que: ‘

. - an Fe —_ - -+
[a] Se r= i +yj+zk,entio §r-dr=0
(o2

[b] §6¢-d:—=0

[7] Use o Teorema da Divergéncia e 0 Teorema de Stokes para obter a forma diferencial das equagdes de

Maxwell (consulte a tabela de equagdes de Maxwell do Halliday.)



