Lista 2 — Prof. Diego Marcon

Meétodos III — Analise Complexa — Variavel Complexa I

25 de Abril de 2017

Lista de exercicios referente ao restante da primeira area:
e Integracao Complexa

¢ Independéncia do caminho

Teorema Integral de Cauchy e Formula Integral de Cauchy

e Consequéncias e aplicagoes do TIC e FIC

Classificacao de singularidades isoladas

1 Exercicios do livro do Marcio Soares

e Capitulo 5: todos, exceto 20 e 21.

e Capitulo 6: do 1 até o 5 e 8 (somente a ordem do polo), 10 (calcule utilizando a Férmula
Integral de Cauchy, nao precisa saber o que sao residuos).

2 Exercicios do livro do Stein e Shakarchi - Capitulo 1

e Pagina 64: 1, 2, 3, 4, 6, 7. Adicionais: 11, 12, 13.

3 Mais exercicios

Questao 1. Calcule as integrais ao longo das curvas indicadas utilizando a parametrizacdo dada
ou qualquer outra parametrizacao que venha a ser mais util:

a. / (2 + 3) dz, ao longo de C descrita parametricamente por z =2t e y =4t — 1, onde 1 < ¢ < 3;
c

b. / (2Z + z) dz, ao longo de C descrita parametricamente por z = —t ey = t*+2, onde 0 < t < 2;
c

c. / (%) dz, ao longo de C descrita parametricamente por z(t) = t +it*, onde 0 < t < 1;
c

d. / (2")dz, ao longo do circulo de raio R centrado na origem;
c

z+1 . . . o . ; )
e. / dz, ao longo do semicirculo de raio 1 orientado positivamente e ligando z =i e z = —i;
C z

1
f. / |z|> dz, ao longo da curva C descrita parametricamente por z = t* e y = T onde 1 <t <2;
c



g. / e®dz, ao longo da curva C que é a poligonal formada pela reta ligando z =0 e z = 2, e pela
c

reta ligando z =2 e z = 1 4 im.

Questao 2. Se 7 denota o triangulo que liga os pontos z = 0, z = 1 e z = 1+ i orientado
positivamente, calcule as integrais abaixo:

a. /:L'dz;
T

b. /22 dz;
T

c. /52 dz;
T

d. /T (Im 2)? da.

Questao 3. Ache uma estimativa para o valor absoluto das integrais abaixo ao longo da curva
indicada:

e’ ) ) . .
a. / pEa dz, onde C' € um circulo de raio 5 centrado na origem:;
c <

1
b. / 7o dz, onde C é a metade direita do circulo centrado na origem e que liga os pontos
c R°— 4l

z = —6i € z = 6¢ , orientado positivamente;

c. / (2® +5) dz, onde C € a reta que liga os pontos z =0 € z = 1 + .
c

Questao 4. Use a Formula Integral de Cauchy para calcular as integrais abaixo:

a./ 22 dz onde C é o circulo |z — 2i| = 4;
c?*+9

o)

2 _4z44
/ ﬂdz onde C é o circulo |z| = 2;
C Z+1

1
c. / 42;, dz onde C € o circulo |z| = 1;
o 24+ 2023

e

3

3 1 1

/ (274_)2 dz onde v € curva composta pela unido dos circulos |z| = 3¢ |z — ] = 3 sendo
c #z—1

que o primeiro esta orientado negativamente e o segundo esta orientado positivamente (essa
€ uma espécie de figura oito);

10
e. / cos(z) dz onde C € o circulo |z| = —;
c3z— 11
22
f. / — — dz onde C € o circulo |z —i| = 2;
C z +4

z
. ———d de C € ircul =2;
g /0(9—22)(z+i) z onde C € o circulo |z|

2z
h. / e—4dz onde C € o circulo |z| = 1.
c <



Questao 5. Calcule as integrais abaixo:

27
a. / e cos (0 + sen 6) db;
0
b. / sen(z?) da;
0

C./ cos(z?) da;
0

Questao 6. Sendo f uma funcao inteira que satisfaz I'm(f(z)) > 0 para todo z € C, mostre que
f(z) é constante.

Questao 7. Sendo f uma funcao inteira que satisfaz Re(f(z)) > 0 para todo z € C, mostre que
f(2) é constante.

Questao 8. Sendo f uma funcao inteira que satisfaz |f(z)| > 1 para todo z € C, mostre que f(z) é
constante.

Questao 9. Obtenha a expansao em série de Taylor de cada uma das fungdes abaixo na regiao
indicada:

a. f(z) =¢€® para |z — 1| < oc;

b. f(z) = %H) para |z| < V3;
c. f(z)= lflz para |z —i| < V/2;
d. f(z) =cos(z) para |z — /2| < oo (Dica: cos(z) = —sen(z — 7/2));

e. f(z) = cosh(z) para |z| < co.

Questao 10. Obtenha a expansao em série de Laurent de cada uma das funcdes abaixo na regiao
indicada:

a. f(z) =e'/* para 0 < |z| < oo;

1
b. f(z):mpara0<|z—i|<oo;
1 1
c. f(z)2271—272para1<|z\<2;

d. f(z) = 2*senz para 0 < |z| < o0;

eZ
e. f(Z)m para 0 < |z + 1] < oc;

z+1
. para 1 < |z] < oo.

£ f(2)

Questao 11. Obtenha duas expansoes em série de Laurent de f(z) = , indicando a regido

o
22(1—2z)

de validade de cada uma delas.



1

Questao 12. Obtenha duas expansdes em série de Laurent de f(z) = ————~, indicando a regiao

C2(14 22)
de validade de cada uma delas.

Questao 13. Classifique o tipo de singularidades isoladas de cada uma das funcdes que apare-

cem nas questoes 10, 11 e 12.

Questao 14. Para cada uma das fungdes abaixo, verifique que a singularidade isolada é removivel.

2z _ 1
a. f(z) =S —
23 — 422
b. f(Z) = ml
c. f(z) = sen(4zg - 4z;

z

d. f(z) = zcos(1/z).

Questao 15. Determine quem sao os zeros de cada uma das fungdes e a respectiva ordem:

CfR)=(z—i+2)%
b. f(z) = 2* + 2%
c. f(z) = sen’(2);
d. f(z) =ze® —z;
e. f(z) =z —sen(z);
f. f(2) = 2(1 — cos?(2));
g flz)=1-eC""

Questao 16. Determine os po6los de cada uma das funcgoes e a respectiva ordem:

a. f(z) =tan(z);

b. f(2) = 5

c. f(z)=5- g;

d. f(z) = 622; L.

e, (o) - ) ;6005(22);
£ f(z)= Hlez;

g 1) =

Questao 17. Calcule as integrais abaixo:



o

1
. / 2% sen () dz onde C € o circulo |z| = 1 orientado positivamente;
C z

b. / e* dz onde C é o circulo |z| = 1 orientado positivamente;
c

1
c. / T dz onde C € o circulo |z — 2| = 1 orientado positivamente;
oA
5z — 2 . ) . .
. ———dz onde C é o circulo |z — 2| = 1 orientado positivamente;
cz(z—1)
< 1
. — dx;
© /,oo w1

e 1
f. / ————dz, comn €N;
—oo (T4 22)"

o
g. / C(;S(a$> dz, onde a,b > 0;
oo T2+ b2

4 Exercicio adicional

O objetivo deste exercicio € comparar o Teorema visto em aula:

Teorema 1. Seja f : 2 — C continua, onde () é aberto e conexo. Entdo as seguintes afirmagées sao
equivalentes:

(i) f possuium primitiva;

(i) / f(z)dz = 0 para qualquer caminho fechado simples (nem precisa ser simples);
c

(#i1) /C f(z) dz é independente do caminho C, depende apenas dos pontos inicial e final.
No caso de f possuir uma primitiva, podemos calcular

/Cf(z)dz:F(B) ~F(A). )
com o seu equivalente no Calculo Vetorial de duas (ou mais) variaveis.

A integral de linha de um campo de vetores f : R? - R? é definida como: para C' uma curva
parametrizada por 7(¢), para t € [a,b], definimos (o ponto denota o produto escalar)

/Cf- ar /ab F(F@) -7 (t)dt.

Escrevendo explicitamente,

/cf~ dr = /ab (/120 9(0) ') + f2 (), ()5’ @) dt.

Outra forma ainda seria

/Cf-dF: /abfldx—i-fgdy.



Quando a curva C é fechada, também escrevemos
j{ fear. [ intuitivamente d7’ = 7 (t) dt}
c

Interpretacao como o trabalho realizado por uma forca

O trabalho realizado por uma forca constante f no deslocamento de um corpo ao longo de um
segmento de reta parametrizado por d é

W =|flllld]|cos® = f-d, onde 6= angulo entre f e d.

Se pensamos no movimento ao longo de uma curva parametrizada por 7(¢), a poténcia instantanea
(ou taxa do trablaho) realizada por uma forca niao necessariamente constante é calculada na

direcao do tangente como f(#(t)) - 7(t) e o trabalho:

W:/abf(m)).f*(t)dt:/cf-df.

Campos conservativos e a independéncia do caminho

Em geral, a integral de linha pode depender do caminho que liga dois pontos (e nao simples-
mente dos extremos da curva).

Exercicio 1. Consideramos duas curvas
Cr={rn@) =(t1), te(0,1]}
Cy = {FQ(t) = (tth)a te (07 1}}
e o campo vetorial f(z,y) = (0,zy). Calcule as integrais e veja que sao diferentes.

A dependéncia do caminho do exemplo acima nunca ocorreria em um campo conservativo.

Teorema 2. Suponhamos que f é um campo cujas componentes e suas derivadas parciais sao
continuas. Entdao sao equivalentes:

(7) féum campo conservativo, isto é, f= 6(;7 para alguma _func¢ao potencial ¢ : R? — R;

) }g f(z,y) - dF = 0 para qualquer caminho_fechado;
c

(#i1) / flz,y) - d7 é independente do caminho C, depende apenas dos pontos inicial e _final.
c

No caso de f possuir uma primitiva, podemos calcular
/de:go(B)—go(A). 2)
c

Exercicio 2. Imitar o raciocinio visto em aula, na prova do Teorema 1, para provar este teorema.
Vocé precisara da regra da cadeia do Calculo Vetorial:

< (o(11)) = Vo(rn) - 71



