Lista 3 — Prof. Diego Marcon

Métodos Aplicados de Matematica I
29 de Maio de 2017

Lista de exercicios referente ao restante da primeira area da nossa disciplina:

2

E possivel que alguns exercicios sejam muito parecidos ou repetidos com os do Zill.

Questao 1. Escolher alguns dos problemas da Secao 8.2 do livro do Zill e fazer a analise dos

Equacodes lineares de ordem mais alta
Sistemas lineares — teoria geral

Sistemas lineares — método dos operadores
Equacdes lineares — método matricial
Plano de fase ou espaco de fase

Equacodes lineares nao homogéneos

Exponencial de matrizes

Exercicios do livro do Zill

Secao 4.9: 1,3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 24, 25.
Secao 8.1: todos os impares.

Secao 8.2: impares do 1 ao 49.

Secao 8.3: todos os impares.

Secao 8.4: todos os impares.

Mais exercicios

espacos de fase em pelo menos um exemplo de cada uma das situagoes:

Quais sao todos os possiveis retratos de fase em um sistema linear de primeira ordem com coefi-
cientes constantes em dimensio 3? Isto é, sistemas da forma 7’ = A% com 7 : R — R>.

Questao 2. No que segue, determine a solucéo geral de cada um dos sistemas de EDO

(@)

raizes reais distintas,
raiz dupla,

raizes complexas.

o —dr oy =17
¥+z+y =0 "



:Z;Il+ /:75
(b) / /y_ g 5
T4y =—x+4y

¥ =—z+z
(© y+y==z ;
!

zZ=—x+y

[d){ : ;

Questao 3. No que segue, determine a solucido de cada um dos problemas de valor inicial

SR
|
8w

() = Ax(t),  2(0)= [ Z }

bem como o comportamento da solucao quando ¢ — oo (fazer esbogo do plano de fase).

(a)A::_Ol (1) e 0= !]
(b)A::_O2 (2) e x(@):_}_
(c)A::_ll i e w(0)=|2
(d)A::_O4 O e x(O):[_Ol}.

Questao 4. No que segue, determine a solucdo de cada um dos problemas de valor inicial

C

Z'(t) = Az(t),  x(0) = [ b ]

bem como o comportamento da solucao quando t — o (fazer esboco do espaco de fase).

[ -1 0 0 1
@A=| 0 1 2 e z(0)=1|0].
0 0 -2 0
[1 0 0 ] [ -1
b A=|0 3 -2 e z0)=]| 0 |.
0 -2 3 | 0
- 6 01 -
() A=|1 0 1 e z(0)=|1].
11 1 0 | i
1 0 0] [ 1
@ A=1]2 3 1 e z(00=| 0 |.
0 2 4 !
[ -1 0 o0 0
e A= 0 0 1 e z(0)=] 1
| 0 -1 0 -1



3 Retirados de Lista do Professor Eduardo Brietzke
1. Resolva as seguintes equacoes de ordem superior:
(a) y(4)_3y///+2y//20 (b) y///_5y//+8y/_4y:0

(C) y(4)_2y///+2y/_y:0 (d) y/”—y:O

2. Resolva as seguintes equacoes de ordem superior:

@ y* —-5y"+4y=0 (b) y@ —2y" +2y" =0
(€) y"+y=0 @ y"-3y"+3y —y=0
(e y@ 16y =0 ® y+16y=0

@ v +2¢y"+y=0 () y“+y=0

Resolva os seguintes sistemas de EDOL pelo método dos operdores e, quando possivel, também

I fe ' =4z +5
3 ) v = 4z — by 4 / Y
y/:$+2y y:—4x—4y
por substituicao:
" ’ ' =—-2x+2
5. . + y B 21‘ 6 1 y
¥ +y =3z + 3y Yy’ =2z -5y

Resolva os seguintes sistemas de EDOLNH pelo método dos operdores e, quando possivel, também
por substituicao:

-2y =2t 8 " + 8y =4
"\ —ety +y=0 | oty =3¢
2 — 3y =12t 4o’ +4' =22/ =0
Y 10.{ -2 +7 =1
"+ y" = 9cosdt % — 42 = —16

11. Para que valores de a o limite de todas as solugoes do sistema € 0 quando ¢t — oo (assintoti-
camente estavel)?
{ 2 =2z +ay

y = 3r — 4y

12. Considere oscilacoes livres nao amortecidas (sem forca externa e sem atrito) no sistema
da figura abaixo, consistindo de duas massas unitarias, presas por molas com constantes de
elasticidade, respectivamente, 3 e 2. O objetivo do exercicio é determinar as freqiiéncias naturais
de oscilacao do sistema.
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'F.Ijlﬂ' ?*3324

(a) Deduza que os deslocamentos x; e zo2 das massas a partir de suas posicoes de equilibrio
satisfazem o sistema de duas EDO’s de 2% ordem

{ 17’1' =—-5x1+2x

xh =211 — 219

(b) Isole z» em uma das equacoes e substitua na outra. Obtenha a equacéao
e 472 +62,=0
e encontre a solucao geral desta ultima equacao.

(c) Usando o resultado do item (b) obtenha a solucao geral do sistema do item (a).

(d) Obtenha a solugao do sistema do item (a) com as condic¢des iniciais

(f) Analisando as respostas encontradas nos itens (d) e (e), encontre as freqiiéncias naturais do
sistema.

13. Para um indutor L = 5 henry, uma re-
sisténcia R = 4(2, um capacitor C' = 0.05 faraday
e uma fonte E(t) = 17sent. Deduza que as inten-
sidades de corrente I, I, satisfazem o sistema
de duas EDO’s

5[{ + 417 — 415 = 17sent
—4I1 4+ 4I5 4+ 201, = 0

Determine I;(t) e I»(t), sabendo que I,(0) = )
L,(0) =0



14. Para um indutor L; = 1 henry, Ls = 5
henry, um capacitor C; = 4/5 faraday C; = 1/10
faraday e uma fonte E(t) = 20 volt . Deduza
que as cargas eletricas Q1(t), Q2(t) satisfazem o
sistema de duas EDO’s

1+ Z(Ql —@Q2) =20
5Q +10Qz + 2(Qz — Q1) = 0

Determine Q;(t) e Q2(t). Iig)

15. Inicialmente o tanque A como na figura contém 90 litros de uma solucao de 10 gr/! e o tanque
B contém agua 90 litros de agua pura. No instante ¢, = 0, agua pura entra no tanque A a razao
de 8!/h e a mistura sai do tanque para o tanque B a uma razdo de 9!/h, e receve a mistura do
tanque B a uma razao de 1//h. Sabendo que a mistura do tanque B sai para fora do sistema a
uma razao de 81/h.

| [
— - ~—
(a) Deduza as EDO’s que representam z(t) a quanti- A B
dade de sal no tanque A no instante ¢ e y(¢) a quan-
tidade de sal no recipiente B no instante ¢. e ’—‘/' *F

(b) Determine xz(t).

16. Considere oscilac¢oes livres nao amortecidas no sistema da figura abaixo, consistindo de 3
massas iguais a m, presas por molas iguais. O objetivo do exercicio é determinar as frequéncias
naturais de oscilacao do sistema.

k k k k

. O.0 NeNe) N OX®)

Fxqd —xo— F—x3—

(a) Deduza que os deslocamentos z;, 2 € r3 das massas a partir de suas posicoes de equilibrio
satisfazem

mal = -2kxy + ko
mahy = kxy — 2kxo + kas
maly = kxo —2kaxs

(b) Supondo as unidades escolhidas de tal forma que as constantes tenham os valores m = 1
e k = 1, procedendo como nos exercicios anteriores mostre que o sistema possui 3 freqiiéncias

V2 :\/2+ﬁe _ V22
2T 2T )

ﬁ’ﬁ /3

naturais: f; =

5



Resolva pelo método matricial (dos autovalores e autovetores). Descreva o comportamento das
solucdes quando t — +oo. Verifique se a solugao #(t) = (x1(t),xz2(t)) = (0,0) € ponto de equilibrio
estavel ou instavel, verificando se € sela, noé, foco (espiral) ou centro. Faca um esboco da familia
das solucoes:

x) =3z, — 22
17.4 T 18.
Ty = 271 — 239

=T 72$2

8
o
\

Ty = 31 — 4x2

$1:$1+ZL‘2

/

Ty = 321 — 229

19 T =2z — 19 20
. . Ty =4z — 229

= —x; —4x rh =2x; — 5z
21.{ ! P 22.{ LT ot

Th = T — Ty Ty = T1— 273
x) =4z, — 3z ] = 3wy + 6z
23. 1 T 24 TP PR
Ty = 821 — 622 Ty = —T1 — 229
= a1 —22 xy =3w — 2z
25.{ ) ! 2 26.{ "l 1 272
Ty = —5T1 — T2 rh =4x — 19

3.1 Respostas
1. (a) Yy = Cie®” + 02623: +C3+Cyx

(b) y = Cie” + Cre®® + Cy e

(€) y=Cie” + Cyze” + Cya?e” + Che™”
(d) y=Cie” + Oge*m/2 cos <\g§x> 4 036793/2 sen <\Q§I>

2.(a) Yy = Cie® + Coe™™ + C’362z + C4€72z

(b) y=C1+ Cox+ Cse” cosx + Cye” senx
(€) y=Cre ™+ Che? cos<$\2/§> + Cye? Sen<x\2/§>

(d) y=(C1 + Coz + C32?)e”
(€) y=Cie 2 4+ Cre*® + C3co82x + Cysen 2z
® yv= V2 (01 cos(xV2) + Cy sen(xﬂ)) V2 (Cs cos(zV2) + Cy sen(x\/i))

(8 y=Cicosx+ Cosenx + Csxcosz + Cyxsenx



&
>

2 2
o cos(%x) + C’4e*§$ sen(£ )

(h) y= C’legm cos(—x) + Cgeggj sen(—uz) + Cse™ 5 %

2 2
1
3. z(t) = e (Cysen2t + Cycos2t), y(t) = E et ((Cl + 2C5) sen 2t + (Cy — 2C4) cos Qt)
2 4 2 4
4. z(t) = Cysen2t+ Cocos2t, y(t) = (5 Cq — £ Cg) cos 2t — (g Cy + £ C’l) sen 2t

5. z(t) = Cre "+ Coe® + 03¢, y(t) = —Cret — Coe® — %C’gem

6. z(t) = Crsent+ Cycost + Cssen V6t + Cy cos V6t

1 1
y(t) = 501 sent + 502 cost — 2C5 sen V6t — 20, cos V6t
t ot 3 t o 1
7. z(t) =Cie’ + Ce™ " — 3~ t, y(t)=-Cre" — Cae™ =" — 3~ t

24
8. u(t) = C1e* + Cye tsen /3t + Cze ! cos V3t + 7et,

I B e ST A — 1 La) et
y(t) = 5 76 2Cle + (402 4\/303)6 sen V3t + (4\/302 + 403)6 cos V3t
3 1
9. z(t) = 5 icosSt+ Cit+Cs, y(t) = —5 icosSt+ Cst + Cy,

10. z(t) =2t +Cy, yt)=2t+Cs 2(t) =5t+C;s

8
11. a< —2
“=73

12.(b) z2(t) = Cicost + Cysent + Cs cos(t\/é) +Cy sen(t\/é)

(€) 21(t) = éCl cost + %CQ sent — 205 cos(tv/6) — 20, sen(tV/6)
To(t) = Cy cost + Cysent + Cs cos(tv/6) + Cy sen(tv/6)

(d) z1(t) = cost, xo(t) = 2cost.

(e) z1(t) = —2cos(tV6), 25(t) = cos(tV6).

(f) As frequéncias naturais do sistema sao f; = % e fo= 2—\/5 .

34 1 —11
13. z(t) = —Be_t - 36_475 + 2sent — Tcost
I e P |
y(t) = 30¢ + 5¢ + Esent + —Ocost

1 V1
14. Qq(t) =18+ Cysent + Coycost + Cssen gt + C4 cos Tot



1 1 val V1
Q2(t) =2+ gCl sent + gCgcost—Cgsen Tot— Cy cos Tot

15. x(t) = 450 75" + 450¢ 15

17. #(t) = Cre '(1,2) + Coe®(2,1) Sela.

18. #(t) = Cre (1,1) + Coe™?%(2,3) No estavel (é assitoticamente estavel).
19. #(t) = Cre'(1,1) + Cae (1, 3) Sela.

20. Z(t) = Cre 34 (1, —4) 4+ Cre®(1,1) Sela.

21. #(t) = Cre *(2cos2t,sen 2t) + Coe~ ' (—2sen 2t, cos 2t) Foco (espiral) estavel.

22. #(t) = Ci(5cost,2cost + sent) + Ca(5sent, —cost + 2sent) Centro (€ estavel mas nao assi-
toticamente estavel).

23. F(t) = C1(3,4) + Coe ?!(1,2) E estavel mas ndo assitoticamente estavel.

24. F(t) = C1(—2,1) + Cae’(-3,1) Nao é estavel.

25. #(t) = C1(—2cos3t,cos 3t + 3sen3t) + Ca2(—2sen 3¢, sen 3t — 3 cos 3t) Centro

26. i(t) = Cre'(cos2t,cos 2t + sen 2t) + Coe’(sen 2t, — cos 2t + sen 2t) Foco (espiral) instavel.



