Lista 4 — Prof. Diego Marcon

Métodos Aplicados de Matematica I
26 de Junho de 2017

Lista de exercicios referente ao restante da primeira area da nossa disciplina:
e Exponencial de matrizes
e Transformadas de Laplace
e Deslocamentosem s et
e Funcoes de Heaviside e § de Dirac
e Método operacional na resolucao de EDO’s
¢ Modelagem e sistemas

e Coeficientes nao constantes

1 Exercicios do livro do Zill

e Secao 7.1: 1, 3, 5,9, 11, 13, 15, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 33, 35, 37, 39, 49, 53, 55.
e Secao 7.2: 1, 3, 5,9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 43.

e Secao 7.3: 1, 3, 5,9, 11, 15, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 37, 41, 43, 45, 49, 50, 51, 52, 53, 54,
55, 57, 59, 61, 67, 69.

e Secao 7.4: 1, 3,5,7,9, 11, 13, 19, 21, 25, 27, 31, 33, 37, 39, 41, 49, 50, 51, 52, 53.
e Secao 7.5: todos os impares.

e Secao 7.6: 1, 3,5,7,9, 11, 13, 15, 19.
2 Mais 1
E possivel que alguns exercicios sejam muito parecidos ou repetidos com os do Zill.

Exercicio 2.1. Use a propriedade de linearidade e a tabela para encontrar a Transformada de
Laplace das seguintes funcoes (a, b, w € 6 sdo constantes):

() 3t +4 (€) (senh(at))’

(b) t* +at+b

(©) (a+ bt)? () cos®t (Sugestﬁo: utilize a férmula trigono-
(d) cos(wt +0) meétrica cos’t = H%OS(%))



Exercicio 2.2. Vimos que a transformada de Laplace £ é um operador linear. Explique o que isto
significa. Por que esta propriedade é importante?

Exercicio 2.3. Utilizando que a transformada de Laplace £ é linear, prove que a transformada
inversa £~! também é um operador linear. Em outras palavras, justifique que é valida a igualdade:

L7 aF(s)+bG(s)} = aL™{F(s)}+bL " {G(s)}, para quaisquer a,b constantes e F,G funcées de s.

Exercicio 2.4. Use a tabela para encontrar a Transformada Inversa das fungoes F'(s) abaixo:

5 1
@ s+3 ® st
b) 1
5 . ar S
52 4+ 25 Z -
s © s2+1
(0 212
h) <+ b + < (a,b e c constantes)
(d) 6s s $2 $3 )
s2 —16
s—4 . wcosf ssenf
(e) i (i) pprr e (w e 0 constantes)

Exercicio 2.5. Justifique que a funcao f(t) = e!” nao possui uma transformada de Laplace.

RESPOSTAS.
k
la. —(1—e“
a Ba—e)
k
1b. *6_05(1 e_bs)
s
k 1
le. —— (Cecs + 7(6%5 - 1)>
s\s s
3 4
2a. *2+*
s s
2 a b
2b. — +—< + -
53 + 52 + s
a?  2ab  2b?
2c. — + —& + —
¢ s + 52 53
od. scosf —wsend
52 4+ w?
1 s 1
2e. - ——= — -
¢ 2(524a2 s)
3 Mais 2

1 S
2f, — 4+ ——
2s + 252 + 8
5a. 5e 3
5b. senéf)t)

5c. cos (t\/ﬁ)

5d. 6 cosh(4t)

5e. cos(2t) — 2sen(2t)
5f. t3/6

5g. cost —sent

2

t
5h. a+bt+c§

5i. sen(wt + 6)

Exercicio 3.1. Use o método da transformada de Laplace para resolver os seguintes problemas

de valor inicial:

(a) {

y'+2 +y=e",

y(0) = —1,4/(0) = 1.

(b) {

y' 4+ Ty + 12y = 213,
y(0) = 3,5 e y'(0) = —10.

y" + 2y = 2cos(t),
y(0) = 3,¢'(0) = 4.

(c) {

Exercicio 3.2. Utilize o Teorema de Deslocamento no Eixo s para encontrar a transformada de

Laplace de:



(a) 2> (c) e* cosh(5t)

(b) e 2" sen 4t (d) e (3cos(6t) — 5sen(6t))

Exercicio 3.3. Encontre a transformada inversa das fungoes F(s) abaixo:

nm 6s — 4
ad) ————— 5 - -
@) o © i

s 4s 4+ 12
b) ———— 2

(s+3)2+1 @ 52 4+ 8s+ 16

Exercicio 3.4. Justifique que:

2 +2 2 2 2
(@) L{coshat)sen(a)} = 2520 (©) Lisenh(at)sen(an)} = <
_a(s* —2a?)
(b) L{senh(at) cos(at)} = S

A partir destas, mostre que

-1 { S4—|—l4a4} = é [ cosh(at) sen(at) — senh(at) cos(at)].

Sugestao: Para mostrar (a), (b) e (c), utilize que

eat + e—at eat _ e—at

cosh(at) = 5 e senh(at) = 5

Exercicio 3.5. Usando a transformada da integral, calcule f(t), sabendo que L(f) é igual a:

10 1
(© st + 52

@ (b)

53 —bHs 53 — ms?

Exercicio 3.6. Denotamos por u a funcao de Heaviside (func¢ao degrau unitario). Esboce o grafico
das funcoes:

(@ u(t—1)+2u(t —3) — 6u(t —4)
d) (t—3)u(t—2) — (t —2)u(t —3)
(c) 2t u(t—2)

Exercicio 3.7. Represente as seguintes funcgoes (analiticamente) em termos da funcao de Heavi-
side. Em seguida, calcule sua transformada de Laplace:

fa) L f(n) I () fi0 T S —
! 1
[ 1 ekt —
1 | 1
. 3F---— | :
2 — LE - - - -— periddica o
| : i 2F - 1 1 :
: ; : k A r-- 1 ' | 1 ;
1 | | e 1 1 1p—i |
' 0 y “t ' ' 1 | B
) : : I ! —
0 T A S| : 0 a 2a 3a t 01 2 3 4 5 t

Exercicio 3.8. Utilizando o exercicio anterior e o Teorema de Deslocamento no Eixo ¢, encontre
a transformada de Laplace de:



(&) f) O —_
! 1
A |z mes & —_—
1 1 1
= Rt — !
periddica T T
2]- - - - -] 1 1 :
kF - - - p—— - - 1} 1 ' | 1 ,
: T th-—
. 1 1 ' 1 '
| . I L L L .
0 a 2a 3a t 0 1 2 3 4 5 & t

Exercicio 3.9. Utilize o Exercicio 3.7 e a transformada da derivada para obter as transformadas
de:

(a) (1) (o) o4

2nf---

0 & 1 AT I 7 O A T T

Exercicio 3.10. Encontre g(¢) e faca um esbogo de seu grafico, sendo L£{g(¢)} igual a:

26—25 _ 2645 e~ TS

- - d ——
@ s @ $24+25+2

e as e 5 + 6—25 _ 36—38 + 66—65
®) — (e) 2

S

se~ TS

© 2 v

Exercicio 3.11. Faca o grafico das seguintes fungoes e encontre suas transformadas de Laplace:
(@ (t—mu(t—m)
(b) t u(t—2)
(c) (sent)u(t —m)

Exercicio 3.12 (Existéncia da transformada de Laplace). No Exercicio 6 da Lista 1, vimos que
nem toda funcao f(t) definida para ¢ > 0 possui uma transformada de Laplace £(f). Mostre que
se f:[0,+00) = R € integravel e tem crescimento de ordem exponencial da forma

[F(t)] < MM,

entdo a transformada de Laplace £(f) existe para todo s € (0, +oc0).
Sugestao: Utilize a definicdo de £ e mostre que e ' f(t) é integravel com respeito a variavel t,
quando f é integravel e s > k.

RESPOSTAS
1 o3t pe—dt 3t
2a. y(t) =t =t> -1 _c e
a. y(t) e<2 ) 2c. y(t) 5 T—5 1+
3 2
2b. y(t) =tsent + 3cost+ 4dsent a. (s —3)



4
s2+4s+20
s—4
s2—-85—9
35 —24
s2 +4s+40

3b.
3c.

3d.

4a. e **sen(nnt)

4b. e % (cost — 3sent)

4c. €*'(6cos(4t) + 2sen(4t))
4d. 4e (1 —1)

6a. cosh (t\/g) -1

e —wt—1

Encontre a transformada inversa das func¢oes abaixo, utlizando o método que achar mais conve-

6b. 10 -
6c. t —sent

2
8a. = (1 —¢e7 ™

a. 2(1-e)

1 —s —2s —3s
8b. g(e 27" 4 e7°%)
8c. E 1

s l1l4eas

1 1

d. --
8 s 1—e*®
4 Mais 3
niente /facil.
3s+7

F(s)= "1

(@) F(s) s2—-25—3
1

(b) F(s) = Goop
3s+1

F =

© Fs) =
s+ 12
F(s)= 22,
@ F(s) 52 +4s
s—3
F = .
© F(s) s2—1
3s
M F(s) = 52425 —8°
RESPOSTAS

(@) f(t) =43 —e!

9a. ——

9b.

2 —7s
10a. *2(1 — € )

10b. — — —(675 — 26728 + 6735)
1la. 2(u(t —2) —u(t —4))

11b. (t —a)u(t —a)

11c. cos (2(t —m))(t — )

11d. e~ sen(t — m)u(t — )

1le. (t— Du(t — 1)+ (t — 2)u(t — 2) — 3(t — 3)u(t —

3) + 6(t — 6)u(t — 6)

12a.

1 2
12b 6725 <2 —+ >
S S

12c. — ¢

352 —25s—1
@ F(s)= Go3)+ 1)
1
2 6
() F(s) = %
) 253 + 1052 + 85 + 40
0 Fls) == Zzéziﬁ
252 — 4
W Fe) = -6 -9)
M) F(s) = !

(s24+4)(s2+1)"



[b) f( ) t2 2t

(¢) f(t) =2e" —2cost +sent

@ f(t)=3—2e7"

(€) f(t) =cosht— 3senht

® f(t) =2e"" + e

(@ f(t) =2e 4 cost +sent

() 7)== | cos(3r) — 5 sen(31)

M f(t)=e"(1—t—1t)

. 10 8 40
G) f(t) =2cos(3t) + 3 sen(3t) + 9 [1— cos(3t)] + 77 [3t — sen(3t)]

1 4 7
Kk R .o L.
& f(t) 66 36 + 26

m f@) = E sent — %sen(%)

5 Mais 4

Exercicio 5.1. Um capacitor de capacitancia C' é carregado até que seu potencial seja vy. Em
t = 0, a chave do circuito da Figura 1 abaixo é fechada e o capacitor comeca a descarregar através
do resistor de resisténcia R. Use o método da transformada de Laplace para encontrar a carga
¢(t) no capacitor.

Exercicio 5.2. Dado o circuito LC da Figura 2, encontre a corrente i(¢) e faca seu grafico, as-
sumindo L = 1 henry, C = 1 farad, corrente inicial nula, carga inicial no capacitor nula e
v(t) = u(t) — u(t — a).

c== .T::; R SHE = R 2 %
_g‘f)_‘ _U[.[”Q_r \I_ﬂ (\_[
vit)
Figura 1: Exercicio 5.1 Figura 2: Exercicio 5.2

Figura 3: Exercicio 5.3

Exercicio 5.3. Dado o circuito RLC da Figura 3 acima, encontre a corrente i(¢), assumindo que
a corrente e a carga iniciais sejam nulaseque R=2Q, L=1H,C=1/2F e

1, sete(0,2)
“(t)_{o, set>2

Exercicio 5.4. Dada a equagao do movimento de um oscilador harménico simples (OHS)
_ky(t) - 5y/(t) + fcxt = my//(t), (1)

calcule a resposta y(t) deste oscilador sujeito a forcas externas f..; do tipo dado abaixo. Considere
m=1,k=2,8=3,y0)=0ey (0)=0.



@ folt :{ L setelL2 (b) fuelt) = 3t — 1)

0, caso contrario

Exercicio 5.5. Considere um OHS nao amortecido, isto €, 5 = 0 na equacao diferencial associada
(1). Suponha que este oscilador esta sujeito a uma forca externa dada por fe, = Fjsen ( k/ mt).

(a) Use o método da transformada de Laplace para calcular as oscilacées forcadas y(t), sabendo
que y(0) =0 e y'(0) = 0.

(b) Como se comporta o grafico destas oscilagées? Que fenéomeno fisico vocé identifica?
RESPOSTAS

1. ¢(t) = Crpe ¥/ EC

2. i(t) =sent — sen(t — a)u(t — a)

3. i(t) = e 'sent — u(t — 2)e* 'sen(t — 2)

—

da. y(t) = = [1— 2" "+ 2 ]u(t — 1) [1—2e" 4%

2
4b. y(t) = [e"" — > Ju(t — 1)

5. @[sen( k/mt) — \/k/mt cos(\/k/mt)]

2k
6 Mais 5
Exercicio 6.1. Encontre por integracio:
(@ 1x1 (c) 1 x cos(wt)
(b) t=* et (d) eft 4 o=kt

Exercicio 6.2. Achar a solucao dos seguintes problemas de valor inicial:

y' +2y +2y=6(t—7) {y"+y=6(t—27r)
‘a’{ym)—l, y/(0) =0 © Ly =0, ) =1

y" + 3y + 2y = §(t — 5) — u(t — 10)
(b) { JO) =0, §(0) =172

Exercicio 6.3. Por integracao, justifique as seguintes propriedades da operagao de convolugao:
@ frg=gxf © fx(g+h)=fxg+[fxh
(b) (f*g)*xh=fx*(gxh) (d) (0 f)(t) = f(t)
Cuidado para nao confundir as variaveis de integracdo que aparecerao no item (b).

Exercicio 6.4. A equacao do movimento de um OHS nao amortecido sujeito a oscilagoes forcadas
pode ser escrita como

V0 +0) = r(0), onde wim [ £ e iy = Tel0)

m

(a) Pelo método da transformada de Laplace, encontre Y (s) = L{y(t)}.

(b) Com o auxilio do Teorema da Convolucéo, encontre y(t) (em termos de R = L(r)).



Exercicio 6.5. Use o Teorema da Convolugao para calcular

< (o)

Exercicio 6.6. Use o Teorema da Convolucao para resolver as seguintes equacdes integrais:

(@) y(t) =1+ / y(r) dr

¢ ¢
(b) y(t) =1 —/ y(T)(t —7) dr (d) yt)=1- senht+/ (1+7)
0 0
RESPOSTAS

la. ¢
1b. ' —t—1
le. — t

c. -~ sen(wt)
1d i(ekt — ek = 1 senh(kt)

"2k k
2a. y(t) =e 'sent+e"e "sen(t —mu(t —m) +e Fcost =e sent(l—e"u(t —m)) +e
1 1
2b. y(t) = i(e_t —e ) 4 (57 — 0Pyt — B) + 5(1 — 21071 1 29720t — 10)
2c. y(t) = sent + sen(t — 2m)u(t — 27)
sy(0) +y/(0) . R(s)

4a. F(s) =

a (S) s2 + w2 52 + w2
ab. y(t) = y(0) cos(wt) + LY Sj“(“t) + Se“i“t) « 1 (t)

1 —t

5. i[sent —cost+e” ']
6a. y(t) = e
6b. y(t) = cost
6¢. y(t) =senht
6d. y(t) = cosht

7 Ainda mais

Exercicio 7.1. Use a tabela da transformada de Laplace para mostrar que:

@ {2 gy = VI kD) @ £ HR} =y T

s

251/2

Vit

ef2t

Vit

(b) £{

¢
(© y(t) = te' — Zet/ e Ty(r) dr
0

y(t —7) dr

~tcost



Exercicio 7.2. Use o método das séries de poténcias para mostrar que

ﬁe—1/4s
E{Sen \/i} = W

3 (2n+1)!

Sugestao: Use que

2

Exercicio 7.3. Usando a derivada da transformada de Laplace, calcule:
(@) L{tsenh(at)} (b) L{tcosh(at)}

Exercicio 7.4. Resolva

Sugestao: Utilize que lir+n Y(s)=0.
S§—r—+00

Exercicio 7.5. Utilize a integral da transformada de Laplace para demonstrar que:

ht 1 +1 2 —w?
(@) C{sen }—2111(?_1) (c) E{ (1—cosh(wt))} =In (8 Szw )

(b) c{ (1 —cos(wt))} —In (32 +“2>

52

Exercicio 7.6. Faca o grafico de f(t) e calcule £{f(t)}.

)

3t, sete (0,2
2,4)

(@) f periodica de periodop=4-e f(t) = { 6, sete(2
(b) f periodica de periodo p = 27 e f(t) = ¢!, para t € (0, 27).
(b) f(t) = |sen(wt)|.

Exercicio 7.7. Para k constante, encontre a solucao de

29" (t) + t) h(t — a) 2y () + 8y(t) = kd(t)
(a’{ o 0) 2 10.4/0) = 0 (b’{ 3(0) 2 10.5/(0) = 0
Exercicio 7.8. Encontre
(@ L{th(t—1)+t*5(t—1)} (b) L{(cost)(Int)d(t —1)}

Exercicio 7.9. Considere o OHS nao amortecido representado na figura abaixo. Suponha que,
em ¢t = 0, a massa m esta em sua posicao de equilibrio. Encontre o deslocamento z(t) para ¢ > 0,
se uma forca Fyd(t) € aplicada.

m

RESPOSTAS



3a.

3b.

6a.

6b.

6c¢.

7a.

7b.

8a.

8b.

(1—s5)(1—e 2m)
w s
2 ot (m)

y(t) = 10 cos(2t) + g(l —cos (2(t — a)))u(t —a)

y(t) = 10 cos(2t) + gsen(Qt)

e ¥(s2+s+1)

_efﬂS

52
Inm

0

10



