Transporte Otimo — Notas de Aula

Diego Marcon

1 de Junho de 2018
As principais referéncias sao [1, 2, 20, 22, 23].

1 Problema de Monge

O Problema de Monge foi publicado ainda no século XVIII por Gaspard Monge! e ainda chama a
atencao de muitos matematicos, devido a sua beleza e ampla gama de aplicacoes. O problema
consiste em transportar de maneira 6tima uma quantidade de massa de X para Y, sem dividir
massa. Em termos matematicos mais precisos,

Problema de Monge. [16] Dadas duas medidas de probabilidade . € P(X) e v € P(Y), quere-
mos minimizar um funcional da forma

C[T]:= /Xc(sc,T(a:)) dp(x) (1)

dentre todas as aplicagées mensuraveis T : X — Y que satisfazem Ty = v.

!Matematico francés que viveu de 9 de Maio de 1746 até 28 de Julho de 1818. Nascido em Beaune, Cote-d’Or,
Franca, comecou a ensinar fisica no Collége de la Trinité, onde estudava, em Lyon quando tinha apenas 17 anos. E
conhecido por seu trabalho em Geometria Descritiva e um dos pioneiros de Geometria Diferencial. Seu nome apa-
rece em transporte 6timo, equacdes diferenciais parciais (na equagdo de Monge-Ampére), Teorema de Monge em geo-
metria Euclideana plana, etc. Monge faleceu aos 72 anos em Paris, Franca. Algumas destas informacgoes retiradas de
https://en.wikipedia.org/wiki/Gaspard_Monge em 03 de Janeiro de 2018. Segue um retrato de Monge (que também
pode ser encontrado no link acima) e uma foto minha com uma rua de Paris dedicada a ele.


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Gaspard_Monge&oldid=804911913

Comentarios sobre os objetos que mencionamos acima:

¢ Em muitos dos resultados que veremos, de forma bastante geral, X e Y sao espacos polo-
neses, isto €, espacos métricos completos e separaveis. No entanto, nosso maior interesse
vai ser o espaco Euclideano usual R? e/ou uma variedade Riemanniana completa M.

e Vamos denotar por P(X) o espaco das medidas Borelianas? em X cuja massa total é unitaria:
W) = [du@) =1 e vv)= [ dvly) =1
b's Y
e Afungao ¢ : X xY — RU {400} € chamada de funcao custo. Intuitivamente, c¢(x,y) nos

indica o preco a ser pago para transportar a massa do ponto z para o ponto y.

e A condicao Ty u = v quer dizer que a medida v seja o push-forward (ou medida imagem) de
u pela aplicacao 7. Aparece naturalmente, pois € justamente esta a condicao que indica que
a massa em X é transportada para Y. Mais precisamente, temos

v(B) := u(T~'(B)) para B C Y mensuravel. 2)
ou ainda,
/ (hoT)du= / hdv para toda fungao h: Y — RU {400} mensuravel. (3)
b'e Y

Se Tz = v, nds dizemos que T € uma aplicacao de transporte (ou um mapa de transporte).

e Uma aplicagao de transporte que minimiza (1) é dita uma aplicacao de transporte 6timo
(ou um mapa de transporte 6timo).

Observamos que, independentemente da escolha da funcao custo ¢, o Problema de Monge é
nao trivial, pelas seguintes razoes:

(i) Pode ser que ndo existam aplicagdes de transporte ou, em outras palavras, é possivel que
{T; Typ=v}=0.

De fato, se y = d,,, tem-se que Ty = dp(,,). Logo, nao existem aplica¢oes de transporte se
v 75 5T(m0).

(#4) A restricdo Ty = v. Inicialmente, vamos pensar no caso em que p € v sao absolutamente
continuas com respeito a medida de Lebesgue de R%. Isto significa que

H(A) = /A f@)de e u(B)= /B oy) d,

ou ainda, que du(z) = f(z)dz e dv = ¢g(y) dy. Deste modo, condicao (3) se escreve como

/ h(T(z)) f(z)dz = / h(y)g(y)dy para h:R?— RU {400} mensuravel.
Rd Rd

2Lembra que uma medida . é dita de Borel quando todo conjunto Boreliano é y-mensuravel.
3Por definicao, dada uma medida p em X, a medida Tup em Y € definida por

(Typ)(B) := p(T~4(B)) para B CY mensuravel.

E um exercicio padrio de teoria da medida (fagca! — basta aproximar funcées mensuraveis por funcdes simples) que esta
condicao é equivalente a

/ (hoT)du = / hd(Typ) paratoda fungdo h: Y — RU {400} mensuravel.
X Y

A operacéo de push-forward é covariante no sentido que, a partirde T : X — Y, define uma aplicagao T : M(X) — M(Y).
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(ii)

2

No caso (excepcional) que 7' : R? — R? é um difeomorfismo, podemos usar a formula de
mudanca de variaveis para integrais multiplas (fazendo y = T'(x)):

/ h(T(z)) f(z)de = / h(T(z))g(T(x))|det VT (z)|dz para h: R? — R U {400} mensuravel.

R R4

Observando que g o T pode ser qualquer funcao mensuravel de X = R?, concluimos que
f(@)=g(T(x)) |det VT ()|, para quase todo ponto. (4)

A equacao (4) representa a restricdo T4 u = v nos termos mais familiares de medidas ab-
solutamente continuas (quando 7 é suficientemente suave). Note que (4) € uma equacao
altamente nao linear que T deve satisfazer!

Além do ja exposto anteriormente, a restricao T = v nao € sequencialmente fechada com
respeito a convergéncia fraca. Ou seja, nao € verdade que
Um contra-exemplo é obtido a partir da “onda quadrada”:

que pode ser escrita como
1, se0<z<1/2
flx)=< -1, sel/2<z<1.
1 — periodica
Definindo f,(z) = f(nz), mostre (como exercicio) que

6-1+0
(fn)#ﬁho,l] = %’ mas fn —0 e O#£|[O,1] _ 50.

Problema de Kantorovich

Como ja comentamos, o Problema de Monge data de 1781 [16]. Surpreendentemente, uma pri-
meira contribuicao importante para este problema apareceu apenas em 1942 [13, 12] com tra-
balhos de Leonid Kantorovich*. Como ja de costume atualmente, Kantorovich que considerou

4Matematico e economista soviético que viveu entre 19 de Janeiro de 1912 e 7 de Abril de 1986. Nascido em Sao
Petersburgo, Império Russo (atual Russia), comecou seus estudos na Universidade Estatal de Leningrado (atual Universi-
dade Estatal de Sdo Petersburgo) aos 14 anos e, aos 22 anos, ja ocupava uma vaga de professor titular. E conhecido pelo
probema de alocagao de recursos que estudamos (e que lhe rendeu o Prémio Nobel em Ciéncias Econémicas em 1975)
e varios problemas em analise funcional e teoria de operadores. Seu nome aparece no Teorema de Kantorovich (sobre
convergéncia do Método de Newton), Problemas de Monge-Kantorovich, K-espacgos. Kantorovich faleceu aos 74 anos em
Moscou, URSS (atual Russia). Informacoes retiradas de https://en.wikipedia.org/wiki/Leonid_Kantorovich em 04 de
Janeiro de 2018. Segue um retrato de Kantorovich (que também pode ser encontrado no link acima)
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https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Leonid_Kantorovich&oldid=816632368

uma versao mais relaxada (ou fraca) do problema, de maneira bastante parecida com o que se
faz na busca por solucdes fracas em equacoes diferenciais parciais ou minimizantes em calculo
de variacoes.

A ideia aqui € permitir que a massa em cada ponto = € X seja dividida e transportada para
mais de um ponto em Y. Isto equivale a exigir que uma probabilidade v € P(X x Y') descreve o
transporte. Intuitivamente, o infinitesimal d+(z,y) indica qual a porcao da massa que estava em
x € X que foi transportada para y € Y. Neste problema, estamos pensando que toda a massa
que estava em x € X deve ser transportada para o espacgo Y e que toda massa que chega em y
€ igual a quantidade de massa que o ponto y € Y suporta. Estas condi¢coes podem ser escritas
(informalmente) como

dp(z) = /de(x, y) e dv(y) = /X dy(z,y).
De forma mais precisa, para todo A C X e B C Y mensuraveis:
YWAXY)=p(A) e X xB)=v(B). 5)
Uma outra forma de escrever (5): sejam i XXxY 3 Xem?: XxY Y as projecoes usuais nas
coordenadas; entao, (5) € equivalente a
W#’y =u e ﬂ'i’}/ = (6)

Nos dizemos que probabilidades v € P(X x Y) que satisfazem (5) ou (6) tém marginais p e v. No
caso de v ter marginais u e v, dizemos que v € um plano de transporte. O conjunto dos planos
de transporte é denotado por Abpm(u,v) ou II(u,v) (seguindo Ambrosio&Gigli [1] ou Villani [22],
respectivamente).

Estamos finalmente prontos para enunciar o

Problema de Kantorovich. Dadas duas medidas de probabilidade 1 € P(X) e v € P(Y),
queremos minimizar

chli= [ elay) driay) @
XxY
dentre todas as probabilidades v € P(X x Y) com marginais p e v.

Um plano de transporte que minimiza (7) é dito um plano de transporte 6timo. Seguem
algumas vantagens desta formulacao mais fraca:
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1) O conjunto dos planos de transporte Abm(u, v) € sempre nao vazio: de fato, a medida produto
) p p p P
X v € ApMm(u,v). No entanto, esta medida representa uma escolha muito ruim: clarify.

(#4) Além disso, como veremos, ApMm(u, ) € convexo e compacto na topologia da convergéncia
fraca® de P(X x Y).

(#3¢) A restricao v € AbM(u,v) € linear.
(iv) A aplicagao v — / cd~y é linear.

(v) E possivel ver uma aplicacdo de transporte 7 como um plano de transporte especial, “su-
portado” no grafico de T: como exercicio, verificar que

Tyup=v = ~yp:= (Id,T)xp € AbM(1, v).

A formulacao de Kantorovich do Problema de Monge atinge justamente o seu objetivo: fornecer
compacidade e semicontinuidade o suficiente para que possamos utilizar técnincas do Calculo de
Variagoes e construir um minimizante para (7) como limite sequéncias minimizantes.

3 Alguns exemplos

Iniciamos com uma possivel aplicacao e depois mostramos alguns exemplos para dar uma ideia
das hipéteses necessarias.

Exemplo 1 (Caso discreto). Podemos pensar na seguinte situagao: um numero n de fabricas
deseja transportar os seus produtos para um numero m de distribuidores. Digamos:

(i) a fabrica z; tem uma quantidade s; de produtos;
(#4) o distribuidor y; tem uma demanda de d;;
(#3i) o custo de transportar da fabrica ¢ para o distribuidor j € denotado por c¢(x;,y;);
(iv) ~;; representa a quantidade de produto que sai do ponto z; € vai para o ponto y;.
Nestas condic¢oes, gostariamos de minimizar
Z (@i, Yj)Vij-
,J

Com a hipotese adicional que a producao e a demanda coincidem (e sao iguais a um), chegamos
as seguintes condicoes de compatibilidade:

m

1. Tudo que esta na fabrica x; é transportado: Z Vij = Si;
j=1

2. A demanda do ponto de distribuicao y; € atendida (no valor exato): Z Vij = dj;
i=1

3. Quantidade de produtos e demanda: Z 8; = Z d; =1.

Para ver que este € um problema de transporte, como estavamos discutindo, basta definir as

medidas discretas:
w= E :Siéxﬂ V= § :dj‘syj € 7= E :’Vij‘s(xq,7yj)'
i J %,J

5Na verdade, fraca-*.



Exemplo 2. Como ja vimos, quando u = J,, € uma medida de Dirac e v nao €, nao existe aplicacao
de transporte 6tima, porque sequer existe alguma aplicacao de transporte.
Quando, por outro lado, v = §,,, obtemos um caso trivial. Neste caso, toda a massa de X deve

ser transportada para y:
min/ cdy = / c(x,yo) dp(x).
XXY X

Para o proximo exemplo, vamos considerar X = Re c¢: X x X — R o custo ¢(z,y) = |z — y|.
Observe que, dada f : X — R funcao 1-Lipschitz, vale que

[ f@av =@ = [ [10@) - @] due) < [ |76) - ol duta),

de modo que

sup{ [ @)~ @) £ eLipy (0} < int | [ 7)o aute). ®

Typ=v
Voltaremos a esta propriedade quando falarmos de dualidade.

Exemplo 3 (Book shifting). Escrever interpretacao de mover livros Sejam p = X[Om]ﬁl ev =
X[Lnﬂ][ﬁl. Observamos que o custo da aplicagao de transporte

T(x)=x+1

é n. Por outro lado, a funcao f(z) = z é pertencente a Lip, (X) e satisfaz

/Xf(;l:)d(l/—,u)(a:)—/lnﬂxdz—/on:cdx—n.

Portanto, levando em conta (8), 7' € uma aplicacao de transporte 6timo.
Por outro lado, S definida por

() = t+n, sexe€l0,1]
t, se x € [1,n]

também € uma aplicagao de transporte 6timo. Caso custo quadratico melhor varios movimentos
pequenos.

Exemplo 4. Exemplo Villani grosso com segmento no meio

4 Algumas preliminares

Devido ao relaxamento das restricoes do problema de Kantorovich, para mostrar existéncia de
planos de transporte 6timo, nés podemos aplicar o método direto do calculo de variacoes. Para
o leitor nao familiarizado, vamos dar a ideia (bastante breve) do método a seguir, até por ser
importante em varias situacoes.
Suponhamos que queremos minimizar uma funcdo ou um funcional J[z| dentre todos os z

pertencentes a um espaco topologico E. Em outras palavras, vamos considerar

inf J[x].

zeE
O método direto do calculo de variacoes € aplicavel quando conseguirmos verificar os trés (na
verdade dois) passos fundamentais:

1. Considerar uma sequéncia minimizante: z,, € E tal que J[z,] — inf J. Pela definicdo de infimo,
E
sempre existem sequéncias minimizantes. Logo, este passo € sempre trivial.
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2. Compacidade: por alguma propriedade de espaco E, concluir que existe uma subsequéncia
convergente z,,, — zo. No caso de F ser compacto, esta propriedade € valida, mas em muitos
dos casos interessantes, £ nao € compacto.

3. Semicontinuidade inferior: se J é semicontinua inferiormente®, entao

< Timi _ o b
Jlzo] < lk}gigof J[Tn, ] kgrfoo J[xn, ] 1%fJ

Isto prova que, na realidade, J[zg] = i%f J e, portanto, zy € £ € um minimo de J

Este é o método direto do calculo de variacoes.

No6s vamos considerar, no caso do Problema de Kantorovich, convergéncia de elementos de me-
didas de probabilidade. Para isto, definimos a seguir alguns dos conceitos que serdao necessarios.
Dizemos que p,, € P(X) converge fracamente’ para p ¢ P(X) quando

[ 1@ o)~ [ (@) dpta), para toda £ € CHX). ©)
X X

Lembramos que C}(X) € o espaco das funcdes continuas e limitadas de X em R. E possivel
verificar (mas nio muito relevante para nossos propésitos) que esta convergéncia é induzida por
uma distancia ou, em outras palavras, que a topologia gerada por esta convergéncia € metrizavel.
Um subconjunto K ¢ P(X) é dito rigide® quando, para todo ¢ > 0, existe um conjunto compacto
K. C X tal que
p(X\ K.) <e, paratodopceKk.

Intuitivamente, um conjunto de probabilidades € rigido quando nao ha massa “escapando” para
infinito em nenhuma das medidas de K. Esta condi¢do nos da uma importante caracterizacao
para compacidade relativa em P(X) no teorema devido a Yuri Prokhorov®:

SLembre que, sendo E um espaco metrizavel, J : E — R é semicontinua inferiormente se, e somente se, para todo
z € E, tem-se J[z] < liminf J[zy,].
Ty —T

“Para aqueles familiarizados com Analise Funcional, esta convergéncia caracteriza, na realidade, a topologia fraca-*
de (C2(X))*. O conjunto P(X) pode ser identificado como um subconjunto convexo da esfera unitaria de (CP(X))*. Em
alguns textos em inglés, também se diz que p, “narrowly converges to” p.

8No inglés, “tight”.

9Matematico soviético que viveu de 15 de Dezembro de 1929 até 16 de Julho de 2013. Nascido em Moscou, URSS
(atual Russia), obteve seu doutorado na Universidade Estatal de Moscou em 1949, sob orientacdao do renomado Andrei
Kolmogorov. Sua maior area de interesse € a probabilidade, onde ficou conhecido principalmente pela métrica de Lévy—
Prokhorov e pelo Teorema de Prokhorov que tratamos nestas notas. Faleceu ha aproximadamente 5 anos (notas de 2018)
em Moscou, URSS (atual Russia), aos 83 anos. Informacoées retiradas de https://en.wikipedia.org/wiki/Yuri_Prokhorov
em 05 de Janeiro de 2018. Segue uma foto retirada de fineartamerica.com/featured/yuri-prokhorov.


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Yuri_Prokhorov&oldid=791693007
https://fineartamerica.com/featured/yuri-prokhorov-russian-mathematician-science-photo-library.html

Teorema de Prokhorov. Se X é um espaco polonés, entdo K C P(X) é rigido se, e somente se, é
relativamente compacto com relacao a convergéncia fraca.

Vamos apresentar uma prova deste teorema que aparece em [3] e indicar os passos da prova
(mais funcional analitica) presente em https://terrytao.wordpress.com (o mais conhecido “blog
do Tao”).

Demonstracao. Esta é a parte do teorema que € menos interessante aos nossos propositos.
Considere uma familia de conjuntos abertos “crescendo” para X:

AnC A €X e [JA =X (10)

Em particular, para qualquer p € P(X),
lim pu(An) = p(X). (11)

Afirmamos que, para cada ¢ > 0, existe n € N tal que p(A,) > 1 — ¢ para todo p € K. De fato,
caso contrario teriamos que, para algum ¢ > 0 e para todo n € N, € possivel encontrar p, € K
de maneira que p,(A,) < 1 —e. Por hipédtese, K é relativamente compacto. Entao, existe uma
subsequéncia convergente: p,, — p € K. Logo'°, lembrando (10),

w(Ay) < limkinf P (An) < lin}finf Py (Ap,) <1—c.

Mas isto seria uma contradicdo com (11) e nossa afirmacao esta demonstrada.
Agora, X € um espaco métrico separavel, de modo que, para cada k € N, existe uma sequéncia
de bolas abertas de raio 1/k que cobrem X. Digamos,

+oo
X = Byju(xs).

i=1

10A primeira desigualdade é um resultado padrio de Teoria da Medida: Se y, ¢ uma sequéncia de medidas de proba-
bilidade (ou, mais geralmente, localmente finitas) de Borel, entdo p, — p se, e somente se, para todo A C X aberto,

w(A) < liminf py, (A).
n
Ver e.g. [15, Secoes 2.4 e 4.3] ou [10, Capitulo 1].


https://terrytao.wordpress.com/2009/03/02/245b-notes-12-continuous-functions-on-locally-compact-hausdorff-spaces/#compaq

Pela nossa afirmacao, existe n; € N tal que

Nk
p (U Bl/k(xi)> >1—¢ paratodo pe K.
i=1

Definimos
400 ng

KE = ﬂ U Bl/k(xz)

k=1i=1
Assim,
(i) K. étotalmente limitado, pois € o fecho de um conjunto totalmente limitado: para cada é > 0,

consideramos 1/k < 20 e K. C U;*, By ,(z;), uma reuniao de bolas centradas em pontos de
K. e de diametro 4.

(ii) K. é completo, pois € um subconjunto fechado de um espacgo completo.

Portanto, K. é compacto'! e obtemos o que queriamos:

p(K.) = liinp (U Bl/k(xi)> >1—e.

i=1

Esta € a implicacao mais importante. No entanto, observe da prova abaixo que sequer €
preciso X ser polonés. Consideramos p,, € K e queremos mostrar que existe p € K tal que p,, — p,
para alguma subsequéncia p,,, . Para isto, devemos construir uma medida de probabilidade p em
X que satisfaca

p(A) < lin% inf p,(A) para todo aberto A. (12)
Pela hipotese de rigidez, € possivel, para cada ¢ € N, encontrar um compacto K, tal que
pn(Ke) > 1~ %
Podemos supor, sem perda de generalidade, que K; C Ky C K3 C --- (poderiamos substituir K,

por K; U K5 sem problemas).

Como todo conjunto métrico compacto € separavel, temos que Y := Uy K, € também separavel;
logo, possui base enumeravel'?. Lembre que uma base enumeravel é uma colecido enumeravel
A= {A;}; % de abertos em Y que tem a propriedade de “gerar” qualquer aberto de Y, isto €, todo
aberto O C Y pode ser escrito como O = UA4,, .

Agora, consideramos a familia H de todas as unides finitas de conjuntos da forma 4; N K, que
também € uma familia enumeravel.

A vantagem das construcoes acima € que, sendo # enumeravel, conseguimos extrair uma
subsequéncia p,, de modo que p,, (H) € convergente para todo H € H. Isto é feito com um “ar-
gumento diagonal”, como segue. Note que p,(H;) possui uma subsequéncia convergente p,,1 (H;)
pois € uma sequéncia limitada de numeros reais. Em seguida, extraimos uma subsequéncia con-
vergente de p,: (Hz2), que pode ser denotada por p,:(Hz). Pela construgédo, temos também que
pn2 (Hy) € convergente. E assim por diante.

Vamos denotar o limite obtido no paragrafo anterior por

a(H) = lilgnpnk (H) para H € H.

Observe que « satisfaz

° O[(@) =0eH C Hy, — Oé(Hl) < a(HQ);

Uver, por exemplo, [14, Secao 7.4] para referéncia em topologia de espagos métricos compactos.
12Uma possivel referéncia para estes conceitos e resultados de topologia geral é Lima [14, Capitulo 8].
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e a(HyUH;) <a(Hy)+ a(Hs) e, se H N Hy =0, temos o(H; U Hy) = a(Hy) + o(Ha).

Gostariamos de, a partir de «, construir uma medida de probabilidade satisfazendo (12). Va-
mos definir uma probabilidade que, para A aberto, satisfaz

p(A)= sup  a(H).
HeH, HCA

Vamos denotar o supremo acima por p; e deixar os varios passos abaixo como exercicio (que estao
resolvidos em [3, Secao 1.5]):

(i) Suponhamos que A C F com A aberto e F' fechado, e existe H € H tal que F' C H. Entao
existe Hy tal que A C Hy C F.

(ii) Usar passo anterior para verificar que p; é subaditiva, para unides finitas de conjuntos
abertos.

(#i7) Verificar que p; € o-subaditiva (ou seja, subaditiva para unidées enumeraveis) em conjuntos
abertos.

(iv) Verificar que v(M) = z\}%fa p(G), definido para qualquer subconjunto M C X, é uma medida

exterior (basta mostrar o-subaditividade).
(v) Todo Boreliano é y-mensuravel (basta mostrar que todo fechado é v-mensuravel).

Segue dos itens acima que a restricao de v aos Borelianos € uma medida de Borel. Esta €, por

definicdo, a medida p que queremos. Temos que, para A aberto, p(4) = v(A) = sup «(H).
HeH, HCA

Além disso, p € P(X), pois K, € H (compactos possuem subcoberturas finitas) e logo

1
1> p(X) > sup a(K,) > sup (1 - £> =1 = p(X)=1.
¢ ¢

Resta ainda verificar que p,, — p, ou seja, (12). Para qualquer H € H com H C A, temos

Oé(H) = hlzn Pry, (H) < hInklIlf Py (A)

Fazendo o supremo em H, concluimos (12). O

Observacao 5. No caso de ser X compacto, todo subconjunto de P(X) é trivialmente rigido e,
portanto, toda sequéncia de probabilidades admite subsequéncia convergente. Isto pode ser pro-
vado, mais diretamente, com técnicas de Analise Funcional. O Teorema da Representacao de
Riesz [21, Teorema 7.3] diz que

(Cy(X))" = M(X) = conjunto das medidas com sinal em X. (13)

Segue do Teorema de Banach-Alaoglu [8, Secao 15.2] que a bola fechada de M(X) é compacta na
topologia da convergéncia fraca-* (que € a nossa convergéncia fraca).

Sendo X localmente compacto e o-compacto, temos que existe uma subsequéncia convergente
(em um processo diagonal parecido com o que fizemos acima). Para garantir que o limite p tem
massa total unitaria (ou seja, para provar que a medida limite € de probabilidade), € necessario
supor rigidez. <

5 Existéncia de plano de transporte 6timo
Vamos aplicar o método direto do calculo de variagoes, como ja haviamos comentado, de maneira

bastante straightforward.
Inicialmente, mostramos que o funcional custo é semicontinuo inferiormente.
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Lema 6. Sejam X,Y espacos poloneses ec: X x Y — RU {+oco} uma fungdo custo que satisfaz
(1) ¢ semicontinua inferiormente;
(2) ¢ limitada por baixo.

Entaéo, o funcional custo é semicontinuo inferiormente em P(X xY'), com a topologia da convergéncia
Jraca. Em outras palavras,

=7 emPXxY) = cdy < liminf/ cdryg.
XxY k XxY

Demonstragdo. As condigdes (1) e (2) garantem que existe uma sequéncia crescente de fungoes
continuas ¢, tal que, pontualmente, c¢(x,y) = lim ¢, (z,y). Pelo Teorema da Convergéncia Monétona:

/ cdy = lim cp dy = lim lim cpdyg < lim inf/ cdg.

XxY noJXxxy nok o Jxxy k XxY

A segunda igualdade é a definicao da convergéncia v, — v e a desigualdade final segue de ¢,, < ¢,
para todo n. O

Em seguida, observamos resultado que, junto com Prokhorov, vai fornencer compacidade.

Lema 7. Sejam X,Y espacos poloneses. Se K; C P(X) e Ko C P(Y) sGo ambos rigidos, entao
também é rigido o conjunto

{7 EP(X xY); myy €Ky enyyy € ICQ}.

Demonstracao. E direta da desigualdade:
V(X X Y)\ (K % K2)) < p(X\ K1) + (Y \ o),
que € valida para qualquer v € Apm(y, v). O

Teorema 8. Suponhamos que a fungao custo ¢ é semicontinua inferiormente e limitada por baixo.
Entao, existe um plano de transporte 6timo, ou seja, um minimizantes para o Problema de Kantoro-
vich.

Demonstracdo. Dada uma medida de Borel 1, o conjunto K; = {u} € P(X) é rigido'®. Também é
rigido o conjunto o conjunto Ks = {r} C P(Y) O conjunto dos planos de transporte Apm(u,v) é
rigido em P(X x Y). Logo, pelo Teorema de Prokhorov, € relativamente compacto. Assim, dada
uma sequéncia minimizante v, € Apm(u,v), existe uma subsequéncia convergente: ~,, — v €
Apwm(u, v). Vamos mostrar que, de fato, v € Abm(p, v): dada qualquer ¢ € Cp(X), temos

| e@awn@ = [ el @) dren =tm [ pdn=tm [ pdmhn) = [ ol duto)

XxXY

o que mostra que 7,y = 4. De forma parecida, 73y = v.
Utilizando o lema anterior, nosso funcional é semicontinuo inferiormente e o teorema esta
demonstrado. O

Observacao 9. Se fosse c continua, ndo haveria necessidade do Lema 6, seguiria direto da conver-
géncia fraca. Se fossem X e Y compactos, ndo haveria necessidade do Lema 7 (nem do Teorema
de Prokhorov), pois poderiamos extrair uma subsequéncia convergente pelo Teorema de Banach-
Alaoglu.

13Mais geralmente, se m é uma medida de Borel e £ C X é um Boreliano com m(FE) < +oo, entdo, para cada € > 0,
existe um compacto K C F tal que m(E \ K) < . Ver, por exemplo, [15, Secao 2.3].
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6 Caracterizacao de otimalidade de planos de transporte

Iniciamos considerando um exemplo, como em [1].
Exemplo 10. Sejam X =Y = R? o custo quadratico

lz — y|?
2

c(z,y) =

e medidas u,v € P(R?) suportadas em conjuntos finitos (com N elementos). Entio um plano
~ € ApMm(p, v) € 6timo se, e somente se,

Yz =yl = [ = Yo P
D R
=1 i=1

onde (z;,y;) € suppy € o € uma permutacao do conjunto {1,2,..., N}. Cancelando os termos ao
quadrado, temos que v € Apm(p, v) € 6timo se, e somente se,

N
Z Tnyz Z xtaya(z (14)
=1 =1

Acontece que esta é uma definicdo ja conhecida de Analise Convexa. Um conjunto I' € R? x R? é
dito ciclicamente monétono quando satisfaz (14) para quaisquer escolhas de pontos (z,y) €T e
qualquer permutacao o : {1,2,..., N} — {1,2,...,N}.

Um teorema devido a Rockafellar [18, Theorem 1] (que também pode ser encontrado no livro
[19, Theorem 24.8]), fornece uma caracterizacdo de subdiferenciais de fungdes convexas como
conjuntos com esta propriedade de monotonicidade ciclica. Eis o enunciado:

Teorema 11 (Rockafellar). Um conjunto I’ C R? x R? é ciclicamente monétono se, e somente se,
existe uma funcdo convexa prépria ¢ : R4 — R? x {+0}, semicontinua inferiormente, tal que

I Cop:= U (z, 0p()).

zERC
Acima, estamos denotando por d¢(x) o subdiferencial de ¢ em x, como definido na Subsecéo 13.3.2.

Nao provamos este teorema, porque nés vamos provar um resultado mais geral, que inclui
este, e que pode ser encontrado em [1, Theorem 1.13] e/ou [20, Theorems 1.37 & 1.38]. Antes
de enunciar a generalizacdo, precisamos estender todas as definicées envolvidas, que é o que
passamos a fazer.

Seja ¢ : X x Y — R uma funcgdo continua de valores reais. Um conjunto I' C X x Y é dito
c-ciclicamente monétono quando satisfaz a seguinte propriedade: para todo subconjunto finito

{(ziyi)biz12,.. v C T, vale
N N
Z C(xia yv Z C\Tyq, yo(z)
=1 =1
para qualquer permutacao o do conjunto {1,2,...,N}.
Dada uma funcao f : X - RU{—o0}, nao identicamente —oo, definimos a sua c-transformada,
também conhecida como func¢ao c-conjugada como a funcido f¢:Y — RU {—oco} dada por

fy) = inf {elz,y) — f(2)}.

Analogamente, definimos a c-transformada de g : Y — RU{—o00} como a funcao ¢°: X - RU{—oc0}
dada por

9°(y) = inf {elz,y) —g(y)}.

Uma funcao f: X — RU{—oo} € dita c-concava quando existe g : Y - RU{—o0} tal que f = ¢°.
As seguintes propriedades sao de verificacdo deixadas como exercicio.
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Exercicio 1. Suponhamos que ¢ é uma funcao continua de valores reais e considere uma fungao
f:X - R{—o0}. Entao

(i) f“= 1.
(ii) f° = f se, e somente se, [ é c-concava.
(7i1) Se f € c-concava, entdo f € semicontinua inferiormente.

Finalmente, dada f : X - RU{—oc0} uma funcéo c-concava, definimos o c-superdiferencial de
f como o conjunto

O°f = {(z,y) € X xY; f(x)+ f(y) = c(z,y)}. (15)

Exercicio 2. Considere o caso X =Y =R e seja c: R x R? — R a funcéo c(z,y) = —(z,y). Mostre
que:

() um conjunto I C R? x R? é ¢-ciclicamente monétono se, e somente se, é ciclicamente moné-
tono.

() uma funcido f : R? — RU{—oco} é c-concava se, e somente se, f é concava e semicontinua
superiormente.

(ii7) o c-superdiferencial de uma fungéo c-céncava € o superdiferencial usual, de modo que
Of(z) == {y € R% f(2) < f(2) +{y,2) Vz}={yeRY f&)+[(y) = (z.9)}

(iv) a c-transformada € a Transformada de Legendre-Fenchel usual de uma funcio concava.
Agora, estamos prontos para enunciar (e provar) uma generalizacao do Teorema de Rockafellar.

Teorema 12. Suponhamos que c: X xY — R é continua e limitada inferiormente. Sejam . € P(X)
v € P(Y) tais que, para alguma funcéo a € L* (1) e alguma b € L*(v), vale que

c(z,y) < alz) +b(y). (16)
Além disso, sejay € Abm(u, v). Sdo equivalentes:
(i) o plano de transporte v é étimo;
(i4) o suporte de v é c-ciclicamente mondtono;
(#it) existe uma fungao c-concava ¢ : X — RU {—oco} tal que suppy C 9.

Demonstracao. A hipétese (16) e a limitacao por baixo indicam que a func¢ao custo c esta em L' (),
para qualquer que seja 7 € AbMm(u, /), pois

/nyc(x’y)dﬁ(x’y)S/Xxy(a(x)er(y)) di(%y):/

i a(z)du(z) +/ b(y) dv(y) < 4o0.

Y

Passamos a mostrar as equivaléncias do teorema.
(i) = (it) | Supomos, por contradicdo, que o suporte de v ndo é c-ciclicamente monoétono:
existe n > 1 e pontos (z;,y;) € supp~, i = 1,2,...,n, tais que

c(ai i) > Y el Yoi))-

1 i=1

n n

7

A ideia € conseguir construir um competidor 4 cujo custo total € menor do que o custo total
de v, contradizendo (i). Para isto, utilizamos a continuidade de ¢ para obter vizinhancas V; :=
B, (z;) x B.(y;) dos pontos (z;,y;) tais que

le(z,y) — ez, )| <e. (17)
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O numero ¢ > 0 sera escolhido convenientemente mais tarde.
Agora, para outra constante a ser escolhida ¢, > 0, definimos

n n
¥i=7—¢o Z%‘ +5027i» onde v; :=
i=1 i=1

1 -
WV LV e 4 :=pmx Vo(i) € ADM(,U'ivVa(i))v

onde p; = w#% €y = wi%. As medidas ~; foram escolhidas suportadas na vizinhanga V; e estao
bem definidas porque
(23,9i) € suppy = y(V;) > 0.

As medidas #¥; foram escolhidas para, como veremos, “corrigir’ as marginais (poderiamos ter
escolhido qualquer medida positiva com marginais p; € v;) e se obter 4 € Abm(p, v). Verifiquemos
entao que ¥4 satisfaz o que afirmamos.

1. Positividade: 4 > 0 pois, escolhendo ¢, apropriadamente, conseguimos v — EOZ% > 0:

min; 7(V;)

A
€0vi(A) = ’y(e‘(;) Y(ANV;) < % se escolhermos gy <

Logo, para esta escolha de ¢,

€OZ’Yi(A)<’}/(A) VACX xY.

2. As marginais estao corretas, isto €, ¥ € Apm(u, v):

n n

7'('#")/ ,LL*€()Z7T#’}/7+€()Z7T#’Y7—,LL € W#’Y—l/ €ozﬂ'#’}/7+802ﬂ'#’yo()—u
=1 1=1 =1 1=1

pois as marginais foram escolhidas convenientemente.
3. O competidor 4 de fato seria melhor do ~: utilizando a continuidade (17),

| denaan~ [ ey _502/ o) ds(.) _Eoz/ o) o)

XXY

ZEOZ(C(%,% — —EOZ (T, Yo (i)) +5)
=& (Z (i, ;) Z (i, Yo (i) — 2n5> >0
i=1 i=1

com a escolha conveniente, que apenas é permitida no caso de (i) ser falso,

n

1
D<e< % Z [C(mwyz) - C(fiayo(i))]'

i=1

(#4) = (i4i) | Fixamos (xo, yo) € suppy €, explicitamente, definimos ¢ : X — RU {—oc0} por

L)0(‘1") := inf { |:C(‘T"7 y’ﬂ) - C(xn7yn)i| + |:C('Tn7ynfl> - C(mnflvynfl)} +---+ |:C(x1ay0) - C(-/I;O7y0)i| }a
onde o infimo é em n > 1 e quaisquer escolhas de pontos {(z;, yi)}i:1 5, Csuppy. Observamos
que as hipéteses de ¢ assumir valores reais (finitos) e suppy # () garantem que ¢ < +oo.

A definicao de monotonicidade c-ciclica implica ¢(xg) > 0. Em particular, ¢ #Z —co. Este
€ 0 Unico lugar onde monotonicidade € utilizada. Apesar de nao dispensavel para os nossos
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propésitos, note que na verdade ¢(xy) = 0, pois escolhendo n = 1 e (x1,41) = (20,9,), temos

¢(wo) < c(zo,y1) — c(z1,91) + (21, %0) — (w0, Y0) = 0.
Para provar que ¢ € c-concava, notamos que podemos escrever

plz) = inf {e(z,y) —vv)},

onde (a ideia é tomar y = y, na definicao de ¢)

P(y) == —inf{ —c(xn,y) + [C(In, Yn—1) — c(xn_l,yn_l)} +-+ [c(asl,yo) — ¢(zo, yo)} }, (18)

com infimo relativo a n > 1, {(zi,y:)},_,,  Ssupp~y € y, = y. Isto mostra que ¢ é c-concava.
Finalmente, devemos mostrar que ¢(z) + ¢°(y) = ¢(z,y) sempre que (z,y) € supp~y. A desigual-
dade

o(x) + ¢°(y) < c(z,y)

¢ imediata da definicao de ¢°. Logo, devemos verificar a desigualdade oposta. Ja que ¢° = ¢ > 1,
basta verificarmos que vale

o(@) +¥(y) = c(z,y).
Por (18) e pela definicao de infimo, dado ¢ > 0, existe § que satisfaz
co(z,9) —¥(y) < pz) +e
Além disso, pela definicao de :!*
—P(y) < —c(z,y) + c(@,7) = ¥(G) < —c(z,y) + o(z) +e.

Sendo ¢ > 0 arbitrario, esta parte do teorema esta demonstrada.
(7i1) = (i) | Por hipétese,

I
o

o(x) +¢°(y) = c(z,y) ¥ (z,y) €suppy e
o)+ ¢°(y) <clz,y) V(r,y) € X xY.

Logo, v € um plano de transporte 6timo, pois

[etr= [ (e@ + @) dr = [ ola) duta) + /Y FW) = [ (@) + W) di < [edi. O

Observe que, portanto, a otimalidade de v no Problema de Kantorovich é uma propriedade que
depende apenas do suporte da medida . Uma consequéncia interessante (da prova) do teorema
acima € o seguinte:

Exercicio 3. Se um plano de transporte 6timo tem o suporte contido no c-superdiferencial da fun-
cao c-concava ¢, entdo todo plano de transporte 6timo tem suporte contido no c-superdiferencial
da mesma fungao .

14Considerando z,, = T,Yn—1 = ¥, tem-se
—(y) < —cl@,y) + [o@,7) = c(@n-1,9)] + [e(@n-1,9n-2) = c(@n-2,yn-2)] + - + [e(a1,30) — c(z0,p0)]
< [— c(z,y) + c(x,ﬂ)] —c(Tn-1,9) + [c(xn_l, Yn—2) — c(xn_g,yn_g)] + -+ [c(xl,yo) — ¢(zo, yo)]

Agora basta considerar o infimoemn — 1 > 1 e {(z;, yi)}?z_ll C supp~.
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7 Existéncia de aplicacoes 6timas - custo quadratico em R‘

Nesta secdo analisamos o Problema de Monge com X =Y =R% e ¢: RY x RY — R a funcéo custo
quadratica dada por

a2
clz,y) = w (19)

De acordo com as se¢des anteriores, dadas p,v € P(R?), sempre existe um plano de transporte
6timo v € Apm(u, v). Além disso, existe uma fungao c-concava ¢ tal que

suppy C 9. (20)

Nosso objetivo passa a ser verificar que, para p-quase todo z, o c-superdiferencial 9°p(x) € um
conjunto unitario, isto €, com um unico ponto. Observamos uma importante conexao de funcoes
c-concavas com funcgdes convexas no presente contexto.

Lema 13. Consideramos X =Y =R?% ec: R% x R? — R o custo quadrdtico dado por (19). Entéo,

2
p éc-concava <= ¢(x) == % — ¢(z) é convexa e semicontinua inferiormente.

Neste caso, 0°p(x) = 0¢(x).

Demonstracdo. Pela definicao de c-concavidade:

ote) = int, {8 v} = B = sup { (o = (B - o) }

o) = B — o0 = sup { (o) - (I —v)) }

yeR

Logo,

que é convexa e semicontinua inferiormente, como supremo de func¢des afins. As demais afirma-
¢oes ficam como exercicio. O

Uma consequéncia do lema acima é que a funcao ¢ em (20) é localmente Lipschitz e, portanto,
diferenciavel quase sempre (com respeito a medida de Lebesgue). Assim, 0°¢(z) € um conjunto
unitario para Lebesgue quase todo ponto. Mais explicitamente, se ¢ é diferenciavel em um ponto
7 € R?, escrevemos 3§ = Vi (Z) e entao, pelo Lema 13,

J=7T—V(), istoé, 9°(x) = {Ve(x)} = {T - Vé@)} L — qtp.

Para fechar a nossa linha de raciocinio, precisamos garantir o c-superdiferencial de ¢ € unitario
para p-quase todo ponto. A condicao que mais obviamente implica nesta propriedade é

u < L isto é, u éabsolutamente continua com a medida de Lebesgue. (21)

Mais sutil é a observacao de que o conjunto dos pontos de nao diferenciabilidade de uma funcao
convexa tem dimensao (de Hausdorff) no maximo d — 1'°, de modo que basta assumir que

w(A) =0 para qualquer conjunto A tal que H*(A) < +oc. (22)

O Teorema de Brenier'® é o que resume toda nossa discussio para encontrar um minimizante
para o Problema de Monge. Foi publicado em 1987 [4] (ver também [5]).

15Mais precisamente, é um conjunto H%~!-retificavel, isto ¢, a menos de um conjunto #?~!-negligivel, esta contido em
uma unido enumeravel de graficos de funcées Lipschitz da forma g : R~ — R
16yann Brenier foi um matem......

16



Teorema 14 (Brenier, 1987). Sejam X =Y = R? e ¢ : R? x R? — R a funcao custo quadrdtica
dada por (19). Se i € P(R?) satisfaz (21) ou (22) e v € P(R?), entd@o existe uma tinica aplicacéo de
transporte 6timo T : R? — R para o Problema de Monge. Além disso, T = V¢ é o gradiente de uma
funcéo convexa semicontinua inferiormente ¢ : R? — R.

Demonstracdo. Considere um plano de transporte 6timo v € Apm(u, ) para o Problema de Kan-
torovich associado. Temos que supp~y € c-ciclicamente monétono, de modo que existe uma funcao
c-concava ¢ : RY — RU {—oo} tal que

suppy € 0.
Pela discussao acima, e pelas hipéteses (21) e (22), podemos escrever

p(x) = {Vo(x)} para u—qtp,
onde ¢ : R? — R é convexa e semicontinua inferiormente. Logo,

_Jz?
T2

Provamos abaixo que T' = V¢ € uma aplicacdo de transporte 6timo:

o-T@ o =l
[ = [ )

. |z —y|*
min — dH(z,
aeADM(M,u)/XXy 2 (@,9)

supp~y C graph V¢, para ¢(x): ©(x) é convexa.

. |z - S(2)]’
< P S
< Sﬁiy/}( 5 dp(z)

A unicidade segue de: se T} e T, sao aplicagoes 6timas, entao

= (Id,T)pp €7z i=(Id,Ty) 1
sdo planos 6timos para o Problema de Kantorovich!”. Logo, o plano

_ Nt
) 2

17Isto segue de um resultado que ainda nao provamos, que vale com bastante generalidade: se X e Y sdo espacos
poloneses, u € P(X) é uma medida nao-atémica e v € P(Y), entdo min(Pr.Kantorovich) = inf(Pr.Monge). Apesar de
resultados parciais anteriores existirem, estamos enunciando um resultado devido a Aldo Pratelli [17]. A estratégia da
demonstragao € provar que o conjunto dos planos de transporte que sao induzidos por aplicagées de transporte € denso
em ApMm(u, v), com respeito a convergéncia fraca.
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também € um plano de transporte 6timo, de modo que supp~y C V¢ para alguma funcao 6. Isto SO
pode acontecer se 77 = T, para u-quase todo ponto. Mas dai também supp~y; C V¢ € suppys C Vo
fazer desenho O

7.1 A equacao de Monge-Ampére

Como ja haviamos discutido, a condicao V¢4p = v pode ser encarada como uma mudanca de
variaveis. No caso em que ambas as densidades sao absolutamente continuas com respeito a
medida de Lebesgue:

du(z) = f(z)dz e dv =g(y)dy,
temos

/ h(Vo(x)) f(z)de = / h(y)g(y)dy para h:R?— RU {400} mensuravel.

No caso de ser ¢ : R? — R unifirmemente convexa, tem-se T = V¢ injetiva. Se for também
diferenciavel, podemos usar a férmula de mudanca de variaveis para integrais multiplas para
obter

/ h(Ve(x)) f(z)dz = / h(Vé(x))g(T(x))(det V2p(z)) dz para h:R?— RU{+oc0} mensuravel.
R4 R4

Observando que g o T pode ser qualquer funcdo mensuravel de X = R?, concluimos que
f(x) = g(Ve(z)) (det V2p(z)), para L%-quase todo ponto. (23)

Se g > 0, temos uma equacao de Monge-Ampeére:

2 _ f(x)
det V2o (x) = 7g(v¢(x))7

que € uma EDP (ndo-uniformemente) eliptica no caso em que ¢ € convexa.

(24)

Teorema 15 (Teorema de Regularidade (Caffarelli; Caffarelli & Urbas)). Suponhamos que
X,Y C R? sao abertos conexos e limitados, comY convexo. Sejam

p=rLlx e v=gLy
tais que 0 < ¢; < f,g < cq. SejaT = V¢ a tnica solucao de Brenier do problema de Monge. Entao
(i) T eC%;
(i) fe€CYX), g€ C*Y) = T ecC", istoé, p € C>°,
Adicionalmente, um problema em aberto de Ambrosio, Gigli [1] € o agora

Teorema 16 (De Philippis, Figalli (Inventiones 2013)). Suponhamos que X,Y C R? sao abertos
conexos e limitados, comY convexo. Sejam

,u:fﬁd|X e V:g£d|y

tais que 0 < ¢; < f,g < c2. SejaT = V¢ a unica solucao de Brenier do problema de Monge. Entéao
T € Wi (X).
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7.2 Uma aplicacao para o problema isoperimétrico

Dado E C R" um conjunto mensuravel (na realidade, de perimetro finito), a desigualdade isope-
rimétrica diz que

P(E)> P(B) sempre que |E|=|B|,
onde B é uma bola qualquer com mesmo volume de E. Uma outra forma de enunciar este resul-
tado € o seguinte:

|E| = |B| = wpr™ = r = |E|Y"w;Y" = P(B) = nw,r"t = nwl/"| B}/

Teorema 17. Seja £ C R" de perimetro finito (ou suave, limitado). Entdo

n—1

ES
n n

P(E) > n|Bi|*|E

Demonstragao (adaptagdao de prova devida a Gromov). Suponhamos |E| = |B;| e consideremos

du(z) = xp(z)dz e dv(y) = xs, (y)dy.

Seja T'(x) = V¢(z) a transformacgao de transporte 6timo dada pelo Teorema de Brenier. Notamos
que T(FE) = B;. Logo, temos

(i) |T(x)| <1, para todo z € E;

fl@) _1E] _ 1
g(T(z)) |B

(7i1) Desigualdade aritmética geométrica: ja que \; > 0,

- 1 & ! Agp(x)™
det V?¢(z) :gAi < (n;)\z> = —n

(i1) Typ=v = det V3¢p(z) =

Assim, pelo Teorema de Gauss-Green, temos

P(E):/ daz/aE|T(:c)|d02/BET(x)-ndU:/EdivT(x)dx

OE
= [ A¢(x)dx = n/ (det V2¢(m))1/n dz = n/ dz = n|E|n|Bl|% |E
E E B

n—1

n o D

8 Dualidade a partir de monotonicidade ciclica

O Problema de Monge-Kantorovich admite uma versao dual, assim como varios problemas deste
tipo. A ideia por tras € um principio minimax. Podemos reescrever o Problema de Monge-

Kantorovich como
0, € Ap ,
inf /cd'y = inf </cd’y+{ € M(n V)}> ,
yEADM(p,v) YEM 4 +o0, se v & ApM(pu, v)

onde M, € o conjunto das medidas de Borel positivas. A ideia é transformar o Problema de
Kantorovich em um problema sem restricoes. Note, no entanto, que nao estaremos “minimizando”
a funcao da direita caso v ¢ Apm(u, v).

Agora, notamos que

0, se v € ApMm(u, v)
d dv| — d = .
(so,wecf?)?)xcbm { {/w e /d) V} / [p@) + v () V(x’y)} {+oo, se v & ApM(p, )
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Logo, podemos escrever

inf%y)/cdfy = inf sup {/ [e(z,y) — o(z) — ¥(y)] dy(z,y) +/@du+/wdu}.

vE€ADM( YEM (o.0)

O principio minimax consiste em trocar a ordem do inf-sup acima. Em alguns casos, isto pode
ser justificado rigorosamente com técnicas de Analise Funcional; € assim que esta feito em [22,
Secao 1.1]. Aqui, n6és vamos apenas esbocar o argumento por dualidade e provar a dualidade por
monotonicidade ciclica, como em [1, Theorem 1.17].

Entao, em um passo formal, trocamos de ordem o infimo e o supremo:

it fedy=sup {/ﬁday)—w@)—w@ﬂdwmyy+/wdu+/¢@y}

yEADM(1,v) () YEM+

= sup {/wdu+/wdv— sup /[C(x,y) —p(z) = ¢(y)] dv(%y)}

(p,1h) YEM
Olhamos para o supremo dentro das chaves acima.

1. Se ¢(z,y) — ¢(z) — ¢¥(y) < 0 para todo (z,y), entdo a integral € negativa (ndo-positiva) e o
supremo € atingido quando v = 0;

2. Se, por outro lado, existe (zo,yo) tal que c(xo,y0) — ¢(xo) — ¥(yo) > 0, entado a escolha d,, =
n - 0(z9,y,) MOStra que o supremo vai para +oo.

Desta discussao concluimos a Dualidade de Kantorovich:

inf /cd7 = sup /godu + /¢ dv. (25)

vEADM (1) () +1b(y) <e(w,y)

Uma interpretacao interessante da dualidade acima, que é devida a Caffarelli e pode ser en-
contrada em [22, Subsecao 1.1.3], € o problema do remetente (ou transportador — no inglés, ship-
per’s problem). Eis a interpretacao. Vocé quer fazer o transporte de modo a minimizar o custo —
Problema de Kantorovich - e eu sou um transportador que faz a seguinte proposta: vou toda a
massa que estd em = € X cobrando uma taxa ¢(z) e vou transportar todo o necessario paray € Y
cobrando uma taxa ¢(y). Vocé devera me pagar, na totalidade, o valor

[e@ant) + [ o) avt)

Minha proposta € muito interessante porque, além disso, garanto que ¢(x) + ¥(y) < ¢(z,y); em
outras palavras, vocé pagara, no maximo, o que ja deveria pagar de qualquer maneira. A dualidade
de Kantorovich afirma que, se eu fizer o meu trabalho de forma 6tima, vou receber o valor minimo
que vocé deveria pagar. Todo mundo sai feliz! Vocé paga o minimo que conseguiria e eu recebo
este dinheiro para fazer o transporte.

Finalmente, passamos ao teorema. Vamos escrever que (p,1)) € Abm quando ¢ € L'(u), ¢ €
L'(v) e ¢ + 9 < c em todo ponto.

Teorema 18 (Dualidade de Kantorovich). Sejam € P(X), v € P(Y) ec: X xY — R continua,
limitada por baixo e tal que

c(z,y) <a(z)+b(y), coma € L'(u) ebe LY(Y).

Entao

inf /cdwz sup /cpdu+/1/}du
yEADM (V) (p,9)€ADM

e o méximo é atingido por um par (@, ¢°), para alguma func¢do c—coéncava .
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Demonstragdo. Para qualquer v € Abm(u,v) e para (g, ) € AbMm, temos

/chZ/(wﬂLzb)dv:/wduﬂL/wdw
de modo que inf > sup.

Por outro lado, considerando v € Abm(u, v) um plano de transporte 6timo, sabemos que existe
(Teorema 12) uma funcao ¢ c-concava com suppy C 0°p. Logo, (ver 15)

/cd’yz/(cp—&-ap“)dvz/gpdu—k/(pcdl/. O

8.1 Formula de Kantorovich-Rubinstein

Consideramos (X, d) um espaco polonés, Y = X e ¢(z,y) = d(z,y). Por dualidade,

inf / d(z,y)dvy(x,y) = sup / o(z) dp(z /qzbc dv(y
YEADM(1,v) ) X % X (¢,0°)

com ¢ funcgao c-céncava.
Observamos que, neste caso ¢ = d, temos

¢ é d-concava <= ¢ é 1-Lipschitz. Além disso, ¢¢ = —¢.

De fato, ¢ € c-concava se, e somente se, ¢ = ¢°; logo, escolhendo y = z abaixo,

é(x) = 9*“(a) = inf sup {d(w,y) — d(y,2) +6(2) } < d(x,2) +6(2).

YeEX zeX

Trocando papéis de = e z, obtemos

|6(x) = 6(2)| < d(z, 2).
Reciprocamente, se ¢ € 1-Lipschitz, tem-se
6(r) < d(@,2) +6(2), ¥z = ¢(a) < inf {d(z,2) + ()} = (~9)°(a).
Igualdade vale para z = z, de modo que ¢ = (—¢)°. Em particular, ¢ é c-concava.
A discussao acima implica em

Teorema 19 (Formula de Kantorovich-Rubinstein). Para X umespaco polonésec=d: X x X —
R, temos

wt | desdren = s [ oln)dp - o)),

YEADM (1) ll¢llLip<1

9 Custos estritamente convexos
Em X =Y = R% vamos considerar a funcao custo ¢ : R x R — R dada por

c(z,y) = h(z —y),

onde h : RY — R é uma funcio (que em seguida vamos supor estritamente convexa).
Seja v € Abm(u, v) um plano de transporte 6timo. Logo, pelo Teorema 12, existe uma funcéo
c—concava ¢ tal que suppy C 0°p. Logo,
p(z) +¢°(y) < clz,y) V¥ (z,y) € RT xR,
p(x) +¢°(y) = c(z,y) VY (z,y) € supp~.



Logo, para (z,y) € supp~y, a funcao
x— () — c(z,y0)
assume um valor minimo em zy. Se for ¢ diferenciavel em z, e, por exemplo, ¢ € C', podemos
concluir que
Vo(xo) = Vic(zo, yo)-
Uma condicao adicional natural para escrevermos y, = T(z¢) € conseguir inverter a identidade

acima.
Dizemos que ¢ : R? x R? — R satisfaz a condigao twist quando, para todo z, € R?,

y — Vac(zo,y)
¢ injetiva (logo, invertivel na sua imagem).

Teorema 20. Seja Q) C R? e ¢(x,y) = h(z — y) com h € C'(Q) uma funcao estritamente convexa.
Supornthamos p < dz e 092 de medida nula. Entao, existe (inica u—qtp) aplicacdo de transporte
otimo. Alam disso, existe ¢ funcao c—céncava tal que

T(2) =2 — (V)™ (Vo(a).

Demonstracdo. As hipéteses sobre h garantem que toda funcao c-céoncava (tem mesmo médulo
de continuidade que c e logo) € localmente de Lipschitz em 2. Desta forma, ¢ é diferenciavel em
(Lebesgue) quase todo ponto do interior de 2. Além disso, |092| = 0 por hipétese. Segue que para
p—quase todo ponto, ¢ € diferenciavel e

V(zo) = Vh(zo — yo)

Sendo h € C' e estritamente convexa em um compacto, » é uniformemente convexa e portanto
injetiva (c satisfaz a condicao twist). Segue que podemos escrever, como queriamos,

2o —yo = (Vh) ' (Ve(zo)) para pu—qtp. O

10 Variedades Riemannianas

Nesta secdo, vamos revisar conceitos fundamentais de variedades diferenciaveis e de geometria
Riemanniana. Varias referéncias foram consultadas: Carmo, Conlon, Lee, Gallot Hulin, Villani,
Rodney (apostila)...

10.1 Variedades diferenciaveis e diferenciabilidade de funcoes

Uma variedade diferenciavel é um espaco topolégico que localmente se parece muito com o espaco
euclideano. De forma mais precisa, uma variedade diferenciavel (ou de classe C*°) de dimensao
n é um espaco topolégico'® M junto com um conjunto de cartas ¢,, : U, — R", onde os conjuntos
U, abertos sao abertos em M e cobrem M, e as fungdes de transigao ¢, o qﬁgl sao de classe C*
onde estao definidas. Ao conjunto das cartas {¢,} chamamos atlas.

Uma funcao f é dita diferenciavel em M quando fo¢_' : A C R" — R é diferenciavel, para
todas as parametrizacoes ¢,. Isto equivale a dizer que, quando vista “em coordenadas”, f € uma
funcao diferenciavel. A condicdo de as funcgdes de transicdo serem suaves € fundamental para
que este conceito esteja bem definido. No caso em que duas parametrizacdes em um sistema

De forma analoga, f é de classe C* ou de classe C™ quando f o ¢! é de classe C* ou de classe
C*, respectivamente.

Exemplo 21. Superficies diferenciaveis, espaco projetivo, etc, podem ser equipados com estrutur
de variedades diferenciaveis.

18Em livros de analise matematica e/ou geometria diferencial, se pede que M seja de Hausdorff e com base enumeravel.
Isto € o que garante existéncia de parti¢ées da unidade e € o que fazemos aqui.
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10.2 Espaco tangente

Quando a variedade esta “dentro” de um espacgo euclidiano, poderiamos definir vetores tangen-
tes assim como fazemos para superficies diferenciaveis, a saber, como elementos da imagem do
diferencial de uma parametrizacao qualquer. No caso mais abstrato que nos encontramos, €
necessario obter alguma caracterizacao diferente.

Intuitivamente, nos espacos do tipo R", campos de vetores aparecem como um conjunto de
setas, uma sobre cada ponto do espaco. Usualmente, campos vetoriais podem representar campos
de forga ou a velocidade de um fluido. Cada uma dessas setas representa a dire¢ao e o sentido
que uma particula andaria sob o efeito do tal campo vetorial. Ou entdo, cada uma das setas
poderia indicar a derivada direcional a ser calculada de funcoes escalares. Estas duas maneiras
de pensar indicam os caminhos mais comuns de se definir o espaco tangente a uma variedade
diferenciavel.

Vamos inicialmente pensar em f : R” — R. A derivada direcional de f no ponto x e na direcao
de um vetor v pode ser calculada ao considerar uma curva a com «(0) =z e o/ (0) = v; tem-se

of .y _ d S~ (S o 2
e = T 0] _, = a0 ) = (Z al(0) t_@) : (26)
onde a(t) = (1 (t),2(t),...,an(t)). Em particular, ;(0) sdo as coordenadas de v € R". E comum

escrever pensar em v como um funcional v : C*°(R") — R e pensar em v(f) como a derivada de f
em zx e na direcao v.

Um dos pontos de vista € pensar nos vetores tangentes a variedades como velocidades de
curvas que passam por x com o “mesmo” vetor tangente. Mais precisamente, dadas duas curvas
diferenciaveis a e § com a(0) = 2 = 5(0), definimos uma relacdo de equivaléncia por'®

d

an~f = &qs(a(t)) = %¢(/B(t)) ‘t para alguma carta ¢.

t=0

Um vetor tangente é uma classe de equivaléncia v = [y] para alguma curva diferenciavel v com
~(0) = « e o conjunto dos vetores tangentes a M no ponto z € M é chamado de espaco tangente
e denotado por 7, M.

Proposicao 22. Se M é uma variedade diferencidvel de dimensadon, entdo T, M & um espaco vetorial
de dimensao n.

Demonstracdo. Dado um ponto z € M e uma carta ¢ que parametriza uma vizinhanca de = em
M, definimos d¢, : T, M — R"™ por

d
do, = — t ’ ,
6:(v) = o(V®)] _
onde v € qualquer representante da classe de equivaléncia v. Esta aplicacao esta bem definida,
como pode ser visto diretamente da definicao da relagao de equivaléncia. Também pela definicao
da relacao de equivaléncia, vemos que d¢, € injetiva. Para mostrar que € também sobrejetiva,
dado w € R", definimos

a(t) = ¢ ' (¢(x) + tw) de modo que %gf)(a(t))

= w.
t=0

Sendo d¢, uma bijecao, podemos equipar 7, M com a estrutura de espaco vetorial induzida pela
aplicacio inversa d¢, ', tornando 7, M um espaco vetorial de dimensao n. De maneira mais ex-
plicita, as operacoes em 7, M sao definidas como

v4w = dg;? (d(bw(v) + d¢I(w)) e cv:=dg;! (cd¢m(v)).

19pela diferenciabilidade das funcdes de transicao, a igualdade vale, na realidade, para toda carta que contém as curvas
« e 3. Logo, o espaco tangente € independente da parametrizacao escolhida.
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Sendo as fungodes de transicdo difeomorfismos, temos que
(Woo™) (6(2)) : R" — R"

¢ um isomorfismo. Portanto, as duas parametrizacdes quaisquer de vizinhancas de = geram em
T,.M a mesma estrutura de espaco vetorial. O

E também comum utilizar a notagéao +'(0) = [y], onde v € qualquer representante da classe de
equivaléncia [v]. Assim, continuamos com a férmula usual

A6ay (7 (0)) = So(2(1)|

t=0
embora esta seja agora apenas a definicao da aplicacao d¢,.

Um outro ponto de vista, menos geométrico mas bastante conveniente, € olhar para vetores
tangentes como objetos que agem sobre funcoes diferenciaveis da mesma maneira que “tomar
derivadas direcionais”. Em outras palavras, um vetor tangente € visto como o que nos permite
fazer a derivada direcional de funcées suaves. Nos dizemos que v, : C*°(M) — R € um vetor
tangente a M no ponto x € M quando é uma derivacao em z, isto é, um funcional linear que
satisfaz a regra de Leibniz no ponto z:

v2(fg) = v (f) - g(x) + () - v2(g).

Esta propriedade é claramente motivada pela regra da diferenciacido de um produto de funcgdes.
Ao espaco das derivacoes como acima chamamos de espaco tangente a M/ em z e denotamos
por T, M (o til sera deixado de lado quando mostrarmos que as duas definicoes sao equivalentes).
Naturalmente, 7, M tem uma estrutura de espaco vetorial (dada pela soma de funcionais lineares
e a multiplicacao de um funcional linear por um escalar).

Observamos que, dado [y] € T, M, podemos associar uma derivacao em 7, M pela identidade

d
vy (f) == &f(v(t))‘ti para toda f € C%(M). 27)
Para verificar que de fato (27) define um elemento de T, M, consideramos uma carta ¢ :U —R"
em uma vizinhanca U de z. Em coordenadas, temos

=d(fos ") (6(z)) i(qu °7)(t)

0= S(fos 0s0m) )| 5

t=0 =0

Escrevendo as variaveis de R” da inversa da parametrizacdo como ¢ *(z', 2?

na carta ¢ por

,...,2™") eacurva vy

temos

Lt o b1
0 () =3 50 A28 (o).

ot
=1

Comparar esta formula com (26). A linearidade de v, segue dai:

vy(af +bg) =3 (o) MO HINOOT) ()

i=1

n

=0 20 20 (g 4030 2 (0) 22007 (g )
1=1 i=1
= avy (f) + bvy(g).

A regra de Leibniz € ainda mais direta:

d

vy(fg) = %[f(v(t))g(v(t))} = af(v(t))

9(1(0)) + F(+(0) 7;9(+(®)

t=0 t=0

24



Logo, [y] € T.M = v, € T, M.
Observamos ainda que, definindo

0

i
oxt|,

(1 =120 (4,

x

:C*°(M)—-R por

Ox?

obtemos uma derivacgao linear, ou seja, um elemento de 7,,M. Pelas contas acima, temos

- i\/ 9

i=1

)
x

que é exatamente a féormula (26), mas em sua versao para a variedade M. Em seguida, vamos
mostrar que toda derivacao linear é dessa forma, o que mostra que as duas nog¢des de espaco
tangente que definimos sao equivalentes. Além disso, se obtem uma base:

: }
x

)’ 53
. Ox

0

Ly A
. ox

0
T,M = Span {8101

Tudo isto € consequéncia da proposicao seguinte.
Proposicao 23. A aplicacao
®:T,M — T,M
M = vy
é um isomorfismo de espacos vetoriais.
Demonstragao. Inicialmente, vamos mostrar que ® € injetiva: dados v,w € T,M satisfazendo

®(v) = ®(w), escolhemos respectivos representantes a e 5. Assim, devemos ter

%f(a(t))‘t=o = %f(ﬁ(t))‘ para toda f e C™(M).

Dada uma parametrizacio ¢ : U ¢ M — R", consideramos f = ¢ : U — R e temos?°

d
= a(éf’oﬁ)(t)

d
S(@oa))

t=0 t=0

Logo, a ~ B ev=w.

Finalmente, mostramos a sobrejetividade de ¢. Devemos mostrar que, dada uma derivacao
qualquer v € T, M, podemos encontrar uma curva v satisfazendo (27). Seja ¢ : U — R" uma carta
em uma vizinhanca de 2 = ¢~ () e seja ¢’ := 7' 0¢ : U — R a i-ésima coordenada de ¢. Definimos

at = v(qbi) €R e a=(a',d?...,a") € R"™
Para t suficientemente pequeno, esta bem definida a curva
v(t) = ¢ *(ta) €U C M.
Desta forma, pela regra da cadeia usual do espaco euclidiano, segue que

—a(f 067 (6la)) - (699)'©) = 30 2207 (g(a) ()

=1

0 () = 1)

t=0

20Estritamente falando, deveriamos ter uma funcao ¢ definida em M e nao apenas em um subconjunto U C M. Este
detalhe técnico esta relacionado com a existécia de fungoes de corte e, consequentemente, com as restri¢oes topoldgicas
que impomos sobre M. Nao entraremos nestes detalhes.
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Por outro lado, o Teorema Fundamental do Calculo aplicado para a funcdo fo¢ ' : ¢(U) C R = R
implica que

(Fo0 ) = (Foo ) = [ 5(F007) mn +tly — a0) de

=30 e [ AL oty )

= (' —xh) gi(y),

Escrevendo w = ¢~ !(y) € M, obtemos

n

flw) = f(z) = (¢'(w) — ¢'(x)) (g; © D) (w).

=1
Aplicando v em ambos os lados, utilizando que v é linear e a regra de Leibniz, obtemos?!

n

v(f) =D 0(d" = ¢'(@) (g: 0 9) (@) + (¢'(2) — ¢'(2)) v(gi 0 ¢)

=1

=Y aatan) = 32 MEE D (00) v .

i=1

10.3 Geometria Riemanniana

Para fazer geometria, em geral, é interessante a existéncia de alguma estrutura adicional. Algo que

permita, por exemplo, medir comprimentos ou angulos. A definicdo seguinte vai neste sentido.
Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferenciavel M tal que, para todo =z € M,

existe uma forma quadratica g, : T, M x T, M — R, simétrica, positiva definida que satisfaz

x +— g, de classe C*°.

A funcao g é chamada de métrica Riemanniana e define um produto interno em cada espaco
tangente T, M. Para v,w € T, M, sao comuns as notacoes

9z (v, w) = (v, W),

A métrica Riemanniana fornece uma maneira de transformar M em um espacgo métrico, com
distancia

1
d(xa y) = Hlf/o \/g’y(t) (7/(t)a 7/(0) dtv

onde o infimo é tomado sobre todas as curvas «: [0,1] — M que satisfazem v(0) =z e y(1) = y.

Note que, denotando |v|, = v/¢.(v,v), temos a formula usual de comprimento de curvas e a
distancia acima mede a menor curva que une dois pontos de M:

1
da,y) =int [P/ O
0

2IDeveriamos, mais precisamente, observar que v depende apenas dos valores de f em uma vizinhanca do ponto z.
Isto, novamente, depende da existéncia de fung¢oes de corte. Mais elementar é a observacao que, se f = ¢ € uma funcao
constante, entdo v(c) = 0: de fato, a regra de Leibniz implica que

v(l)=v(1-1)=1-v(1)+v(1)-1=2-v(1) = v(1)=0 = v(c) =c-v(l)=0.
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Exercicio 4. Verificar que

d(.’B, y) = inf \//0 Gy (t) (’yl(t)v ’y/(t)) dt.

A vantagem desta maneira de escrever a distancia € que minimizantes automaticamente sao geo-
désicas de velocidade constante.

10.4 Forma de volume

Se A esta em uma vizinhanca parametrizada por uma carta ¢, temos

10.5 Aplicacao exponencial

11 Teorema de McCann

Supor M variedade Riemanniana compacta e c: M x M — R a funcao custo dada por

d(z,y)?
i

c(z,y) =
Temos.
Proposicao 24. A funcdo custo ¢ = d*/2 é semiconcava me M.

Demonstracgao. Villani [23, Apeéndice do Capitulo 10]. O

12 Espacos de Wasserstein

Nesta secao, vamos ver como a teoria de transporte 6timo permite definir uma distancia no espaco
das medidas de probabilidade em X.

Consideramos um espaco Polonés (X, d) e duas medidas de probabilidade u,v € P(X). Defini-
mos a distancia de Wasserstein entre ;1 € v como

1/p
— : P
Wy, - (WeAg;ﬂfw | ) dv(%w)) . 28)

Vamos mostrar que W, satisfaz as propriedades de distancia. No entanto, dadas duas medidas
quaisquer, € possivel ter W,(u, v) = +o00. Para um zy € X qualquer fixado, definimos o Espaco de
Wasserstein de ordem p € [1, +o00) por®?

Pp(X) = {u € P(X); /X d(z,z9)? du(z) < +oo} )

Em outras palavras, o espago de Wasserstein é o espaco das medidas de probabilidade com mo-
mento de ordem p finito. Vamos, neste curso, sempre pensar em P, (X) equipado com a distancia
de Wasserstein.

Proposicao 25. A distancia de Wasserstein W, definida em (28), de fato define uma distancia no
conjunto P,(X).

Demonstragao. Vamos verificar cada um dos axiomas de métrica.

22K um exercicio simples mostrar que a definicio é independente do zy € X escolhido.
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1) Identidade de indiscerniveis. Temos W,(u, ) > 0. Além disso, v = (Id x Id)xp € claramente
admissivel e tem custo nulo. Segue que W, (x, 1) = 0.

Por outro lado, se W,(y,v) =0 e v € um plano de transporte 6timo, devemos ter
suppy C {(z,y) € X x X; o =y}.
Logo, para v quase todo ponto, X =x¥; portanto, p = Tr;é ¥ = 773;7 =v

2) Simetria. Dado um plano de transporte 6timo ~ entre y e v, temos que (y, z)xy € um plano de
transporte 6timo entre v e p, mostrando que W, (y,v) = W,(v, p).

3) Desigualdade triangular. Para a desigualdade triangular, vamos utilizar resultados de desin-
tegracao de medidas e um lema de colagem (Lema 32), ambos topicos que estao indicados no
apéndice, na Subsecao 13.1.1. Utilizamos o Lema de Colagem para construir uma medida que
“cole” dois planos 6timos. Sejam pu1, po, us € P(X) e considere 7,5 plano 6timo entre p; € po, v23
plano 6timo entre po € p3. Temos “mesma projecao” na variavel zo, isto €,

77;24&712 = M2 = 721#723.
Pelo Lema de Colagem, existe v € P(X x X x X) tal que
7T;1¢27 =712 € 77:,2(;&37 = 723:

Observamos que mj,y = (i1 € w7y = us; logo mi’y € AbM(puy, i3). A partir destas consideracées,
escrevemos:

W (i1, 13)? < / Ay, 25)? A (1, 3)
X

:/ d(m'3 (21,22, 23))" dy(21, 22, 73)

X

=/ d(z1,23)P dy(z1, 22, 23)
X

S/ [d(z1,22) + d(z2,73)]" dy(21, 22, 23).
X

Agora, pela desigualdade triangular para a distancia d de X, obtemos

1/p 1/p
Wy (1, pu3) < (/ d(x1, x2)? d7($173327333)> + (/ d(xz, x3)? d7(3717$2,363))
X X

1/p

1/p
- ( / d(xl,u)pd(ww(m,xg)) T ( / d(m,xgvd(wfv)(u,xg))
X X
= Wy (1, p2) + Wy(pz, 13),
como queriamos mostrar. O

Observacao 26. Note que a distancia de Wasserstein pode ser encarada como um tipo de norma
L?. Em espacos de Banach, podemos escrever

1/p
Wy(p,v) = inf / x —y||P dy(=, > = inf T — ()
) = (iu [ le—al ) = it o=l

Observacao 27. A desigualdade de Hélder implica que

p<q = Wylp,v) < Welp,v);
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de fato, para qualquer v € Abpm(y, v), aplicamos Hélder com ¢/p > 1:
p/aq

[ e area < ([ d(m)qdv(x,y))p/q-wxxX)q/“-P)= ([ e v

Por outro lado, se d € uma distancia limitada, temos

/ (@ y)" drlzy) :/ d(, )"+ dy(z,y) < diam(X)qip/ d(x, y)? dy(z,y),
X x ;
o que implica
W11, v) < diam(X) /0 10, (1)1,
Em particular, as distancias sao equivalentes quando a distancia € limitada.

Vamos analisar, a partir de agora, propriedades topologicas do espago métrico (P,(X), W,).
Inicialmente, estudamos a convergéncia de sequéncias com a distancia de Wasserstein. O re-
sultado que segue pode ser encontrado em [22, Theorem 7.12] ou [1, Proposition 2.4]. Nossa
apresentacao € como a de [22].

Proposicao 28. Consideramos uma sequéncia yy € P,(X) e uy, — p € Pp(X). Entdo, as seguintes
afirmacées sao equivalentes:

(i) Convergéncia em distancia: W (p, 1) — 0.

(i1) Convergéncia fraca ur, — p e convergéncia dos momentos de ordem p:

lim d(z, xo)? dug(x) = / d(z,zo)? du(x).
k—+oo Jx X

(#i1) Convergéncia fraca py, — i e

timsup [ d(o0)” dine) < [ da,z0)” duta).

k——+oo

(iv) Convergéncia fraca i — e

lim lim sup/ d(x,20)? dug(z) = 0.
R=400 k—+o0 JX\Br(z0)

(v) Para toda fungéao teste ¢ continua e com crescimento até ordem p:
|p(2)] < C(1+d(z, 20)"),
vale que
Jim [ e@ i) = [ o).
Demonstragao. Vamos iniciar provando que as quatro ultimas afirmacées sao equivalentes.

(i) < (#i). Que (i7) implica (iéi) é trivial. A reciproca segue de semicontinuidade inferior
com respeito a convergéncia fraca: p; — p implica que

/ d(x,20)P du(x) < liminf/ d(x,x0)? dug(z).

(i) = (iv). Definimos funcées continuas limitadas:

fr(z) := inf {d(z, o), R"}.
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Logo, por convergéncia fraca, temos

kglfoo/ fr(z) dug(x /fR ) dp(x

Além disso, fr 7 d(-,x0)?, de modo que o Teorema da Convergéncia Monoétona implica

i [ o) duta) = [ do.z0) duta).

R—+o0 X

Além disso, por hipotese, temos

lim d(x,x0)? dug (z / d(x,x0)? du(zx),
k— oo X

de modo que

. . p_ —_ 1 P _
[ [0 = fn@] de) = i [ dsaop o) = [ sato)duto
Agora,
d(xo, z)?

d(z,x9) > 2R <= —RP > — < d(z,z0)? — R? > (1 —27P)d(x,x0)".

op
Observando que
0, se d(z,z9) < R

d(z,20)? — fr(z) = {d(x,xo)p —RP, sed(z,zo) > R

e que

(1-277) / A 20)? djui < / [ w0 — 7] da < / [ 20)? — 1] du.
X\Bar (o) X\B2r(zo) X

temos (iv):

lim lim sup/ d(x,x0)? dug(xz) = 0.
R—4o00 k——+oc0 X\BQR(I())

(iv) = (v). Seja ¢ como em (v). Dado ¢ > 0, nossa hip6tese garante que existe R > 1 tal que

lim sup/ d(z,x0)? dug(z) < e.
X\Br(z0)

k—+oco

Como p tem momento de ordem p finito, aumentando R > 1, se necessario, podemos assumir

também que
/ d(x,x0)P dp < €.
X\Br(zo)

Seja ¢ € C° uma funcao de corte: satisfaz 0 < ¢ < 1, tem suporte compacto e é tal que £ = 1 em
Br(zo). Temos (note que, em X \ Bgr(zo), 1 < R < d(z,))

/Xgaduk—/xsoduz/xsogdwk—u>+/xw<1—5>duk—/xw(1—£)du

S/ p&d(puy —p) +C (1+d(x,xo)”)duk—/ @du
X X\Br(zo) X

§/ e&d(ur — p) +2C d(z, z0)" dpy —/ pdp.
X X

X\Br(z0)

Em valor absoluto (e aplicando raciocinio analogo ao anterior na ultima integral):

‘/ o d(pk — u)‘ < ‘/ p&d(pe — u)‘ +2C d(z,0)” duy, +2C d(z, o) dp.
X X X\Br(zo) X\Br(zo)
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Observando que ¢ ¢ é continua e limitada, convergéncia fraca implica que o primeiro termo do
lado direito da estimativa acima vai para zero quando k£ — +oco. Assim, tomando limite superior
quando k — +oo, obtemos

lim sup ‘/ ed(pr — u)‘ <2C limsup/ d(x,x0)? dug + 20/ d(z,x0)? du < 4Ck.
k—+too |Jx k—+oco J X\Bg(zo) X\Br(z0)

Sendo ¢ > 0 arbitrario, segue a afirmacao (v).
(v) = (#). E imediato, pois tomando ¢ limitada qualquer temos a convergéncia fraca e
tomando ¢ = d(-,z¢)? temos a convergéncia dos momentos de ordem p.

Resta mostrar que a convergéncia em W, é equivalente a qualquer dos itens (i¢) — (v). Supo-
nhamos que p; — ¢ em métrica. Vamos mostrar que vale (iii). Sendo convergente com a métrica
W,, segue que py, € uma sequéncia de Cauchy; logo, pelo Lema 29 abaixo, {u;} forma um conjunto
rigido. Pelo Teorema 4 (de Prokhorov), existe uma subsequéncia que converge fracamente para
fi € Pp(X). Por semicontinuidade inferior,

e _
Walp, ) < lim inf W (i, i) = 0,

de modo que p = ji. Agora, dado ¢ > 0, usamos a desigualdade triangular e obtemos?®
d(l’7 IO)P < (d(y7 IO) + d(gjv y))p < (1 + 6) d(y7 Io)p + CE d(LE, y)p

Integrando com respeito a v;, onde ~;, € plano de transporte 6timo entre u; € u,

/ d(x,20)P dur, < (14 5)/ d(y, zo)? dp + CE/ d(z,y)? dvg.
X X X

O ultimo termo vai para zero porque W), (u, 1) — 0. Logo,
1imsup/ d(z, )P dus < (14 6)/ d(y, xo)? du.
k—+oo JX X

Mandando ¢ — 0, obtemos ().
Por outro lado, suponhamos (i7). Temos que u — u €

lim d(z, z0)? dug(x) = / d(x,x0)? du(zx).
k— 400 X X

Agora, considere um plano de transporte 6timo ~; entre u; e pu. Pelo Teorema de Prokhorov,
{pr} C P(X) érigido. Logo, {v} C P(X x X) é rigido (marginais em conjuntos rigidos — ver Lema
7). Novamente pelo Teorema de Prokhorov, (a menos de uma subsequéncia) tem-se

e — v €PX xX).

Por estabilidade (provar estabilidade!), temos que v € Abm(u, ) € também 6tima. Segue que v € o
plano trivial (Id,Id)4u. Além disso, qualquer subsequéncia convergente deve convergir para este
limite, de modo que toda a sequéncia converge para -. Temos

W (i )P = / d(z,y)? dyu(a, )

(29)
= /inf {d(x,y), R}p dy + / (d(%y)p - Rp)+ dyk

23Aqui estamos utilizando que existe C: > 0 tal que
(a+b)P < (14¢€)aP + CHP.

Para provar isto, divida tudo por b” e note que a funcéo g(z) = (z+1)P — (1+¢)a? € continua e satisfaz g(0) = 1, g(z) — —oc0
quando z — +o0; logo, é limitada por cima em (0, +00).
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Note que, dado ¢ > 0 e z,y tais que d(z,y) > R, temos que

max {d(x, o), d(y, 730)}

€ maior do que ambos R/2 e d(z,y)/2. Isto pode ser reescrito como

X{d(z,y)>R} < X{d(z,z0)>R/2 e d(x,x0)>d(x,y)/2} + X{d(y,z0)>R/2 e d(y,x0)>d(x,y)/2}
Assim,
[d(z,y)? — RP], = [d(z,y)" — R?|X{a(x.)> R}
< d(z,Y)"X{d(z.y)> R}

< d(Z, Y)PX{d(@,20)>R/2 € d(z0)>d(z.y)/2} T AT, V)P X{d(y.20)>R/2 e d(y.wo)>d(z.y)/2}
< 2Pd(x, 0)" X {d(w,z0)> R/2} T 2PA(Y, T0)P X {d(y,w0)> R/2} -

Voltando a integral em (29):

W (pe, p)? < /inf {d(z,y), R}’ dy, + 2p/

(e 0) ) + 2 [ Ay, 7o) du(y).
X\Br/2(z0)

X\Bp/2(zo0)

Fazendo k£ — +00, obtemos

lim sup W, (g, p)? < 2P limsup (/ d(z, zo) dpg (x) —|—/
k—+o0 k=400 X\Br/2(20) X\BRr/2(20)

d(y, o) du(zﬁ) :

Fazendo R — +oc e utilizando (iii), obtemos

limsup W, (pg, 1) < 0,

k——+oo

o que implica, como queriamos mostrar, que

lim W,(ug, u)? = 0. O

k——+o0

Em seguida, provamos que toda sequéncia de Cauchy em P, € rigida, exatamente como em
[23, Lemma 6.14].

Lema 29. Seja X um espago Polonés e {u,,} uma sequéncia de Cauchy em P,(X) com a distancia
de Wasserstein W,,. Entao, {u,} é rigida.

Demonstracgdo. De acordo com a Observacao 27, {u, } também é de Cauchy com respeito & métrica
W;. Temos que, dado ¢ > 0, existe N € N tal que

n>N = Wi(un,pun) < e
Afirmacéo: dado n € N, existe j € {1,2,..., N} tal que
Wi (s 1) < €.

De fato, se n > N escolhemos j = N; se n < N escolhemos j = n.
O conjunto {u1, i2,... .y } € um conjunto finito de medidas de radon; logo, € rigido. Isto significa
que existe um conjunto compacto K tal que

1;(X\K) <e paratodo je {1,2,...,N}.

Sendo K compacto, podemos cobrir K por um numero finito de bolas de raio «:

K C

s

Ba(xz) =U

i=1
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Aumentando U pelo fator e:
U, := {x eU; d(z,U) < 6},

podemos considerar uma funcao continua ¢ que satisfaca xp < ¢ < xy.. Um exemplo de tal
funcao pode ser
d(xz, U
o) = (1- 220
€ +

que é 1/e-Lipschitz. Temos, pela formula de dualidade de Kantorovich-Rubinstein (Teorema 19),

o) = [ din = [ o= [6dus+ [odun~ [odn = wy(w ()~ Wiltns 1)

Para j < N temos que p;(U) > pu;(K) > 1 —¢ e que, para cada n, podemos usar a afirmacgio acima
para limitar W;. Logo, para todo n € N,

wn(Ue) > 1 — 2e.

Fosse U. compacto, teriamos terminado a prova. Mas pode nao ser. Um truque para contornar
esta dificuldade é o seguinte?*: trocando ¢ por ¢/2‘"! acima, obtemos

Mn( yl By(@-)) >1- ;

e definimos
400 m(¥£)

- U B

=1 =1

Assim, por construgao, K é totalmente hmltado: dado qualquer ¢ > 0, existe uma cobertura finita
por bolas abertas de raio 6. Sendo totalmente limitado e fechado em um espacgo métrico completo,
K é compacto. O

Teorema 30. Seja X um espago polonés. Entéo o espago de Wasserstein (P,(X), W,) também é
um espaco polonés. Além disso, tem-se

(i) Um conjunto K C P,(X) é relativamente compacto se, e somente se, K é rigido (justo) e p
uniformemente integravel.

(#4) Dada uma sequéncia ji,, 1 € Pp(X), vale que

in — p (convergéncia fraca que vinhamos considerando)

Wy (i, ) = 0 <= . . i
1L, tem p-momentos uniformemente integraveis.

Este resultado aparece em [2, Proposition 7.1.5]. Apresentamos uma prova baseada nos ar-
gumentos encontrados em [2, 23].

Demonstragdo. Vimos na Proposicao 25 que (P,(X), W,) € um espago métrico. Passamos a provar
que € um espaco separavel: consideramos {z;};,cy C X um subconjunto denso enumeravel de X

e definimos v
— {Zﬁ'%% 7 eQeNeN}.

i=1
Em outras palavras, D € o conjunto de combinacdes lineares finitas e com coeficientes racionais

de massas unitarias nos pontos de {z;}. Ja que p € P,(X), temos que, dado ¢ > 0, existe um
compacto K C X tal que

/ d(z,x0)? du(z) < €P.
X\K

24Ver prova do Teorema de Prokhorov — Teorema 4 — onde o mesmo truque é utilizado.
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Utilizamos este ¢ > 0 para obter uma cobertura finita (com centro em alguns z;) do compacto K:

N
K C U Beja(wi).
i=1

Além disso, obtemos uma cobertura disjunta ao considerar:

N
K C | JBr ondeBy := Be(ax) \ | Be(x;).
=1

j<k
Definimos ~
Ty, sex € BpNK, k=1,2,... N,
fx) =
Zo, sex € X\ K
Notamos que fxu € D, pois

N N

(f#:u’)(A) = :U’(f_l(A)) = /J’(X\K)(smo + ZN(BZ ﬁK)dzrl = Zazdm

i=1 i=0
Além disso, temos d(z, f(z)) < € para todo = € K, de modo que
/ d(z, f(2))" du(z) = / d(z, f(2))" du() + / d(w,wo)" dp(w)
X K X\K
< ePu(K) + P = 2P,
Utilizando que (I, f)xp € ADM(p, fxp), temos que

Wp(uaf#u) < p2'€7

o que mostra que D é denso em P,(X).

Para mostrar que P,(X) € completo, basta supor que X € um espaco métrico completo. De
fato, seja p; uma sequéncia de Cauchy em P,(X). Entao, pelo Lema 29, {u;} € um conjunto
rigido. Segue do Teorema de Prokhorov (ver Teorema 4) que existe uma subsequéncia fracamente
convergente y, — u. Por semicontinuidade inferior do custo total, temos que

/ d(z,z0)?P du(x) < ljminf/ d(, z0)? dpg; () < 400
X p's

j—+o0
e, logo, 1 € Pp(X). Por semicontinuidade da distancia W, temos
Wi (1t i) < T inf Wy (pon, 5 o, )

de modo que

lim sup Wp(u,,uki) < limsup W), (ukj,,uki) =0.

i—~+00 i,j——+o00

Segue que py; — 1 € Pp(X) em dstancia. Sendo p;, uma sequéncia de Cauchy com subsequéncia
convergente, u;, deve ser toda convergente. O

13 Apéndices

13.1 Conceitos de teoria da medida

Referéncias basicas de Teoria da Medida e de Teoria Geométrica da Medida incluem: Evans,
Gariepy [10], Folland [11], Maggi [15].
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13.1.1 Desintegracao de medidas e lema de colagem

Nesta secao enunciamos o Teorema de Desintegracao de Medidas, que informalmente pode ser
pensado como o processo inverso de construir uma medida produto.

Teorema 31 (Teorema de Desintegracao). Sejam X e Y espacos Poloneses (mais geralmente,
poderiam ser espacos de Radon), ¢ : X — Y mensurdvel e , € P(X) ev € P(Y) probabilidades tais
que

V= Qufi.
Entao, existe uma familia de medidas de probabilidade {p,} C P(X) tais que

(i) afungdaoy — u, é Borel-mensurdavel, no seguinte sentido: para todo conjunto de Borel B C X,
vale que a fungdo y — p,(B) é Borel-mensuravel;

(i1) py esta concentrada na “fibra” ¢~ '(y), isto é, u, (X \ ¢~ '(y)) = 0. Em particular,
,uy(E) = My(E N (b_l(y))

i#i) Para toda funcao positiva f : X — R*, tem-se
(i) ¢ao p

x)du(z) = x)dpy(z) | dv(y). 30
| f@auta) /YM_l(y)f()uy()l ) 30)

Em particular, para E C X mensurdvel, temos

n(B) = [ B ) = [y (067 0) avta).
Escrevendo a equacao “em forma diferencial”, temos, mais informalmente, a desintegracao

dp(z) = dpy () dv(y).

No Lema de Colagem abaixo, utilizamos a seguinte notacédo (informal, mas esperamos que
intuitiva) para projecoes

™(xy) =y, 7 (y,2)=y, T (x,y2) =y, 7Y (2,y,2) =(2,y), etc

Observe que denotamos funcées com dominios diferentes com o mesmo simbolo =¥, mas o con-
texto deve deixar claro qual estamos considerando. Além disso, para 7* : X x Y — Y, cada
fibra (7¥)~!(y) pode ser identificada com X de modo que podemos considerar a desintegracio em
medidas {z,} C P(X) (ao invés de P(X x Y)). E isto que faremos na demonstragao abaixo.

Lema 32 (Lema de Colagem). Sejam X,Y e Z espacos Poloneses e duas medidas
Y EPXxY) e FePY xZ)
com as mesmas projecoes emY, isto é,
773;71 = W#’;'yQ.
Entéo existe uma mediday € P(X x Y x Z) que é “de colagem”, isto é, tal que

XY 1 Y,Z 2
Ty V=7 e myTy=7"

Demonstragcao. A prova € uma aplicacao do Teorema de Desintegracao. Denotamos v = 7r3;'yl =
W;,}ﬂ. Por desintegracao para cada uma das medidas, escrevemos

dyH(z,y) = dyy(x)dv(y) e dy'(y,z) = dy(2) dv(y).

Definimos, entao
dy(z,y, 2) == d(7, () x 72(2)) dv(y). O
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13.2 Semicontinuidade

Seja X um espaco topolégico. Uma funcao f : X — [—o0,+00) € dita semicontinua inferiormente
em 1) € X quando, dado ¢ > 0, existe uma vizinhanca U de z( tal que

f(z) > f(xo) —e paratodo xz € U.

Dizemos simplesmente semicontinua inferiormente quando f é semicontinua inferiormente em
todo ponto de X.

Proposicao 33. Seja X um espaco topoldgico e f : X — [—o0,+00). Sao equivalentes:
(a) f é semicontinua inferiormente.
(b) Paratodoa € R, {z € X; f(x) > a} é aberto.
(¢c) Paratodoa € R, {z € X; f(x) <a} éfechado.

Além disso, se X é um espago métrico, entao as anteriores também sao equivalentes a:

(d) Paratodoz € R e x,, — z, tem-se f(z) < liminf f(z,).
n—-+00

Demonstracdo. Vejamos que (a) = (b). Sejam dados a € Re 2y € {z € X; f(x) > a}. Escolha
e > 0 tal que f(xzg) — e > a. Sendo f semicontinua inferiormente em z,, existe uma vizinhanca U
de z( tal que

f(z) > f(xo) —€ > a, paratodo z € U.

Logo, U C {x € X; f(z) > a}, donde todo ponto de {z € X; f(z) > a} € interior.

Agora, mostraremos a reciproca (b)) = (a). Dado e > 0 e zp € X. Consideramos a = f(zg) — ¢.
Por hipétese, existe uma vizinhanca de x, tal que, para z nesta vizinhanca, f(z) > a = f(zg) — e.

A equivaléncia (b) <= (c) € imediata.

Finalmente, mostramos que em um espaco métrico, (a) <= (d). Se f é semicontinua em
x € X, entdo dado € > 0, existe 6 > 0 tal que d(z,y) < § implica f(y) > f(z) — e. Utilizando que
T, — x, temos que

n>ny = dz,z,) <6 = f(z,) > f(z) —e.

Logo, f(z) < lim Jirnf f(z,). Para areciproca, vamos mostrar a contrapositiva. Suponhamos que néao
n—-+0oQ

vale (a). Desta forma, existe £ > 0 tal que, para todo §,, = 1/n > 0, existe z,, tal que d(z,,z) < 1/n
mas f(z,) < f(z) —e. Isto implica que liminf f(z,) < f(z) —e < f(x), de modo que nao vale (¢). O

Seguem algumas outras propriedades de fun¢des semicontinuas.

Proposicao 34. Uma fungdo f : X — R é continua se, e somente se, ambas [ e —f sGo semiconti-
nuas inferiormente.

Demonstracdao. Imediato. O
Mais importante € a seguinte.
Proposicao 35. Seja X um espaco topoldgico. Entao
(i) Se X é um espaco de Hausdorff*®> normal®® e f : X — [0, 1] é semicontinua inferiormente, entéo
f(z) =sup {h(z); h écontinuaed <h< f}.

Em outras palavras, f é pontualmente o supremo das _fungées continuas menores do que f.

25Um espaco topolégico é dito de Hausdorff ou T, quando “separa” pontos: se z1,z2 € X e x1 # z, entdo existem
abertos disjuntos U, V tais que z; € U e z2 € V. Em particular, num espaco de Hausdorff, todo conjunto com um ponto
s6 é fechado.

26Um espaco topolégico é dito normal quando “separa” conjuntos fechados: se Fi, F» sdo fechados disjuntos, entao
existem abertos disjuntos U,V taisque F1 CU e Fo C V.
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(i) Se X é um espago metrizavel e f : X — [0,1] é semicontinua inferiormente, entao podemos
escrever

f(x) = lim fi(z) pontualmente,
k— o0

onde, para todo k € N, f;, é Lipschitz-continua e fi, < fr41.-

Demonstracdo. (i) Seja o € X. Se f(xp) = 0, ndo ha o que demonstrar. Suponhamos que f(zy) >0
e seja a € (0, f(xo)) arbitrario. Como f é semicontinua inferiormente, o conjunto

U={zeX; f(z)>a}

é aberto. Sendo X espaco de Hausdorff, o conjunto com apenas um ponto {x,} C X é fechado.
Como X é também um espaco normal, o Lema de Urysohn implica que existe uma fungao continua
h:X —[0,1] tal que h(zp) =a e h(x) =0 em X \ U. Esta propriedade de h pode ser reescrita como

0<h<aly<f.

Esta ultima desigualdade segue de: f(z) > aem U e f(xr) > 0 em X \ U. Sendo a arbitrario,
podemos encontrar h € C.(X) com h(xy) = a tdo proximo de f(zo) quanto se queira.
(ii) Sendo X um espaco metrizavel, podemos definir f; : X — [0, 1] explicitamente como

Je(@) = inf {f(y) + kd(z,y)}.

Agora vamos verificar que esta sequéncia satisfaz o que queriamos.
e Claramente, fi < fiy1-

e Em seguida, vamos mostrar que fj, € Lipschitz com constante de Lipschitz k. Sejam z1,z2 €
X. Para qualquer z € X, temos

fe(z1) < f(2) + kd(z1,2) < {f(z) + kd(xa, z)} + kd(x1,x2).
Fazendo o supremo em z € X, obtemos

fe(z1) < fe(z2) + kd(z1, x2), para quaisquer z;,xs € X,
o que implica que (invertendo os papéis de z; € x3)

|fi(@1) = fr(x2)| < kd(x1,32), para quaisquer z1,z; € X.

¢ Finalmente, vamos mostrar convergéncia pontual, isto é, que para z € X fixado, tem-se
hin fr(z) = f(x). Aqui que entra a semicontinuidade inferior: dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

da,2) <5 = f(z) > f(z) - <.
Em particular,
d(w,y) <8 = f(y) +kd(w,y) > f(z) — e+ kd(z,) > f(z) —e. 61
Por outro lado, tomando k suficientemente grande,
da,y) =6 — f(y)+kd(z,y) > fly) +k > flz)—c. (32)
Juntando (31) e (32), temos
k>1 = f(y) +kd(z,y) = f(z) —¢, Vy e X = fi(z) = f(z) —=.

A desigualdade fi(z) < f(z) < f(z) + € é imediata. O
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Observacao 36. A prova do item (i) acima funciona para X espaco de Hausdorff localmente
compacto. Espacos de Hausdorff compactos sdo normais (exercicio!). Dai, no caso localmente
compacto, é possivel de verificar que o Lema de Urysohn funciona nos seguintes termos: dado K
compacto e U vizinhanca aberta de K, entdo existe f € C.(X) tal que 1x < f < 1yp.

Observacao 37. Espacos métricos sdo automaticamente de Hausdorff e normais, de modo que
o item (i) vale para qualquer espaco métrico. De qualquer maneira, o item (ii) € mais forte, além
de ter uma construcao mais explicita.

Observacao 38. Como pode ser visto em [9, Secao 1.7.15(c)], o item (ii) acima pode ser genera-
lizado para espacgos topoldgicos mais gerais. Segundo [9], € um resultado de Tong que funcoes
semicontinuas inferiormente podem ser aproximadas pontualmente por uma sequéncia crescente
de funcdes continuas se, e somente se, X é um espaco topolégico T} e perfeitamente normal.?”

13.3 Analise convexa

A referéncia mais conhecida para este assunto é Rockafellar [19]. O material desta secao é uma
ampliacao de Villani [22, Subsecao 2.1.3], que ja € bastante inspirado em [19].

Uma funcao f : R" — RU{+oc} é uma fungdo convexa prépria’® quando f nao é identicamente
+00 e, para todo z,y € R" e para todo 0 < A < 1, tem-se

FlA =Nz +My] < (1 =N f(x)+Af(y). (33)

Quando a desigualdade é estrita em (33), dizemos que f é estritamente convexa.
O dominio efetivo de uma func¢ao convexa f é o conjunto

dom f := {z € R"; f(z) < +oo}.
E facil de ver que dom f é um conjunto convexo. E também facil ver que:

Proposicao 39 (Desigualdade de Jensen - versao discreta). A funcao f : R — RU {+oo} é
convexa se, e somente se, paratodo \; > 0,A >0,...,\,, >0comA; + X+ ---+ \,, =1, temos

Mz 4+ Aoz + -+ A ] < M f(21) + Ao f (22) + - 4 A f (@m).

Uma propriedade geométrica que segue da definicao é que o grafico de uma funcao convexa
esta acima do plano tangente:

Proposicao 40. Se f : R" — R U {400} é uma fungdao convexa prépria que é diferenciavel em
x € dom f, entao
fy) = f(x) +{Vf(z),y — ),
para todo y € R". Em particular, V f é mondétono em pontos de diferenciabilidade:
(Vf(y) =V f(x),y—=x) >0
Demonstrac¢ao. Reescrevendo (33) como

flz+ My —2)] - f(=)
A

e mandando A — 0, obtemos o resultado. O

< f(y) — f(x)

Na verdade, esta propriedade de o grafico estar acima dos planos tangentes caracteriza funcoes
convexas:

27Ser um espaco T; é menos do que ser Hausdorff: dados dois pontos distintos, existe um conjunto aberto que contém
apenas um deles. Além disso, um espago topolégico X é dito perfeitamente normal quando, além de ser normal, todo
conjunto fechado puder ser escrito como intersecao enumeravel de conjuntos abertos (isto €, todo fechado é um Gj).

28No contexto de Analise Convexa, a palavra prépria indica que f > —oco em todo ponto e que f(z) < +oo para pelo
menos um ponto [19, Secao 4].
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Proposicao 41. Suponhamos que f : R® — R é uma funcdo convexa prépria de classe C' que
satisfaz

fy) = f(z) +(Vf(x),y — ),

para todo xz,y € R™. Entao f é uma _funcao convexa.

Demonstracéao. E sempre verdade que (como se vé tomando = = y)

) < swp [£(@) + (Vi (@)y - )]
xeR™
Logo, nossa hipotese garante que, na verdade,
) = sw [f(@)+(Vf(@)y - 2)].
rER™

O resultado segue da observagao que o supremo pontual de uma familia qualquer de funcées
convexas é também uma fung¢ao convexa. O

Exercicio 5. Mostre que o supremo pontual de uma familia qualquer de func¢oes convexas é
também uma funcao convexa, isto €, dadas f, convexas, temos que

f(y) := sup fa(y)
PYSN

€ convexa.

Em seguida, mostramos outra caracterizacdo de funcdes convexas, mas com derivadas de
ordem dois.

Proposicao 42. Seja f : R" — R é uma funcao de classe C%. Entdo f é convexa se, e somente se,
V2 f(x) é positiva semi-definida, para todo x € dom f, isto é,

(V2f(x)y,y) >0,

para todo x,y € R™.

t — 1
Demonstracao. Como x = :E—; Y + i 5 y’ a definicao de funcao convexa implica que

2f(x) < fz +ty) + fa — ty).
Logo,

flz+ty) + flx—ty) = 2f()
12

> 0.

Fazendo t — 0, obtemos o que queriamos.

A reciproca segue de duas aplicacoes do Teorema Fundamental do Calculo e da propo-
sicao anterior:

fly) — f(=) :/Ol(if{m—kt(y—x)} dt
:/01<Vf[a:+t(y—a:)},y—x>dt
- <Vf(x),y—x>+</01 {Vf[x—l—t(y—m)] —Vf(x)} dt,y—:c>

=(Vf(z +</01/ —fo+st( )}dsdt,y—m>
:<Vf($)ay—$>+</01/ ng[:c-i-st(y—x)] (t(y—x))dsdt7y—x>

= (Vf(z),y — =)+ 0/ V2 [z + sty — )] (y—2),y —x>dsdt
> (Vf(x),y O
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13.3.1 Regularidade

A questao seguinte de nosso interesse € a analise da regularidade de funcdes convexas. Por
exemplo, dada uma funcao convexa propria,

e sera [ continua?
e sera f diferenciavel?
Passamos a estudar estas questoes.

Teorema 43. Suponhamos que f : R" — R U {+o0} é uma funga@o convexa propria. Entdo, f é
localmente limitada e localmente Lipschitz em int(dom f). Em particular®®, f é diferencidvel em
quase todo ponto de dom f. Além disso, para x € int(dom f),

sup |f(m)| < C ]1 1£(4)] dy (34)
2€B,/2() Bo(2)
¢ C
esssup (VI <5 )] dy. (35)
2€B,./2(x) " JB.(x)

Vamos apresentar trés provas de que funcoes convexas sao localmente de Lipschitz. A primeira
vale apenas em dimensao um, mas € bastante instrutiva. A segunda, que pode ser encontrada
em Evans, Gariepy [10, Secao 6.3], utiliza técnicas de aproximacoes e funcgoes corte e automati-
camente implica em (34) e (35), a partir de molificadores®°. Finalmente, apresentamos uma prova
em dimensao n > 1 que é mais elementar.

Demonstragdo em dimensdo 1. Se n = 1, intdom f € um intervalo (a,b). Em dimensao um, é pos-
sivel caracterizar fungdes convexas como: dados a < x < b, temos

f@) = fla) _ f6) = f(@) _ F(b)~ (@) 6

r—a b—a b—x

Para ver isso, tomamos ¢t = F € (0,1) de modo que z = (1 — t)a + tb. Logo,

Fa) < (- 0f(@) + 1) = fla) + LD g,
Entao,
Fla) ~ fa) _ )~ f(a)
r—a ~  b—a

Considerando s € (0,1) tal que =z = sa + (1 — s)b, conseguimos a segunda desigualdade em (36).
Considere (c,d) CC (a,b). Iterando (36), temos que, paraa < c<z <y <d <b,

fle) = fla) _ fly) = f(z) _ f(b) — f(d)
c—a ° y—¢ = b—d
Escolhendo
N ICEVCIN NS
temos | f(y) — f(z)| < M|z — y|, para quaisquer z,y € (c,d). O

Em seguida apresentamos a demonstracao encontrada em Evans & Gariepy.

290 Teorema de Rademacher afirma que funcées Lipschitz sdo diferenciaveis em quase todo ponto.
39Molificadores .....
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Demonstracdo encontrada em [10]. Suponhamos inicialmente que f € convexa e suave. Assim,
automaticamente f € localmente de Lipschitz e apenas precisamos mostrar (34) e (35).
Seja y € B,(z) € z € B, 2(x). Pela Proposicao 40, temos

fy) = f(2) + (VF(2),y — 2),

de modo que, integrando com respeito a y em B, /5(2), obtemos®!
[ iz Ba@l+ [ O 2 dy = £G) | Bale)]
B, /2(z) B;./2(#)

Logo, ja que B, /3(z) C B.(x), temos

By ()|
f(z / y)dy < dy =C), / fy)|dy. (37)
7/2 | T/z(z) |Br/2( B,(z) ’ ‘ |

Em seguida, consideramos uma funcao de corte ¢ € C2°(R") tal que
0<¢<1, £€=1 em B,jp(x), =0 forade B.(z) e |V& < C/r.

Temos
[(2) > fy) +(Vfy),z—y) = [(2)EW) = fw)Ely) +E@I(V(y), 2 —y).

Integrando com respeito a y em B, (z) e utilizando o Teorema da Divergéncia, obtemos
16 [ ez [ s [ enviw -
B, (x) B, (x) B, (z)

- / Fw)Ew) dy — / f(y) div [£() (s — )] dy > —C / 1£(v)] dy.
B, (z) B, (x) B, (x)

Esta ultima desigualdade vem de ser a funcdo y — {(y) — div [£(y)(z — y)] suave e de suporte
compacto em R" (logo limitada). Logo, ja que £ > 1, temos

(z) > -C ]{3 o |f(y)| dy. (38)

Assim, (37) e (38) implicam (34) para f suave.
Passamos a prova de (35). Para z € B, /;(z), definimos

5. = {yer VI - 41},
Geometricamente, S, € o conjunto dos pontos y € R" que estdo no anel B, /y(z) \ B,/4(z) € cujo
angulo 6 entre o gradiente V f(z) e o vetor (y — z) satisfaz cosf > 1/2 (ou —n/3 < 0 < 7/3). Desta
forma, S, contem todo um setor de angulo 27 /3 do anel. Logo,

DO =

<ly—d<5 e (ViE)wy-2)>

%\‘3

2 (1 1 o
‘Szl > ? (2n 4n) " =Cpr"t = C|Br/2(x)’

Agora, observe que, para todo y € S,

f) = f(2) +(VI(2),y —2) = f(2) +% V(@) y =2l = f(z) + g IVf(2)]:

31Utilizando coordenadas polares e o Teorema da Divergéncia:

r/2
/F/Q(Z)<Vf(z)’yfz>dy:/o p dP/SIw-Vf(z)dcr(w)=C’(r)/Bl(0)d1vw (Vf(2)) dw = 0.
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Logo,
8
Vi) < 2 [f) - 1)
Assim, integrando com respeito a y em S,, obtemos
C By C
Viel<sf e -rela 'S S )
r B'r'/Z(m) r ()

que € equivalente a (35).

Para fungdes convexas (ndo necessariamente suaves), consideramos, para ¢ > 0, as aproxi-
magcoes f© :=1n. x f € C°(R"), onde 7. sdo os molificadores usuais; ver e.g. [10, Secao 4.2]. Em
particular, f¢ — f em Li,.(R") e f°(z) — f(x) para quase todo ponto z € R™.

Observe que f© é também convexa, para todo € > 0: dados z,y € R" e A € (0,1), temos

(= Nz xw) = [ 1(z- 0N - w)nie)az
S R e F )OS

<= [ fE-amEdz 4 [ -y

= (1= A)f (@) + Af(y).
Logo, podemos aplicar (34) e (35) para f°:

swp [£1<Cf 1 = esswlr<cf ]
B, /2(x) B (z) B, /2(x) By.(x)
C .
esssup |V f%(2)] < = |f*(y)| dy < M uniformemente em 0 < e < . (39)
2€B,/3(x) T JB.(x)

Sendo f© suave, para quase todo y,z € B, ;(), temos

!fs(z)—fe(y)!=‘/0 Vi(z+ty—2)dt- (y—2)| < Mly — z].

Assim, utilizando a convergéncia pontual (ja que M € independente de ¢):

|f(2) = fy)| < My — z].

Segue que f € localmente Lipscitz. Em particular, f é continua e o Teorema de Rademacher
implica que é diferenciavel em quase todo ponto, de modo que é possivel fazer ¢ — 0 em (39) para
obter (35). O

Finalmente, apresentamos uma terceira prova de que f € localmente Lipschitz, mais elementar
que a anterior (mas que nao implica nas estimativas (34) e (35)).

Demonstracgdo. Considere z( € int dom f e Q,(z¢) C int dom f um cubo fechado centrado em z, cujas
arestas tem comprimento 2r e sdo paralelas com os eixos coordenados. Observe que B, (xzg) C
Q,(zp). Sendo f convexa, o maximo de f em Q,(z() € atingido em um dos vértices z; do cubo
(exercicio). Logo,
f(y) <sup f(zx) =: M < +o0, paratodo y € B,(xo).
k

Em seguida, vamos mostrar que f é também limitada por baixo em B,(zo). De fato, dado
z € B,(xg), temos que y := 2z9 — x € B,.(zg). Logo,

@)+ 1) _ f) + M
2 - 2

Tty
2

= f(z0) <

To = = f(z) > 2f(xg) — M.
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Logo, |f| < C em B,(zy), o que mostra que f € localmente limitada em int dom f.
Agora, fixamos 6 € (0,r). Dados z,y € B,_s(x), temos que
y= d x4+ lly =z z, onde z=y+0 yo T € B, (o).
S+lly—xl o+ ]y -zl ly — |
Usando convexidade,
FW) < o fa) + L)
0+ [ly — | 6+ ly — |
Logo,
f(z) = f=z) 2C
fly) = f(z) < y—z|| < —lly —z|.
)~ f(@) < 5= ly =l < 5y —al
Trocando os papéis de z,y € B,_s(xo), concluimos que f é de Lipschitz em B, _s(zo). O

Em seguida, estudamos diferenciabilidade de segunda ordem para funcoes convexas. O Te-
orema de Alexandrov diz que funcgdes convexas sdo duas vezes diferenciaveis para quase todo
ponto, que é um resultado notavel, ja que diferenciabilidade de primeira ordem € apenas quase
sempre.

Iniciamos mostrando que derivadas de segunda ordem de fung¢des convexas sao “medidas de
Radon com sinal”. Integracdo por partes nos diz que ;i da proposicdo abaixo €, no sentido das
distribuicoes, igual a 9 f.

Proposicao 44. Seja f : R" — R wma fungdo convexa. Entao existem medidas de Radon com sinal
uY tais que

[ 10522 @ar= [ o)
R™ 6$L61‘] B Rn H ’
para qualquer ¢ € C2°(R") e quaisqueri,j € {1,2,...,n}. Alémdisso, ;" = 1/* e ' séo positivas.

Deomnstracéao [10]. Assim como na segunda prova do Teorema 43, a molificacdo molificagao [ =
ne * f € suave e convexa. Logo, pela Proposicdo 42, temos que, para qualquer =z € R" e qualquer
£eR?,

82 €
(VI(@)6,€) =) From. it =2 0-
i,j Lt

Integracao por partes implica que

F@) L meagar= [ o) L mag a0, voecr®), >0
R” 8%‘18.’1?7 B Rn 8%‘18!1?7 v -7 ¢ P =
Fazendo ¢ — 0, obtemos
-— 82¢ oo n
L©)i= | @) g @& de 20, Vo ECTR, 620 (40)

O lado esquerdo de (40) define um funcional linear L : C2°(R") — R que é positivo (isto €&, vale
(40)). Logo, pelo Teorema da Representacao de Riesz (ver [10, Secao 1.8]), existe uma medida de
Radon y¢ tal que
0%¢
L(p) = & da > > (R™).
@)= [ 16) gar @6 g =0, ¥oeCx®)

Definimos ; = p¢, isto é, considerando os vetores da base canénica de R™. Para i # j,

consideramos
e; +e;

52\/57
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que tem entradas 1/ V2 nas posicoes i e j e demais entradas nulas. Observe que

02 1 82 02 1 62 02 0? 1 92 1 52
Z¢17¢+¢+7¢:>¢:Z 6 o L P01 20
0z 0x; 20x;0x; Ox;0x; 20x;0x; O0x;0x; = 0z 0x; 20x;0x; 2 0x;0x;
Portanto,
0% 0% 0%¢ 1 0%
/Rnfaxiaxjd /fza Ské de /f(%slaa,y _Q/Rnfaxjaxj de
ot =g | ot | sau
2 Jan
1 1 .. -
/ ¢d<u — o —u“) = | ¢duY. O
. 2 2 -

Pela decomposicdo de Lebesgue, podemos escrever ./ como uma soma de uma medida abso-
lutamente continua e uma medida singular:

= e + 1
onde -
poe <L e pd LL
Pelo Teorema de Radon-Nikodym,
g o2 f
dpd(z) =
Hible) = o

x) dz,

2
onde

nao é uma derivada “de verdade”, mas apenas uma notacao para a densidade da
L0

medida absolutamente continua ;2. Denotamos por V?f(x) a matriz

v - | ai?ggj( ).

O Teorema de Alexandrov afirma que, para quase todo ponto, esta “Hessiana” cumpre seu papel.
Teorema de Alexandrov. Seja f : R" — R uma funcéao convexa. Entdao, para quase todo r € R",

(V2f(z)v,v)

5 +o(lv[*) quando v — 0.

[z +v) = f(x) +(Vf(z),v) +

Demonstragao. Evans Gariepy ou Villani O

13.3.2 Subdiferenciabilidade

Em analise nao suave, o que substitui o conceito de diferenciabilidade é o conceito de subdife-
renciabilidade (ou superdiferenciabilidade). Dada uma funcao convexa f : R - Re z € R", o
subdiferencial 0f(x) no ponto x é o conjunto dos pontos p € R” tais que

fy) > f(z)+(p,y —x) YyeR"

Esta definicdo deve ser comparada com as Proposicoes 40 e 41. Um ponto p € Jf(x) representa
geometricamente um hiperplano suporte em f(z): o grafico de f esta todo acima deste hiperplano.
Desenho em dimensao um

Proposicao 45. Se f : R” — R é wna fungao convexa, entdo df(zg) # ) para todo zy € int(dom f).
Além disso, | é diferencidvel em z( se, e somente se, Jf(xy) consiste de um ponto sé. Neste tiltimo
caso, deve ser 0f(xg) = {V f(zo)}-
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Demonstragdo. Considere A = epi f = {(z,y) € R" xR; y > f(z)}, o epigrafico de f, que é um
conjunto convexo. Pelo Teorema 43, f é continua e portanto epi f é também fechado. Considere
yr = f(zo) — 1/k e B = {(z0,yr)}, que é convexo e compacto. Por construgao, AN B = (. Logo, o
Teorema de Hahn-Banach®? (ver, por exemplo, [6, Theorem 1.7]) implica que existe um hiperplano
que separa estritamente estes dois conjuntos e € possivel obter (41) abaixo.

epi f

i(rl)a Yn)

Zo

Mais analiticamente, existe um funcional linear ¢, : R® x R — R e o, € R tais que ¢, > o, em A e
®;, < a em B. Observe que a aplicacao ¢, : R™ — R dada por

or(x) = Pg(z,0)

¢é linear. Logo, pelo Teorema de Representacao de Riesz (ver, por exemplo, [7, Teorema 8.22]),
existe p, € R" tal que
O (z,0) = (p,x) Vo eR"

Além disso, por linearidade, podemos decompor
P (z,y) = Pi(,0) + 2x(0,y) = pr(z) + y P(0,1) = (pr, ) + Br v,

onde i := ®,(0,1).
Em particular, escolhendo pontos (z, f(z)) € A, temos

(pr, ) + Br f(x) > i > (pr, To) + Br Y-

Substituindo = = xy acima, concluimos que 5, > 0. Logo, definindo ¢x = pix/S8r € lembrando a
definicdo de y;, temos que,

f(x)>f(xo)—|—<qk.,xo—x>—% Vo eR"™ (41)

Escolhendo convenientemente = = zg — ¢x/||qx|| (de modo que z¢ — = = qx/||qx

), obtemos que

lawll = {arsz0 — o) < f (x - ||Z||> @)+ 1 <M

ja que f é localmente limitada. Segue que, a menos de tomar uma subsequéncia, ¢, — ¢ € R".
Passando ao limite em (41), obtemos

f(z) > f(zo0) + (g, 70 — T) VreR",

32Em R™, ndo é necessario utilizar o Teorema de Hahn-Banach em toda sua generalidade. E um exercicio mostrar
diretamente que, em dimensao finita, dados A e B fechados, sendo um deles compacto, existe w € R" e a > 0 tais que

(w,z —y) > a Ve Ay € B.
Dica: Definir W := A— B ={a—b; a € A,b € B} e minimizar ||z|| em W (que é fechado , convexo e 0 ¢ W).

45



de modo que g € 0f(zo).
Suponhamos que f é diferenciavel em z,. Entao, pela Proposicdo 40, Vf(zy) € 9f(x¢). Por
outro lado, dado p € 9f(z¢), temos

f(@o) +p- (z—m0) < f(x) = f(wo) + Vf(zo) - (x —z0) +0([|lz —a0]]) VzeR™

Ou ainda,
(p — Vf(zg),x — x0) §0(||x—x0||) VzeR".

Logo, s6 pode ser p = V f(zo).
falta reciproca. O

13.3.3 Transformada de Legendre
Dada uma funcao convexa propria f : R" — RU{+occ}, definimos a sua funcao convexa conjugada

f*:R" - RU {400} como
Fy) = sup ((z,y) — f(x)).

z€ER®

Mostramos que f* é de fato convexa®3:

FA=Ny+Az) < sup ((z, (1= Ny + Az) — f(z))

rER®
= xseuRg (1 =Nz, y) + Mz, 2) — f(2))
< (=) sup ({z.y) ~ f(2)) + A sup ((z,2) ~ f(2))

=1 =N+ A7 (2)

Além disso, f* é semicontinua inferiormente, caracterizando possiveis descontinuidades em d(dom f*).
Temos também a desigualdade de Young>*:

(,y) < f(x)+ f*(y) VYa,yeR™

Proposicao 46. Seja f : R" — RU{+oo} uma fungdo convexa prépria e semicontinua inferiormente.
Entao, para quaisquer z,y € R", as seguintes afirmacées sao equivalentes:

(1) (z,y) = flz) + [ (v)-
(15) y € Of (x).
(13i) x € Of*(y).
Demonstragdo. Vamos mostrar que (i) <= (ii). A equivaléncia (i) <= (iii) segue deste caso,

pois vamos mostrar em seguida que, nas hipéteses da nossa proposicao, f** = f.
Uma das desigualdades é sempre satisfeita. Logo, temos

(2,9) = f(2) + F*(y) <= (0,9) = F@0)+ [ (y) < V2 (@0,9) = f@) + (5 - £(2)
= Yz, f(2) > f@) + (z—ay) < yedf(a). O

Dadas duas fungoes convexas proprias f,g : R — R U {400}, definimos a inf-convolucao
(convolugao infimal) de f e g como
Og)(x) = inf T—y)+ = inf +g(x—vy)).
(fOg)(x) inf, (f(z—y) +9(v)) uf, (f(y) +9(z—y))
E facil de ver que
*
(fOg)" =f"+g"
33De fato, nosso argumento mostra que o supremo de uma familia qualquer de funcoes convexas ¢ ainda convexa.
34Nome da desigualdade motivado pelo caso particular, que € mais famoso da desigualdade:
|z|P 1 1

=20 1Ll () = 912
f(x) = e —+-=1= [y =—-.
p P q q
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Proposicao 47. Para f : R" — RU {+oo} uma funcgdo prépria, sao equivalentes:
(i) f é convexa e semicontinua inferiormente.
(i1) f = g¢" para alguma fungéo prépria g : R® — RU {+o0}

(i) f = f.

Demonstragdo. Vamos mostrar que (i) = (i) = (i4) = (4). A Uinica que nao € clara € a
primeira dessas implicacdes. Suponhamos entao que f é convexa e semicontinua inferiormente.
Pela desigualdade de Fenchel (ou Young), tem-se que, fixado qualquer z € R",

(r,y) < fl@)+ (W), Vy.
Segue que

f@) > sup {{z,y) — f*(y)} = /" (2).

yeR”

Sendo f convexa e semicontinua inferiormente, o subdiferencial Jf(z) € ndo vazio. Tomando
p € df(z), temos, por definicao,

f(z) > f(x)+ {p,z — x) ou, equivalentemente, f(z) < f(z)+ (p,z — 2).
Portanto,

[ (x) = sup {{z,y) — f*(y)}

yeR”
= (o) = sp o) = S}
= s nt (s =)+ 1))
> inf {(p.—2) + £(2)} 2 f(@). -
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