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RESUMO

Neste trabalho analisamos processos estocasticos com decaimento polino-
mial (também chamado hiperbdlico) da funcao de autocorrelagao.

Nosso estudo tem enfoque nas classes dos Processos ARFIM A e dos Pro-
cessos obtidos a partir de iteragoes da transformacao de Manneville-Pomeau.

Os objetivos principais sao comparar diversos métodos de estimacao para
o parametro fracionario do processo ARFIM A, nas situagoes de estaciona-
riedade e nao estacionariedade e, além disso, obter resultados similares para
o parametro do processo de Manneville-Pomeau. Entre os diversos métodos
de estimacao para os parametros destes dois processos destacamos aquele
baseado na teoria de wavelets por ser aquele que teve o melhor desempenho.

ABSTRACT

In this work we analyze stochastic processes with polynomial (also called
hyperbolic) decay of the autocorrelation function.

We emphasize the class of ARFIM A processes and the one obtained from
the Manneville-Pomeau iterated function processes. The main goal is to com-
pare different estimation methods for the fractional parameter in ARFIM A
process, for both stationary and non-stationary case and, moreover, to get
similar results for the parameter in the Manneville-Pomeau process. Among
all estimation methods for the parameters of these two processes we stress
the one based on the wavelet theory since this had the best performaance.
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1
INTRODUCAO

Vamos considerar, neste trabalho, processos estocasticos com decaimento
polinomial (também chamado hiperbdlico) da funcao de autocorrelagao.

Processos com decaimento lento da funcao de autocorrelagao, também
denominados de processos com propriedade de longa dependéncia, tém sido
largamente explorados por diversos pesquisadores, pois sao observados em
varias areas, como, por exemplo, genética, economia, hidrologia, astrono-
mia, etc. O primeiro registro histérico de uma série temporal com carac-
teristica de longa dependéncia foi a série dos niveis do rio Nilo, estudada
pelo hidrologista Harold E. Hurst, que fez a primeira tentativa de modela-
la. O decaimento hiperbdlico da funcao de autocorrelacao no dominio da
freqiiéncia estd relacionado com a funcao densidade espectral ser ilimitada
nas freqiiéncias préximas de zero. Para fisicos e engenheiros, esta carac-
teristica do processo é muitas vezes denominada %—noise. Entre os possiveis
modelos para os quais ocorre o fendmeno de longa dependéncia, estao os in-
crementos estaciondarios de processos self-similar, em particular, os processos
ruido fraciondrio Gaussiano e os processos autoregressivos de médias méveis
com integracao fracionaria (ARFIMA).

Neste trabalho vamos apresentar, além dos processos ARFIM A, outros
processos que também apresentam a propriedade de longa dependéncia: sao
os processos obtidos a partir de iteragoes da transformacao de Manneville-
Pomeau. Estes processos apresentam as mesmas propriedades dos processos
ARFIM A, mas nao possuem uma expressao analitica explicita para a funcao
densidade espectral do modelo.

E bem conhecido, na andlise de séries temporais, que diferentes modelos
requerem também diferentes procedimentos (ou métodos) na estimagao dos
seus parametros. Nao conhecemos um procedimento geral que funcione para
todos os modelos. Aqui, neste trabalho, vamos concentrar nosso estudo nas
classes dos Processos ARFIM A e dos Processos obtidos a partir de iteracgoes
da transformacao de Manneville-Pomeau. Os objetivos principais deste tra-



balho sao comparar diversos métodos de estimacao para o parametro dos pro-
cessos ARFIM A, nas situacoes de estacionariedade e nao estacionariedade,
e também comparar métodos de estimacao para o parametro dos processos
obtido a partir de iteracoes da transformacao de Manneville-Pomeau.

Para a segunda classe de processos vamos comparar um método muito
utilizado pelos fisicos com outro método heuristico descrito no livro de Jan
Beran e ainda com métodos que sao propostos neste trabalho e que nao
haviam sido anteriormente explorados. Um dos métodos propostos para este
caso € baseado na teoria de wavelets, que teve 6timo desempenho.

A comparacao entre os métodos de estimacdo propostos para os pro-
cessos ARFIMA é feita através dos vicios e dos erros quadraticos médios
dos estimadores. Posteriormente, é feita a mesma andlise para os processos
Manneville-Pomeau.

Uma das principais contribuicoes originais deste trabalho é a utilizacao de
técnicas de estimacgao do parametro de longa dependéncia de processos oriun-
dos das iteracoes da transformacao de Manneville-Pomeau, que sao similares
aquelas utilizadas em processos ARFIM A. Outra contribuicao original im-
portante foi o uso do método baseado em wavelets na estimacao do parametro
nos processos Manneville-Pomeau, no caso de longa dependéncia. Além disso,
na situacao de dependéncia intermedidria, este trabalho contribui com um
novo método de estimagao baseado na propriedade de Holder para a fungao
densidade espectral do processo.

No Capitulo 2 apresentamos conceitos e idéias bésicas sobre séries tem-
porais e teoria ergddica. O Capitulo 3 descreve o modelo ARFIM A e suas
propriedades, bem como métodos de estimacao para o parametro de dife-
renciacao e uma aplicagao a dados reais. O processo Manneville-Pomeau é o
enfoque do quarto Capitulo, onde também sao apresentados varios métodos
de estimagao do parametro associado a este processo. Na Conclusao reunimos
os resultados relevantes observados neste trabalho.



2
CONCEITOS BASICOS

Apresentamos, neste capitulo, diversos conceitos fundamentais necessarios
a compreensao de modelos em séries temporais discutidos neste trabalho.
Descrevemos idéias béasicas de processos estocasticos, tais como as funcoes
de autocovariancia, autocorrelagao e autocorrelacao parcial, bem como es-
timadores para as mesmas e para a média de um processo. Além disso,
apresentamos defini¢oes de estacionariedade, ergodicidade e idéias basicas
da anélise espectral e da teoria ergddica. Um estudo mais completo pode ser
encontrado em Brockwell e Davis (1991) e em Durret (1996).

2.1 Definicoes e Resultados na Analise de Sé-
ries Temporais

Nesta secao apresentamos definicoes importantes para a analise de processos
estocésticos e séries temporais.

DEFINICAO 2.1: Um processo estocdstico 6 uma familia de varidveis
aleatérias {X;}er, todas elas definidas em um mesmo espago de proba-
bilidade (€2, A, IP), sendo T' # () um conjunto de indices, € o espago amostral,
A a classe dos eventos aleatérios e IP : A — [0, 1] a fungdo que associa a
probabilidade de um evento qualquer.

A classe dos eventos aleatérios A é uma o-algebra, i.e., uma cole¢ao (nao
vazia) de subconjuntos de € que satisfaz:

i) Q e A,
ii) se A € A entao A° € A;



iii) se A; € A é uma seqiiéncia contével de conjuntos em A entao
UiA; € A.

As seguintes definigoes (fungoes de autocovariancia e de autocorrelacao)
sao muito importantes pois definem o grau de interdependéncia entre as
variaveis dando assim informagoes sobre a estrutura de dependéncia de um
processo estocastico.

Denotaremos por 17" o conjunto dos naturais N, ou dos inteiros Z ou ainda
dos reais positivos RT.

DEFINIQAO 2.2: Seja { X} }ier um processo estocastico onde as varidveis
X, para todo t € T, possuem variancia finita. A funcao de autocovariancia
de {X;}ier - denotada por vx(r, s) - é dada por

vx(r,s) = cov(X,, X;) = E[(X, — E(X,))(Xs; — E(Xy))], r,s €T,

onde [F(X;) = p; é a esperanga do processo.

Observagao: Ressaltamos que vx(t,t) = E(X; — p)* = Var(X;) é a

variancia do processo, que serd denotada por o%.

DEFINIQAO 2.3: Seja { X, }ier um processo estocdstico onde as varidveis
X, para todo t € T, possuem variancia finita. A funcao de autocorrelacao -
denotada por px(r, s) - é dada por

_ ’VX(rv 8)
\/Var(XT)\/Var(Xsy

px(r,s) r,seT.

Para obtermos propriedades probabilisticas e estatisticas desejaveis na
utilizacao de modelos para descrever processos fisicos, sao necessarias algu-
mas suposicoes. No caso de processos estocasticos, uma suposicao geralmente
feita é a de estacionariedade. Os conceitos, a seguir, referem-se a estaciona-
riedade de processos estocasticos.

DEFINICAO 2.4: A funcdo de distribuicio n-dimensional das varidveis
aleatérias (Xy,, Xy,, -+, Xy, ) € definida por

Ftl,---,tn(x17 te 7xn) - P(th S $17Xt2 S T,y 7th S 'xn)y

quaisquer que sejam n € N— {0}, t, € T, z; e R, 1 <7 < n.

DEFINIQAO 2.5: Um processo estocastico { Xy her € dito ser fortemente
estaciondrio se as fungoes de distribuicao conjuntas de (Xy,, X4, -+, Xy,) €
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(Xty 0> Xtgns -5 X4y, ) 520 as mesmas, qualquer que seja k um inteiro po-
sitivo e quaisquer que sejam h € T e t;, t;yp € T, 1 <1< k. SeT =N, a
seqiiéncia (X, Xi, -+ +) é dita ser uma seqiiéncia estaciondria.

DEFINICAO 2.6: Um processo estocastico {Xi}ier € dito ser fracamente
estaciondrio se

i) IE|X;]* < oo, para todo t € T}
ii) IEX; = p, uma constante independente de t;

iii) vx(r,s) = yx(r +t,s +t), para quaisquer r, s,t € T.

Intuitivamente, um processo é estacionario se ele se mantém em torno da sua
média e se desenvolve no tempo, de modo que a escolha de uma origem nao
seja importante.

Do mesmo modo como a funcao de autocorrelacao de um processo esta-
cionario, a funcao de autocorrelacao parcial, definida logo a seguir, fornece
informagoes sobre a estrutura de dependéncia do processo. Ela depende so-
mente de propriedades de segunda ordem do processo {X;}ier. Deseja-se
investigar a correlacao entre X; e X, apds a remogao das dependéncias
lineares das variaveis intermediarias X; 1, X0, -+, Xipn_1-

DEFINI(}AO 2.7: A funcao de autocorrelagao parcial ¢px(k, k) de ordem k
de um processso estocdstico { X; her ¢ determinada da seguinte forma:

1 px(1) px(2) o px(k=2) px(1)
px (1) 1 px (1) o px(k—=3) px(1)
b (b F) = :Px(k—l) :PX(k’—Q) :Px(k—3) :PX(U :Px(k)
1 px (1) o opx(k=2) px(k—1)
px (1) 1 o opx(k=3) px(k—2)
px(k=1) px(k=2) - px(1) 1
(2.1)

Neste trabalho consideraremos os processos onde T' = 7Z (respectivamente,
T=NouT=1{1,2,---,n}), que serdao denotados por {X,};cz (respectiva-
mente, {X; ey ou { X} ).

SeT ={1,---,n} (ouT ={0,1,---,n—1}), entdo {X,}7, (ou {X,}I'=;")
¢ dito uma série temporal. Uma série temporal ¢ um registro dos valores
de certa quantidade, medida em diferentes tempos discretos. Por exemplo,



podemos ter um registro de temperaturas diarias, registro da voltagem de
um circuito elétrico medida em intervalos de um segundo, indices diarios da
Bolsa de Valores, dados categorizados de uma cadeia de DNA, etc. Portanto,
uma série temporal é um conjunto de observagoes de um fenémeno, onde cada
observagao € registrada num tempo especifico t.

Observacoes:

a) Para facilitar a notagdo omitiremos, daqui por diante, a palavra fraca-
mente da Defini¢ao 2.4 e chamaremos, entao, { X, };cz de processo estocédstico
estacionario. Quando tratarmos de casos onde o processo é fortemente esta-
ciondrio, ressaltaremos o fato.

b) Para um processo estocastico estaciondrio a funcao de autocovariancia
satisfaz yx(r,s) = vx(r — s,0), para quaisquer r,s € Z. Por esta razao
é conveniente redefinirmos a func¢ao de autocovariancia de ordem k de um
processo estacionario como

/YX(I{:) =X (ka 0) - COU(Xt-i-k) Xt)u

para quaisquer k,t € Z.
c) As fungoes de autocovariancia e de autocorrelacdo de um processo
estocastico estacionario tém as seguintes propriedades:

e [1x(K)] < 7x(0), para todo k € N;

o vx(k) = vx(—k), para todo k € N;
o px(0)=1;

e |px(k)| <1, para todo k € N;

e px(k) = px(—k), para todo k € N.

A seguir, definimos estimadores para a esperanca e para as funcoes de
autocovariancia, autocorrelacao e autocorrelagao parcial de um processo es-
tocdstico estacionario {X;}ez com

e [F(X;) = p, paratodot € Z;
e Var(X;) = 0%, para todo t € Z;

o cov(Xy, Xyax) = vx(k), para todo t, k € Z.



Para a obtencao destes estimadores consideramos uma série temporal com n
observagoes, X1, Xa, -+, X, obtida a partir do processo {X; }iez.

DEFINIQAO 2.8: Um estimador, pelo método dos momentos, para a es-
peranca é a média amostral dada por

X = 22;1 Xi'
n

O estimador X é nao-viciado (IE(X) = p) e consistente para u (Var(X) —
0, quando n — 00).

DEFINIQAO 2.9: Um estimador para a funcao de autocovariancia de
ordem k é a func¢ao de autocovariancia amostral dada por

n—k
. 1 -~ -
Ix (k) = - E (Xix — X)(X; — X), para todo |k| < n,

i=1
onde X é a média amostral.

Observagao: O quociente n na expressao de Jx(+) é preferivel ao quociente
n—k porque, desta forma, yx(+) é fun¢ao definida ndo-negativa. Geralmente,
o estimador baseado na divisao por n—k tem menor vicio mas maior variancia
quando comparado com o estimador definido acima (ver Wei (1990)).

DEFINIQAO 2.10: Um estimador para a funcao de autocorrelacao de
ordem k é a func¢ao de autocorrelagao amostral dada por

. Ix (k)
px(k) == , para todo |k| < n,
7x(0)
onde 4x(0) = L 3" (X;—X)? é 0 estimador para a variancia 0% do processo
{Xi}iez

DEFINIQAO 2.11: A funcao de autocorrelacao parcial amostral, &X(k, k),
é obtida substituindo px (i) por px (i) na expressao (2.1). Ao invés de calcular
os complicados determinantes para valores grandes de k na expressao (2.1),
um método recursivo para obter ¢ (k, k) é sugerido em Box et al. (1995)
através de

) S N
bhy 1k = XD Z,ilbe(k"7)fx(’f+1 7)
L=2 5 ox (k. 5)px(7)

dx(k+1,7) = ox(k,5) — dx(k+ 1k + Dox(k k+1— j),

7



para todo j =1,2,--- ke k€ {1,2,---,n— 1}, onde éx(l,l) = px(1).

O método acima pode, também, ser usado para obter o valor tedrico de
ox(k, k).

A seguir, apresentamos alguns conceitos da anélise espectral de processos
estocasticos.

DEFINICAO 2.12: Seja { X} }tez um processo estocdstico estaciondrio com
funcdo de autocovariancia ~yx(-) absolutamente convergente, i.e.,
Y owez [x (k)| < o0 A fungao densidade espectral de {X;}iez é dada por

fr(w) = o= 3 e =

= - Trx(0) + 23 (k) cos(wh)], paraw € [-m 7], (22)

onde foram consideradas as propriedades
o x(k) = 7x(=Fk),
e sen(—wk) = —sen(wk) e
e cos(—wk) = cos(wk).

O Teorema 2.1 abaixo fornece propriedades da funcao densidade espectral
e sua demonstracao pode ser encontrada em Wei (1990).

TEOREMA 2.1: Seja {X;}iez um processo estocdstico estaciondrio com
fungao de autocovariancia yx () absolutamente convergente. A func¢do den-
sidade espectral, dada pela expressao (2.2), tem as sequintes propriedades:

o fx(w) € uma funcgdao real continua;
o fx(w)= fx(—w), para todo w € [—7,x|;
e fx(w) >0, para todo w € [—m,m].

A seguir definimos dois estimadores da fungao densidade espectral (ver
Definigoes 2.13 e 2.14) que, posteriormente, serao utilizados para a estimacao
de parametros (ver Segao 3.3 do Capitulo 3 e Segao 4.2 Capitulo 4).

DEFINICAO 2.13: Para uma série temporal {X;}7, com n observacoes,
obtida de um processo {X;}icz, a fungao periodograma é definida por

I(w) = 2[yx(0) + 2 i Yx (k) cos(wk)], para todo w € [—, 7],
k=1

8



onde 9x(+) é a funcdo de autocovariancia amostral do processo {X; }ez (ver
Observagao b) apds a Defini¢ao 2.7).

Seja
I'"(w) = % = %[’?X(O) + QE&X(k) cos(wk)], w € [-m,7].  (2.3)

Dizemos que I*(-) é o estimador da funcao densidade espectral fx(-), definida
pela expressao (2.2). Consideraremos, daqui por diante, I*(-) como a fungao
periodograma a qual passara a ser denotada por I(-).

Referimos o leitor a Lopes e Lopes (2002) para uma demonstragao da
convergencia no sentido de distribui¢ao do periodograma, que cobre os casos
analisados no presente trabalho.

Como a funcao periodograma nao é um estimador consistente da funcao
densidade espectral fx(-), consideraremos estimadores alternativos que pos-
suam esta propriedade (uma abordagem completa pode ser encontrada em
Priestley (1981)). Na préxima definigdo apresentamos um estimador consis-
tente para a fungao densidade espectral.

DEFINIQAO 2.14: A funcao periodograma suavizado, denotada por fy(+),
é um estimador consistente da funcao densidade espectral fx(-) e é dada por

n—1

fow)=— > Ak)yx(k) cos(kw), w € [~ ], (2.4)

onde A(-) é uma fungdo de ponderagao conhecida como janela e 4x(:) é a
funcao de autocovariancia amostral do processo.

Diferentes formas da funcao A(-) sdo sugeridas na literatura de anélise de
séries temporais (ver Priestley (1981)). Neste trabalho, usaremos a janela de
Parzen (ver Segao 3.3 do Capitulo 3), que é dada por

1—6(E)2 4 6(LE)3 se k] < o,

Ak) =9 201 — B3 se m < k| <m, (2.5)

m
0, caso contrario,

onde m é funcao de n, o nimero de observagoes, e é chamado de ponto de
truncamento.
Usaremos, também, a janela “cosine-bell” (ver Sec¢ao 3.3 do Capitulo 3)

dada por o 1 2m(k +0.5)
(k) —5{1—COS [T”



O Teorema 2.2, abaixo, é conhecido como o Teorema da Representa¢do
Espectral ou Teorema de Herglotz e sua demonstragao pode ser encontrada
em Brockwell e Davis (1991), pagina 117.

TEOREMA 2.2 (Herglotz): Uma fun¢ao de autocovariincia vx(-), de valor

complezo definida em Z, de um processo estocdstico estaciondrio {X;}iez, €
fungao definida nao negativa se e somente se

vx(h) = / e™dFy(w), para todo h € Z,

—T

onde Fx(-) € uma fungdo continua a direita, nao decrescente e limitada em
[—m, 7] e Fx(—m) = 0. A func¢io Fx(-) é chamada funcao de distribui¢do
espectral de yx(-) (ou de X ) e se Fx(w) = [* fx(w)dw, —7 < w < 7, entdo
fx(4) € a funcao densidade espectral de yx(-)(ou de X ).

As seguintes notagoes serao utilizadas ao longo deste trabalho.

Notacoes:
a) Se, para a seqiiéncia {ay, nen, existe um nimero real © € R e constantes
c1,co > 0 tais que, para todo n € N, vale

a
¢ < ‘n—_"u‘ < ¢,
entao, denotaremos tal fato por a, ~ n™".
b) Se, para a funcao g(-), existe um numero real b € R e constantes
dy,ds > 0 tais que, para todo z, vale

g9()

dy <

S d27

entdo, denotaremos tal fato por g(z) ~ z°.

A definicao seguinte caracteriza, através de duas formas, os processos
estocéasticos que apresentam propriedade de longa dependeéncia.

DEFINI(}AO 2.15: Seja {X; }ez um processo estocdstico estaciondrio. Se
existe um nimero real u € (0,1) tal que

px (k) ~ k™", (2.6)

onde px(-) é a fungao de autocorrelagao do processo { X, }icz, ou equivalente-
mente (ver minuciosas consideragoes no Anexo A), se existe um nimero real
be (0,1) tal que

fx(w) =, (2.7)



onde fx(-) é a fungao densidade espectral do processo { X; }ez, entao dizemos
que {X;}iez € um processo estocdstico estaciondrio com longa memdria ou
longa dependéncia. Neste caso, é verdadeiro que u =1+ b (ver Anexo A).

Dizemos que o processo possui dependéncia intermedidria se vale a ex-
pressao (2.6) com u € (1,2).

Observacgao: E importante notar que a Definicao 2.15, de longa dependén-
cia, é uma definicao assintética. Apenas mostra o comportamento da funcao
de autocorrelagao quando a ordem k tende ao infinito e da funcao densi-
dade espectral quando a freqiiéncia tende a zero. Geralmente, nao especifica
explicitamente a funcao de autocorrelagao para nenhuma ordem k finita fi-
xada e nem especifica a funcao densidade espectral para nenhuma freqiiéncia
w fixa. A Definicao 2.15 determina, somente, a velocidade de convergéncia
destas fungoes.

2.2 Definicoes e Resultados da Teoria Ergo-
dica

Nesta secao, veremos alguns conceitos basicos da Teoria Ergddica e estare-
mos considerando sempre processos fortemente estacionarios. Apresentamos
varias defini¢oes importantes como ergodicidade e “mixing”. Os conceitos e
propriedades apresentados nesta secao serao utilizados nas Secoes 3.1 e 4.1
dos Capitulos 3 e 4, respectivamente.

Seja {X; hen um processo estocastico tal que X; € S, para todo t € N,
onde S ¢ um conjunto qualquer munido de uma o-algebra F. Seja 2 = SN
o espaco amostral dos caminhos. Chamamos de cilindro em 2 um conjunto
da forma

{Xy, € A1, Xy, € Ay, -+ Xy, € Ak} CQ,

onde A; sao subconjuntos de F, X;, € Set; € Nparal <i<k.

Seja A a o-algebra gerada pelos cilindros em 2. Vamos definir IP sobre A,
que se denominara probabilidade associada ao processo estocdstico { X }ien.
O processo {X; }ien define IP sobre cilindros:

P(th c Al,Xt2 € AQ, s ,th € Ak), para ]{Z, tl € N,

onde t; <ty < --- < tg, A; subconjuntos de S, 1 <i < k.
Pelo Teorema da Extensao (ver Billingsley (1995)), fica definida entéo,
de maneira unica, uma probabilidade IP sobre A.

DEFINICAO 2.16: Seja (€2,.4) um espaco mensuravel. Uma transforma-
¢ao ¢ : 2 — Q é chamada mensurdvel se e s6 se para todo A € A, ¢ 1(A) €
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Como é usual, denota-se

g@ :(po...ogo_

i—vezes

DEFINICAO 2.17: Seja (Q, A, IP) um espago de probabilidade. Dize-
mos que a transformacao ¢ : Q2 — §Q preserva a probabilidade IP se e s6 se
IP(¢~'(A)) = IP(A), para todo A € A. Dizemos também que IP ¢ invariante

para .

DEFINICAO 2.18: Seja Q = SV e A a o-dlgebra gerada pelos cilindros.
A transformacao 7 : 2 — Q é chamada operador shift se ela é definida por
T(w) = (wa, w3, wy, - - +), para todo w = (wy,ws, -+ +) € €.

Observacoes:

a) E facil ver que o operador shift 7 é mensuravel no sentido da Definicao
2.16.

b) Considere 2 o espago de Bernoulli com d = 2, isto é, Q = {H, T}
onde H é o evento “sair cara” e T' é o evento “sair coroa” no lancamento
de uma moeda. Considere a probabilidade IP tal que IP(H) =p e IP(T) =
1 —p, com 0 < p < 1. Entao, a probabilidade produto IP, definida no
processo estocdstico {X; }ien, onde as varidveis aleatérias estao definidas no
espago de probabilidade (2, A, IP), com A a o-algebra gerada pelos cilindros,
é invariante para o operador shift T (ver Durret (1996)). Tal processo { X, }ien
€ independente.

c) E fécil ver que, quando consideramos o operador shift 7 agindo no
espaco 2 = SN e uma probabilidade P qualquer sobre (£2,.4) (ndo neces-
sariamente independente), obtida a partir do processo estocastico { X, }en,
entao este processo € fortemente estaciondrio se e s6 se o operador shift T
preserva a probabilidade IP.

d) Dizemos que o conjunto A € A é shift-invariante se 771 (A) = A.

DEFINICAO 2.19: Considere {Xi}en um processo estocdstico (forte-
mente) estacionario, definido em (Q, A, IP), onde Q = SN, A é a o-dlgebra
gerada pelos cilindros e IP é a probabilidade definida por este processo.
Entao, a probabilidade IP é ergddica (para o operador shift T) se e s6 se
P{(X1,Xs,--) € A} =0 ou P{(Xy, Xa,---) € A} = 1 sempre que A ¢ shift

Invariante.

A seguir, daremos uma definicdo mais geral de probabilidade ergédica.
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DEFINIQAO 2.20: Seja ¢ : Q) — () uma transformacgao que preserva a
probabilidade IP. Dizemos que a probabilidade IP é ergddica se e s6 se para
todo A € A tal que p~!(A) = A tem-se IP(A) =0 ou IP(A) = 1.

Observacao: Pode-se mostrar que todo processo estocastico cujas variaveis
aleatérias sao independentes entre si (isto é, um processo estocdstico inde-
pendente) ¢ ergddico (ver Durret (1996)).

Ao leitor interessado em mais exemplos e detalhes referenciamos o inte-
ressante artigo de Borovkova et al. (2001). Este artigo trata de sistemas
dinamicos caoticos e apresenta resultados que podem ser utilizados para o
estudo de aspectos probabilisticos destes sistemas.

Enunciaremos agora um teorema que estabelece equivaléncias para a con-
digao de ergodicidade de um processo estocastico (ver Karlin e Taylor (1975)).
Denotamos por I[4 a funcao indicadora do conjunto A, isto é, 14 = 1,sez € A,
elly=0,se z¢ A

TEOREMA 2.3: Seja { X, }ien um processo (fortemente) estaciondrio para
a probabilidade IP. As sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) {Xi}ien € ergddico;

(b) Para todo conjunto A € A e para todo (Xo, X1,--+) IP-quase toda
parte, temos

n—1

D L{(Xi X)) = P{AY;

=0

o1
lim —
n—oo 1

(c) Para todo k € N — {0} e toda funcio g : R*¥' — R mensurdvel e
para todo (Xo, X1, ) IP-quase toda parte, temos

n—1

1
lim _Zg<Xi7Xi+17"'aXi+k) :E[g]v
1=0

n—oo N 4

Sempre que a esperanca existir;

d) Para toda funcao g : Q0 — R mensurdvel e para todo (Xo, X1, - - -
g
IP-quase toda parte, temos

n—1 n—1
1 i o
nh—{{oloﬁgg(,r (XoaXla'”)) = JI_{EOE;Q(XUXVFM):E[Q]?

sempre que a esperanca existir, onde T € o operador shift.
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A caracterizacdo no item (d) acima indica que um processo ergédico é
aquele para o qual a média de uma tunica série temporal, extraida deste
processo, permite estimar o seu valor esperado.

A seguir daremos a definigao para uma transformagao ¢ qualquer, que
preserva uma probabilidade IP, ser “mixing”. Esta é uma propriedade de
independéncia assintética mais forte do que a de ergodicidade.

DEFINICAO 2.21: Seja ¢ : (Q2,4) — (Q,.A) uma transformacéo que
preserva a probabilidade IP. A transformacao ¢ é chamada mizing se, para
todos os conjuntos A, B € A,

lim P(ANp~"(B)) = P(A) P(B). (2.8)

n—oo

O processo {X; ey € dito ser mizing se o correspondente operador shift
¢ = T no espaco das seqiiéncias SV é mixing.

Outra maneira de expressar (2.8) é

lim [ [Li(0)La(¢" ()] dP(z) = / Ly(x)dIP(x) / Ip(x)dIP(x),

n—oo
que descreve o decaimento da funcao de autocorrelacao das varidveis [ 4 e Ig.

Observagao: A propriedade mixing é uma forma de independéncia assinté-
tica, como vemos pela expressao (2.8) acima. Observe também que todo
processo mizing € ergodico. De fato: seja ¢ : €2 — () uma transformacao que
preserva a probabilidade IP e seja A € A tal que ¢ 1(A) = A. Entdo, para
todo n € N, temos, por inducao, que

e MA) = o (A = o A) = - = A
Da expressao (2.8) segue que

P(A) = lim P(ANA)= lim IP(Anye "(A)) = IP(A) IP(A).
Mas IP(A) = [IP(A)]? implica em IP(A) = 0 ou IP(A) = 1. E, portanto, o
processo estocdstico { X} }reny mixing, associado a probabilidade P, é ergédico
conforme a Definigao 2.20.

Observacao Importante: Se o processo {X;}iez estiver definido para t €
Z. entao todas as defini¢oes e resultados vistos nesta secao sao analogos,
bastando considerar 2 = SZ.
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3
PROCESSOS ARFIMA (p,d,q)

Neste capitulo apresentamos uma importante classe de processos estocésti-
cos, 0s processos autoregressivos de médias moveis (ARM A) introduzidos na
andlise de séries temporais por G.E.P. Box e G.M. Jenkins na década de
70. Mandelbrot (1965) utilizou os conceitos de integragao e diferenciacao
fracionaria para criar processos em tempo continuo de caracteristicas anteri-
ormente inexplicaveis pelos processos existentes. Mandelbrot (1965) e Man-
delbrot e van Ness (1968) definiram o movimento Browniano fracionario para
explicar o fenomeno observado por Hurst (1951) na série temporal de niveis
do rio Nilo. O movimento Browniano fracionario é um processo estocastico
estacionario e continuo no tempo, cuja funcao de autocorrelagao decai hiper-
bolicamente, isto é, é um processo com caracteristica de longa dependéncia.
Mandelbrot e Wallis (1969) definiram o ruido Gaussiano fraciondrio, que é
uma versao analoga ao movimento Browniano fraciondrio mas agora para um
tempo discreto, mostrando que este processo exibe o fendmeno observado por
H. E. Hurst. Posteriormente, de forma semelhante e independente, Granger
e Joyeux (1980) e Hosking (1981) criaram processos em tempo discreto com
base na integracao e diferenciacao fracionaria. Estes modelos sao uma genera-
lizagao dos modelos ARM A e ARIM A, definidos em Box et al. (1995), e sao
conhecidos como processos autoregressivos de médias maoveis com integragao
fraciondria, denotados por ARFIMA(p,d,q). Estes processos apresentam
a propriedade de longa dependéncia dada pela Definicao 2.15, nosso maior
interesse neste trabalho. Maiores detalhes e teoremas para a melhor com-
preensao dos modelos ARFIMA(p,d, q) sao apresentados em Beran (1994),
Brockwell e Davis (1991), Hosking (1981), Reisen (1994) e Yajima (1985).

Nosso objetivo é definir os processos ARFIMA(p,d,q). Para isso, pre-
cisamos antes das defini¢oes seguintes.

DEFINIQAO 3.1: O processo {X;}iez € um processo Gaussiano se e so-
mente se as fungoes de distribuigdo n-dimensional de (X;,, Xy,, -+, X;,) para
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todo n € N — {0} e todo t; € Z, para 1 < i < n, sdo todas normais multi-
variadas.

DEFINIQAO 3.2: Uma familia de varidveis aleatérias {€;}icz é dita ser
um processo estocastico ruido branco de média zero se
i) [E(¢;) =0, para todo t € Z,

2 _
oz, seh=0,
caso contrario,

i) 2 = { §

ou seja, sua esperanca ¢ zero, sua variancia é constante e as variaveis aleato-
rias deste processo sao nao correlacionadas.

Apresentamos, a seguir, processos estocasticos definidos em termos de
equagoes diferencas lineares com coeficientes constantes, chamados processos
autoregressivo média mdvel de ordem p e g, denotados por ARM A(p, q).
Para maiores detalhes, ver Brockwell e Davis (1991) e Box et al. (1995).

DEFINIQAO 3.3: O processo estocdstico {X;}iez é dito ser um processo
autoregressivo média movel de ordem p e g, com média zero, denotado por
ARMA(p, q), se é um processo estaciondrio tal que

Xe =1 X1 — - 0p Xy p =+l + - Oh61—g, (3.1)

para qualquer ¢t € Z, onde {¢;}4cz é um processo estocastico ruido branco,
i, 1<i1<peb; 1<j<q, sao constantes reais.

A expressao (3.1) pode ser reescrita por
(I)(B)Xt = @(B)Et, t e Z,

onde ®(B) e ©(B) sao polinomios de ordens p e ¢, respectivamente, dados

por
P

O(2) = Z(—l)qﬁizi, para todo p € N,

1=0

onde ¢y =

I

|
\.)—‘

o

q
O(z) = Z 0;2', para todo q € N,
i=0
onde 0y = 1; e B é o operador defasagem, i.e., BX; = X; 1. Se O(B) = 1
o processo P(B)X; = ¢ é dito ser um processo autoregressivo de ordem p,
denotado por AR(p). Da mesma forma, se ®(B) = 1, o processo X; = O(B)¢,
é dito ser um processo média mdovel de ordem g, denotado por M A(q).
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Para o processo ARM A(p, q) ser invertivel, i.e., para existir uma seqiién-
cia {7 }ren tal que Y, m < 00 e

€ = Z || X1 para todo t € Z,
k>0

as raizes da equagao ©(B) = 0 devem estar fora do circulo unitario; para que o
processo ARM A(p, q) seja estaciondrio (causal), as raizes da equagao ®(B) =
0 devem estar fora do circulo unitario. Assume-se que as equagoes ®(B) =0
e ©(B) = 0 nao possuem raizes em comum. No teorema, a seguir, é dada
a fungao densidade espectral de um processo ARM A(p, q) e a demonstragao
pode ser encontrada em Brockwell e Davis (1991), pdgina 123.

TEOREMA 3.1: Sejam {X;}iez um processo estocdstico estaciondrio
ARMA(p,q) € {€}iez 0 processo ruido branco com média zero e variancia
o2, A fungdo densidade espectral de {X;}iez € dada por

2
, para todo w € [—m, |,

0.2

fx(w) =5

T or

Oe~™)
O (e—w)

onde ®(-) e O(+) sao os polindmios do processo ARMA(p,q).

Definimos agora o processo ARIM A(p, d, q).

DEFINICAO 3.4: Um processo estocdstico {Xi}1ez € dito ser um processo
autoregressivo integrado média mdovel se a diferenciacio VX, (d € N — {0}
e V =1 — B) resultar em um processo ARM A(p, q).

O modelo é expresso na forma

®(B)(1 — B)?*X, = O(B)¢;, para todo t € Z, (3.2)

onde ®(-) e O(:) sao os polinomios dados na Definigdo 3.3 e {€}iez um
processo ruido branco com média zero e variancia o?. O parametro d, um

natural nao nulo, é chamado parametro ou grau de diferencia¢do. O processo
(3.2) pode ser reescrito na forma

®(B)U; = ©(B)e;, para todo t € Z,

onde U; = VX, é um processo estaciondrio ARM A(p,q). Denotamos o
processo, dado pela expressao (3.2), por ARIM A(p,d, q).
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O Processo ARFIMA (p,d,q)

Como os modelos ARIM A(p,d,q) nao sao flexiveis na modelagem de
estruturas da funcao de autocorrelacao de séries temporais que apresentam
comportamento de longa dependéncia, estes modelos foram extendidos para
os modelos autoregressivos de médias moveis com integracao fraciondria ver
Granger e Joyeux (1980), Hosking (1981) e Beran (1994)). A generalizacao
natural do processo ARIM A(p,d,q) é permitir que o parametro d assuma
valores fracionarios.

DEFINICAO 3.5: Seja {Xi}1ez um processo estocastico dado por
®(B)VIX, = O(B)¢,, para todo t € Z, (3.3)
onde V¢ = (1 — B)¢ é definido pela expansido binomial
vd:i( ! )(—B)k:1_d3—i(1_d)62~-.
P 2!

e d € R é o parametro ou grau de diferenciagio. O processo {X;}ez,
dado pela expressao acima, é entao chamado de processo autoregressivo de
médias moveis com integracao fraciondria, com média zero, denotado por
ARFIMA(p,d,q).

O teorema a seguir (ver Hosking (1981)) apresenta varias propriedades
dos processos {X;}iez dados pela expressao (3.3).

TEOREMA 3.2: Seja {X;}iez um processo ARFIMA(p,d,q) dado pela ez-
pressao (3.3). Entao,

(a) {Xi}iez € estaciondrio se d < 0,5 e todas as raizes da equagao
®(z) =0 estao fora do circulo unitdrio;

(b) {Xi}iez € invertivel se d > —0,5 e todas as raizes da equagao
O(z) = 0 estao fora do circulo unitdrio;

Se {Xi ez € estaciondrio e invertivel, isto é, d € (—0,5;0,5), com fungdo
densidade espectral fx () e fungdo de autocorrelagio px(-), entdo

(c) limy o N fx () existe e € finito;

(d) limy_ k=2 px (k) existe e € finito.

Consideremos agora p e ¢ iguais a zero, de maneira que ¢(z) = 1 = O(z).
Temos entao o processo ARFIMA(0,d,0) com a seguinte expressao
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V?X, = (1 - B)X, = ¢, para todo t € Z. (3.4)

O teorema a seguir (ver Hosking (1981)) apresenta vérias propriedades

dos processos {X;}iez, dados pela expressao (3.4), onde, por conveniéncia,
assumimos o2 = 1.

TEOREMA 3.3: Seja {X;} ez um processo ARFIMA(O,d,0) dado pela
expressao (3.4).

(a) Quando d < 0,5, {X;}iez € um processo estaciondrio e tem repre-
sentacao média movel infinita dada por

Xy = @/)(B)Gt = Zﬂ}kﬁt—k,
k=0
onde

_d(l+d)---(k—=1+d) (k+d—1)!
Vi = k! T ORd-1)

Quando k — oo, Py, ~ %.

(b) Quando d > —0,5, {X;}1ez € um processo invertivel e tem repre-
sentacdao autoregressiva infinita dada por

W(B)Xt = ZTrkXt_k = €4,
k=0

onde

k*d*l
Quando k — oo, TE ~~ m

Nos itens (c), (d) e (e) abaizo, assumimos que d € (—0,5;0,5).

(c) A fungao densidade espectral de {X,;}iez € dada por
w 1-2d
fx(w) = [2 sen(g)} , para 0 < w < . (3.5)
Sendo assim, quando w estd prézvimo de 0, fx(w) ~ w2,
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(d) A fun¢ao de autocovariancia de ordem k de {X;}iez € dada por

(—1)(~2d)!

W) = k=)

7, para todo k € N,

e a funcao de autocorrelacdo de ordem k € dada por

—d)(k+d—-1)!
px(k) = ((d 1(1)% — d)? , para todo k € N.
Quando k — oo, PX(k) ~ ((didl))!!km_l-

(e) A fungao de autocorrelagao parcial de ordem k de {X;}iez € dada
por

d
ox(k, k) = T bara todo k € N —{0}.

O teorema a seguir mostra as propriedades do estimador da média do
processo { X }tez dado pela Definigao 2.8. Isto é, ele mostra que o estimador,
pelo método dos momentos para a média p do processo { X, }iez, € ndo viciado
e consistente quando d € (—0,5;0,5).

TEOREMA 3.4: Seja {X;}icz um processo ARFIMA(0,d,0) dado pela
expressao (3.4), onde d € (—0,5;0,5). Considere Var(X;) = F(X?) =
vx(0) e seja X a média amostral do processo {X;}iez dada pela Definicdo
2.8. Entao,

(a) E(X) = 0.

V) — 1x(0)d (=d—1)!(n+d)! (0) (=d)!2d—
(b) Var(X) = n72)((1+2d) (1 T Td(n—d—1)! ) ~ ’Y)(<1+2d)d! n*t,

quando n — 0.

O Teorema 3.4 pode ser encontrado em Hosking (1982). O resultado (b)
do Teorema 3.4 mostra que, para d € (0,0;0,5), isto é, quando estamos no
caso de longa dependéncia, a variancia da média amostral decresce menos
rapidamente do que n~!. J4 quando d € (-0, 5;0,0), isto é, quando estamos
no caso de dependeéncia intermedidria, a variancia da média amostral decresce
mais rapidamente do que n=1.

Observacoes:

a) Quando d = 0 no processo ARFIMA(p,d,q) recaimos no processo

ARM A(p, q), ou seja, processo de curta dependéncia.
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b) Os itens (¢) e (d) do Teorema 3.3 refletem a propriedade de longa
dependéncia do processo, ou seja, o decaimento da funcao de autocorrelagao
é hiperbdlico e a funcao densidade espectral é ilimitada nas freqtiéncias
proximas de zero. O decaimento hiperbdlico é mais lento em relagao ao
decaimento exponencial do processo ARM A(p, q).

c) Se {Xi}wez for um  processo estocdstico  estaciondrio
ARFIMA(p,d, q), d € (—0,5;0,5), a fun¢do densidade espectral do processo
¢é dada por

Fx(w) = fo(w) [2 Sen(%)] L g%@ sen(%)] 56

para todo 0 < w < 7, onde fy(:) denota a funcao densidade espectral do
processo ARM A(p, q), dado por U; = V4X;, com

O(B)U; = O(B)e;, para todo t € Z.

3.1 Ergodicidade

Nesta segao analisaremos a ergodicidade dos processos ARFIM A(p,d,q).
Primeiramente estudaremos a ergodicidade dos processos M A(q), M A(o0) e
AR(p). Para isto necessitaremos dos teoremas a seguir (ver Durret (1996)).

TEOREMA 3.5: Sejam g : Q — R fungdo mensurdvel e (Xgo, X1, ---)
uma seqiiéncia estaciondria. Entdo, Yy, = g(Xg, Xgt1, --+) € uma seqiiéncia
estacionaria.

TEOREMA 3.6: Seja g : Q — R fungdo mensuravel. Se (Xo, X1, --+), €
uma seqiiéncia estaciondria ergddica, entao Yy = g(Xg, Xgi1, ) € ergddi-
ca.

As provas dos Teoremas 3.5 e 3.6 podem ser encontradas em Durret
(1996), pagina 340.

O lema, a seguir, determina a ergodicidade dos processos médias méveis
de ordem ¢, denotado por M A(q), e de ordem infinita, denotado por M A(oc0).

LEMA 3.1: Seja {€;}1ez um processo estocdstico onde as varidveis aleatdrias

€, comt € 7, sao independentes e identicamente distribuidas com média zero
e variancia 1. O processo { X ez dado por

q
X = Zaket_k, para todo t € 7,
k=0
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€ estaciondrio e ainda ergddico. Mais geralmente, se ainda Y . yai < 00
entdo o processo Yy = Y, . ap€—j, também € ergddico.

Prova: Seja (2, A, IP) um espago de probabilidade. Sabemos que ¢, sao
variaveis aleatorias definidas em (2, A, IP) tais que [E(¢;) = 0e Var(e) = 1,
para todo t € Z.

Consideremos 7 : 0 — 2 o operador shift (sabemos, pelo Teorema 3.5,
que IP é invariante sob 7). Vamos mostrar que 7 é mixing (portanto, é
ergddica pela observacao feita apés a Definicao 2.21).

Sejam C o conjunto dos cilindros e A a o-algebra gerada por C. Sejam A
e B em C. Vamos mostrar que

lim IP(77(A) N B) = IP(A)IP(B).
Para isto vamos mostrar que IP(77%(A) N B) = IP(A)IP(B), para todo i

suficientemente grande.
Suponha que A e B sejam dois cilindros da forma

A=A x Ay x--xA, xRxRx---

B=B; XBy X+ XBy XxRxRx---,

para m e m’ naturais fixos. Para i > m + m/ temos

THA) =RXRX - XRx Ay x Ay X - X Ay xXRXR X -+ -.

TV
i1—vezes m—uvezes

Assim, para i > m + m’ temos

Tﬁi<A)mB:\Bl><BQX"'XBmLXRXRX“-XI@

m’—vezes i—m/—vezes
XAy X Ag X o+ X A XRX R X -+ - (3.7)
m—vezes

Considerando a probabilidade do evento dado pela expressao (3.7) acima,
temos que

P(r7(A)NB) = IP(X, € B, X3 € By, , X, € By,
Xipn € AL Xipo € Aoy, Xim € Apy).

Sejam os eventos
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Tﬁi(A) =C=[Xip1 € A, Xipp € Ay, -+ Xiym € Ap) € 0(€ip1-g5 -+ €ikm)

(S

D = [Xl €B17X2€B27"'7X’m’ EBm’] 60(617”'76771’)’

Desde que m’ < i+1—¢q (isto é,i > m/+qg—1), os eventos C' e D pertencem
a o-algebras independentes e sao, portanto, eventos independentes. Entao,

P(r~{(A)n B) = P(C N D) = IP(C)IP(D) = P(r{(A))IP(B)  (3.8)

para todo i > m’+q—1. Como IP(77*(A)) = IP(A), pois IP é invariante sob
7, pela igualdade (3.8) temos que
lim IP(17(A) N B) = IP(A)IP(B).
Como vale a igualdade (2.8), concluimos que a transformagao 7 é “mi-

xing”. Logo, 7 é ergddica e concluimos, portanto, que o processo {X;}ez €
ergddico, ou seja, todo processo M A(q) é ergddico.

Suponhamos agora que »_, ya; < 0o. Segue de Durret (1996) que Y; =
> ken Gk€—k converge quase certamente. Pelos Teoremas 3.5 e 3.6, {Y;}iez
é estacionario e ergddico. Portanto, todo processo média movel de ordem
infinita é ergoddico.

O

COROLARIO 3.1: Seja { X }iez, um processo estocdstico autoregressivo de
ordem p, denotado por AR(p), tal que as raizes da equagio ®(B) estejam
fora do circulo unitdrio. Entdo, o processo {X;}ien € ergédico.

Prova: Como todo processo autoregressivo tem uma representacao média
moével (ver Brockwell e Davis (1991)), pelo Lema 3.1 segue que AR(p) é
também um processo ergddico.

g

Queremos agora mostrar que todo processo ARFIM A(0,d,0), dado pela
expressao (3.4), é ergodico.

PROPOSICAO 3.1: Seja {Xi ez um processo ARFIMA(0,d,0), dado
pela expressao (3.4), com d < 0,5. Entao, {X;}iez € ergddico.

Prova: Pelo Teorema 3.3, parte (a), o processo {X; }ez pode ser escrito na
forma

X, = Zwket_k, para todo t € Z, (3.9)
k=0
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d(1+d)--(k—14d k+d—1)!
onde ¢y, = = )k(! =l = (k!J(rd—f))!'

ZkeN w,f < 00 para que O processo X; = ZkeN VL€, para todo t € 7Z,
convirja quase certamente.
Observe que

g%:i{ker—l} 2{ k+d )r:

= [T(k +d)
Fo(d) 2 {mm)} ’ (3.10)

k=0

Pelo Lema 3.1 basta mostrar que

onde I'(+) é a fungao Gama definida por
i) T(x) = [t e tdt, x> 0;
i) Mz + 1) = 2T (2).
Pela férmula de Stirling (ver Brockwell e Davis (1991)) segue que
I'(z) ~ V2rexp (—z + 1)(z — 1)*~*°, quando z — oo,

onde “~” indica que a razao dos dois termos tende a 1 quando z — oo. Desta
forma, F((xiz)) ¢ aproximadamente igual a 27, quando # — oo. Portanto,
da expressao (3.10) temos que

>

- k,dl

keN
2
onde C' = w5 ( 3 fﬁV:_Ol [EEZH” e N é um inteiro suficientemente grande. A
série Y_p \ k242 converge se e somente se 2d—2 < —1. Como temos d < 0, 5,

segue que Y, Ui < 00.
Portanto, pelo Lema 3.1, concluimos que o processo ARFIMA(0,d,0) é
um processo ergddico.
O

Conclusao: Podemos concluir que, além do processo ARFIMA(0,d,0), o
processo ARFIMA(p,d,q) também é um processo ergddico se o processo
ARM A(p, q) correspondente é estacionario. De fato, neste caso, a ordem
dos coeficientes vy, é a mesma que para o processo ARFIMA(0,d,0) (ver
Hosking (1981)) e, analogamente, temos a convergéncia da série Y, U7

Na secao a seguir queremos mostrar a ordem de magnitude da variancia
da soma parcial de um processo {X; }ez dado pela expressao (3.3).
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3.2 Ordem da Variancia da Soma Parcial

Considerando a velocidade com que a fungao de autocorrelacao converge a
zero podemos ter uma idéia da ordem de magnitude da variancia de S, =
Z?;ol X, para uma amostra Xy, X1, -+, X,_1 de um processo estocastico
ARFIMA. Beran (1994) apresenta um resultado andlogo para a variancia
de X,, = n~'S,. A demonstracao apresentada abaixo é diferente e mais geral.

PROPOSIQAO 3.2: Seja {X;}iez um processo estacionario qualquer. Con-
sidere a varidvel aleatdria soma parcial S, =Y i, ' X, de wma série temporal
Xo, X1, -+, Xn_1 do processo { X }iez. Entao,

n—1
n_] 9
J=1

1

Var(S,) =2n [ +—

n

onde vx(+) € a fungao de autocovariancia do processo {X;}iez.

Prova: Como o processo { X}z é estaciondrio, observe que

n—1
Var(S,) = Var( XZ-)

= nyx(0)+2) x(j — 0. (3.11)

Var(S,) = nvyx(0)+ QZ’YX(j — 1) =

= nx(0) +2 [ yx (=1 +x(=2) + yx(=3) + - +yx(-n+ 1)+
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+ D+ (D) @ (- D)+

/

-~

Jj=2

o) (2 B (= D)+ x| =
——

g

i (0) + 2[(n = Dy (—1) + (n = 2)7x(=2) + (1 — v (~3)+
£ 3= = 3)) o+ 2vx (— (0 — 2)) + (= — 1))] =

= nyx(0)+ QE(TZ —J)x(=j) =

= ax(0) +2) (0~ )3 () (3.12)

A 1ltima igualdade segue do fato de estarmos considerando o caso em que o
processo € estaciondrio, o que implica que yx(j) = vx(—J).

Portanto,
n—1

Var(S,) =nyx(0) +23 (n—j)vx(j).

j=1
o que prova a Proposicao 3.2.
0J

Na proposigao, a seguir, apresentamos a ordem de Var(S,,) para processos
ARFIMA(p,d,q).

PROPOSICAO 3.3: Seja {X,} ez um processo ARFIMA (p,d,q) onde d €
(0,0;0,5) dado pela expressao (3.3). Considere a soma parcial S, = Z;:Ol X;
de uma série temporal Xo, X1, -+, X,—1 do processo { X, ez Entao,

Var(S,) ~ n*tt,
Prova: Observe que, pela parte (d) do Teorema 3.2, a fun¢ao de autoco-

variancia vyx (k) do processo {X;}iez é da ordem de k241,
Para 0 < d < 0,5, a integral

1
I :/ (1—z)2* 'dx
0

¢ finita. Podemos considerar, entao, as somas de Riemann associadas a
particao
1 2 n—1
07 P I T L
n'n n
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obtendo a aproximacao

L0-D6) &

que converge para I, quando n — oo.
De maneira andloga ao Lema 8.1 de Fisher e Lopes (2001), considere

S Ion

ICSION
— zi;(n — )2 (%)Zd. (3.13)

Dado € > 0, para n suficientemente grande, temos que

1
I—e<—¢, <IT+e=.
n

Usando a expressao (3.13), a desigualdade acima é dada por
(I —e)n? < — Z 2 < (I +e)n?, (3.14)

para n suficientemente grande.
Portanto, Y7 (n—j)j**~" é da ordem de n**. A partir das expressoes
(3.12) e (3.14) temos que

n—1

Var(S,) =2n SE R (3.15)

zl'—

le

o que prova a Proposicao 3.3.
U

Observacao: O resultado acima vale, em particular, para processos

ARFIMA(0,d,0), d € (0,0;0,5), onde 7x(0) = o150 ¢ a variancia
2

do processo, o7 é a variancia do processo ruido branco {€ }iez € vx(k) =

af% para todo k € N — {0} (ver parte (d) do Teorema 3.3) é a
funcao de autocovariancia do processo {X;}iez dado pela expressao (3.4).
Na secao seguinte vamos usar o resultado da ordem da variancia de .S,,, dada

pela Proposicao 3.3, para obter um estimador para o parametro d.
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Mais geralmente, vale a seguinte proposicao:

PROPOSIQAO 3.4: Seja {X;}iez, um processo estocdstico estaciondrio
qualquer. Considere a soma parcial S, = Z?:_ol X, de uma série temporal
Xo, X1, +, Xn_1 do processo {X;}iez. Se existe u € (0,1) tal que vx (k) ~
k™, entao vale que

Var(S,) ~n*",
para todo n € N.

A demonstragao é similar a prova da Proposigao 3.3.

3.3 Estimacao do Parametro de Diferenciagao

Veremos, a seguir, a estimacgao do parametro ou grau de diferencia¢ao através
de diversos métodos: métodos de regressao utilizando a fungao periodograma
e a fungdo periodograma suavizado (ver Definigoes 2.13 e 2.14); algumas
versoes destes estimadores propostos por Robinson (1995), Velasco (1999a,
1999b); o método da méxima verossimilhanca (proposto por Dahlhaus (1989)
e Fox e Taqqu (1986)); o método baseado na variancia da soma parcial (pro-
posto a partir da Proposigao 3.3); o método que sugere obter um estimador
para o grau de diferenciacao a partir do grafico do logaritmo da variancia de
X, (proposto por Beran (1994)) e apresentamos, ainda, o método baseado
na Teoria de Wavelets proposto por Jensen (1999).

Estimador GPH

O método de regressao utilizando a funcao periodograma foi primeira-
mente estudado por Geweke e Porter-Hudak (1983) e tem sido largamente
utilizado por pesquisadores. Usaremos a notagao GPH para este estimador.
Consideremos { X }4c7z um processo ARFIM A(p,d,q), com d € (—0,5;0,5),
representado pela expressao (3.2). A fungao densidade espectral de {X;}iez
¢ dada pela expressao (3.6) e tomando o logaritmo daquela expressao temos

In fx(w) =1n fy(w) — dln [2 sen(%)r,

ou, escrevendo de outra maneira,

In fx(w) =1n fy(0) —dln [2 sen(%)]2 + ln{?[]]((lg)) } (3.16)
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Substituindo w por w; = 2% e adicionando In /(w;) em ambos os lados

da expressao (3.16), onde I(-) é a fungao periodograma, dada pela expressao
(2.3), temos

InI(w;) = In f;(0) — dln [2 sen(%)]2 + ln{f}]l]((lgg)} + ln{ f—;(zi;)) }.(3.17)

Se o valor maximo para j, digamos g(n), é escolhido tal que % — 0

quando n — oo e se w; ¢ proximo de zero, digamos, w; < wy(,) onde Wy, €
pequeno (neste trabalho consideramos g(n) = n®, onde a € (0, 1)), entao o

fu(wy)
fu(0)
da direita na igualdade (3.17) (ver Reisen (1994)), e obtemos uma equacao

aproximada dada por

termo ln{ } ¢é desprezivel comparado com os outros termos do membro

In I(w;) ~ In fr(0) — d1n [2 sen(%)} g 1n{ fi(égj) } (3.18)

A equagao (3.18) acima é da forma de uma equagao de regressao simples
dada por

y; = a+bx; +e;, paratodo j=1,2,---,g(n),

2
onde y; = Inl(w;), z; = ln[2sen(%)] , €5 = ln{ o) } +c, b = —d,

Ix (wy)
a=Infy(0)—cec= E{—ln%}.

O estimador de d pelo método de minimos quadrados da regressao de

Y1, Y2, Yg(n) €M X1, Ta, -+ -, Tyg(m), onde g(n) é escolhido como acima, é dado
por

g(n) =

(s — Ty,

GPH = — Jg(jl)( ’ _)yj . (3.19)
j=1 (zj —2)?
Temos que
2

FE(GPH)=deVar(GPH) = 0 —
j=1 (z; — )

| (n)
com T = o5 > 9 ;.

Apresentamos, a seguir, o teorema que garante a convergéncia quase certa
do estimador GPH (ver Geweke e Porter Hudak (1983)).

TEOREMA 3.7: Sejam {X;}iez um processo ARFIMA(p,d,q) comd <0
e I(:) a fungdo periodograma do processo sobre as freqiéncias de Fourier
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w; = ?, jeA{L,2,---,9(n)}. Seja GPH, dado pela expressao (3.19), o
estimador de d e suponha que g(n) satisfa¢a g(n) — oo e @ — 0, quando

n — oo. Entio, GPH — d.

Observacgoes:
a) O Teorema 3.7 sugere g(n) = n®, para 0 < a < 1.

nn)? () entdo —GEPHE=4_ tem distribuicio assintGtica
g(n) \/Var(GPH) ¢

normal (para mais detalhes sobre a distribui¢ao assintética de GPH, ver
Geweke e Porter Hudak (1983)).

b) Se lim, .

Estimador SPR

Como a funcao periodograma nao é um estimador consistente da funcao
densidade espectral (ver Priestley (1981)), Reisen (1994) propoe uma forma
modificada do método de regressao baseada em um estimador consistente
para fx(-). Este estimador, baseado na versao suavizada da fungao peri-
odograma, sera denotado por SPR.

Consideremos a funcao periodograma suavizado dada pela expressao (2.4).
Podemos reescrever (2.4) em termos da func¢ao periodograma I(-):

Fulw) = /_ WL () (w — ) dA = /_ CWow— NIy (3.20)

onde W,(A) = 5= Zz;l_(n_l) A(k)e=** é a transformada de Fourier da janela

A(k), chamada janela espectral.

A fungao A(+) é escolhida de tal forma que as seguintes condigdes para
Wi, (), estejam satisfeitas:

a) [W,(A\) d\ =1, para todo A € (—m,7);
b) Wi(A) = W, (=X), W,,(X\) >0, para todo A € (—m,7);
¢) lim, oo £ [W2(X) dX =0 para todo A € (—m, ).

A expressao (3.20) pode ser aproximada pela soma discreta

fs(w) ~ 2 22: W (w — w;)I(wj) para todo w € [—m, 7],
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A funcao f4(-) tem as seguintes propriedades, quando n — oo (ver Reisen
(1994)):
o E(fs(w)) ~ fx(w), para todo w € [—7,x].
o Var(fy(w)) ~ (1+8)2 f2(w) [ W2(X) dX ou
Var(fo(w)) ~ (1+406) fr(w): 332l 1) Aa(k), w € [—m, ],
onde § = 1 para w = 0,|r| e 6 = 0 para w # 0, |«|.
Pela condigao ¢) acima temos que Var(fs(w)) — 0, quando n — oo.

Portanto, fs() é um estimador consistente e nao viciado de fx(-).

o cov(fs(wy), fs(wz)) = 0, para todo wy # wy, i.e., o estimador da funcao
densidade espectral é assintoticamente nao correlacionado em diferentes
freqiiéncias wy e ws.

Retornemos, agora, a janela de Parzen definida pela expressdo (2.5).
Podemos reescrever esta janela na forma de parametro de escala

onde [(u) é dita ser “lag window generator”, que é uma fungao real continua
no dominio u € (—1,1) com [(0) = 1 e I(—u) = l(u). O parametro m
(conhecido como ponto de truncamento) é fungao do tamanho amostral n e
¢ escolhido satisfazendo ™ — 0 quando n — oo e m — oo. Entao escolhe-se
m = n?,0 < B < 1. Neste trabalho consideramos 3 = 0,9, pois, segundo
Reisen (1994), resultados experimentais sugerem que quando m aumenta o
vicio de SPR diminui.
A janela de Parzen na forma de parametro de escala é dada por

onde
1 — 6u® + 6lul?, se |u| < 3,
l(u) =< 2(1—|ul)?, se s < |ul <1,
0, caso contrario.

Podemos entdo reescrever (2.4) na forma

fs(w) = % Z l(%)’}x(/ﬂ) cos(kw), para todo w € [—m, 7).

k=—m

31



Neste caso,
~Var(fi(w)) ~ (1+ ) f2(w) / *(u) du,
quando n — oo e

lim —Cov(fy(wr), fs(ws)) = 0, wy # ).

n—oo M,

A variancia assintética de fg(w) é dada por

0,539285 2 f% (w), se w # 0,,

Var(fs(w)) =
1,07856 2 f5%(w), se w =0,m,

onde [ 12(u) du = 0,539285.
Anderson (1971, Capitulo 9) afirma que, sob condigoes gerais, pode ser
mostrado que tanto f,(-) quanto In[f(-)] tém distribuigao normal assintética.
O lema a seguir é apresentado em Reisen (1994).

LEMA 3.2: Seja fx(-) a funcao densidade espectral do processo
ARFIMA(p,d,q) comd € (—0,5;0,5), dada pela expressao (3.6). Seja fs(-)

a fungéo pem’odogmma suam’zado dada pela expressao (2.4), onde \(-) € a

s()
f()

com graus de liberdade v = [3,7086177]. Além disso, a varidvel ln{f;(('.))
possut distribuicao normal assintotica com média zero e variancia dada por

fs(w)
Varln =
{fx(w>} 1,07856 2, se w = 0,.

possui distribuicao Qui-quadrado

0,539285 ™, se w # 0,7,

Voltando a equacao da expressao (3.17) com f(w;) no lugar de I(w;),
temos

In fs(w;) =1n fy(0) — dIn [2 sen(w )} + ln{ £ ((w ))} +1In {f;[](égj)) }(3.21)

fx
Restringindo o dominio de j para 1 < j < g(n), onde g(n) é escolhido como
(3.2

anteriormente, podemos reescrever a equacao 1) para todo w; = 2% na
forma
wj 12 fs(w;)
In fo(w;) ~ In fi7(0 —dln[Qsen—J} +1n{—ﬂ}. 3.22

A equagao (3.22) também é uma forma aproximada da equagao de regres-
sao linear simples, i.e.,
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y; = a + bx; + e;, para todo j = 1,2,---,g9(n),

onde y; = In fi(w;), z; = ln[Qsen(%)} , € = ln{ fo ;) } +c b= —d,

a=Infy(0)—cec= E{—ln fo(1;) }
J
O estimador de d, obtido pelo método de regressao utilizando a funcao
periodograma suavizado, é dado por

g(n) =
SPR = — Jg(if d _>‘%. (3.23)
j=1 (z; — )
Temos que
E(SPR) = d ¢ Var(SPR) = 0,539285——"———,
an:1 (z; — )
com T = T%n) gﬁ? z;. Observe que o valor 0,539285 ™ na expressao da
variancia do estimador SPR ¢ a variancia assintdtica de e; = ln{%}

(ver Reisen (1994)).

O estimador SPR ¢é assintoticamente normal com F(SPR) = d e varian-
cia dada pela expressao acima. Um estudo mais detalhado do estimador
SPR pode ser encontrado em Reisen (1994).

Estimador GPHi

O proximo estimador é uma forma modificada do estimador GPH, de-
notado aqui por GPHt. Robinson (1995), fazendo suaves modificagbes no
estimador GPH, provou propriedades estatisticas para este novo estimador,
que valem tanto para d negativo como para d positivo, o que nao acontece
com a forma originalmente proposta para o estimador GPH. Este estimador
regressa In {I(w;)} em In{2sen(w;/2)}* para j =1,1+1,---,g(n), onde [ é
o regressor inicial. Na teoria assintdtica, ambos [ e g(n) tendem para infinito

!

com n, mas mais lentamente, enquanto o) val a zero.

O teorema a seguir é uma versao simplificada de resultado dado em Robin-
son (1995) e garante a distribuicao assintética de GPHt (ver Beran (1994)).

TEOREMA 3.8: Seja {X;}iez um processo estaciondrio ARFIMA com

longa dependéncia, isto €, um processo definido de acordo com a Definicao
2.15. Seja GPHt o estimador de minimos quadrados de d, baseado nas
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freqiiéncias de Fourier wj, para todo | < j < g(n), onde | e g(n) sao tais
que, quando n — 00,
g(n) — o0, | — oo,

o) ()
nt & g(n) b
’ L—>0, \/g(n)lnn_)()‘
g9(n) !

Entao, considerando algumas condigoes de reqularidade para a fungao densi-
dade espectral fx(-),

Vg(n)(GPHt — d) — (T(Q)Z,

onde Z € varidvel aleatdéria com distribuicao normal padrdo e o3 = 5

Estimador MGPH

Outra forma modificada do método GPH, denotada aqui por MGPH, é
obtida por Velasco (1999a) trocando, na equacao de regressao (3.17), 2 sen()
por j (lembre que sen(w) ~ w para w ~ 0). Temos, entao

MGPH = —1 > I (wy){In j — o5 S0 Ini}
20 M mj{ing — 4 0 i
onde I(-) é o periodograma dado pela expressao (2.3) e w; as freqiiéncias de

Fourier para j € {1,---,¢g(n)}.

Estimador GPHT

Este estimador também é baseado no método de regressao do periodogra-
ma. Utiliza-se a funcao cosine-bell como janela espectral para reduzir o vicio
do periodograma, dada pela expressao

() = % {1 ~ cos (Mﬂ |

n

O estimador é obtido de maneira analoga ao estimador GPH, isto é,
regressa-se In{/,,(w;)} em In{2sen(5)}, para j =2,---,g(n).

34



Estimador FT

O estudo do estimador de maxima verossimilhanca para observacoes de-
pendentes é vasto e retune diversos resultados na literatura. Para modelos
ARFIMA(p,d,q) o trabalho de Sowell (1991) apresenta resultados para o
estimador de mdzima verossimilhan¢a exato e Dahlhaus (1989) apresenta
resultados para o estimador de mdrima verossimilhanca aprorimado, uti-
lizando a aproximagao sugerida por Whittle (1951). Fox e Taqqu (1986)
apresentam condicoes que permitem que o estimador de méaxima verossimi-
lhanga aproximado para seqiiéncias com forte dependéncia seja consistente
e tenha distribuicao assintética normal. Tais condicoes sao satisfeitas pe-
los processos ARFIMA(p,d, q), segundo Dahlhaus (1989). Consideraremos
aqui o estimador sugerido por Fox e Taqqu (1986), que serda denotado por
FT e é o estimador de maxima verossimilhanca aproximado.

Seja {X;}ez um processo estaciondrio com média i e variancia o%. Seja
€ X

fx(+) a fungao densidade espectral caracterizada por um vetor de parametros

finito-dimensional desconhecido

v=(0%,d, b1, 2, by, 01,0, 0,).

Assumimos que a fungao densidade espectral de uma familia paramétrica de
densidades é dada por fx(-) = fx(;v),ondeve T CR* a=p+qg+2éa
dimensao do vetor v e T é o espaco de parametros. Estimativas para o vetor
v sao obtidas através de uma série temporal X, X1, -, X,_1.

Suponha que {X;}ez é um processo Gaussiano linear causal e invertivel.
Entao, a fungao de distribui¢ao conjunta de X = (Xo, Xi,---, X, 1) é dada

por

h(z;v) = (27) 2 |8, ()| ze 2 ¥ Bl e (3.24)

com ' = (xg, 21, -+, Tp_1) € R" onde 2z’ denota o vetor transposto do
vetor = e ¥, (v) é a matriz quadrada n x n, cujos elementos sao a funcao de
autocovariancia, dada por

Sn(v) = [vx (G = D15
O logaritmo da funcdo de verossimilhanca h(z;v), dada pela expressao
(3.24), é dado por

L(z;v) = In h(z;v)

1 1 / -1
= —§ln (2m) — 5 In |X,(v)] — 3% X))z (3.25)
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O estimador de maxima verossimilhanca de v é obtido maximizando a
fungao L(z;v) com respeito ao vetor de parametros v. Fox e Taqqu (1986)
aplicam o método da méaxima verossimilhanca, com a aproximacao sugerida
por Whittle (1951), para estimar v e 0% maximizando a fungao

1 n Z'An(v)Z
h(z;v;0%) ~ ( ) ex {—n—},
( x) V2nox P 2nox
onde Z' é o vetor transposto do vetor Z = (X — X, X, 1 — X) e X é

a média amostral. Maximizar a funcio h(z;v;0%) é equivalente a escolher ©
que minimiza

2 Z/An(U)Z.

UX,n - n

Uma prova para a consisténcia e distribuicao assintotica normal do esti-
mador 0, onde 0% é a primeira componente do vetor v, pode ser encontrada
em Dahlhaus (1989). Dahlhaus (1989) mostra, também, que este estimador
é assintoticamente eficiente no sentido de Fisher.

Computacionalmente, o estimador F'T" é obtido minimizando a forma dis-
creta

L,(v) = %ii (lnfx(wj;v) + %) ’

onde v denota o vetor de parametros desconhecidos.

Estimador V

Podemos, a partir do resultado da ordem da variancia de S,, (ver Proposicao
3.3), obter um estimador de d dado por

_lnvm) 1
V= 2lnn 2

A proposicao a seguir apresenta mais detalhadamente este estimador.

PROPOSICAO 3.5: Seja {Xi hiez um processo ARFIMA(p,d,q), com
d € (0,0;0,5), dado pela expressio (3.3). Considere {X;}'=y uma série
temporal obtida do processo { X, }iez. Entdo, o estimador para d, baseado no
resultado da Proposi¢ao 3.3 € dado por

o n{2n[20 + L5 n — j)ix()]} 1

2Inn 2
Este estimador possui cota inferior para o seu valor esperado dada por

[y

n—

E(V) 2 (0= 3P0 () = Var )} = 3,

1

SN

2lnn{n(’yX(0) —Var X) +

<.
Il
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onde vx(-) € a fungdo de autocovariancia e Yx(-) € a autocovariancia amos-
tral do processo { X, }iez.

Prova: Pela expressao (3.15) sabemos que

n—

1
(n — ) ~ 2t

Jj=1

1
Var(S,) =2n + -

onde S, = 32" X, é a soma parcial de { X}~

Portanto, Var(S,) ~ n?**!. Aplicando logaritmo a esta expressio, temos
que

Var(S,) ~ n**™ < mnVar(S,) ~In(n*™) <
InVar(S,)

Inn

InVar(S,) ~ (2d+1)lnn < ~2d+ 1,
ou seja,
~ InVar(S,) 1
==
v 2lnn 2

A partir da expressao acima obtemos o estimador de d dado por

v o_ InVar(S,) 1 In{2n[ 2 "L (n = ))Ax ()} 1
n 2Inn 2 21nn 2
1 [InnAx(0) +23 72 (n—)Ax ()] | 1
= 5 { - } -5 (3.26)

onde Jx(-) é o estimador da fungao de autocovariancia do processo dado pela

pela Defini¢ao 2.9. Este estimador é viciado (ver Wei (1990)), pois

(n—Jj) (n—J)
n n

J

Elyx(j)] :'YX(j>_EVX(j)_ VarX =

[x(5) = VarX].

O estimador V' é também viciado e queremos obter a cota inferior para
seu valor esperado. Observe que

EV) = E (1 {ln[”%f( ) +2305 1(n—3)7x(1)]} - 1)

2 Inn 2

1 1
= In| 2 — ——. (3.2
21nnE ({ n[nvyx(0) + Z n— j)yx(J }) 5 (3.27)
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Como a fungao logaritmo é concava, aplicando a Desigualdade de Jensen
na expressao (3.27) segue que

1 1
> _ -
]E(V)_annln{ [n9x(0) + 2 5 n—j)yx(J } 5 =

1 1
—2lnnln{nE'yX —1—22 n—j)E j))} 3

= 211nn In {n(VX(O) —Var(X) +2 z_:(n —J) (o ; J) (vx(7) = Var(Y))}—%
= 21;“ In {n(’YX(O) —Var(X) + % '_ (n—3) () — Var(Y))} — %
U

Observacao: O mesmo estimador sera obtido no Capitulo 4 quando uti-
lizarmos a relagao entre os parametros d e s, onde d é o parametro fracionério
domodelo ARFIMA e s é o parametro da transformacao Manneville-Pomeau.

Estimador VP

Este estimador ¢ sugerido em Beran (1994) (chamado de “variance plot”)
e é obtido a partir da ordem da variancia de X,, = Sr?, ou seja, n?~1. O
método consiste em obter o estimador através do grafico de In s?(k) versus

In (k), onde k é um inteiro, 2 < k < [3] e s*(k) ¢ a variancia das médias

amostrais X;(k), com 1 < j < my, para my, suficientemente grande. Ou
seja, calculam-se as médias amostrais X;(k), Xo(k), -+, Xpm, (k) € a média
amostral geral

para diferentes valores de k entre 2 e [5]. Para cada k, calcula-se a variancia
amostral das médias X;(k), 1 < j < my, da seguinte maneira:

mp

) = > (G - X

A inclinagao da reta ajustada aos valores de In s*(k) versus In (k) é apro-
ximadamente 2d — 1 e entao obtemos um estimador para d. No entanto,
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este método nao fornece bons resultados, sendo indicado apenas como uma
primeira ferramenta para verificagao sobre a propriedade de longa dependén-
cia na série temporal, assim como varios outros métodos heuristicos descritos
em Beran (1994).

Estimador W

Apresentamos, a seguir, um estimador para o parametro de longa de-
pendéncia obtido a partir da transformada de wavelets (ondaletas). Primei-
ramente vamos dar uma introducao as wavelets (um estudo detalhado pode
ser encontrado em Meyer (1993), Morettin (1997, 1999), Percival e Walden
(2000) e Zandonade (1999)).

A teoria de wavelets, pela sua forma, é muito 1til por localizar o processo
nao sé na freqiiéncia, como também no tempo, sendo, segundo Meyer (1993),
uma alternativa a outros sistemas de fungoes usados como bases para re-
presentacao de fungoes pertencentes a certos espacos, como senos e cossenos
na transformada de Fourier.

Atualmente as wavelets sao assunto de estudo em varias areas como pro-
cessamento de sinais, codificacao de imagens e também como ferramenta
para a analise de séries temporais. A teoria de wavelets vem revelando-se
uma Otima alternativa a transformada de Fourier na analise de sinais nao
estacionarios.

Na analise de Fourier, toda funcao periédica, de periodo 27, de quadrado
integrdvel, ou seja, fungao no espaco L£2(0,27), é gerada por uma super-
posicao de exponenciais complexas, w,(t) = ¢™ n € Z, obtidas por di-
latagoes da fungao w(t) = e : w,(t) = w(nt). O objetivo ¢ estender essa
idéia para L?(R), isto é, gerar esse espago a partir de uma tnica funcao.

Uma wavelet é definida como qualquer funcao ¢ (t) continua que decaia
rapidamente a zero quando [¢| — oo e oscile de tal forma que [*°_(t)dt =
0. A idéia é considerar dilatages e translagoes dessa fungao (denominada
wavelet-mae), de modo a gerar £?(R). Consideramos, para tanto,

duslt) = la 260, a0,
sendo a e b parametros reais que definem, respectivamente, as dilatacoes e
translacdes da wavelet-mée, e |a|~'/? um termo normalizador. Uma parti-
cularizacao ¢ obtida quando os parametros a e b assumem valores a = 277 e
b= k277, onde j,k € Z. Desta forma, as wavelets consideradas sao dadas
por

¢j,k(t) = 2]/2¢(2Jt - k)v j7 k S Z7

que constitui uma base ortonormal de £2(R).
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Portanto, as funges {v;x(t), j,k € Z} sdo obtidas a partir da funcao
Y(t) através de uma translacio diddica k277 e uma dilatagao bindria 27,
onde o fator escala 27 é chamado de fator de dilatagdo. Esta base ortonormal
permite uma reconstrucao perfeita de um sinal a partir dos coeficientes da
transformada (ver Defini¢ao 3.6 a seguir), isto é, cada coeficiente é obtido
como o produto escalar do sinal e da funcdo base (aqui as fungoes ©;(+) e,
no caso da andlise de Fourier, as fungoes wy,(+)).

Existem muitos tipos de wavelets das mais diversas formas. Wavelets
podem ser suaves ou nao, de suporte compacto ou nao, com expressoes
matematicas simples ou nao. Na literatura da area, sao encontradas di-
versas bases de wavelets tais como, por exemplo, as bases Haar, Chapéu
Mexicano, Shannon e Morlet. Além dessas, outras que se destacam sao as
Daublets, Symmlets e Coifiets, todas de suporte compacto e introduzidas por
I. Daubechies.

Apresentamos abaixo duas bases de wavelets que tém expressao analitica:

Haar: A mais simples e antiga wavelet, uma funcao escada:

1, 0<t<1/2,

sty =4 -1, 12<t<1,
0, caso contrario,
e
2%, 271k <t <27 (k+1/2)
Vip(t) =9 =279, 279(k+1/2) <t <279(k+1) (3.28)
0, caso contrario,

j=0,1,--- m—1lek=01,---,27 — 1.

Chapéu Mexicano: Obtida a partir da segunda derivada da curva Gaus-
siana:

Y(t) = (1 —t*) exp(—t?/2), t € R,

Y r(t) = 2721 — (27t — k)% exp[—((27t — k)?/2]. (3.29)
A partir de agora vamos considerar t € Z ou t € N.
DEFINIQAO 3.6: Considere uma série temporal obtida a partir do pro-

cesso estocastico {X;}iez. Os coeficientes de wavelets (ou transformada de
wavelets) para X; sdo uma fungao do parametro de escala, j, e do parametro
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de translacao, k, e sao dados pelo produto interno

wik =< Xy, Vjn(t) >= Y Xpwin(t) =27 > Xy (2t — k).

t=—00 t=—00

Observacao: Na pritica, temos uma série temporal {X,}"~} com n ob-
servacgoes. Assim, a transformada finita de wavelets é dada por

n—1
wik =212 " Xpp(2t — k), (3.30)
t=0

com 0 < j < m — 1, sendo m inteiro tal que n = 2™ e 0 < k < 29 — 1. E
intuitivo pensarmos que a variacao de k dependa de j, sabendo que, quanto
maior o valor de j, mais compacta é a wavelet e mais curto é o intervalo de
translacao. Assim, serdao necessarias mais translacoes para percorrer toda a
série temporal em questao.

O teorema, a seguir, descreve a propriedade assintotica da transformada

finita de wavelets, dada pela expressao (3.30). Para maiores detalhes ver
Jensen (1999).

TEOREMA 3.10: Seja {X;}iez um processo ARFIMA(0,d,0) de média
zero, com |d| < 0,5. A transformada finita de wavelets, w;y, definida pela
expressao (3.30), tem distribuicao normal com média zero e varidncia apro-
zimada 0?|277*2, onde o* ¢é uma constante finita.

Considere {X;}iez um processo ARFIMA(O,d,0) de média zero com
|d| < 0,5. Definimos a variancia dos coeficientes de wavelets como
R(j) = E[(w;x)?], para todo j =0,---,m — 1. (3.31)

Assim, pelo Teorema 3.10, R(j) = 0?|277]?¢. Aplicando o logaritmo &
expressao (3.31), obtemos

InR(j) =Ino? +dIn|277 ]2 (3.32)

Por outro lado, podemos utilizar a variancia amostral de w;; para estimar
R(j), obtendo o estimador

27 -1

oo 1 |
R(]) = 2—j Z(Wj,k)Q, para todo 7 =0,1,---,m — 1,
k=0
onde m é tal que n = 2™. Adicionando In }?(]) em ambos os lados da,

expressao (3.32) e fazendo e; = In R(j) — In R(j), segue que
InR(j) =Ino? 4+ dn |27 +¢;, paratodo j =0,1,---,m—1.  (3.33)
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A partir da expressao (3.33), Jensen (1999) sugere estimar o parametro de
diferenciacao fracionaria d através do método de minimos quadrados or-

~ ~

dindrios. Pode-se demonstrar que E(R(j)) = R(j) e Var(R(j)) — 0, quando
j — oo. Pela lei dos grandes niimeros de Markov, R(j) converge em proba-
bilidade para R(j), quando j — oo. Portanto,

In R(]) =In R(j) + 0,(1), para todo j =0,1,---,m — 1.
Substituindo R(j) por o2|277[*¢, temos
lnf{(j) =Ino®+dIn|277* + 0,(1), para todo j =0,1,---,m — 1.

O estimador de d baseado em wavelets é dado por
m—1 1 rm-1

W = [Z x?] [Z z;In R(j)
j=0 j=0

onde z; é definido por

: (3.34)

m—1
Ty = In2=% — p— E In2=%,
Jj=0

Ou seja, quando j — 00, o estimador de minimos quadrados ordinarios,
W, obtido através da relagao acima, oferece uma estimativa para o parametro
de diferenciagao fracionaria d do processo ARFIMA(0,d,0) sendo obtido
através de uma equagao de regressao linear simples.

Observacoes:

a) Na prética, nao se utiliza w;j, para j muito pequeno, pois as respecti-
vas wavelets nao convergem a 0 no intervalo da série. Sendo assim, a série
nao ocupa toda a onda e, portanto, ha uma influéncia negativa desses na
estimativa. Poli e Lopes (2002) consideraram [ = 4 como sendo o ponto de
truncamento inferior.

b) Através de simulagoes, andlise de dados reais e comparagoes com outros
estimadores, Poli e Lopes (2002) observaram que o estimador W utilizando
as bases Haar, Chapéu Mexicano, Shannon e Morlet se comportou muito
bem, com capacidade de analisar séries de dados estaciondrios (d < 0,5)
e nao estaciondarios (0,5 < d* < 1,5). O uso da transformada de wavelets
comprovou ser muito eficiente e robusto, tendo em vista os baixos vicio e erro
quadrético médio apresentados nas simulagoes (ver Poli e Lopes (2002)).

¢) Ressaltamos o fato de que o tamanho amostral da série temporal deve
ser uma poténcia de dois para que possamos utilizar o estimador de wavelets.
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No Capitulo 4, adaptaremos alguns dos estimadores apresentados nesta
secao para a classe de processos Manneville-Pomeau, que apresentam carac-
teristicas comuns aos processos ARFIMA.

3.4 Processos nao Estacionarios

3.4.1 Descricao e Simulacao

Seja {X;}1ez um processo ARFIMA(0,d*,0) onde d* = d + r, com d €
(0,0;0,5) e r > 0 tal que d* € (0,5;1,5). Da expressao (3.4) temos que

(1-B)¥ X, = ¢, paratodo t € Z. (3.35)
Observe que
(1-B)¥X, = (1-B)(1-B)X,=¢ < (1-B)7%Y, =¢.

Portanto, o processo {X;}iez ¢ um ARFIMA(0,d*,0) enquanto que o pro-
cesso {Y; }ez, definido por

Y; = (1 — B)"X,, para todo t € Z,

é um ARFIMA(0,d,0).

Observe que o processo {Xt}teZ; dado pela expressao (3.35), nao possui
uma funcao densidade espectral, visto ser nao estacionario. No entanto, a
funcao f(-), dada pela expressao (3.5), mas agora para 0 processo { X }iez,
cumpre as caracteristicas desempenhadas pela funcao densidade espectral
(ver Hurvich e Ray (1995) e Velasco (1999b)).

Quando d* € (0,5;1,0) o processo {Xt}tez ¢ nao estaciondrio mas pos-
sui a propriedade de reversao do nivel, o que influencia positivamente nos
resultados obtidos a partir de métodos de estimagao descritos para o caso
estaciondrio. Quando d* € (1,0;1,5) o processo {X; }1ez é niio estaciondrio e
nao vale a propriedade de reversao do nivel. Veremos nas Secoes 3.4.2 e 3.5
deste Capitulo que a falta desta propriedade influencia, de forma bastante
negativa, as estimativas do parametro d obtidas através dos diversos métodos
descritos na Secao 3.3. A tnica excecao ocorre para o método descrito através
de wavelets (ver Poli e Lopes (2002)).

A série temporal {Y;}7; é simulada através do algoritmo sugerido no ar-
tigo de Hosking (1981) onde o processo {¢; ez ¢ um ruido branco Gaussiano

com média zero e 0> = 1.0 e este processo ¢ gerado através da subrotina
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RNNOR do IMSL. O processo {Xt}tez é obtido através da transformagcao
algébrica 3
Xe=(1-B)"Y,, parat € N— {0},

com X 1 =Y.

No caso de processos ARFIM A(p,d*, q) simulamos primeiramente pro-
cessos ARFIMA(0,d*,0), conforme descrito acima, e depois incluimos as
componentes autoregressivas (AR) e médias méveis (M A) a partir de sub-
rotinas escritas na linguagem FORTRAN.

Aplicaremos alguns dos métodos de estimacao do parametro d, descritos
na Secao 3.3 para processos nao estacionarios, ou seja, quando d* > 0,5. Para
o caso estaciondrio alguns destes estimadores ja foram bastante explorados
(veja em cada estimador as referéncias citadas) e, por isso, na préxima segao,
vamos nos deter, principalmente, ao caso nao estacionario.

3.4.2 Estimagao dos Parametros

Apresentamos, a seguir, alguns resultados obtidos a partir de séries tempo-
rais com tamanhos amostrais n = 100 e 300 baseados em 800 replicacoes do
processo, utilizando os métodos de estimacao GPH, SPR, GPHt, MGPH e
FT descritos na Segao 3.3. Foram calculados os valores empiricos da média,
do vicio, do desvio padrao (sd) e do erro quadrético médio (egm). Estes va-
lores estao nas tabelas a seguir. O vicio e o erro quadratico médio de menor
valor absoluto estdao em negrito. O valor de g(n) = n® nos métodos semi-
paramétricos GPH e SPR esta fixado com « = 0,5 (valor amplamente uti-
lizado na literatura). O ponto de truncamento na janela de Parzen para o es-
timador SPR ém = n”, com 3 = 0,9 (ver Reisen (1994) e Olbermann (1998)
para uma discussao sobre o valor de [3). Para os estimadores GPHt e MGPH
foram utilizados dois diferentes valores para o limite g(n) = n*: GPHt(1)
e MGPH(1) referem-se a a; = 0,6 e GPHt(2) ¢e MGPH(2) referem-se a
ay = 0,7 (os valores de g(n) correspondente aparecem nas tabelas). O re-
gressor inicial [ nos métodos de regressao é [ = 1 exceto para GPHt, onde
consideramos | = 2.

Caso ARFIMA(0,d*,0)

A Tabela 3.4.1 apresenta o caso d* = 0,6. O método F'T é, em geral,
o mais apropriado (menores valores para o vicio e erro quadratico médio)
do que os outros estimadores que, no entanto, também apresentam bons
resultados. A partir da média de cada estimador podemos observar que a
tendéncia é superestimar o verdadeiro valor do parametro, exceto no método
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SPR.

Note que, aumentando o limite g(n), em ambos os métodos GPHt e
MGPH, o vicio e o erro quadratico médio decrescem consideravelmente (ob-
serve que o erro quadratico médio decresce, geralmente, a metade). O esti-
mador SPR tem um melhor desempenho com relagao ao estimador GPH,
no sentido de menores valores para o erro quadratico médio. Isto ja era es-
perado pois o estimador SPR utiliza a funcao periodograma suavizado para
estimar a fun¢ao densidade espectral.

Quando d* = 1,0, isto é, quando o processo ¢ um passeio aleatério, todos
os métodos funcionam bem, sao bastante competitivos e tendem a subestimar
o parametro (ver Tabela 3.5.2).

Tabela 3.4.1: Estimativas para o modelo ARFIM A(0;0,6;0).

n Método | g(n) | média(d*) | vicio(d*) | sd(d*) | eqm(d*)
GPH 10 0,6302 0,0302 | 0,2944 | 0,0874
SPR 10 0,5175 -0,0825 | 0,2345 | 0,0617

GPHt(1) | 16 0,6135 0,0135 | 0,3287 | 0,1080

100 | GPHt(2) 25 0,6151 0,0151 | 0,2272 | 0,0517

MGPH(1) | 16 0,6103 0,0103 | 0,2080 | 0,0433

MGPH(2) | 25 0,6006 0,0006 | 0,1557 | 0,0242

FT - | 06039 | 0,0039 |0,0926 | 0,0086

GPH 17 0,6194 0,0194 | 0,1976 | 0,0393
SPR 17 0,5630 -0,0370 | 0,1674 | 0,0293
GPHt(1) 31 0,6041 0,0041 | 0,1897 | 0,0359
300 | GPHt(2) 54 0,6110 0,0110 | 0,1279 | 0,0164
MGPH(1) | 31 0,6071 0,0071 | 0,1413 | 0,0200
MGPH(2) | 54 0,6045 0,0045 | 0,1031 | 0,0106
FT - 0,6080 0,0080 | 0,0517 | 0,0027

Quando consideramos d* > 1,0 (ver Tabela 3.4.2 para o caso d* = 1,2),
os estimadores nao sao bons. Isto deve-se ao fato de que, neste caso, nao
vale a propriedade de reversao do nivel. Observe que todos os estimadores
apresentados sao muito viciados. Quanto mais d* se afasta do valor de um,
maior é o vicio resultante dos estimadores. Uma possivel solugao seria aplicar
uma primeira diferenga e entao estimar o parametro de diferenciacao. Ana-
lisaremos este problema na Secao 3.5.
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Tabela 3.4.2: Estimativas para o modelo ARFIMA(0;1,2;0).

n Método | g(n) | média(d*) | vicio(d*) | sd(d*) | eqm(d*)
GPH 10 1,0717 -0,1283 | 0,2494 | 0,0763
SPR 10 1,0466 -0,1534 | 0,1775 | 0,0550

GPHt(1) 16 1,0700 -0,1300 | 0,2570 | 0,0828

100 | GPHt(2) 25 1,0637 -0,1363 | 0,1668 | 0,0463

MGPH(1) | 16 1,0538 -0,1462 | 0,1766 | 0,0525

MGPH(2) | 25 1,0332 -0,1668 | 0,1313 | 0,0450

FT - 1,0568 -0,1432 | 0,0951 | 0,0295
GPH 17 1,0748 -0,1252 | 0,1663 | 0,0433
SPR 17 1,0883 -0,1117 | 0,1235 | 0,0277

GPHt(1) | 31 | 10613 | -0,1387 | 0,1519 | 0,0423
300 | GPHt(2) | 54 | 10591 | -0,1409 | 0,1075 | 0,0314
MGPH(1) | 31 | 10651 | -0,1349 |0,1263 | 0,0341
MGPH(?2) | 54 | 1,0503 | -0,1497 |0,0972 | 0,0318

FT - 1,0636 | -0,1364 | 0,0735 | 0,0240

Caso ARFIMA(p,d*,q)

A Tabela 3.4.3 apresenta o caso em que p =1, g =0e d* = 0,6. Além
dos resultados da estimagcao de d*, esta tabela também mostra resultados da
estimagao do parametro de curta memoria (parte autoregressiva do modelo).

No método F'T', os parametros sao estimados simultaneamente através da
subrotina BCONF do IMSL. Para os métodos semiparamétricos, os parame-
tros de curta memdria (partes autoregressiva ou média mével) sao estimados
utilizando a subrotina NSLSE depois da série ter sido diferenciada da esti-
mativa de d*.

A Tabela 3.4.3 revela o impacto nas estimativas quando a parte AR é in-
cluida no modelo. Para valores negativos de ¢, os métodos ainda funcionam
bem e sao competitivos. O estimador F'T" fornece, em geral, melhores estima-
tivas. No entanto, para valores positivos de ¢, F'T' perde sua superioridade
mostrando maiores vicio e erro quadratico médio. Nesta situacao, o vicio é
predominantemente positivo para d* e é negativo para o parametro ¢.

O método SPR é o mais adequado, fornecendo menores valores para o
vicio e para o erro quadratico médio. Este estimador é o que apresenta menor
impacto quando parametros de curta memoria estao no modelo. Isto é mais
evidente quando ¢ varia de 0,5 a 0,7. O vicio e o erro quadratico médio
aumentam para este estimador, mas nao significativamente, como acontece
nos outros métodos.
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Tabela 3.4.3: Estimativas para o modelo ARFIM A(1;0,6;0) quando n =
300.

é GPH SPR | GPHt(1) | GPH(2) | MGPH(1) | MGPH(2) FT
0,5 | média(d*) | 0,6234 | 0,5613 0,5996 0,5487 0,6093 0,5613 0,6063
vicio(d*) | 0,0234 | -0,0387 | -0,0004 | -0,0513 0,0093 -0,0387 0,0063
sd(d*) 0,2049 | 0,1668 0,1873 0,1219 0,1326 0,0918 0,0661
eqm(d*) | 0,0424 | 0,0292 0,0350 0,0174 0,0176 0,0099 0,0044
média(¢) | -0,4834 | -0,4554 | -0,4576 -0,4738 -0,4947 -0,4728 -0,5104
sd(9) 0,1537 | 0,1400 0,1004 0,1509 0,1008 0,0795 0,1146
eqm(d) 0,0238 | 0,0215 0,0118 0,0234 0,0101 0,0070 0,0132
0,2 | média(d*) | 0,6171 | 0,5685 0,5914 0,5829 0,6028 0,5854 0,6080
vicio(d*) | 0,0171 | -0,0315 | -0,0086 -0,0171 0,0028 -0,0146 0,0080
sd(d*) 0,2058 | 0,1646 0,1922 0,1229 0,1356 0,0958 0,0685
eqm(d*) | 0,0426 | 0,0280 0,0369 0,0154 0,0184 0,0094 0,0047
média($) | -0,1847 | -0,1548 | -0,1762 -0,1661 -0,1920 -0,1844 -0,1960
sd($) 0,1939 | 0,1647 0,1261 0,1907 0,1319 0,1002 0,0822
eqm(¢) 0,0377 | 0,0291 0,0164 0,0374 0,0174 0,0102 0,0067
0,2 | média(d*) | 0,6287 | 0,5721 0,6304 0,6625 0,6304 0,6465 0,7494
vicio(d*) | 0,0287 | -0,0279 | 0,0304 0,0625 0,0304 0,0465 0,1494
sd(d*) 0,2053 | 0,1623 0,1983 0,1272 0,1462 0,0992 0,4967
eqm(d*) | 0,0429 | 0,0270 0,0401 0,0201 0,0222 0,0120 0,2684
média(¢) | 0,1788 | 0,2272 0,1369 0,1777 0,1685 0,1483 0,1357
sd(9) 0,2071 | 0,1743 0,1280 0,2009 0,1536 0,1072 0,2994
eqm(¢) 0,0432 | 0,0310 0,0203 0,0407 0,0245 0,0141 0,0935
0,5 | média(d*) | 0,6573 | 0,6018 0,7468 0,8499 0,7032 0,7869 1,2547
vicio(d*) | 0,0573 | 0,0018 0,1468 0,2499 0,1032 0,1869 0,6547
sd(d*) 0,2070 | 0,1683 0,1891 0,1259 0,1366 0,0966 0,6880
eqm(d*) | 0,0460 | 0,0283 0,0572 0,0783 0,0292 0,0443 0,9090
média($) | 04313 | 0,4822 0,2499 0,3478 0,3867 0,3067 0,0502
sd($) 0,1928 | 0,1595 0,1193 0,1761 0,1323 0,0973 0,4657
eqm(¢) 0,0418 | 0,0257 | 0,0767 0,0541 0,0303 0,0467 0,4186
0,7 | média(d*) | 0,7328 | 0,6644 0,9232 1,0652 0,8305 0,9598 1,2487
vicio(d*) | 0,1328 | 0,0644 | 0,3232 0,4652 0,2305 0,3598 0,6487
sd(d*) 0,2145 | 0,1803 0,1871 0,1223 0,1469 0,1017 0,6514
eqm(d*) | 0,0635 | 0,0366 0,1394 0,2314 0,0747 0,1397 0,8441
média($) | 0,5600 | 0,6218 0,2591 0,3905 0,4769 0,3570 0,1621
sd(9) 0,1840 | 0,1518 0,1229 0,1797 0,1421 0,1069 0,4958
eqm(¢) | 0,0533 | 0,0291 0,2004 0,1280 0,0699 0,1290 0,5344

Nos métodos GPHt e MGPH observamos que g(n) produz efeito contra-
rio ao apresentado para os modelos ARFIM A(0,d*,0). Agora os valores do
vicio e do erro quadrédtico médio aumentam com g(n), especialmente para
¢ positivo. Isto nao surpreende pois a presenca de componentes AR no
modelo contribui fortemente na funcao densidade espectral do processo em
certas freqiiéncias (ndo préximas de zero mas freqiiéncias ainda envolvidas
na equagao de regressao).

Observacao: No método F'T'; ao utilizarmos a subrotina BCONF do IMSL,
¢ mnecessario que se limite o intervalo de estimagao, que consideramos
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[—1,9;1,9]. Esta subrotina nem sempre ¢é eficiente e em algumas situagoes
define o maximo do intervalo como sendo a estimativa que, no nosso caso, é

1,9.

As estimativas de d* sao muito afetadas quando incluimos parametros de
curta dependéncia autoregressivos ou médias moveis. O método FT' apre-
senta maiores vicio e erro quadratico médio, principalmente quando ¢ > 0
ou # < 0. O vicio de d* é predominantemente positivo e para os parametros
AR e M A é predominantemente negativo.

Os vicios na estimacao dos parametros de curta e longa dependéncia sao
maiores para o caso ARFIMA(0,d*, 1) do que para o caso ARFIMA(1,d*,0).

No modelo ARFIMA(1,d*, 1) o vicio na estimagao do parametro de longa
dependéncia é relativamente pequeno para ¢ = —0.6 comparado com ¢ = 0.2
para combinacoes de valores de #. O método FT sempre superestima o
parametro de diferenciacao enquanto os métodos semiparamétricos superes-
timam e subestimam para valores de ¢ negativos e positivos, respectivamente.

Uma andlise detalhada para modelos ARFIMA(0,d*, 1) e
ARFIMA(1,d*, 1) para varios valores de ¢ e 6 é apresentada em Lopes
et al. (2002a, 2002b).

Foram feitas varias andlises utilizando também os estimadores V' e V P
para o parametro de longa dependéncia no modelo ARFIM A, mas os resul-
tados nao foram satisfatorios. Os vicios gerados por estes estimadores foram
muito altos tanto para o caso estacionario como para o caso nao estacionario.
Beran (1994) afirma que o estimador V' P nao é um estimador adequado. No
caso do método V', o alto vicio pode ser explicado pela Proposicao 3.5, que
apresenta uma cota inferior para o valor esperado do estimador. Apresenta-
mos os resultados do método V' na Tabela 3.4.4, com base em 100 replicagoes.

Tabela 3.4.4: Estimativas para o modelo ARFIM A(0,d,0).

’ d ‘ n ‘ \% ‘ sd(d) ‘eqm(d)‘
500 | 0,0697 | 0,0846 | 0,0601
0,3 | 1000 | 0,0780 | 0,0699 | 0,0541
2000 | 0,1072 | 0,0637 | 0,0412
3000 | 0,1151 | 0,0621 | 0,0379
500 | 0,5210 | 0,0486 | 0,0801
0,8 | 1000 | 0,5340 | 0,0455 | 0,0727
2000 | 0,5555 | 0,0698 | 0,0646
3000 | 0,5640 | 0,0567 | 0,0588

Podemos observar, através desta tabela, que o aumento do tamanho
amostral melhora um pouco os valores das estimativas tanto no caso esta-
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cionario (d = 0,3) como no caso nao estacionéario (d = 0,8). No entanto,
observamos que nos dois casos o vicio continua grande mesmo com o aumento
do tamanho amostral.

Conclusao: Apresentamos resultados de simulagao para avaliar o comporta-
mento de alguns métodos de estimacao do parametro d* no caso de processos
ARFIM A nao estacionarios. Quando o parametro de diferenciacao d* estéa
no intervalo (0,5;1,0) os estimadores sao bons e o método F'T fornece, em
geral, melhores resultados. Este estimador apresenta piores resultados que
os outros métodos quando sao incluidos parametros de curta dependéncia no
modelo, tanto autoregressivos como médias moéveis. Os estimadores GPH,
SPR, GPHt, MGPH e FT melhoram sempre que o tamanho amostral au-
menta, especialmente no modelo ARFIM A(0,d*,0).

No caso nao estacionario sem propriedade de reversao do nivel (isto é,
quando d* € (1,0;1.5)), observamos que todos os métodos analisados nesta
se¢ao sao muito viciados e subestimam o verdadeiro valor do parametro. Uma
alternativa para este caso é utilizar o método de estimacgao W, baseado na
teoria de wavelets. Poli e Lopes (2002) apresentam resultados satisfatérios
obtidos através de diferentes bases de wavelets.

Os métodos V' e VP sao muito viciados e nao sao recomendados para
nenhum dos casos: estacionario ou nao estaciondrio.

3.4.3 Erros Nao-Gaussianos

Nesta secao analisamos o impacto dos estimadores do parametro fracionario
em modelos ARFIM A quando a distribuigao do processo de inovacgao, isto
é, do processo {¢€;}iez, € ndo-Gaussiana.

Para esta andlise, consideramos inovagoes com a seguintes distribuigoes:
uniforme U(—+/3,v/3), exponencial com parametro A = 1 (com média re-
centralizada em zero), t-Student com 3 graus de liberdade e x7 (com média
recentralizada em zero). Como os resultados foram muito semelhantes a
situagdo onde o processo {€;}iez tem distribuicao Gaussiana, apresentamos
somente dois casos: o modelo ARFIMA(0;0,6;0) considerando o processo
de inovacao com distribuicao exponencial com parametro A = 1 e média
recentralizada em zero, e o modelo ARFIMA(0;1,2;0) considerando o pro-
cesso de inovacio com distribuicio U(—+/3,v/3).
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Tabela 3.4.5: Estimativas para o modelo ARFIMA(0;0,6;0) quando o

processo de inovagao tem distribuigdo exponencial £(1).

n M¢étodo g(n) | média(d*) | vicio(d*) | sd(d*) | eqm(d*)
GPH 10 0,6470 0,0470 | 0,2830 | 0,0821

SPR 10 0,5291 -0,0709 | 0,2239 | 0,0550
GPHt(1) 16 0,6361 0,0361 | 0,3702 | 0,1380

100 | GPHt(2) 25 0,6138 0,0138 | 0,2261 | 0,0512
MGPH(1) | 16 0,6330 0,0330 | 0,2178 | 0,0484
MGPH(2) | 25 0,6070 0,0070 | 0,1537 | 0,0236

FT - 0,6053 0,0053 | 0,0914 | 0,0084

GPH 17 0,6339 0,0339 | 0,1897 | 0,0371

SPR 17 0,5702 -0,0298 | 0,1640 | 0,0277
GPHt(1) 31 0,6132 0,0132 | 0,1766 | 0,0313

300 | GPHt(2) 54 0,6209 0,0209 | 0,1196 | 0,0147
MGPH(1) | 31 0,6158 0,0158 | 0,1228 | 0,0153
MGPH(2) | 54 0,6137 0,0137 | 0,0914 | 0,0085

FT - 0,6067 0,0067 | 0,0486 | 0,0024

Tabela 3.4.6: Estimativas para o modelo ARFIMA(0;1,2;0) quando o
processo de inovacao tem distribuicao uniforme i (—\/g, \/§)

n M¢étodo g(n) | média(d*) | vicio(d*) | sd(d*) | eqm(d*)
GPH 10 1,0850 -0,1150 | 0,2553 | 0,0783

SPR 10 1,0484 -0,1516 | 0,1798 | 0,0553
GPHt(1) 16 1,0778 -0,1222 | 0,2677 | 0,0865

100 | GPHt(2) 25 1,0787 -0,1213 | 0,1820 | 0,0478
MGPH(1) | 16 1,0660 -0,1340 | 0,1842 | 0,0518
MGPH(2) | 25 1,0483 -0,1517 | 0,1407 | 0,0428

FT ; 1,0657 | -0,1343 | 0,0932 | 0,0267

GPH 17 | 1,0684 |-0,1316 | 0,1692 | 0,0459

SPR 17 | 1,0684 |-0,1316 | 0,1228 | 0,0270
GPHt(1) | 31 | 1,0532 | -0,1468 | 0,1475 | 0,0433

300 | GPH#(2) | 54 | 1,0492 | -0,1508 | 0,1080 | 0,0344
MGPH(1) | 31 | 1,0554 | -0,1446 | 0,1209 | 0,0355
MGPH(2) | 54 | 1,0400 | -0,1600 | 0,0959 | 0,0348

FT -] 1,0585 | -0,1415 | 0,0684 | 0,0247
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Ambas as andlises sao baseadas em 800 replicacoes para situacoes onde
n = 100 e 300. As Tabela 3.4.5 e 3.4.6 mostram que os estimadores apre-
sentam o mesmo comportamento observado para a distribuicao de inovacao
Gaussiana (compare as Tabelas 3.4.1 e 3.4.5 com as Tabelas 3.4.2 e 3.4.6).
Velasco (2000) apresenta uma andlise quando o processo é estacionario e o
processo de inovacgao tem distribuicao nao-Gaussiana.

Conclusao: Nesta secao, observamos que as estimativas do parametro de
diferenciacao d* em processos ARFIMA, quando as inovagdes sao nao-
Gaussianas, mantém o mesmo comportamento dos resultados obtidos, no
caso Gaussiano, para os métodos analisados.

3.4.4 Uma Aplicacao

Vamos analisar, nesta secao, a série temporal “taza de juros a curto prazo da
Inglaterra” quanto a longa dependéncia e a presenca de raiz unitaria, apli-
cando alguns métodos de estimagao descritos na Secao 3.3. A série temporal
consiste de 148 observagoes medidas trimestralmente de 1952 a 1988 (ver
Anexo B). Esta série temporal é apresentada e analisada em Mills (1997) com
especial interesse na teoria de raizes unitarias. A Figura 3.4.1 apresenta o
grafico da série e as suas funcoes de autocorrelagao amostral e periodograma.
Podemos observar o comportamento de nao estacionariedade e caracteristica
de longa dependéncia presentes nesta série temporal, através dos gréficos (a),
(b) e (c), respectivamente.

O teste de raiz unitaria nao fornece evidéncias contra a hipdtese de que a
série temporal contém uma raiz unitaria, isto é, d* = 1,0 (ver Mills (1997)).
Os resultados de estimagao e identificacao do modelo para esta série temporal
estao apresentados na Tabela 3.4.7.

O estimador GPH indica que o processo é um ARFIMA(0,1,0), onde
GPH = 1,0115 com o(GPH) = 0,2560. Os métodos GPHt e MGPH
fornecem estimativas similares e seus valores estao entre as estimativas obti-
das pelos métodos SPR e FT. Poli e Lopes (2002) analisaram este conjunto
de dados reais através do estimador baseado em wavelets utilizando as 128
observagoes iniciais (foram excluidas as 20 tltimas observagdes para que o
nimero de dados fosse uma poténcia de 2). Os resultados obtidos foram:
0,8987 com a base Haar e 0,8946 com a base de wavelets Chapéu Mexicano.

Ressaltamos que, para g(n) = 33, GPHt(2) = 0,8014 (¢(GPHt(2)) =
0,1479) e MGPH(2) = 0,8362 (c(MGPH(2)) = 0,1116). Para o método
F'T precisamos das ordens AR e M A do processo. Diferentes valores de p e ¢
foram testados e os resultados sugerem um modelo ARFIMA(0,d*,0). Para
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os métodos semiparamétricos a ordem do processo ARM A foi identificada
apos a diferenciacao da série da estimativa de d*.

A escolha do modelo foi feita testando as estimativas das partes autore-
gressiva e média mével e pelo critério AIC' (Akaike Information Criterion).

Figura 3.4.1: (a) série temporal “taza de juros a curto prazo da Inglaterra”;
(b) funcao de autocorrelagao amostral; (c) fun¢ao periodograma.
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As estimativas dos parametros de curta meméria e as demais estatisticas
apresentadas na Tabela 3.4.2 foram obtidas através do pacote estatistico
MINITAB.

Exceto para o estimador obtido pelo método GPH, todos os outros méto-
dos indicam que a série temporal é nao estacionéaria com d* < 1, 0.

A anélise dos residuos para os modelos ajustados indicou que os erros sao
aproximadamente um ruido branco gaussiano.

Baseado no teste modificado de Ljung-Box (M BP), a hipdtese de ade-
quacao do modelo nao foi rejeitada para todos os casos ao nivel de sig-
nificancia de 5%.

A anélise de previsao também foi considerada calculando-se o erro quadra-
tico médio e o erro percentual absoluto médio (MAPE) (ver Wei (1990),
pégina 179) com valor inicial para previsao dado por ¢ = 135.

Tabela 3.4.7: Identificacao, estimacao e resultados de previsao.

| Estimador | ARFIMA(0, FT,0) | ARFIMA(0,SPR,1) | ARFIMA(0,1,0) |

d* 0,8514 0,7675 -
o(d*) 0,0640 0,1140 -
0, - -0,1936 -
o(6y) - 0,0836 -
52 1,4671 1,4553 1,5089
AIC 53,30 56,12 57,18
MBP 0,108 0,107 0,064
eqm 1,126 1,041 1,171
MAPE(%) 33,70 32,20 34,60

MBP- Estatistica Ljung-Box (x> com 11 graus de liberdade)

Conclusao: A identificagdo e a previsao (ver Reisen e Lopes (1999) para
mais detalhes sobre andlise de previsao em processos ARFIM A) indicam que
a série temporal é nao estacionaria com longa dependéncia onde o parametro
de diferenciacao é estimado por d* < 1,0 (ver Tabela 3.4.7 e Poli e Lopes
(2002)). Portanto, considerar d* = 1,0 para a série temporal “taza de juros a
curto prazo da Inglaterra”, como Mills (1997) sugere, acarreta em uma super
diferenciacao da série temporal.

3.5 Invariancia para Primeira Diferenca

Nesta secao vamos analisar o comportamento do estimador do parametro de
diferenciagao apés aplicar primeira diferenga na série original. Seja {X}iez
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um processo ARFIM A(0, d*,0), onde d* = d+r, dado pela expressao (3.28).
Seja d* o estimador de d* através de alguns dos métodos descritos anterior-
mente na Se¢ao 3.3. Diferenciamos a série de 1 e estimamos novamente o
parametro de diferenciagao obtendo d. O ob jetivo é verificar se vale a igual-
dade d* = d + 1.

Hurvich e Ray (1995) analisam o problema exposto acima considerando
apenas o método GPH, descrito na Secao 3.3, e um método utilizando “ta-
pering”. Aqui, neste trabalho, fazemos um estudo através de simulacao de
Monte Carlo considerando os estimadores SPR, GPHt, MGPH e FT.

Apresentamos a seguir alguns resultados, obtidos a partir de séries tempo-
rais com tamanhos amostrais n= 256, 512 e 1024 baseados em 2000 replica-
¢oes do processo.

Foram calculados os valores empiricos da média, do desvio padrao e do
erro quadratico médio. FEstes valores estao nas tabelas a seguir. O erro
quadratico médio de menor valor esta em negrito.

O valor de g(n) = n® nos métodos semiparamétricos GPH e SPR esta
fixado em o = 0,5 (valor amplamente utilizado na literatura). O ponto de
truncamento na janela de Parzen para o estimador SPR é m = n”, com
B = 0,9 (ver Reisen (1994) e Olbermann (1998) para uma discussao sobre
o valor de 3). Para os estimadores GPHt e MGPH, dois diferentes valores
para o limite g(n) = n® foram usados: consideramos a; = 0,6 (GPHt(1) e
MGPH(1)) e ap =0,7 (GPHt(2) e MGPH(2)). Para o estimador GPHT
também foram usados dois diferentes valores para o limite g(n) = n® : neste
estimador consideramos oy = 0,5 (GPHT (1)) e g = 0,7 (GPHT(2)). O
regressor inicial [ nos métodos de regressao é | = 1, exceto para GPHt e
GPHT, onde consideramos [ = 2.

As tabelas a seguir apresentam os resultados dos estimadores do parame-
tro de diferenciacao de modelos ARFIM A nao estacionarios, antes e apds a
primeira diferenca da série. Para o cdlculo do erro quadréatico médio depois

de diferenciar a série, consideramos o verdadeiro valor do parametro igual a
1—d*.

Caso ARFIMA(0,d*,0)

Primeiramente analisamos os modelos ARFIMA(0,d*,0) para
d* € (0,5;1,0] e d* € (1,0;1,5).

Através das simulacoes apresentadas nas Tabelas 3.5.1 e 3.5.2, quando
d* € (0,5;1,0) todos os métodos analisados comprovam a relagao d*~d+1.
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Tabela 3.5.1: Estimacao para o modelo ARFIM A(0;0,6;0), com tamanhos
amostrais 256 e 512.

’ n ‘ Método ‘ média(d*) ‘ sd(d*) ‘ eqm(d*) ‘ média(d) ‘ sd(d) ‘ eqm(d) ‘
GPH 0,6183 0,2222 0,0497 -0,3782 0,2143 | 0,0464
SPR 0,5566 0,1773 0,0333 -0,3860 | 0,1525 | 0,0234

MGPH(1) 0,6106 0,1499 0,0226 -0,3834 | 0,1470 | 0,0219

MGPH(Q) 0,6050 0,1074 0,0115 -0,3809 0,1042 | 0,0112

256 FT 0,6076 0,0552 | 0,0031 -0,3965 0,0544 | 0,0030

GPHt(1) 0,6136 0,2004 0,0403 -0,3927 | 0,2007 | 0,0403

GPH(2) 0,6147 0,1321 0,0176 -0,3909 | 0,1320 | 0,0175

GPHT(1) 0,6041 | 0,6568 | 0,4310 | -0,4214 | 0,5836 | 0,3408
GPHT(2) 0,6065 | 0,2473 | 0,0611 | -0,3936 | 0,2355 | 0,0555
GPH 0,6186 | 0,1730 | 0,0303 | -0,3738 | 0,1721 | 0,0303
SPR 0,5712 | 0,1443 | 0,0216 | -0,3824 | 0,1267 | 0,0163

MGPH(1) | 06180 | 0,1196 | 0,146 | -0,3791 | 0,1149 | 0,0136
MGPH(2) | 06080 | 0,0827 | 0,0069 | -0,3839 | 0,0799 | 0,0066
512 FT 0,6039 | 0,0405 | 0,0017 | -0,3992 | 0,0385 | 0,0015
GPH¢t(1) 0,6232 | 0,1508 | 0,0233 | -0,3860 | 0,1454 | 0,0213
GPH(2) 0,6143 | 0,0958 | 0,0094 | -0,3925 | 0,0938 | 0,0089
GPHT(1) 0,6078 | 0,4836 | 0,2337 | -0,4077 | 0,4334 | 0,1877
GPHT(2) 0,6059 | 0,1673 | 0,0280 | -0,4034 | 0,1611 | 0,0259

Tabela 3.5.2: Estimacao para o modelo ARFIM A(0,d*,0), com tamanho
amostral 512.

’ d* Método ‘ média(d*) ‘ sd(d*) ‘ eqm(d*) ‘ média(d) ‘ sd(d) ‘ eqm(d) ‘
GPH 0,8332 0,1651 | 0,0283 -0,1901 | 0,1734 | 0,0301
SPR 0,7975 0,1419 | 0,0201 -0,2082 | 0,1218 | 0,0149

MGPH(1) 0,8338 0,1179 | 0,0150 -0,1889 | 0,1138 | 0,0131
MGPH (2) 0,8232 0,0850 | 0,0077 -0,1932 | 0,0797 | 0,0064
0,8 FT 0,8231 0,0439 | 0,0025 | -0,1965 | 0,0358 | 0,0013

GPHt(1) 0,8373 | 0,1510 | 0,0242 | -0,1802 | 0,1472 | 0,0218
GPH(2) 0,8306 | 0,1005 | 0,0110 | -0,1964 | 0,0968 | 0,0094
TAPE(1) | 08254 | 05118 | 0,2624 | -0,2071 | 0,4462 | 0,1989

TAPE(2) 0,8236 0,1714 | 0,0299 -0,1887 | 0,1665 | 0,0278

GPH 0,775 | 0,1522 | 0,0236 | 0,0160 | 0,1712 | 0,0295

SPR 0,0761 | 0,1308 | 0,0176 | -0,0204 | 0,1262 | 0,0163
MGPH(1) | 0,9846 | 0,1067 | 0,0116 | 0,0146 | 0,1157 | 0,0136
MGPH(2) | 0,9824 | 0,0674 | 0,0048 | 0,0115 | 0,0786 | 0,0063
1,0 FT 0,0964 | 0,0314 | 0,0010 | 0,0131 | 0,0365 | 0,0015
GPH(1) 0,0936 | 0,1325 | 0,0175 | 0,0123 | 0,1452 | 0,0212
GPHt(2) 0,0964 | 0,0785 | 0,0062 | 0,0098 | 0,0937 | 0,0088
GPHT(1) | 009925 | 0,4916 | 02412 | 0,0067 | 0,4173 | 0,1738
GPHT(2) | 10111 |0,1574 | 0,0248 | -0,0017 | 0,1569 | 0,0246
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Tabela 3.5.3: Estimagao para d* > 1,0, com tamanho amostral 512.

| d* | Método | média(d*) | sd(d*) | eqm(d*) | média(d) | sd(d) | eqm(d) |

GPH 1,0449 | 0,1490 | 0,0252 | 0,1064 | 0,1714 | 0,0294

SPR 1,0577 | 0,1212 | 0,0165 | 0,0672 | 0,1318 | 0,0184
MGPH(1) | 1,0408 | 0,1059 | 0,0147 | 0,1013 | 0,1158 | 0,0134
MGPH(2) | 1,0310 | 0,0770 | 0,0107 | 0,0974 | 0,0798 | 0,0064
1,1 FT 1,0453 | 0,0437 | 0,0049 | 0,0978 | 0,0364 | 0,0013
GPH(1) 1,0409 | 0,1385 | 0,0227 | 0,1002 | 0,1533 | 0,0235
GPH(2) 1,0390 | 0,0913 | 0,0121 | 0,0968 | 0,0957 | 0,0092
GPHT(1) | 1,0704 | 0,4885 | 0,2392 | 0,0816 | 0,4495 | 0,2022
GPHT(2) | 1,0803 | 0,1591 | 0,0257 | 0,0989 | 0,1646 | 0,0271

GPH 1,0822 | 0,1550 | 0,0714 | 0,2982 | 0,1682 | 0,0282

SPR 1,1308 | 0,1014 | 0,0389 | 0,2624 | 0,1313 | 0,0186
MGPH(1) | 1,0603 | 0,1156 | 0,0708 | 0,3015 | 0,1184 | 0,0140
MGPH(2) | 1,0436 | 0,0975 | 0,0752 | 0,3000 | 0,0799 | 0,0064
1,3 FT 1,0558 | 0,0831 | 0,0665 | 0,3033 | 0,0342 | 0,0012
GPHt(1) 1,0528 | 0,1254 | 0,0768 | 0,3011 | 0,1569 | 0,0246
GPH(2) 1,0461 | 0,1004 | 0,0745 | 0,3025 | 0,0091 | 0,0098
GPHT(1) | 1,1476 | 05084 | 0,2812 | 0,3031 | 0,4477 | 0,2000
GPHT(2) | 1,718 | 0,1624 | 0,0428 | 0,3098 | 0,1596 | 0,0255

GPH 1,0462 | 0,1239 | 0,1783 | 0,4647 | 0,1815 | 0,0329

SPR 1,1254 | 0,0756 | 0,1110 | 0,4189 | 0,1407 | 0,0206
MGPH(1) | 1,0342 | 0,1064 | 0,1841 | 04581 | 0,1223 | 0,0149
MGPH(2) | 1,0194 | 0,0954 | 0,1945 | 04512 | 0,0829 | 0,0068
1,45 FT 1,0255 | 0,0886 | 0,1880 | 0,4721 | 0,0352 | 0,0017
GPH(1) 1,0283 | 0,1066 | 0,1891 | 0,4513 | 0,1580 | 0,0248
GPH(2) 1,0230 | 0,0047 | 0,1912 | 0,4509 | 0,0954 | 0,0090
GPHT(1) | 1,563 | 0,6455 | 044996 | 05398 | 0,4554 | 0,2138
GPHT(2) | 12452 |0,1774 | 0,0732 | 04645 | 0,1514 | 0,0229

Para o caso d* = 1,0 (observe Tabela 3.5.2), apds diferenciar a série de 1
os estimadores d ficam muito préximos de zero. Isto significa que d* ~ d + 1.

Para d* > 1 os estimadores nao sao bons, a relagao nao é tao evidente. Na
Tabela 3.5.3 temos o caso d* > 1,0, como os estimadores sao muito viciados
nessa faixa, nao vale a invariancia para primeira diferenca.

Caso ARFIMA(p,d*,q)

Nas tabelas, a seguir, vamos apresentar as simulagoes para analisar a in-
variancia para a primeira diferenga nos modelos ARFIMA(1,d*,0),
ARFIMA(0,d*,1) e ARFIMA(1,d*,1).

Na Tabela 3.5.4 apresentamos os resultados da estimacao de d* para o
modelo ARFIMA(1,d*,0) quando d* = 0,8 e ¢ = —0,6. Podemos observar
que o comportamento das estimativas de d* segue como ja descrevemos na
Secao 3.4 deste Capitulo, onde estudamos os casos nao estacionarios. Como
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¢ = —0,6, os estimadores nao sofrem muito impacto pela presenca da parte
autoregressiva, o que nao se mantém quando ¢ > 0, ou seja, a estimacao de
d* piora neste caso (ver Olbermann et. al. (2002)). A estimacao de ¢ segue o
mesmo comportamento descrito anteriormente. Depois de diferenciar a série
de 1 observamos que, neste caso, também vale a invariancia dos estimadores.
O estimador pelo método GPHT(1) apresenta grande desvio padrao, como
ja observado para o caso nao estacionario, mesmo para tamanhos amostrais
grandes. Vale ressaltar que depois de diferenciar a série de 1 significa que
estamos no caso estacionario.

Tabela 3.5.4: Estimagao para o modelo ARFIMA(1;0,8;0) quando ¢ =
—0, 6 e tamanhos amostrais 256 e 1024.

’ n ‘ Método ‘ média(d*) ‘ sd(d*) ‘ eqm(d*) ‘ média(d) ‘ sd(d) ‘ eqm(d) ‘
GPH 0,8380 0,2058 | 0,0438 | -0,1813 | 0,2025 | 0,0413
SPR 0,7788 0,1770 | 0,0318 -0,2080 | 0,1482 | 0,0220

MGPH(1) | 08125 | 0,1490 | 0,0223 | -0,2014 | 0,1398 | 0,0195
MGPH(2) | 0,7778 | 0,1133 | 0,0133 | -0,2322 | 0,0992 | 0,0109
256 FT 0,8474 | 0,0979 | 0,0118 | -0,1967 | 0,0611 | 0,0037
GPHt(1) 0,8035 | 0,2127 | 0,0452 | -0,2207 | 0,2107 | 0,0448
GPHt(2) 0,7735 | 0,1470 | 0,0223 | -0,2578 | 0,1375 | 0,0222
GPHT(1) | 08178 | 0,6697 | 04483 | -0,2318 | 0,6569 | 0,4322
GPHT(2) | 07554 | 0,2520 | 0,0654 | -0,2886 | 0,2355 | 0,0633

GPH 0,8292 | 0,1372 | 0,0197 | -0,1922 | 0,1298 | 0,0169

SPR 0,8071 | 0,1159 | 0,0135 | -0,2081 | 0,0995 | 0,0100
MGPH(1) | 0,8256 | 0,0931 | 0,0093 | -0,1943 | 0,0858 | 0,0074
MGPH(2) | 0,8074 | 0,0689 | 0,0048 | -0,2099 | 0,0585 | 0,0035
1024 FT 0,0047 | 0,1131 | 0,0237 | -0,1956 | 0,0284 | 0,0008
GPH(1) 0,8241 | 0,1119 | 0,0131 | -0,2005 | 0,1066 | 0,0113
GPH(2) 0,8082 | 0,0789 | 0,0063 | -0,2173 | 0,0691 | 0,0051
GPHT(1) | 07994 | 0,3483 | 0,1212 | -0,2059 | 0,3306 | 0,1092
GPHT(2) | 08047 | 0,1208 | 0,0146 | -0,2201 | 0,1162 | 0,0139

A Tabela 3.5.5 apresenta os resultados para ARFIM A(0;0,8;1) quando
0 = 0,2. Podemos observar que o estimador FT' gera vicio alto (devido a
componente M A) e nao vale a invariancia ap6s primeira diferenga da série
para este método. Os demais estimadores fornecem bons resultados neste
caso e vale a relagao d* ~ d + 1. Analisamos também a situagao # = —0,2 e
observamos um comportamento andlogo ao descrito para 6 = 0, 2.

A Tabela 3.5.6 apresenta os resultados para tamanho amostral 256 com
duas combinagoes para os valores de ¢ e . Neste caso o método F'T' nao
fornece boas estimativas apresentando alto erro quadratico médio e o método
MGPH é o que apresenta os melhores resultados. O método GPHT tem o
maior desvio padrao para d* e para d.
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Tabela 3.5.5: Estimacao para o modelo ARFIMA(0;0,8;1) quando 0 =
0,2 e tamanhos amostrais 256 e 1024.

n Meétodo média(d* sd(d* eqm(d* média(d sd(d eqm(d

| | | q q
GPH 0,8260 0,2145 | 0,0466 -0,2010 | 0,2160 | 0,0466
SPR 0,7663 0,1734 | 0,0312 -0,2277 | 0,1565 | 0,0252

MGPH(1) | 08111 | 0,1503 | 0,0227 | -0,2099 | 0,1443 | 0,0209
MGPH(2) | 0,7701 | 0,1129 | 0,0136 | -0,2431 | 0,1053 | 0,0129
256 FT 1,0172 | 0,3746 | 0,1874 | -0,1693 | 0,1499 | 0,0234
GPH(1) 0,8100 | 0,2104 | 0,0443 | -0,2202 | 0,2072 | 0,0433
GPH(2) 0,7677 | 0,1413 | 0,0210 | -0,2649 | 0,1331 | 0,0219
GPHT(1) | 07181 | 05684 | 03294 | -0,2355 | 0,6154 | 0,3796
GPHT(2) | 07450 | 0,2433 | 0,0622 | -0,2783 | 0,2306 | 0,0593

GPH 0,8183 0,1313 | 0,0175 -0,1983 | 0,1312 | 0,0172

SPR 0,7951 0,1136 | 0,0129 -0,2157 | 0,1019 | 0,0106
MGPH(1) 0,8096 0,0911 | 0,0084 -0,2076 | 0,0879 | 0,0078
MGPH(2) 0,7897 0,0608 | 0,0038 | -0,2215 | 0,0600 | 0,0041
1024 FT 1,5340 0,3119 | 0,6359 -0,2012 | 0,0474 | 0,0022
GPH(1) 0,8046 0,1088 | 0,0118 -0,2171 | 0,1071 | 0,0117
GPHt(2) 0,7884 0,0690 | 0,0049 -0,2303 | 0,0677 | 0,0055
GPHT(1) 0,7900 0,3544 | 0,1255 -0,2318 | 0,3211 | 0,1040
GPHT(2) 0,7852 0,1171 | 0,0139 -0,2341 | 0,1172 | 0,0149

Tabela 3.5.6: Estimagao para o modelo ARFIMA(1;0,8;1) com tamanho
amostral 256.

| ¢ | 0 | Método | média(d*) | sd(d*) | eqm(d*) | média(d) | sd(d) | egm(d) |

GPH 0,8223 | 0,1975 | 0,0395 | -0,2029 | 0,2163 | 0,0467

SPR 0,7595 | 0,1699 | 0,0306 | -0,2270 | 0,1536 | 0,0243
MGPH(1) | 0,8001 | 0,1470 | 0,0216 | -0,2300 | 0,1463 | 0,0223
MGPH(2) | 0,7291 | 0,1085 | 0,0168 | -0,2893 | 0,1027 | 0,0185
0,6 | 0,2 FT 0,8605 | 0,1712 | 0,0329 | -0,1559 | 0,1665 | 0,0296
GPHt(1) 0,7947 | 0,2066 | 0,0427 | -0,2474 | 0,2089 | 0,0459
GPHt(2) 0,7125 | 0,1385 | 0,0268 | -0,3255 | 0,1352 | 0,0340
GPHT(1) 0,7828 | 0,6333 | 0,4010 | -0,2356 | 0,6318 | 0,4000
GPHT(2) 0,6894 | 0,2515 | 0,0754 | -0,3390 | 0,2294 | 0,0719

GPH 0,7581 | 0,2080 | 0,0450 | -0,2635 | 0,2117 | 0,0488

SPR 0,7033 | 0,1711 | 0,0386 | -0,2810 | 0,1493 | 0,0288
MGPH(1) | 0,6998 | 0,1559 | 0,0343 | -0,3284 | 0,1499 | 0,0389
MGPH(2) | 0,6023 | 0,1145 | 0,0522 | -0,4173 | 0,1038 | 0,0580
0,6 | 0,2 FT 0,8888 | 0,2690 | 0,0801 | -0,1190 | 0,2716 | 0,0802
GPHt(1) 0,6563 | 0,2161 | 0,0673 | -0,3877 | 0,2153 | 0,0815
GPH(2) 0,5548 | 0,1457 | 0,0813 | -0,4873 | 0,1384 | 0,1017
GPHT(1) | 06076 | 0,5375 | 0,3256 | -0,3335 | 0,6096 | 0,3890
GPHT(2) | 05128 | 02490 | 0,1444 | -0,5196 | 0,2292 | 0,1546
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Conclusao: Para o modelo ARFIMA(0,d*,0), quando d* € (0,5;1,0],
F'T é o melhor método de estimagao com a propriedade de invariancia para
primeira diferenga, seguido por MGPH(2). Para o modelo
ARFIMA(0,d*,0), quando d* € (1,0;1,5), nenhum dos métodos consi-
derados ¢é satisfatério para o caso nao estacionario e, portanto, nao vale a
propriedade de invariancia para primeira diferenca.

No modelo ARFIMA(0,d*,1) o método FT apresenta resultados ruins
para a estimacao de d*, mas as estimativas de d apdés a primeira diferenca,
apresentam baixo erro quadratico médio. Para este estimador nao se verifica
a propriedade de invariancia para primeira diferenga, nesta situagao; mas
para os outros métodos temos, em geral, d* ~ d+ 1. Em ambos os mo-
delos ARFIMA(L,d*,0) e ARFIMA(O,d*, 1) foram obtidos bons resultados
através do método MGPH (2). Embora o método SPR apresente grande
erro quadratico médio, ele foi satisfatério nas estimagoes simultaneas de d* e
d.

Para o modelo ARFIMA(1,d*,1) quando ¢ e 6 sao positivos, todos os
métodos, exceto F'T', subestimam d* e, em geral, superestimam d. Para ¢
negativo e 6 positivo, MGPH apresenta os melhores resultados para estimar
d*. Nesta situagao, a relagao d* ~ d + 1. é mais evidente para o método
SPR.
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4

PROCESSOS
MANNEVILLE-POMEAU

Neste capitulo estudamos processos estocésticos { X}z que, apesar de a-
presentarem decaimento hiperbdlico para a funcao de autocorrelagao, nao
podem ser descritos através de processos ARFIM A(p,d, q) dados pela ex-
pressao (3.3). Consideraremos o processo estocdstico obtido através de ite-
ragoes da transformacao de Manneville-Pomeau (ver Manneville (1980)), de-
notada por T,. Zebrowski (2000) mostra que a propriedade de longa de-
pendéncia, verificada nos batimentos cardiacos de pacientes com arritmia,
esta relacionada com a intermiténcia apresentada pelas transformagoes de
Manneville-Pomeau. Utilizamos técnicas de estimagao do parametro de longa
dependéncia de processos Manneville-Pomeau, que sao similares aquelas uti-
lizadas em processos ARFIMA. Introduzimos um método baseado em
wavelets na estimacgao do parametro nos processos Manneville-Pomeau, no
caso de longa dependéncia. Além disso, na situacdo de dependéncia in-
termedidria, apresentamos um novo método de estimacao baseado na pro-
priedade de Holder para a funcao densidade espectral. Também conside-
ramos outros exemplos de processos estacionarios cujas analises sao similares
aquela para o processo obtido pela transformacao de Manneville-Pomeau, a
ser definida a seguir. Em todos os casos considerados nesta secao nao existe
expressao analitica conhecida para a funcao densidade espectral.

4.1 Definicao e Propriedades da Transforma-
cao de Manneville-Pomeau

DEFINICAO 4.1: A aplicacio T, : [0,1] — [0, 1] é dita transformacio de
Manneville-Pomeau (ver Figura 4.1.1 (a)) se é dada por
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x+ 2t se x4+t <1,

r+att—1, se zH+a't>1, (4.1)

T,(z) =z +2'"" (mod 1) = {

onde s é uma constante real positiva.

Como é usual, denotamos

S

T'=T,0---0T,.

t—vezes

Propriedades. A aplicagao Ty, dada pela expressao (4.1), possui as seguintes
propriedades:

e T, ¢ mondtona por partes com dois ramos completos, isto é, existe p €
N — {0} tal que Ti|(o,) € Ts|(p,1) s@0 estritamente monétonas, continuas
e T,((0,p)) = (0,1) = Ty((p, 1)), onde p + p'*™* = 1.

e Os ramos Ty|(p) € Ts| 1) sao C.

o Tl(z) = %f) > 1, para todo z > 0, e T(z) > A > 1, para = € (p, 1).

s

e T, tem um unico ponto fixo indiferente. De fato, dizemos que xy € [0, 1]
é ponto fizo indiferente de T se T'(xg) = o e |T"(xo)| = 1. Por esta
definicao, 0 é o unico ponto fixo indiferente da transformacao T, dada
pela expressao (4.1), pois

T,00)=0+0"=0

Ti(z) =1+ (14 s)a”.
Em resumo, 75(0) =0 e |T7(0)| = 1.

e Existe uma medida invariante p para a transformagao Manneville-
Pomeau T, que é absolutamente continua em relagao a medida de
Lebesgue. Pianigiani (1980), usando transformagao de primeiro re-
torno, estabelece a existéncia da medida us para a transformacao T.
A medida invariante u, € uma medida Sinai-Ruelle-Bowen, isto é, para
quase todo z € [0, 1], com respeito & medida de Lebesgue, vale a con-
vergencia fraca

n—1
1
=D Omie) = h
n =0

onde J, denota a medida delta de Dirac em y.
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e Estimativas da densidade de p,. Thaler (1980), usando as propriedades
da transformacao de Manneville-Pomeau, mostrou que, para a medida
d pis(z) = hg(x) dz, existe s € (0,1) tal que

hs(z) &~ x~°, para todo z € (0,1).

Esta medida dus(z) ¢ “mizing” para Ty : [0,1] — [0,1] (ver Young
(1999) e Fisher e Lopes (2001)).

O sistema dinamico ([0, 1], Ts, us) é ezato, isto é,

lim g1,(T7(A)) = 1,

n—oo

para todo conjunto mensurdvel A com pus(A) > 0, implicando assim ergo-
dicidade e mizing. Referimos o leitor a Maes et al. (1999) para maiores
informacoes sobre o sistema dinamico acima.

Quando s < 1, dus(z) = hg(x)dr é uma medida de probabilidade. No
entanto, quando s > 1, dus(z) = hs(x)dzr é uma medida invariante infinita
(ver Fisher e Lopes (2001)).

A partir da transformagao Manneville-Pomeau, dada pela expressao (4.1),
vamos definir o processo estocéstico { X, }ien associado a esta transformagao.

DEFINICAO 4.2: Sejam ¢ : [0,1] — R uma fungao integravel em relagao
a s e Ty(+) a transformagao Manneville-Pomeau, dada pela expressao (4.1).
Fixada ¢, o processo estocastico Manneville-Pomeau { X, }ien é dado por

Xe = (poT)Xo = p(T;(Xo)) = p(T5(Xi1)) = (9o To)(Ximn),  (4:2)

para todo t € N, onde Xj é uma variavel aleatéria distribuida de acordo com
a medida p. Ou seja, o processo Manneville-Pomeau { X, },cn é obtido pela
aplicacao da fungao ¢ as iteragoes da transformacao Ty, mais explicitamente,
Xy =¢@oT! para s fixoeteN.

Observacoes:

a) Aqui vamos considerar apenas o caso em que as fungoes ¢ sdo obtidas
a partir de fungoes indicadoras, isto é, p =4 — pus(A), ou ¢ =14 onde A é
um intervalo em [0, 1].

b) Dado um valor inicial 2o da varidvel aleatéria Xy no processo { X }ien,
obtemos o caminho amostral w = (¢(z0), 0(Ts(x0)), p(T?(x0)), - -,
o(T(x0)),-+) € Q= [0,1]N. O processo estocastico {X;}sen, definido pela
expressao (4.2), é estaciondrio pois a transformagao T deixa invariante a me-
dida pus, absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue. Mais
do que isto, { X} hen € ergddico pois ps é ergédica para Ty (ver Durret (1996)).
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O maior problema na analise das propriedades ergddicas e na taxa de
mixing do processo {X;}ien € que a transformagao T nao é uniformemente
expansiva (ver Pollicott e Yuri (1998) e Parry e Pollicott (1990)), devido ao
ponto fixo indiferente desta transformacao. Vamos analisar aqui o processo
estocéstico estacionario X; associado a Ty e ¢ sobre (€2, A, IP), onde IP é
definida a partir de u,, por exemplo,

P({X1 € A1, X5 € As}) = ps(w € [0, 1] [ o(Ti(2)) € Ar, 9(T)(2)) € As),

onde A; e Aj sdo subconjuntos de [0, 1] na o-algebra de Borel.

A determinacdo da taxa de “mixing” (ou, em outras palavras, a veloci-
dade do decaimento da funcao de autocorrelagao) para transformagoes do
tipo Manneville-Pomeau foi objeto de atengao de diversos pesquisadores.
Este problema foi estudado por Lopes (1993), Isola (1995), Fisher e Lopes
(2001), Hu (1998), Liverani et al. (1998) e Maes et al. (1999). E conhecido
que transformacoes do tipo Manneville-Pomeau T, possuem decaimento poli-
nomial para a func¢ao de autocorrelagao, isto é, para fungdes f e g (fungoes
continuas Holder)

Iox(k |—' [ t@aTt@)dnte) - [ s@idno) [ oo

para k € N.

Ressaltamos ainda que uma aplicacao da propriedade de decaimento poli-
nomial da funcao de autocorrelacao na transformacao de Manneville-Pomeau
pode ser encontrada no artigo Zebrowski (2000). Neste artigo, a propriedade
de longa dependéncia, que se verifica nos batimentos cardiacos de pacientes
com arritmia, é relacionada com a intermiténcia apresentada pelas trans-
formacoes de Manneville-Pomeau.

Vamos assumir, sem perda de generalidade, que ¢ = 14 — us(A) é tal que

1
~ k:l_E,

E,.(X) = [ @) =0,

isto é, a esperanca do processo estacionario € zero.
Observe que, neste caso, o processo {X;}en, dado pela expressao (4.2),
tem funcao de autocovariancia dada por

Tx (k) = By, (XoXi) = Ep, (Xo) Ey, (Xk) Z/SO(SC)QDOTSI“)(%)@S(%% (4.3)

para todo k € N.
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Observacoes:

a) O processo { X, }ien, dado pela expressao (4.2), pode ser definido para
t € Z tomando-se uma transformacao bijetiva Fy : [0, 1]x[0, 1] — [0, 1] x[0, 1],
chamada de extensdo natural (ver Lopes e Lopes (1998)), dada por

Fy(z,y) = (Ts(x),G(z,y)), para todo (x,y) € [0,1] x [0, 1].
Tomando ¢(x,y) = ¢(z), entdao

p(Fi(z,y)) = o(T;(x))

e podemos considerar assim que t € Z.

Uma outra maneira canonica de passar de processos {X;}en para pro-
cessos {Y; hiez tais que px(t) = py(t) = py(—t), para t € N, é apresentada
através do Teorema 1.2, Se¢ao 6.1, pagina 337, em Durret (1996).

b) Para o processo {X;}ien, descrito na Definigao 4.2, consideraremos a
forma da funcao densidade espectral dada em termos de cossenos através da
expressao (2.2).

Consideremos % < s < 1. Do trabalho de Young (1999), para qualquer
fungao ¢ Holder, tal que [ ¢(z)dus(z) = 0, existe uma constante positiva Cy
tal que, para k positivo

By, (X0 X)) = \ [ ot o T (@)] < ok, para todo k€N

Apresentamos, a seguir, a defini¢ao de T, a versao linear por partes da
transformacao Manneville-Pomeau.

DEFINICAO 4.3: Seja ((y) = > ns1M 7, a funcdo zeta de Riemann.

Sejam os intervalos

) s . T .
MO:(l—m,l)eMk:<1—m;n ,1—W2n )

n=1

para k > 1. Seja 7 > 2. Definimos a transformacao linear por partes
T, : [0,1] — [0,1] tal que, sobre os intervalos My, k > 1, T, tem inclinagao
((k+1)k~1)7 e sobre o intervalo My tem inclinacao (7). Assumindo que os
ramos

Tv|(0,1—#) e T7|(1

1
™) ~zY)

sao continuos, entao a transformacao 7, fica definida de maneira tnica (ver

Figura 4.1.1 (b)). Esta transformacao 7, é chamada aprozimagao linear por
partes da transformacao Manneville-Pomeau.
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Ambos os modelos, isto é, transformacao Manneville-Pomeau T} e versao
linear por partes da transformagao Manneville-Pomeau T’,, sao muito simi-
lares em termos da velocidade do decaimento da funcao de autocorrelacao.

A transformacao linear por partes T, é indexada por um parametro y >
2. O regime de longa dependéncia fica entao na regiao 2 < 7 < 3 como
veremos mais adiante. A transformagao 7', possui, basicamente, as mesmas
propriedades de Ty (ver Fisher e Lopes (2001)). A relacao do correspondente
s ao valor de v é dada por v = 1+ %, no sentido de determinarem o mesmo u
na expressao (2.6). Na descri¢ao abaixo, sobre a equivaléncia dos parametros,
apresentamos mais detalhes sobre esta relacao.

Figura 4.1.1: (a) transformac¢do Manneville-Pomeau T e (b) sua apro-
ximagao linear por partes 7.

Fisher e Lopes (2001) mostram o assintético exato da velocidade de de-
caimento da fungao de autocorrelagao para a transformacao T, ou seja, para
o processo Xy = po Ti, onde ¢ = Iy, e Xy é a variavel aleatoria distribuida
de acordo com i, a medida invariante para 7%, absolutamente continua com
relagdo a medida de Lebesgue (ver Teorema 4.1).

O Teorema 4.1 abaixo revela que o processo {X;}ieny é de longa de-
pendéncia no sentido da Defini¢ao 2.15.

TEOREMA 4.1: Seja a funcdo ¢ dada por p(x) = Iy, (z) — py (M),
seja {Xi}en o0 processo dado pela expressao (4.2) com T, no lugar de Ty
ey € (2,00) fizado. Entao, a fun¢ao de autocovariancia de ordem k do
processo { Xy }ien, dada por

() = B (X0X0) = [ ola)(00 T @i (o),
€ uma funcao mondtona decrescente em k tal que

E, (XoXy) ~ k77, para todo k € N. (4.4)
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O processo {X;}en, definido pela expressao (4.2), é um processo esta-
cionario e ergddico mas nao é Gaussiano e nem pode ser descrito através de
um modelo do tipo ARFIMA(p,d,q). No entanto, conforme a expressao
(4.4), ele possui a caracteristica de longa dependéncia quando v € (2, 3).

A seguir, estabelecemos a correspondéncia da velocidade de decaimento
da funcao de autocorrelacao entre os processos ARFIMA(p,d,q) e os pro-
cessos { X }ien, obtidos através de w o T! e p o T7.

Equivaléncia dos Parametros: Sejam d =1 — 2_13 o parametro de diferen-
ciagdo de um processo ARFIMA(p,d,q), vy =1+ %, onde s é o parametro
da transformacao Manneville-Pomeau T e v é o parametro da aproximagao
linear por partes T,. Entao, a velocidade de convergencia da funcao de au-
tocorrelacao pode ser descrita por

i) l<y<2&ese(l,+0) & de (3,1) & dus(z) = h(z)de é uma
medida infinita.

Neste caso, o processo { X}z é nao estacionario com propriedade de
longa dependéncia.

(i) 2<y<3&3<s<lede (03 < du(r) = h(z)dz é uma
medida de probabilidade.
Neste caso, o processo {X;}iez é estacionério, ergddico e com pro-
priedade de longa dependéncia.

(iii) 3<y<4e i <s<isde (—10) < du(r) = h(z)de é uma
medida de probabilidade.

Neste caso, o processo {X;}iez é estacionério, ergddico e com pro-
priedade de dependéncia intermediaria. Observamos que as proprieda-
des obtidas na Sub-segao 4.3.2 continuam vélidas para d € (—o0,0).

Note que
1 1
1<y<2 & 1<14+-<2&0<-<l&s>1,
S S
1 1 1
2<y<3 & 2<1+—<3<:>1<—<2<:>§<s<1,

S S
1 1 1 1
3<y<4 & 3<1+;<4@2<;<3@§<s<§.

Temos, pela relagao entre s e v, que
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l<y<2&se(l,400) < dus(x) = h(x)dr é uma medida infinita
e

1
2<y<d & 3 <8< 1 & dus(z) = h(z)dx é uma medida de probabilidade.

Para confirmar a relagao entre 7 e d, observe que do item (d) do Teorema
3.3, temos que px (k) ~ k?*~1. Entao,

20 —1=2—~.
Portanto,
3—7 3 1
d=—— & d=-—=
2 2 27
3 1 1
S d==-—=|1+4-
2 2( +s)
3 1 1
S d=—-—=-— —
2 2 2s
& d=1 L
N 25’
Temos que
1 1
l<y<2ed=1—— e s>l -<d<1,
25 2
1 1 1
2<y<3&ed=1—-— e - <s<lel<d< -
2s 2 2
[§

1 1 1 1
3 1esd=1—— = —& ——<d<O.
<v<4= o e 3 < s < 5 = 2 <a<
A equivaléncia dos parametros sera utilizada na Se¢ao 4.2 como motivagao

para obter um estimador para o parametro s de maneira andloga ao que foi
feito para modelos ARFIM A.

Para esclarecer melhor o leitor consideremos o exemplo abaixo:

Exemplo 4.1: Consideremos os processos { X; }en obtidos, respectivamente,
através de p o TY, com s = % epoT! comy=1+ % Seja p =14 — pus(A),
com A = (0,1;0,9). Entao, pelo Teorema 4.1, a fun¢ao de autocorrelacao de
ordem k para os processos Xy = poTle X; = ¢po th, para todo t € N, ¢ tal
que



conforme Definicao 2.15. Observamos que a funcao de autocorrelacao de
ordem k do processo ARFIMA(0,d,0), quando d = i, possui também de-

} 1
caimento da ordem de k2.

COROLARIO 4.1: Seja {Xihen 0 processo obtido a partir da trans-
formagao T, dada na Definicao 4.3. Seja {X, "y uma série temporal obtida
a partir do processo Xy =14 0T, onde A = (0,1;0,9). Considere a varidvel
aleatéria N,, que define o mimero de 1’s da série temporal {X;}7—. Entdo,

Var(N,) ~ n*7.
Prova: Observe que, como

n—1
N,, = total de nimeros 1’s da série temporal { X, ?:_01 = Z X, =5,
i=0

- \ . - -1
entao, N, corresponde & varidvel aleatéria S, = > X;. O resultado segue

da Proposigao 3.4.
0

Outro exemplo de processo com decaimento lento da fungao de autocor-
relacao é aquele obtido a partir de cadeias de Markov sobre o conjunto de
estados N. Este modelo é basicamente igual (em termos de probabilidade) a
transformacao T’,.

DEFINIQAO 4.4: Considere a cadeia de Markov P dada pela matriz in-
finita P=(1P (4, j))i jen (ver Lopes (1993) e Feller (1949)) onde as probabili-
dades de transicao sao dadas por

P(n,n—1) =1, para todon € N — {0},

P(n,j) =0, para j #n —1,
(n+1)77
¢v) 7

onde ((7) é a funcao zeta de Riemann e vy € (2, 3).

P(0,n) =

Seja { Z; hen 0 processo estocéstico estaciondrio de Markov obtido a partir
da matriz P acima e da distribuicao inicial 7y estacionaria. Seja Iy a funcao
indicadora do conjunto A = {0} sobre o conjunto N. Seja agora X; =
1 —1y(Z;), para todo t € N. Entao, {X;}en é um processo cujas varidveis
aleatdrias assumem apenas os valores 0 e 1.
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Exemplo 4.2: Dado um caminho amostral w € NN do processo {Z;}sen,
por exemplo, w = {032109876543210543210 - - -}, associamos outro caminho
referente ao processo {X; }en, dado por

w = {0 111 01111i11110111110 e}

de {X;}ien, ou seja, aplicamos uma mudanga de coordenadas, Z; — X,
associando nimeros naturais a blocos de 1’s intercalados por 0, o que mantém
a estrutura do processo.

Pode-se mostrar que as seqiiéncias de simbolos em N obtidos de acordo
com a probabilidade de transigao P(0,n) = ("Zf(lv))_w
propriedades que aquelas do processo estocastico { X }4en obtido a partir de
Xy =1Ipp, ol Wt (outras propriedades deste modelo podem ser encontradas em
Feller (1949) e Lopes (1993)). Mais exatamente, o processo {X;}ien obtido
de {Z;}1en é 0 mesmo processo originado por Iy o7} = X;, onde 1, ¢ uma
medida invariante para 7T’,, absolutamente continua com relagao a medida de

Lebesgue e My = <1 — 1).

acima tém as mesmas

¢(v)?
Esta cadeia de Markov, {Z;}sen ou {X;}ien, é a mesma considerada em

Feller (1949) que mostra que, para 7 > 3, vale o teorema central do limite
(convergindo para a distribuigdo Gaussiana) para a variavel aleatéria N, que
descreve o nimero de ocorréncias do simbolo 0. Para 2 < 7 < 3, o teorema
do limite central é verdadeiro, mas converge para uma distribuicao de Lévy,
também denominada distribuicao estavel, com parametro o = v — 1, apre-
sentada na definigdo abaixo (para maiores detalhes sobre estas distribui¢oes
ver Samorodnitsky e Taqqu (1994)).

DEFINIQAO 4.5: A distribuicdo estdvel de uma variavel aleatéria X, com
parametro «, denotada por G,(z), é aquela cuja funcao caracteristica é dada
por

e’ T

W (2) = exp { = || (cos() — isen(T )sgn 2))| D1~ )} }.
onde I'(+) é a fungdo Gama e sgn(-) é a funcao sinal.

Descrevemos acima, nesta secao , a relacao entre o decaimento hiperbodlico
da fungao de autocorrelagao nos varios casos: ARFIM A, processo Manneville-
Pomeau obtido a partir de T}, de T, e da cadeia de Markov P. A partir de
agora vamos considerar apenas o processo dado pela expressao (4.2) definido
a partir de 7.

O objetivo da proxima secao é estimar o parametro s utilizando diferentes
métodos de estimagao. Os resultados das simulagoes estao na Secao 4.3.
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Observacao: Na Secao 4.3 utilizamos a transformacao Manneville-Pomeau
para as simulagoes tendo em vista a facilidade em definir a transformagao
T,(-) em uma forma fechada, isto é, T,(z) = x+ 2™ (mod 1). Os resultados
sao igualmente validos para estimar v para estimar séries temporais de dados
obtidos a partir da cadeia de Markov P ou mesmo de ¢ o T§ = X;.

4.2 Meétodos de Estimacao do Parametro s

O principal objetivo desta secao é estimar a transformacao 7, ou equiva-
lentemente, estimar o parametro % < s < 1, a partir de uma série temporal
{X,}7=) obtida do processo {X;};en definido através da expressdo (4.2).

Queremos comparar o método amplamente utilizado pelos fisicos para
estimar s (ver o primeiro método a seguir) com outros métodos. Desejamos
saber se 0 método proposto pelos fisicos (ver Schuster (1984)) ¢ satisfatério
ou se podemos obter outro método que melhor estima o parametro s. O
processo {X;}ien, definido através da expressao (4.2), onde X; = I4 o T*
com A = (0,1;0,9), é estacionério e ergddico (ver Lopes e Lopes (1998)). A
ergodicidade do sistema justifica o uso da fun¢ao de autocovariancia amostral
como base para a estimacao de s.

Suponha que existe ¢ tal que fx(w) &~ w®, para w préximo da freqiiéncia
zero. A idéia bésica para a estimacao do parametro s, no caso de longa
dependéncia, é primeiro calcular aproximadamente fx(-) através da fungao
periodograma [(+), dada pela expressao (2.3). Apds, colocar fx(w) em escala
logaritmica para w proximo da origem e entao obtemos

In fx(w) _
nw
A partir de ¢ se descobre s.

Veremos, a seguir, a estimagao do parametro s. Os diferentes métodos
a serem descritos nesta se¢ao e, posteriormente, utilizados na Segao 4.3 sao
baseados nas fungoes periodograma e periodograma suavizado (ver Definigoes
2.13 e 2.14); na variancia da soma parcial (proposto a partir da Proposicao
3.4); no grafico do logaritmo da variancia de X, e, ainda, na teoria de

wavelets.

Estimador Perio

Este método é baseado na funcao periodograma de uma série temporal e
¢ amplamente utilizado pelos fisicos (ver Schuster (1984)).
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O estimador de s é obtido pelo método de minimos quadrados a partir da
regressao linear de y1,4a, -+, Yg(n) €M T1, %o, -, Tyn), onde y; = Inl(w;),
z; = Inj e g(n) = n%° onde I(-) é a fungdo periodograma dada pela ex-
pressao (2.3) e w; sao as freqiiéncias de Fourier. Seja ¢ o coeficiente de
inclinacao da reta de regressao na escala logaritmica. O coeficiente c ird
permitir estimar s através da igualdade

1
c+ 2’

S =

pois, pela Conclusao 2 do Anexo A,
fx(w) =~ w%_Q, para w préximo da origem.

Logo, ¢ = % —2 e assim § = (c+ 2)71. Denotaremos este estimador por
Perio.

Assim como nos processos ARFIMA podemos utilizar a funcao perio-
dograma suavizado no lugar da fungao periodograma obtendo, desta forma,
outros estimadores para o parametro s. Consideremos, nos métodos a seguir,
novamente a janela espectral de Parzen e a funcao “cosine bell” dadas na
Definigao 2.14.

Estimador Parzen

Consideremos a funcao periodograma suavizado com a janela de Parzen.
O estimador de s é obtido analogamente ao método descrito acima, substi-
tuindo I(-) por fs(-), dada pela expressao (2.4), com a janela de Parzen e
serd denotado por Parzen. Neste método, também consideramos g(n) = n%?.
Para o ponto de truncamento da janela de Parzen consideramos m = n®?.

Estimador Cos

Neste método, analogo ao estimador Perio, utilizamos a funcao “cosine
bell” como janela espectral para suavizar o periodograma (ver Definigao
2.14). Novamente, pelo método de regressao, obtemos um estimador para
s, denotado aqui por Cos. Neste método, consideramos diferentes limites
para g(n) = n®: utilizamos «o; € {0,5;0,7} e denotamos o estimador por
Cos(i), 1 =1,2.

Observacao: Os métodos Perio, Parzen e Cos, acima definidos, sao andlo-
gos aos métodos semiparamétricos descritos na Secao 3.3 do Capitulo 3 para
o modelo ARFIM A. Devemos ressaltar que nao temos uma expressao exata
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para a funcao densidade espectral fx(-) no caso de processos Manneville-
Pomeau.

Estimador Varmp

Este método, denotado por Varmp, que tem natureza diferente dos es-
timadores acima, considera a ordem da variancia de N, que é o nimero de
1’s da série temporal {X,}7-;. Pelo Corolario 4.1 temos que

Var(N,) ~n*7 = n3=s.

Se aplicarmos o logaritmo na expressao acima obtemos

1

VaT’mp - 3 In(Var(Ny,)) - §

In(n)

Observagao: Como no processo ARFIMA (veja o estimador V' dado na
Segao 3.3), vamos observar nos resultados das simulagdes que, para o processo
obtido através das iteragoes da transformacao de Manneville-Pomeau, dado
pela expressao (4.2), este método fornece um estimador bastante viciado para
o parametro s.

Estimador Vpmp

Este estimador baseia-se também na variancia de NN,, de maneira analoga
ao estimador VP, descrito na Secao 3.3 para modelos ARFIM A. Para o caso
dos processos obtidos a partir das iteragoes da transformacao de Manneville-
Pomeau, basta considerar as relagoes entre NV, e S, e entre s e d. Usaremos
a notacao Vpmp para este estimador.

Estimador Wmp

Este método obtém estimativas para o parametro s a partir de uma ade-
quacao do estimador de wavelets, descrito na Secao 3.3, para o caso em que o
processo ¢ obtido a partir de iteragoes da transformacao Manneville-Pomeau
considerando a relacao entre s e d. Serd denotado aqui por Wmp.

Consideramos aqui as bases de wavelets Haar e Chapéu Mexicano, dadas
pelas expressoes (3.28) e (3.29), respectivamente, pois as mesmas apresen-
taram bons resultados no trabalho de Poli e Lopes (2002).
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Este método foi também testado para o caso dos processos { X; }en obti-
dos a partir das iteracoes da transformacao de Manneville-Pomeau quando
s > 1. Este caso corresponde a medida invariante s nao ser uma me-
dida de probabilidade. Comparamos com as estimativas obtidas para o caso
ARFIM A nao estacionario testados por Poli e Lopes (2002) considerando
[ = 4 como sendo o ponto de truncamento inferior.

Neste trabalho, utilizamos [ = 4 como sendo o ponto de truncamento
inferior. Entdo, a partir da expressao (3.4) e considerando a relagao d =
1-— %, o estimador de s baseado em wavelets é dado por

1
27:4 x?

2 [(Z5 e R)) + (St 3) |

Wmp =

onde z; é definido por

1 m—1
z; = In e S— In2=%
m — 4 4
j=4

e fx’( j) é obtido a partir da variancia amostral dos coeficientes de wavelets.

4.3 Simulacao e Resultados

Seja { X }1en 0 processo obtido a partir de iteragoes da transformagao Manne-
ville-Pomeau T, dado pela expressao (4.2). Fixamos ¢ = I4, onde A =
(0,1;0,9) de modo que X; =14 o T". Escolhemos, ao acaso, um valor zq de
acordo com a distribuigdo uniforme (isto resulta ser o mesmo que escolher
xo ao acaso de acordo com a distribuicao ps porque os conjuntos de medida
nula sdo os mesmos). Seja {X;}7~) uma série temporal com n observacoes,
obtida a partir do processo {X;}ien. Entao, esta série temporal é dada por

X; =1a(T(20)), para todot=0,---,n— 1. (4.5)

Os resultados foram obtidos através de simulagoes utilizando progra-
mas na linguagem FORTRAN e subrotinas do IMSL. Os procedimentos de
estimacao para processos de longa dependéncia envolvem uma quantidade
grande de dados e que tomam bastante tempo de processamento computa-
cional.
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4.3.1 Longa Dependéncia

A Figura 4.3.1 apresenta as fungoes de autocorrelagao amostral e periodogra-
ma de uma série temporal, obtida a partir da expressao (4.5), com 10.000
observacoes e s = 0, 8. Podemos observar a propriedade de longa dependéncia
tanto no dominio do tempo como no da freqiiéncia.

Figura 4.3.1: (a) fungao de autocorrelacao amostral e (b) funcao periodogra-
ma de uma série temporal de tamanho amostral 10.000 obtida a partir de
iteragoes da transformacao T, com s = 0, 8.

Apresentamos, a seguir, algumas tabelas com resultados da estimagao do
parametro s para diferentes tamanhos amostrais.
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Tabela 4.3.1: Estimacao para os parametros s = 0,6 e s = 0, 65.

| s | n | Método | média(8) | sd(5) | eqm(s) |
Perio | 06545 | 0,1394 | 0,0223
Parzen | 0,6313 | 0,1125 | 0,0136
10.000 | Cos(1) | 0,5531 | 0,0572 | 0,0054
Cos(2) | 0,5993 | 0,0220 | 0,0005
Varmp | 0,5309 | 0,0396 | 0,0063
Vpmp | 0,5598 | 0,0718 | 0,0067
Perio 0,6364 | 0,1094 | 0,0130
Parzen | 0,6147 | 0,0086 | 0,0070
20.000 | Cos(1) 0,5488 | 0,0535 | 0,0054
0,6 Cos(2) 0,5979 | 0,0264 | 0,0007
Varmp | 05241 | 0,0303 | 0,0067
Vpmp | 05513 | 0,0583 | 0,0057
Perio | 0,6004 |0,1051 | 0,0110
Parzen | 0,5865 | 0,0736 | 0,0056
30.000 | Cos(1) 0,5275 | 0,0508 | 0,0078
Cos(2) 0,933 | 0,0316 | 0,0010
Varmp | 05204 | 0,0264 | 0,0070
Vpmp 0,5144 | 0,0608 | 0,0110

Perio 0,7539 | 0,1518 | 0,0337
Parzen | 0,7107 | 0,0107 | 0,0151
10.000 | Cos(1) 0,6145 | 0,0614 | 0,0050
Cos(2) 0,6129 | 0,0198 | 0,0017
Varmp | 0,5293 | 0,0332 | 0,0156
Vpmp 0,5461 | 0,0763 | 0,0166
Perio 0,7113 | 0,0779 | 0,0098
Parzen | 0,6927 | 0,0706 | 0,0068
20.000 | Cos(1) 0,6035 | 0,0472 | 0,0044
0,65 Cos(2) 0,6076 | 0,0181 | 0,0021
Varmp | 0,5251 | 0,0246 | 0,0162
Vpmp 0,5257 | 0,0630 | 0,0194
Perio 0,6806 | 0,0445 | 0,0029
Parzen | 0,6910 | 0,0392 | 0,0032
30.000 | Cos(1) 0,6141 | 0,0552 | 0,0043
Cos(2) 0,6090 | 0,0147 | 0,0019
Varmp | 0,5419 | 0,0262 | 0,0123
Vpmp 0,5451 | 0,0562 | 0,0141
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Foram calculados os valores empiricos da média, do desvio padrao (sd)
e do erro quadrético médio (eqgm) dos estimadores de s. O erro quadratico
médio de menor valor estd em negrito nas tabelas. As estimativas nas Tabelas
4.3.1 e 4.3.2 estao baseadas em 200 replicacoes. Para o estimador C'os foram
utilizados dois diferentes valores para o limite g(n) = n®: Cos(1) refere-se a
a; = 0,5 e Cos(2) refere-se a ag = 0, 7.

Observe na Tabela 4.3.1 que os estimadores Varmp e Vpmp sao bastante
viciados. O mesmo ja tinha sido constatado para estes métodos quando o pro-
cesso ¢ um ARFIMA. O estimador Cos(2) forneceu as melhores estimativas
tanto para s = 0,6 como para s = 0, 65, apresentando menor erro quadratico
médio para todos os tamanhos amostrais analisados. Para o caso s = 0,8
(ver Tabela 4.3.2), considerando o tamanho amostral 10.000, os melhores re-
sultados foram obtidos através dos métodos Perio e Parzen . Observe que,
para os demais tamanhos amostrais, todos os estimadores apresentaram vicio
alto.

Tabela 4.3.2: Estimagao para o parametro s = 0, 8.

’ n \ M¢étodo \ média(s) \ sd($) \ eqm(8) ‘
Perio 0,7773 | 0,1648 | 0,0275
Parzen | 0,7607 | 0,1444 | 0,0222
10.000 | Cos(1) 0,6286 | 0,2507 | 0,0919
Cos(2) 0,6626 | 0,0822 | 0,0256
Varmp 0,5472 | 0,0426 | 0,0657
Vpmp | 0,5781 | 0,0806 | 0,0557

Perio 0,6921 | 0,1220 | 0,0264
Parzen | 0,6740 | 0,1127 | 0,2849
20.000 | Cos(1) 0,5731 | 0,0699 | 0,0563
Cos(2) 0,6434 | 0,0437 | 0,0264
Varmp | 0,5292 | 0,0434 | 0,0752
Vpmp 0,5416 | 0,0848 | 0,0739

Perio 0,6559 | 0,1164 | 0,0342
Parzen | 0,6150 | 0,1044 | 0,0456
30.000 | Cos(1) 0,5335 | 0,1713 | 0,1002
Cos(2) 0,6382 | 0,0337 | 0,0273
Varmp | 0,5354 | 0,0524 | 0,0727
Vpmp 0,5434 | 0,0861 | 0,0732

Quando s se aproxima de 1, a série temporal {X; ?:_01 fica cada vez mais
tempo no zero, nao sendo possivel detectar uma boa informacao. Por esta
razdo as estimativas nao ficam boas (ver Tabela 4.3.2). Os estimadores
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Varmp e Vpmp nao sao recomendados aqui, pois nao fornecem boas esti-
mativas, apresentando vicio alto, assim como ocorre quando utilizamos estes
dois métodos nos processos ARFIMA.

Apresentamos agora os resultados obtidos através do estimador Wmp
considerando as bases de wavelets Haar e Chapéu Mexicano. Ressaltamos
que para este estimador devemos ter o tamanho amostral como uma poténcia
de 2. Os resultados nas Tabelas 4.3.3 e 4.3.4 a seguir sao baseados em 50
replicagoes.

Tabela 4.3.3: Estimagao para os parametros s = 0,65 e s =0, 8.

’ s \ n \ Base \ média($) \ sd($) \ eqm(8) ‘
8.192 Haar 0,8531 0,0470 | 0,0434
Chapéu Mex. 0,8022 | 0,0480 | 0,0254

16.384 Haar 0,8311 0,0446 | 0,0347

0,65 Chapéu Mex. 0,7882 | 0,0472 | 0,0213
32.768 Haar 0,8283 | 0,0619 | 0,0355
Chapéu Mex. | 0,7864 | 0,0451 | 0,0206

8.192 Haar 0,9839 | 0,0619 | 0,0376
Chapéu Mex. 0,8873 | 0,0670 | 0,0120

16.384 Haar 0,9321 0,0659 | 0,0217

0.8 Chapéu Mex. | 0,8237 | 0,0675 | 0,0050
32.768 Haar 0,8639 | 0,0915 | 0,0120
Chapéu Mex. | 0,7747 | 0,0464 | 0,0027

Podemos observar, através da Tabela 4.3.3, que as estimativas obtidas
para s € (0,5;1,0), a partir da base de wavelets Chapéu Mexicano, apresen-
tam menores vicio e erro quadratico médio quando comparadas com aquelas
obtidas a partir da base de wavelets Haar. Resultados semelhantes foram
obtidos por Poli e Lopes (2002) para processos ARFIM A estaciondrios com
longa dependéncia.

A Tabela 4.3.4 apresenta resultados para o caso dos processos obtidos a
partir das iteracoes da transformacao de Manneville-Pomeau T quando s >
1, o que corresponde a medida invariante 1, nao ser medida de probabilidade.
Conforme os resultados desta tabela, onde s € {1,0;1,1;1,2; 1,3} e tamanho
amostral n = 32.768, as melhores estimativas sao obtidas através da base de
wavelets Haar. Note que, no caso em que s > 1, qualquer método baseado
na funcao periodograma nao faz sentido quando os processos sao obtidos a
partir das iteragoes da transformacao de Manneville-Pomeau 7.

Observe que para o parametro s = 0,65 o método Perio funciona melhor
que aquele baseado em wavelets, Wmp. Ja para o parametro s = 0,8 ocorre
o contrario.

7



Tabela 4.3.4: Estimacao para o parametro s > 1, quando n = 32.768.

] S \ Base \ média(8) \ sd(8) \ eqm($) ‘
1,0 Haar 0,9461 0,1090 | 0,0145
Chapéu Mex. 0,8931 0,1148 | 0,0243
11 Haar 1,0924 | 0,0539 | 0,0034
Chapéu Mex. | 0,9943 | 0,0461 | 0,0132
1.2 Haar 1,0825 | 0,0729 | 0,0190
Chapéu Mex. | 0,9642 | 0,0939 | 0,0642
13 Haar 1,1422 | 0,0633 | 0,0288
Chapéu Mex. 1,0064 | 0,0703 | 0,0910

4.3.2 Dependéncia intermediaria

Faremos agora uma breve andlise para o caso de dependéncia intermediaria
em processos Manneville-Pomeau, dados pela expressao (4.2), embora este
nao seja o enfoque principal deste trabalho. Neste caso, temos também o
decaimento polinomial da fungao de autocorrelacao do processo {X;}ien.

Para o modelo ARFIMA a dependéncia intermediaria ocorre quando
d € (—0,5;0,0) e existem andlises para a estimagao do parametro fracionario
para este caso (ver Geweke e Porter-Hudak (1983), Robinson (1995), Reisen
(1994) e Fox e Taqqu (1986)). Ressaltamos que os métodos de estimagao
GPH, SPR, GPHt, MGPH, FT, etc., descritos na Secao 3.3, podem ser
utilizados nesta situacao. Nos processos Manneville-Pomeau a dependéncia
intermediaria corresponde a s € (1/3,1/2) e os métodos Perio, Parzen e
Cos nao podem ser utilizados pois estes métodos sao descritos através do
coeficiente de inclinagao.

No caso de dependéncia intermediaria nos processos Manneville-Pomeau,
introduzimos aqui um método semelhante, embora diferente, ao estimador
Perio descrito na Secao 4.2.

Seja {X;}ien 0 processo obtido a partir da transformacao Manneville-
Pomeau T}, dado pela expressao (4.2), isto é, X; = ¢ o T! onde ¢ = 14, com
A =(0,1;0,9). Seja {X;}/-; uma série temporal obtida a partir do processo
{Xi}ten, quando s € (1/3,1/2), conforme a expressao (4.5). A idéia basica
para estimar s baseia-se no Teorema A.2 (ver Anexo A) pois existe a > 0 tal
que

0~ In|fx(z) — fx(y)|
T Infz—y

, para z,y € (—m,m), bem préximos,
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onde fx(-) é a fungao densidade espectral do processo {X; }en. Definimos o
estimador por

1 onde a — In |/ (w;) — I(wy)|

(4.6)

In |w; — wy]

sendo [(-) a fungdo periodograma, dada pela expressao (2.3), e w;, wy, freqiién-
cias de Fourier que estao bem proximas.

Consideramos em nosso estudo além da funcao periodograma também a
funcdo periodograma suavizado com a janela de Parzen (ver Defini¢ao 2.14)
e denotamos os estimadores por P e SP, respectivamente.

O método acima vale para estimar qualquer s € (0, %) e nao apenas para
se(t)

A Tabela 4.3.5 apresenta resultados para a estimacao de s no caso de
dependéncia intermediaria, considerando 200 replicagoes e j =4 e k = 7 na
expressao (4.6) pois, deste modo, w; estd préximo de wy.

Observacao: Outros valores para j e k poderiam ter sido utilizados pois a
relacdo vale para todo =,y € (—m, ) suficientemente proximos.

Tabela 4.3.5: Estimacao para o parametro s.

’ S ‘ n ‘ P SP

média(3) | 0,407 | 0,3970

10.000 sd(8) 0,0374 | 0,0255

0,35 eqm(3) | 0,0047 | 0,0028
média(s) | 0,3870 | 0,4136

30.000 sd(8) 0,0298 | 0,0208
eqm(s) | 0,0022 | 0,0044

média(3) | 0,4210 | 0,4024

10.000 sd($) 0,0378 | 0,0258

0,4 eqgm(s) | 0,0018 | 0,0006
média(s) | 0,4397 | 0,4046

30.000 sd(8) 0,0432 | 0,0405
eqm($) 0,0034 | 0,0016

média(3) | 0,4652 | 0,435

10.000 | sd(3) | 0,0312 | 0,0285

0,45 eqm(8) | 0,0012 | 0,0050
média(3) | 0,5218 | 0,808

30.000 sd(8) 0,0800 | 0,0619
eqm(3) | 0,0115 | 0,0047

Podemos observar (ver Tabela 4.3.5) que os resultados obtidos foram bas-
tante satisfatérios, as estimativas apresentam baixos vicio e erro quadratico
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médio. Em geral, o estimador SP, ou seja, o estimador baseado na funcao
periodograma suavizado com a janela de Parzen, fornece melhores resultados.

Conclusao: Analisamos neste capitulo processos que, assim como 0s pro-
cessos ARFIMA, apresentam propriedade de longa dependéncia. Foram
propostos varios métodos de estimagao para o parametro s. No caso dos
processos Manneville-Pomeau sao necessarias séries temporais de tamanho
amostral grande, implicando em tempo computacional alto para os procedi-
mentos de estimacao. Analisamos varios métodos para estimar o parametro
s. O estimador Perio (utilizado pelos fisicos) nem sempre é o método mais
indicado, como por exemplo para s = 0,8, em que obtivemos melhores re-
sultados através do estimador Wmp a partir da base de wavelets Chapéu
Mexicano. Os estimadores Varmp e Vpmp apresentam vicio alto. O esti-
mador Cos(2) forneceu as melhores estimativas tanto para s = 0,6 como
para s = 0, 65, apresentando menor erro quadratico médio para os tamanhos
amostrais analisados.

Avaliamos o comportamento do estimador baseado na teoria de wavelets
Wmp para o caso dos processos obtidos a partir das iteracoes da trans-
formacao de Manneville-Pomeau Ty quando s > 1, o que corresponde a me-
dida invariante pgs nao ser medida de probabilidade. Neste caso, as melhores
estimativas foram obtidas através da base de wavelets Haar.

Os estimadores propostos para processos Manneville-Pomeau, baseados
nas funcoes periodograma e periodograma suavizado com a janela de Parzen,
no caso de dependéncia intermediaria, forneceram estimativas muito boas
com vicio e erro quadratico médio baixos.
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5
CONCLUSAO

Analisamos, neste trabalho, processos estocasticos com decaimento polino-
mial (também chamado hiperbdlico) da funcao de autocorrela¢ao, também
denominados de processos com propriedade de longa dependéncia.

Concentramos nosso estudo nas classes dos processos ARFIMA e dos
processos obtidos a partir de iteracoes da transformacao de Manneville-
Pomeau.

Verificamos a ergodicidade dos processos ARFIMA e a ordem de mag-
nitude da variancia de S, = Z’;:_Ol X; para uma amostra {X;}7~) de um
processo estocastico ARFIMA. A partir desta ordem definimos um esti-
mador para o parametro fracionario d dado por

o {22 4+ 257  n — j)Ax ()} 1
- 2Inn 2’

onde Yx(+) é a fungdo de autocovariancia amostral do processo.

Avaliamos o comportamento de alguns métodos de estimagao do parame-
tro d* no caso de processos ARFIM A(p,d*,q) nao estacionarios. Quando
o parametro de diferenciacao d* estd no intervalo (0,5;1,0) os estimadores
sao bons e o método F'T fornece, em geral, melhores resultados. Este es-
timador apresenta piores resultados do que os métodos semiparamétricos
quando sao incluidos no modelo parametros de curta dependéncia, tanto au-
toregressivos como médias méveis. Os estimadores melhoram sempre que o
tamanho amostral aumenta, especialmente no modelo ARFIM A(0,d*,0).

No caso nao estacionario, sem propriedade de reversao do nivel (isto é,
quando d* € (1,0;1.5)), observamos que todos os métodos analisados sdo
muito viciados e subestimam o verdadeiro valor do parametro. Utilizando,
por exemplo, a funcao cosine-bell observamos, nas simulagoes, que as esti-
mativas melhoram, no sentido de redugao do vicio, ocorrendo, no entanto,
aumento na variancia. Uma alternativa para este caso € utilizar o método de
estimacao W, baseado na teoria de wavelets.
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Os métodos V e V P, apresentados na Secao 3.3, resultam ser muito vicia-
dos e nao sao recomendados para nenhum dos casos analisados: estacionario
ou nao estacionario.

Analisamos a série temporal “tazxa de juros a curto prazo da Inglaterra’
quanto a longa dependéncia e a presenca de raiz unitaria, aplicando alguns
métodos de estimacao. Concluimos que a série temporal é nao estacionaria
com longa dependéncia onde o parametro de diferenciacao é estimado por
i 0,8514. Considerar d* = 1,0 para esta série temporal, como Mills
(1997) sugere, acarreta em uma super diferenciagao desta série.

Observamos que as estimativas do parametro de diferenciagao d* em pro-
cessos ARFIM A quando as inovagoes sao nao Gaussianas, mantém o mesmo
comportamento dos resultados obtidos, no caso Gaussiano, para os métodos
analisados.

Estudamos o comportamento do estimador do parametro de diferenciagao
apos aplicar primeira diferenca na série original, com o objetivo de verificar
se vale a igualdade d* = d + 1. Para o modelo ARFIMA(0,d*,0), quando
d* € (0,5;1,0], FT é o melhor método de estimagao com a propriedade de
invariancia para a primeira diferenga, seguido por MGPH (2). Para o modelo
ARFIMA(0,d*,0), quando d* € (1,0;1,5), nenhum dos métodos consi-
derados ¢ satisfatério para o caso nao estacionario e, portanto, nao vale a pro-
priedade de invariancia para a primeira diferencga. No modelo
ARFIMA(0,d*,1) o método F'T apresenta resultados ruins para a estimagao
de d*, mas as estimativas de d apds a primeira diferenca, apresentam baixo
erro quadratico médio. Para este estimador nao se verifica a propriedade
de invariancia para primeira diferenca, nesta situagao; mas para os outros
métodos temos, em geral, & ~ d+ 1. Em ambos os modelos
ARFIMA(1,d*,0) e ARFIMA(0,d*, 1) foram obtidos bons resultados atra-
vés do método MGPH(2). Embora o método SPR apresente grande erro
quadratico médio, ele foi satisfatorio nas estimagoes simultaneas de d* e
d. Para o modelo ARFIMA(1,d*,1) quando ¢ e # sdo positivos, todos
os métodos, exceto F'T', subestimam d* e, em geral, superestimam d. Para ¢
negativo e 6 positivo, MG PH apresenta os melhores resultados para estimar
d*. Nesta situagao, a relacao d* ~ d+1 é mais evidente para o método SPR.

Estudamos os processos obtidos a partir de iteracoes da transformacao
Manneville-Pomeau T, e observamos que estes processos apresentam ca-
racteristica de longa dependéncia (denominada, em outras areas, de inter-
miténcia). Apresentamos a equivaléncia dos parametros entre os proces-
sos ARFIM A e processos Manneville-Pomeau obtidos a partir das iteracoes
da transformagao Ty e das iteragoes da transformagao aproximagao linear
por partes T, da aplicacao Manneville-Pomeau. Implementamos vérios es-
timadores para processos Manneville-Pomeau obtidos a partir das iteracgoes
da transformacao 75.

)
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No caso dos processos Manneville-Pomeau sao necessérias séries tempo-
rais de tamanho amostral grande, implicando em muito tempo computa-
cional para os procedimentos de estimagdo. O estimador Perio (utilizado
pelos fisicos) nem sempre é o método mais indicado, como por exemplo para
s = 0,8, em que obtivemos melhores resultados através do estimador Wmp
a partir da base de wavelets Chapéu Mexicano. Os estimadores Varmp e
Vpmp apresentam vicio alto. O estimador C'os(2) forneceu as melhores esti-
mativas para s = 0,6 e para s = 0,65, apresentando menor erro quadrético
médio para os tamanhos amostrais analisados.

Avaliamos o comportamento do estimador baseado na teoria de wavelets
Wmp para o caso dos processos obtidos a partir das iteragoes da trans-
formacao de Manneville-Pomeau Ty quando s > 1, o que corresponde a me-
dida invariante pgs nao ser medida de probabilidade. Neste caso, as melhores
estimativas foram obtidas através da base de wavelets Haar.

Os estimadores propostos para processos Manneville-Pomeau, baseados
nas funcoes periodograma e periodograma suavizado com a janela de Parzen,
no caso de dependéncia intermediaria, forneceram estimativas muito boas
com baixos vicio e erro quadratico médio.

Finalmente, ressaltamos que os processos Manneville-Pomeau apresentam
caracteristica de longa dependéncia, assim como os processos ARFIMA. Os
processos Manneville-Pomeau obtidos a partir de iteracoes da transformagao
T, apresentam uma correspondéncia com os processos ARFIM A através da
relacao d =1 — %, onde d é o parametro fracionario destes modelos. Para o
parametro fracionario d temos varios estudos de procedimentos de estimacao.
O mesmo nao ocorre para o parametro s nos processos Manneville-Pomeau:
neste caso, os pesquisadores (em especial, fisicos) utilizam o método Perio.
Mas, como ficou evidenciado neste trabalho, existem outros métodos mais
eficazes para a estimacao do parametro s.
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ANEXO A

Considere os processos ARFIM A(p,d, q), dados pela expressao (3.3), ou
os processos Manneville-Pomeau, dados pela expressao (4.2). Sejam px(-) e
fx(+) as fungoes de autocorrelagdo e densidade espectral, respectivamente,
destes processos.

Neste anexo, explicamos porque o decaimento hiperbdlico (ou polinomial)
da funcao de autocorrelacao, isto é,

pX(k) ~ k7(172d)7
corresponde ao comportamento

fx(w) = w2,
para a funcdo densidade espectral nos processos ARFIMA (ver Conclusao
1 a seguir).
Os processos Manneville-Pomeau, dados pela expressao (4.2), satisfazem
propriedades analogas, conforme a Conclusao 2.
Para esclarecer esta e outras relagoes enunciamos a definicao e os seguintes
teoremas.

DEFINICAO A.1: Uma funcio g : (=7, 7) — R é dita Holder de ordem a
se existe constante K > 0 tal que

l9(z) —g(y)| < Klz -y,
para todo x,y € (—m, ).

A relacao entre decaimento hiperbdlico da funcao de autocorrelacao e a
expressao da funcao densidade espectral para freqiiéncia préxima do ponto
0 é uma questao que envolve apenas séries de Fourier (ver Bary (1964)).
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TEOREMA A.1: Suponha que g(0) = > 7 b,cos(nf), onde b, € R,
converge a zero. Se a > 0 e g(-) € func¢ao Holder de ordem a, entdo existe
uma constante c tal que b, < cn~1*% para todo n € N — {0}.

TEOREMA A.2: Suponha que g(8) = > 7, b,cos(nf), onde b, € R,
decresce monotonamente a zero. Se a > 0 e existe uma constante ¢ maior do
que zero tal que b, < cn~U+%  entdo g(+) € funcao Hélder de ordem a.

Os Teoremas A.1 e A.2 tratam do caso de dependéncia intermedidria.
Um outro resultado interessante, e que pode ser aplicado ao caso de longa
dependéncia, é descrito a seguir.

TEOREMA A.3 (Riesz): Suponha que g(0) = >~ bycos(nb), para
todo 0 € (—m,m) e que b, € R, € tal que a seqiiéncia {b,},en tende a zero
quando n tende a infinito. Suponha que existam ci,co e u constantes reais
ndao negativas, tais que cyn~" < |b,| < can™", ou seja, b, = n~" para alguma
constante v > 0. Suponha ainda que existam di,ds constantes reais nao
negativas e b € (—1,0) tais que

di|0]” < [g(0)] < da)6)",

ou seja, g(0) ~ 0°, para 6 préxvimo de zero.

(a) Se existem a € (—1,0) e k constante real nao negativa tais que

entio u > 1+a. Ou seja, o decrescimento de |b,| € pelo menos da ordem de
n~ (49 quando n vai a infinito.

(b) Se existem a € (—1,0) ev € R, v > 0, tais que |b,| < vn~ U+ entdo
b <a. Ou seja, g(0) é pelo menos da ordem de |0|*, quando 0 vai a zero.
Assim, dos itens (a) e (b) concluimos que u =1+ 0.

Observacoes:
a) No caso de processos ARFIMA(p,d,q), quando 0 < d < 0,5, con-
cluimos que © = 1+ b onde b = —2d a partir das consideragoes acima. Deste

modo se obtém o resultado da Conclusao 1. Portanto, obtemos u = 1 — 2d
(ver também Exemplo A.1).

b) No caso geral, observamos que existem seqiiéncias {b, },en que satis-
fazem c;n™" < |b,| < con™* para algum u, mas g(f) nio satisfaz c3]0|° <
|9(0)| < ¢4]0]° para nenhum b.

O espago LP é o conjunto das funcoes f tais que ffﬂ |f(z)]Pdz < oo.
O resultado acima ¢é conseqiiéncia do seguinte Teorema (ver Bary (1964)).
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TEOREMA A.4 (Riesz): Suponha que g(0) =7, b, cos(n6) para todo
0 € (—m,m) e que {b,}nen € R tende a zero. Sejam p > 1 e g > 1 tais que
1,1

1y1_q

p q

(a) Se g € LP, entao Yy ., |by|? < 0.
(b) Se > 7 |by]? < o0, entdo g € LP.
Observagao: O Teorema A.3 segue do Teorema A.4 usando que

a) para f de ordem z® (z préximo de zero), entao f € L! & a > —1

e

b) para b, da ordem de n=?, (n préximo de infinito) entao > -, |b,| < co &
g > 1.

Os detalhes da demonstracao de todos os resultados acima podem ser
encontrados em Gioveli (1999).

Em processos ARFIMA(p,d,q) as hipiteses do Teorema A.3 estdo sa-
tisfeitas. Isto é visto através do exemplo a seguir:

Exemplo A.1: Seja {X;}iez um processo ARFIMA(p,d, q), dado pela ex-
pressao (3.3). Seja d € (0,0;0,5). Seja fx(-) a fungdo densidade espectral

do processo {X;}iez dada por fy(w) = % [2 sen%}_Qd ~ Cw™2 para w

préximo da origem, onde C' e 02 sdo constantes. A fungao de autocovariancia
, ™ —1 7
do processo {X;}ez é dada por vx(k) = [T e *" fx(w)dw, que é o coefi-

—T

ciente de Fourier da fx(:) na forma complexa.
E possivel mostrar que

T(k + d)

k) =g

, para todo k € N

onde C' = % > 0eTI(:) é afungdo Gama.

Vamos mostrar que yx (k) ~ k*~1, para todo k € N. De fato, mostrare-

- Ik
mos que limy_, o r( (kta)

TOtb)ke® — L, onde L é uma constante positiva.

Pela férmula de Stirling (ver Brockwell e Davis (1991)) segue que
['(z) ~V2mexp (—x + 1)(x — 1)I_0’5, quando x — oo,

onde “~” indica que a razao dos dois termos tende a 1 quando x — oo.
Portanto,

I
i _Lkta)

koo T(k + b)ko?

V2 R (ppa— 1)t
= lim - =
k—oo /2 e(1=F=b) (k+b— 1)l~c+b—§ Jea—b
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o (kta—1\"(k+ta—-1\"% (k+a—1\° Eoo\
= lim e xre - v ) =

ba k+a—1\"(k+a—-1\"2 (k+a—1\" k ’
=e” % lim r- - M )

== L.
Isto ¢, dado € > 0, existe K > 0 tal que, para todo k£ > K, implica

N|=

I'(k+a)

_Wra) L
‘nk+mm4 ‘<5

Ou seja,

I'(k+a)

['(k+0b)

Podemos escolher € de modo que L —¢ > 0.
Fazendo a = d e b =1 — d obtemos

T(k + d)
T(k+1—d)

(L —e)k* " < < (L +e)k*".

(L_g)k2dfl < < (L+€)]€2d71.

Entao,
(L —e)Ck* ™ < yx (k) < (L4 ¢)C K>
Ou seja, existem ¢, ¢y positivas tais que c; k2471 < vy (k) < o k2471, isto é,

vx (k) ~ k*~1 para todo k € N.

Conclusao 1: Seja {X;}iez um processo ARFIM A(p,d, q), dado pela ex-
pressao (3.3). Pelo Teorema A.3, temos que a relagao entre b e u determina
que

px (k) = k** para todo k € Z,

para a fungao de autocorrelagao do processo { X, }iez, é equivalente a relagao

fx(w) = w2, para w préximo da origem,
para a funcao densidade espectral do mesmo processo. O Teorema A.3 con-

firma a estimativa do Exemplo A.1.

Conclusao 2: Seja {X;};en um processo Manneville-Pomeau, dado pela
expressao (4.2). Pelo Teorema A.3, temos que a relagao entre b e u determina
que

px (k) ~ k=%, para todo k € N, (A.1)

para a funcao de autocorrelagao do processo {X; }en, ¢ equivalente a relagao
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fx(w) = wé’Q, para w proximo da origem, (A.2)
para a fungao densidade espectral do mesmo processo.

A expressao (A.1), para processos Manneville-Pomeau, segue de Young
(1999) e Hu (1998). As expressoes (A.1) e (A.2), para processos Manneville-
Pomeau por partes, seguem de Fisher e Lopes (2001) que também mostram
que vx (k) é mondtona em k € N. Este resultado é importante para utilizar
o Teorema A.2 e também para mostrar que fx(w) ~ w773, para 2 < v < 3.
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ANEXO B

Apresentamos, a seguir, os dados da série temporal “taxa de juros a curto
prazo da Inglaterra”, que consiste de 148 observacoes medidas trimestral-
mente de 1952 a 1988. Esta série temporal é apresentada em Mills (1997) e
foi analisada na Segao 3.4.4. Os dados estao listados em seqiiéncia cronoldgica
por linha.

0,99 2,32 2,47 2,42 240 2,38 2,35 2,10
2,10 2,05 1,56 1,59 2,36 3,90 3,97 4,07
4,07 5,01 4,98 4,99 4,55 3,91 3,8 6,60
6,13 5,18 4,16 3,58 3,11 3,28 3,48 3,39
4,54 4,65 5,55 508 4,17 4,40 6,69 5,73
5,25 4,05 3,89 3,86 3,49 3,71 3,76 3,75
3,75 4,30 4,65 4,70 6,55 6,38 5,63 5,44
5,49 5,64 6,68 6,51 6,08 541 535 573
7,52 7,08 7,06 6,50 6,73 7,80 7,83 7,75
7,51 6,77 6,82 6,81 6,77 5,68 556 4,56
4,35 4,27 5,76 6,89 8,13 7,67 10,89 10,67
12,03 11,48 11,19 10,89 10,96 9,24 10,44 11,41
9,30 9,94 10,87 14,43 11,74 7,50 7,30 4,48
577 6,99 9,11 10,98 12,09 11,29 13,35 13,47
15,74 16,06 14,44 14,36 12,61 11,24 13,8 15,66
13,51 12,98 11,08 8,83 10,94 9,68 9,4 8,83
8,86 8,36 11,36 9,88 11,52 11,90 10,99 11,13
12,10 9,85 9,53 10,56 10,56 9,17 8,94 8,87
8,21 7,83 10,26 11,50
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