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Prefacio

As presentes notas tratam com aqueles aspectos de andlise vetorial e tensorial essencial
para o estudo de modelos matematicos classicos em diversas areas, como mecanica do continuo,
dinamica dos fluidos e para futuros estudos de equagoes diferenciais parciais. Em parte for-
mam um complemento as disciplinas tradicionais de cdlculo. No contexto das particularidades
de um curso de bacharelado em matematica aplicada é preciso dar uma formacao ao mesmo
tempo rapida e completa nos tépicos necessarios nas aplicagoes dando, ao mesmo tempo, al-
guma exposi¢ao de nocoes geométricas crescentemente importantes. Uma disciplina baseada
nestas notas foi ministrada em suas ocasioes desde 1997 e é factivel completar os primeiros
trés capitulos em uma disciplina de 60 horas (4 horas por semana). Um nimero consideravel
de exercicios esta agregado ao texto no fim das se¢oes. Também, uma discussao relativamente
completa é dada de tensores homogéneos isotropicos e aplicagoes em elasticidade e fluidos no
capitulo 5.
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Capitulo 1

Calculo Vetorial e Teoria do Potencial

1.1 Swuperficies

Uma superficie pode ser descrita como um conjunto de pontos satisfazendo uma equacao da
forma F(x,y,z) = 0 (implicita) ou via equagoes paramétricas

r = f(u,v)
y = glu,v) (u,v) € D C R?. (1.1)
z = h(u,v)

Normalmente f, g e h sao C"(D) em (u,v). Os parametros u e v sdo chamados de ”coordenadas
curvilineas”.

Exemplo 1.
= u-+tv
= u—v , (u,v) € R*.
z = 4duv

Via eliminacio de u e v, 2% — y? = 2. A superficie é representada na figura 1.

Figura 1.1: Representacdo geométrica das equagoes 1.2

Como no caso das curvas, as equacoes paramétricas das superficies nao sao unicas. Por
exemplo, se x = ucoshv, y = usenhv e z = u?, entdo eliminando (u,v) € R? resulta na equagdo

x2—y2:z , 220



Estas observacoes motivam a seguinte definicao: Duas representagoes paramétricas sao re-
lacionadas por uma transformacao de parametros da forma

W' = o, v) R (1.2)
Essa transformagcao é nao singular se ¢ e ¢ sao injetoras e
g<<¢’ ¢)) #0 em D (dominio de defini¢ao de (u,v)) (1.3)
u, v

Se D’ corresponde a D sob a transformagao (1.2), (1.3) é uma condigdo necesséria e suficiente
para que a transformagcao (1.2) admita inversao perto de cada ponto de D’. A transformacao
¢ localmente injetora, mas pode nao existir globalmente.

Seja
r=(z,y,2) = (f(u,v),g9(u,v), h(u,v)) (1.4)
e denotamos
or
r = %7
or
ro = %

Um ponto ordinario é definido como um ponto r em que

fo g2 ho

Isto significa que u e v sao determinados unicamente na vizinhanca de um ponto ordinéario.
Transformacgoes nao singulares levam pontos ordinarios em pontos ordinarios. De fato,

0 0 0 0
ry Xro = (8_;’¢1 + a—;,@/)l) X (6_;¢2 + 0_;¢2)

59(5+5)- 23

ry Xxry#0 ou posto(f1 9 hl):2.

/

/
= X
O(u,v) 17T

ouw o

(¢, V)
O(u,v)

Um ponto que nao é ordinario é chamado singular.

= / /
e, como # 0, entao ry X ro # 0 =1 X15, # 0.

Definigao 1. Uma representagcio R em R3 é de classe r (C"(R)) se a superficie representada
por R pode ser coberta por um conjunto de dominios {V;} tal que cada V; € dado por equagies
paramétricas de classe r.

Definicao 2. Duas representagoes Ry e Ry sdao r-equivalentes se em cada V; N'Vy, ewiste uma
mudanca de parametros de Ry a Ry nao singular. Esta relagao é uma relagao de equivaléncia.

Definicao 3. Uma superficie S de classe v em R3 é uma r-equivaléncia na classe de repre-
sentacoes.



1.2 Curvas sobre superficies

Suponha que r = r(u,v) é a equagao de superficie de classe r definida sobre D e u = U(t),
v = V(t) é uma curva de classe s em D. Entao, r(t) = r(U(t),V(t)) é uma curva sobre a
superficie com classe min(r,s). As equagoes u = U(t) e v = V(t) chamam-se as equagoes
curvilineas da curva.

Suponha que v = ¢(constante). Entao, r = r(u, ¢) descreve uma curva, a curva paramétrica
r = c. Existe uma curva para cada valor de ¢. Similarmente, ©u = ¢ da origem as curvas
r = r(c,v). Sobre cada ponto da superficie existe uma e somente uma curva paramétrica
de cada sistema. Seja P = (ug,vp), entdo (up,vp) ¢ unicamente determinado por P e existe
somente duas curvas paramétricas u = ug € v = vy sobre P. O vetor tangente a v = ¢ com u T
estd na direcao ry e o vetor tangente u = ¢ com v 1 na diregao rs.

E uma conseqiiencia do fato que r; xXry # 0 que as curvas paramétricas de sistemas diferentes
nao tem contato tangencial. Duas curvas paramétricas sobre P sao ortogonais se ry - ro = 0
em P. Se esta condigao é satisfeita em cada ponto (u,v) € D, os dois sistemas de curvas sao
ortogonais.

Para curva geral u = U(t), v = V() o vetor tangente estd na dire¢ao

dr du dv

dr _ du dv 1.
a - Ta Ty (1.5)

Consequentemente, levando em conta o fato que r; e ry sao nao nulos e independentes
(r; X ry # 0), o vetor tangente a curva sobre a superficie em P pertence ao plano contendo os
vetores r; e ro em P. Este é o plano tangencial.

O vetor normal a superficie em P é o vetor normal ao plano tangencial em P e é perpendi-
cular a r; e ro. A orientacao é fixada via a convencgao que se N for o vetor normal unitério, ry,
ry e N tém orientagoes a mao direita (positiva). Segue-se que

N:r12r2, onde H = |ry x o] # 0. (1.6)

or or

Observamos que a mudanga de parametros como em (1.2) implica que N’ || — ea

o’ s ov’
(¢, V) (¢, v)

A(u, v) 2, v) < 0. O Jacobiano ¢é continuo em

D e nao nulo, o que significa que tem o mesmo sinal e a mudanca de parametros preserva a

(¢, ¥) (o, )
O(u,v) I(u,v)

orientacao é a mesma se > ( e oposto se

orientagao se > (0 em um ponto em D (ou nao preserva se < 0 em um ponto).

Exemplo 2. A esfera descrita em coordenadas polares de raio a e centro O é
r = a(senucosv, senu senv,cosu)

Os polos uw = 0 e u = 7 sao singularidade artificiais e o dominio de u,v é 0 < u < 7 e
0 <wv<2m. As curvas

= constante = sao meridionais

u = constante = sao paralelos,

s sistemas sao ortogonais, isto €, ri-r9 = 0 em cada ponto. recao esta na direcao para
0 t t L, 1sto €, 1119 =0 d to. A d N est d
fora da esfera.



Exemplo 3. Superficie de revolugao com eizo de revolugao OZ.
Curva geradora no plano XOZ,

z=g(u), y=0 z=f(u)

v € o angulo de revolucao em volta de OZ. As equagoes paramétricas sao
r = (g(u) cosv, g(u)senv, f(u)).

O dominio ¢ 0 < v < 271 e imagem de u.

= constante = sao meridionais,

u = constante =  sao paralelas,
ry = (¢ cosv,g'senv, f),
r, = (—gsenwv,gcosv,0),

e r-ro=0 Yuv. Owvetor normal N € dado por

N o D XTe (—f'cosv,—f'senv,g")

H (/2 +¢7)3

1.3 Meétricas sobre superficies

Dado r = r(u,v), considere a curva ¢: u = U(t), v = V(t). Entao r = r(U(t), V (t)) descreve ¢
e a distancia s sobre ¢ é dada por

(8) = (&) - (o)
E (%) +2F (%) (%) +G <%) (1.8)

onde F =r}, F =r; -1y e G=r3. (1.7) pode ser escrita na forma compacta

ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv?, (1.9)

que ¢é a primeira forma quadratica fundamental.
Geometricamente isto pode ser dado a interpretacao de ”distancia infinitesimal”de (u,v) a
(u + du,v 4 dv). Lembrando que

(r; X r9)* =71ir; — (11 - 15)? (1.10)
temos que £ >0, G >0e H> = EG — F? > 0.

Exemplo 4. Considere z = u?> —v?, x =u e y = v, entdo

r1 = (1,0,2u),

ro = (0,1,—2v),

E = r?=1+42

F = r; -ry = —4uv,

G = r3=1+47

H = /(EG—F?) = (1+ 42+ 472



1.3.1 Angulo de interseccao de curvas paramétricas

As diregoes paramétricas sao dadas por ry e ro. O angulo (0 < 2 < 7) de intersecgao é dado

por

| SR ) F
cos ) = = 1.11
Tl VEG (L11)

‘I‘l XI'Q‘ - H

|rq||ro] B vVEG

sen{) = (1.12)

1.3.2 Elementos de area na superficie

{2tz v +edv)

Figura 1.2: Elemento de drea da superficie

Na figura 1.3.2, a area aproximada de um elemento é dada por
|ridu X rodv| = Hdudv
Isto mostra a introducao do elemento de drea dS* via

dS = Hdudv (1.13)

Exemplo 5. Dados

r = ((b+acosu)cosv, (b+ acosu)senv,asenv),
E = d% F=0, G = (b+acosu)?
H = a(b+acosu), 0 <u <2, 0<wv<2rm

entao a area €

2 27
Area = / / a(b + acosu)dudv = 47*ab
o Jo

1% dificil definir precisamente o conceito de area via aproximagao, por exemplo, via triangulacao interior e
exterior, como foi demostrado por Schwarz, Werke p.309.
Veja Vol. II Theory of Function of Real Variable, J. Pierpont, Dover Publications, p.603.



1.4 *Observacoes sobre superficies e orientacoes

Considere um conjunto M C R" com a seguinte propriedade: Vz € M 3 um W aberto C R" e
¢ € C*(W) tal que MNW = {x € W;¢(x) =0} e D¢ tem posto n Vo € W. Entao, dizemos
que M define uma variedade de dimensao r = m — n e classe C'%. De fato, podemos escrever

G1(T1y ooy Tiny Tt 1y ooy Lot )

QZS =
qu(xla vy Ty Tmge1y +oey xm-i—r)
tal que
a(¢17 ,¢m)
—hnIml L)
8(;1;’1, ,xm)
Utilizando o teorema da fun¢ao implicita,
1 = T1(Tmats s Tongr)s
Tm = Ty Tinaty oo, Tonr),s reUcCW

Claramente, o espago tangencial T,¢ = N(D,¢). Um vetor n é normal a M em xy se n-h =
O0vh € T, ¢.

Considere um aberto D com fronteira 0D tal que xq € 0D e U é uma vizinhanca de x tal que
0D NU é uma variedadede dimensao n — 1. Dizemos que D é situado em um lado da fronteira
0D em U se existe uma funcao ¢ de classe C! em U tal que D,¢ # 0Vx € U e

ODNU ={z e U:¢(zx)=0}

DNU ={zeU:¢(zx) <0}

Se 0D ¢é uma variedade de dimensao n — 1 e cada zy € D possui uma vizinhanga de forma
anteriormente descrita, entao dizemos que D esta situada em um lado de sua fronteira.

Suponha que n # 0 é um vetor normal a fronteira 0D em z. n é o vetor normal exterior no
ponto  se existe d > 0 tal que z +tn € D, para —d <t <0ex+tn € D para 0 <t < 4.
Suponha que D estd situado a um lado de sua fronteira, entdo n(z) = V¢ é o vetor normal
unitario exterior a D no ponto x.

Coloque ¢(t) = ¢(z + tn(zx)), entdo ¢(0) = 0 e ¢'(0) = Vo(z) - n(z) = |[V¢|? > 0. Existe
d > 0 tal que ¢(t) < 0 para —0 <t < 0e @(t) >0 para0 <t < J. Segue-se que V¢ é um vetor

normal exterior no ponto x e n(x) ¢ um vetor normal unitario exterior a D no ponto

]
x. Do fato que ¢ é C*!, n é continuo em 0D NU.

Observacao 1. (Na linguagem de formas)
Introduzindo a orientacao (eq, ...,e,) em R™, defina xv por fxv = (B, *v)ey X - -+ X e, V3, onde
(B:2) = 22 prar, B = > Brey, & = PN xrey. De fato, sev = > vie; e xv = > ol x ¢,
al = (=1)"", entdo *v define uma orientacao induzida na fronteira 0D e (xv,v) define uma
orientacao em D.

Considere D C R?, D compacto, com dD uma curva de Jordan v (homeomorfica a um
circulo) que é seccionalmente diferenciavel. Seja Dy o interior de tal curva (isto existe pelo



teorema de Jordan e Brouwer). Suponha que o vetor normal n(7) e vetor tangente t(x) sao
positivamente orientados (ej, €3), onde n(7) é o vetor normal exterior. Lembre-se do termo de
indice

[ 41 zy € D°
1(17’9”0)_{ 0 x9 € D°
. . 1 da;  Oday , . ‘
Considere um campo vetorial (a1(z), az(x)) = a(z) € C*(D), tal que Er + Fzo ¢ integravel
1 L2

a Riemann em D e tal que a(x) € C°(D).

Teorema 1. (Teorema de Green)

/ a1dy — aqdx :/ a-ndr :/ div a dxdy (1.14)
+ + D

Demonstracao. Restringimos a demonstracao a uma caso em que x ¢ cortado em cada linha
paralela aos eixos OX, OY em dois pontos

¥5(x)

x(y)

X4(¥)
¥ n,

E,\l %‘2

Figura 1.3: Representa¢do da curva .

Observe que

[ Gdedy = [ ooy~ [ oty

1

= /1‘2 ar(z1(y), y)dy

1 2

= / aldy>
+y

utilizando resultados sobre calculos de integrais multiplas de Riemann por integrais iteradas de
Riemann.
Similarmente

+
Q
no
—~
8
no
—~
<
~
<
~—
IS
<

%dxdy = —/ asdx
p 9y +

e o resultado é estabelecido.



Exemplo 6. Coloque a1 = x e ay = 0, seque-se que

\D|://d:cdy:/xdy
D v
DI = [ uo
Y

Observacao 2. Considere uma aplica¢ao de D — D' via u = u(x,y), v = v(x,y) tal que a
O(u,v)

> 0.
O(z,y)

Seque-se que se v = 0D’ a orientacdo de vy é

0(u,v)
D’ :/ udv:/ u(vydr + v,dy :/ "L dxdy
121 -+ +v ( vy) p 9(z,y)

aplicando o Teorema de Green.

Similarmente,

aplicacao € injetora e

Observagao 3. Asidéias basicas de geometria diferencial e superficies evoluiram no século XI1X
nas maos de Gauss, Riemann e Darbouz, para assumir formula¢oes mais modernas na nocao
de variedade de Weyl no contexto de superficie de Riemann. FEsta nocao de variedade envolve
o conceito de um atlas de cartas. A versao semi-cldssica dada aqui funciona adequadamente.
Resumimos a sequir aspectos centrais.

Consideramos uma espago vetorial finito X (Sobre R ou C) com base {ey, ..., e,}. Tal base

determina uma orientagdo. Duas bases {e1, ..., e,} e {€], ..., €, } s@o equivalentes sob orientacao

5 Cp

definindo L : X — X por Le; = ¢}, det L > 0. Uma aplicagao C' f : U C X — X, U aberto,

a(fb sy fn)
8(x1, ey ;Un)

Em geral uma C*-variedade real de dimensdo n é descrita por um atlas de cartas (U, @),
U C R™. No caso que duas cartas admissiveis (U, ¢) e (V, 1) em M satisfazem ou UNV = ¢ ou
que o™t p(UNV) — p(UNV) preserva orientagao, dizemos que as cartas sao compativeis
sob orientagao. Se todas as cartas sao compativeis sob orientacao o atlas de M é orientado.

Considere R" = {£ : £ < 0}, A C R” é relativamente aberto se existe um aberto U C R”
tal que A = UNR"”. A definicao de um C*-variedade real de dimensao n com fronteira OM e
feito em termos da existéncia de um atlas de cartas (U, ¢) tal que p(U) é relativamente aberto
em R”. Um ponto x € M é um ponto de fronteira ou um ponto interior se ¢(z) se é um ponto
de fronteira ou um ponto interior de R”.

Existe o seguinte resultado técnico:

preserva orientagao se > 0.

Suponha que M € R" é uma C*-variedade orientado de dimensdao n com fronteira M. Entao
o atlas orientado para M induz um atlas orientado para 0M.
De fato, localmente uma vizinhanca de x € M ¢é descrito por ¢ o)~ da forma

(0752, 7§n) — (0,7]2(§1, ...,§n>, ...,T]n(gl, 7§n))

Sabemos do fato que M ¢é orientado que

8(771, ey 7]”)
8(51, ) gn)

> 0.



Claramente, em OM,

ny = nj(07§27-'-a§n) 71=2,...,n,

segue-se que

om  Omp . Omm
961 0&1 &1
0 8(7717’7771) _ 0
< S = . )
8(517 7£n> OM :
0 92 ... 9
n n

on 0(na, ...,y
= ﬂM (dentro e sobre a fronteira).

06, 0(&a, ..., &n)

Agora, observamos que

m < 0 para todo £1§0:>g—2120.
1
~ . . . anl . 8(77% 77771)
Mas a relagao acima implica que — > 0 e assim —————= > (0 ou que e En) —
i P b 8§1 a(g% "'7£n> b <§2 5 )

(12, .., Mp) pPreserva orientagao.
Com estas preliminares sobre variedades e orientagao introduzidas apresentamos uma versao
classica do Teorema de Stokes, sendo essencialmente aquela do livro de Courant.

1.5 Integracao sobre superficies: heuristicas

O contra-exemplo de Schwarz d4 um aviso dos cuidados que uma teoria geral de integragao
sobre superficies requer. Aqui superamos estas dificuldades supondo um relativamente alto
grau de regularidade utilizando uma definicao analitica de &area.

Considere a area da superficie S representada por

z:f(x,y), (ZE,y) GDQRQ

D contido numa curva de Jordan e f € C*(D). Considere uma cobertura de D por uma grade
(mh,nk) e superficies contidas nas curvas Cy, Cy, C3 e Cly,

Cy = f(x,nk) mh <z <(m-+1)h
Cs f((m+1)h,y) nk <y <(n+1)k
Cs = f(x,(n+ 1)k) mh <z < (m+1)h

Cy = f(nh,y) nk<y<(n+1)k

A drea Sy, ¢ aproximada pela drea do quadrilatero A,,,, com vetores P, = (mh, nk, f(mh,nk)),
Py = ((m + h,nk, f((m + 1)h,nk)), Py = ((m + Dk, (n + Dk, f((m + 1)h, (n + 1)k)) e
Py = (mh, (n+ 1)k, f(mh, (n + 1)k)). Colocando 7,,, = f(mh,nk), o plano tangente T em P,
é

0 0
= o = S (b k) — €0) + 5L ()~ )

pondo &, = mh e n, = nk.



Figura 1.4: Representacdo de um segmento de drea Sp,.

Supondo que T faz o angulo a,, com o plano-zy e que D,,, é a area da projecao de A,,,
no plano-zy. Segue-se que
Dy = A, €08 ()«

Mas é facil calcular que

1
\/1+ Of (6 i)™ | Of (Emy1n)?

cos (Qmp) =

ox * dy

e assim que

B af> af>
Amn - Dmn\/1 + a_ (fmfr]n) a_y (gmu nn)‘

Somando estas dreas sobre os pontos da grade interno a D no limite m,n — oo, temos
> B = [ [ VIV Pdsdy
m,n D

Esta argumentacao heuristica sugere que definimos a area da superficie S por

|S|://D\/1+|Vf|2dmdy,

e definimos a
=1+ |Vf|2dzdy

como o elemento de area da superficie z = f(z,y).
Suponha que S é representada implicitamente por

¢<x7 y? Z) = 0
e sobre S, 22 7é 0, por exemplo 3 —‘5 > 0. Assim, localmente z = z(z,y) sobre S e segue-se que
0z 0Oy /&,0 B /
or 0z 0z ’ oy

dando a expressao e

- L - ) G



Nesta discussao, um papel especial foi dado a coordenada z, mas podemos igualmente ter
representado a area por integrais da forma

A ox oy 2 dy
//\/1+<8_y) +<8z) dydz ou //\/1—1-(%) +<8z) dzrdz,
levando no caso implicito a
//V\V(pP/?—Zjd:CdZ e //\/’VQOP/g—idde

Estas expressoes definidas de fato dao a mesma area.
Aplique a transformacao

z(y, 2)
=y

a integral
O
2 /2%
//D\/|Vg0\ /azd:cdy

oNz,y)
Ny,z)

/ 2 / 2
Vel dxdy = —|V90| dydz
D Z—“’ ! gi

E mais elegante supor que S é uma superficie com uma representagao paramétrica regular:

onde = = z(y, z) é obtida da equagao p(z,y,z) = 0. Mas

0
S0/— e segue-se que

:B:SO(UH'U)? y=¢(u>v)7 Z:X(U,U),

(u,v) € R C R? tal que

O(z,y) Ay.z) Oz x)
<a(u,v)’ a(u’v)7 8(1117 'U) 7& 0 ) (U,U) & R
Suponha que em R, 0w, y) > 0. Do teorema da funcao Inversa,
d(u,v)
u = u(zy
- (:L‘7 Yy

ou oY ,0(z,y)
oz ov’ O(u,v)’

o _ 2 0o
ox I(u,v)’
ou (rc,y)
oy / O(u,v)’
ov (990 O(z,y)




Utilizando,

0: _ oz o:00
Ox Ooudr  Ovox’
00 _ o:ou o:on
dy oudy Ovady’

obtemos que

g (et - (Rea) - ()

Por mudanca de variaveis,

f s - [ w

O(u,v)

: (SEZ: 2

2 2
J0(z,x)
dud
RilCr: ) +(aes) @
_ // ST+ 2 4 J2dudy
R
Observe que dado que a representacao é regular, um J; # 0 e a apropriada integral projetada

¢ igual ao valor da representacao paramétrica.
A primeira forma quadratica fundamental de geometria diferencial,

ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

B 9o 2 B 2 By 2
= (5) +(5) + (&)
890390+6‘w0¢ +0x0x
Oudv Oudv Oudv’

o= () (5) -+ (3)

EG - F*=J}+ J; + J;.

Vale a pena observar que considerando o produto vetorial r,du X r,dv = (Jy, Ja, J3)dudv, temos
a nocao da area orientada com valor absoluto

Ir,du x r,dv| = \/J? + J3 + Jidudv

Até o presente momento restringimos nossa atencao ao caso de superficies de dimensao dois
imersas em R?. Podemos generalizar isso da seguinte maneira:
Considere uma superficie representada por

<

co1m

resulta na representagao

r1 = 1(ug, ..., uyp)
, (ug,..,u) € DCR" r<mn,

Tn = Qon(uh "-7ur)
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tal que = ¢(u) € C'(D). Considere a matriz

Oz Oz Ox
31/4 8U1 0u1
ou, Ou, ou,

E possivel formar desta matriz menores D,, v =1, ..., (%), e é possivel considerar que uma
aproximacao quadrilateral A da area da superficie tem projegoes em r = 1, ..., (%) diregoes.
Isto levar-nos a uma definicao da area A de uma r-dimensional superficie

—/.../Dmdul---dw

Vamos demonstrar que essa definicao ¢ totalmente apropriada para o caso r =n — 1.
Suponha que S pode ser representado como

Oy

90(3717"'71‘71) =0 > &cn 7é07
com area |V |
8J:n
(com a mesma argumentagao heuristica usada no caso n = 3), ou por
xzzwi(ul,..,un,l), 1=1,....,n—1, UED,
Observe que
D, — (9(x1,...7:vi_1,xi,...,xn) _ 1
! a(ul,...,un_l) 8(u1,...,un,1)
O(T1y eoey Tty Ty ey Tp)
Sabendo que
D, _ X1y oy Ty T 1y ooy T) 021, oy Tm1)
Dn 8(u1, ...,Un_l) 8(u1,...,un_1)
o (3(x1, ooy Ty—1, Ly, 7$n)
8(351, .‘.,I'n_l)
e que E;&%‘fc" + —‘@ =0,i=1,2,. — 1, concluimos que

D, oz, dp , 0p
A
D, ox, Ox,’ Ox,,’

expandindo em termos da mesma fila.

Observe que
‘S‘ _ / / \Vgp]@ Il,...,l'n_l)dl““.unil
=£ ula"wunfl)

:/. |V90|Dd1 N

D@x

13



O resultado é valido se

N4 2
5 Dn= 12D
OTn
ou se
(#)
Oxn
|V(,0|2 - D2 ZD37

o que é o caso, lembrando do Teorema de Binet-Cauchy (Archbold [2], § 8.2,5.2 ou Littlewood
[9] pagina 154) que afirma que

Sope o |(Qr 0N (O O
I\ Quy T By Oouy’ 7 Ouyy g

=1

1.6 Os Teoremas da Divergéncia e de Stokes

Suponha que uma regiao V' com fronteira 0V admite uma disse¢ao regular relativa aos eixos
(OX,0Y)OZ no seguinte sentido: V = U, V;, onde cada V; tem fronteira 9V}, OV3 descrita
—_,® _ 3 (i il

por x3 = ¢, (21, x2), 2 = @y (21, x2) e uma superficie cilindrica com geradores paralelos a OZ
e tal que o plano tangencial existe e nao é perpendicular ao plano XOY', salvo talvez na curva
OVy N OV Similarmente para dissegoes relativas a OX e OY. Também, supomos que V tem
contetudo de Jordan finito.

Podemos introduzir como nas se¢oes anteriores as integrais de superficie |, oV fdxidxs, etc.

Teorema 2. Teorema da Divergéncia: o
Suponha que (X1, Xo, X3) € CH(VNCOV)) e V tem uma dissegao reqular com respeito aos
eiros (OX1,0X,,0X3). Entao,

/ X1d$2d$3+X2d.fE1d$3+X3d$1dl’2:/// diU(Xl,XQ,Xg)dl'ld.fCdeg
oV \%

Demonstracao. E suficiente demonstrar que

/// aXl :/ del'gdl’g
V; 8x1 V;

Seja 251) a projecao do elemento da dissecao V; no plano X,OXj3. Entre por um teorema
conhecido do teorema da integral de Riemann, temos que

X X
/// bdl'ldl’ngg = // de‘le’g/ bd I
= o Oy

= / " [X1($2,$3,90§1)(902,$3)) - X1($2,$3>@§1)($27$3))] dxadrs
22

= / X1d$2d173,
ov;

com relagoes semelhantes para as dissegoes com respeito aos outros eixos. Somando em i
obtemos o resultado.

A seguir demonstraremos uma versao classica do teorema de Stokes reduzindo a demons-
tracao essencialmente a uma aplicacao do teorema de Green em duas dimensoées, o mesmo sendo
uma conseqiiéncia do Teorema Fundamental do Célculo.

14



1.6.1 O Teorema de Stokes

Considere D C R? compacto com D uma curva de Jordan (homeomorfo a um circulo), que é
seccionalmente diferencidvel. Seja DY o interior de 9D e suponha que (n(7), (t(7)) sdo positi-
vamente orientados, n(7) sendo o vetor normal exterior, 7 € [0,1]. Considerem superficies S
compostas de imagem da regiao D, limitadas por curvas fechadas C' = 05,

S = (D), ¢ injetora e diferencidvel

(p(u, U) = (xl(uv U)v x2(u7 U)v ZCg(’U,, U))?

tal que a orientacao ¢é preservada coerentemente. Isto ¢ dizer que se S = p1(Dy) e S = pa(Ds),
N
0(u,v)

Dy = ;' ¢1(Dy), entdo > 0 e (D1,0D;) tem orientacao positiva.

€

?/2 D, /

QA

€

Figura 1.5: Representacdo geométrica

Considere o campo vetorial A = (a1, a2, a3) e a integral de superficie [ |, gA - vdS, comvo
vetor normal de S (positivamente orientado).

// A - vdS = //aldedxg + asdrsdr, + azdridrs
s s

Pelo resultado sobre transformacoes de integrais

[ [avis= [ [ (w2 o M)y 2 gy,

Agora vamos escolher

1 7k
A=VxB=| L Z 2
By By Bs
0
e escrever M = Ay, etc.
d(u,v)
Segue que
Ay Ay Ag

//VdeS:// e an am |dudv
5 Pl Bi By Bs

Observe que agrupando termos em B; obtemos

_aBl a(l‘l,ﬂfg) o aBl 8(m1,m3)
Oxy O(u,v) Oxs O(u,v)

15



e somando
0= %8(1‘1, 1'1)
ory O(u,v) ’

equivale a

@flfl (831 @flfl i 6B1 8952 i 831 a$3) _ aiL’l <8Bl (91171 i 831 8x2 I 8B1 6113)

Oov \Jr; Ou  Oxy Ou  Oxz Ou Oou \ Oxr; Ov Oxy OV Oxs Ov
o a(Blaxl)
= —8(u,v) , etc.

Concluimos que
// VxB.dS— // Bl,flfl 8(327932) i 0(Bs, x3) duduv
8(u, v) O(u,v)
Mas aplicando o Teorema de Green em duas dlmensoes (Teorema de Stokes!) obtemos que, por
exemplo,
Bl,Il o 8%1 (9 I
// = / Bl %du B1 %d’l}
8.131
= Bi—d
/ Yor ¢
e similarmente para os termos envolvendo By, Bs. Somando, finalmente concluimos que
8x1 8902 81’3
VxB-dS = B |—,—,—)d
/ /S % /C (87’ ar or )7
- / B dS.
c

Demonstramos o teorema de Stokes:

Teorema 3. Teorema de Stokes
Suponha que S € uma superficie C' bordada pela curva C seccionalmente diferencidvel, S e
C sendo coerentemente orientadas e B € C*(D), D aberto, D D S. Entdo

//VxB-dS:/B-ds.
s c

Aplicacao

Considere o circulo C' = (cos p,sen ¢,0), 0 < ¢ < 27 no plano zy e seja 2 o angulo sélido
gerado pelo disco 2% +y*> < 1, 2 = 0, no ponto P = (z,y,z) = r. Suponha que P descreve a
curva fechada orientada I' que nao cruza o circulo C' e seja p o nimero de vezes que I' cruza o
disco 22 +y? < 1, 2 = 0 de cima (2 > 0) para baixo (z < 0) e n o nimero de vezes que cruza de
baixo (z < 0) para cima (z > 0). Supondo que P comeg¢a no ponto Py em I' com {2 = )y, mostre
que P movendo em I' voltard a Py com um valor Q0 = ; satisfazendo ; — Qy = 47(p — n).
Utilizando o exercicio 3 observe que

m:_/m  Yec
C

lr — /|3

16



Ql—QOI/dQ = VQ - dr
r
_ —/dr/(r —Ir)xgdr
r c |r—r

B //(r’—r)-(drxdr’)
a rJc v —rf .
Finalmente concluimos que

_ /F/C (' — I|‘1)-"—(d:|3>< dr) _ 47(p —n) (Gauss).

Este resultado pode ser interpretado como o numero de voltas que I' faz ao redor de C.
Considerando I' e C' como linhas obtemos como uma condi¢ao necessaria que I' e C' possam ser
separadas, mas esta condicao nao é suficiente.

Existem outras interpretacoes fisicas alternativas da férmula acima. Recordamos que con-
forme a lei de Biot-Savart, o campo magnético induzido por uma corrente unitaria I fluindo

em C' é dado por
- /
H(r):1/<r r') X dr
cle |r—r'P

Segue-se que

ic/H(r)dr: < [ (VxH@)-dS :/ 7 - dS,

dm - Jp 4 S S(r)

sendo S(I') é uma superficie com borda I, e a contribuigao ao fluxo é dado somente aos pontos
onde C intersepta S(I").

Nos, estruturas com elos e entrelacamentos ocorrem em diversas areas da ciéncia, tal como
fisica de plasmas (contencao de plasmas), fisica de polimeros, biologia molecular e a teoria de
cordas césmicas e tem origem nos resultados originais de Kelvin sobre a invarianca de nés de
tubos de vortices entrelacados em fluxos de fluidos governados pelas equagoes de Euler.

Considere um campo magnético B(z,t), V - B = 0, carregado por advecgao de um fluido
com velocidade v,

B
%—t =VxvxB
e se
dy
a - V(’y(;at)vt)
7(1‘70) - X7

B(y(z,t),t) = Miet0@)9)B(z), (Cauchy)
B ov;
v (3%’) .
Esta expressao para B estabelece uma correspondencia topologica entre By(z) e B(, t) preser-
vando nés e entrelacamentos na estrutura do campo magnético. Se A é um vetor potencial para
B, B =V x A, entao a helicidade H do campo B, H = fA -V x Adzx, é uma generalizagao

de invariante de Hopf, chamado por Arnold o ”invariante assintética de Hopf”. H # 0 significa
que ha entrelacamento em média das linhas de forcas.
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Novas invariantes foram introduzidas por H. K. Moffatt (The Energy spectrum of knots e
links, Nature, 347, 1990, 367-369).

Em biopolimeros, é considerado que um anel fechado de DNA pode ser caracterizado por
duas invariantes topoldgicas: o tipo de né formado pela dupla hélice como um todo e o en-
trelacamento de uma corda com outra.

Descrevemos um parametro de torsao T, pelo numero de voltas que uma corda faz em torno
da outra. J. White demonstrou que

Lk :Tw+Wra

onde Ly coincide com a integral de Gauss para as duas cordas e é uma invariante topoldgica e

WT . / / dI']_ X dI'z (I‘l — 1‘2)
4r |r; — rp)?

Veja segao 42 de livro de A. Yu. Grosberg A. R. Khokhlov (Statistical Physics of Macromole-
cular, AIP, New York, 1994).

1.7 Definicao intrinsica de operadores vetoriais

Os teoremas de divergéncia e de Stokes sao tteis na medida que podemos dar defini¢des inva-
riantes de operadores como div, curl e A. Heuristicamente, temos do enunciado do teorema de
Stokes que

/u'dS:/qu'dSN|S](V><u)(PO),P0€S,
c s

se diametro de S é pequeno e V x u é continua em S. Similarmente,

/avu-dS ~ (diva)(Py)|V].

se diametro de V' é pequeno. Isto sugere a definicao de div e curl via

\V4 -dS
curlu = lim ISL
IS|—0 IS|
e
Joy - dS

diva = i
T VSV

b

que sao claramente independentes do sistema de coordenadas.
Considere o sistema de coordenadas curvilineas definido via

xi:xi(£17§27§3)7 Z.:172737 a:D1_>D7

onde u é sobrejetora e injetora, com Dy e D regioes abertas de conteido de Jordan finito.
Suponha que associado com x hé a primeira forma quadratica fundamental,

ds® = hid&] + hyd&s + h3dé;.

Isto é dizer que o sistema é ortogonal.

Evidentemente,
(1 o 1 0 1 8)
Ve=| 57575 |-
hy 0&1 " he 083" h3 083
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Suponha que o paralelepipedo
up <& < ug,
Ty =< v1 <& <y,
wy < &3 < wa,

¢ mapeado na regiao 1" definida pelas superficies

U :{xl :Ul} V1:{$2:U1} W1={x3:w1}
={z1=w} Va={ma=w} Wo={z3=uws}.

/ /Ma-ds = / / / divadzdrydzs
=[S e
_ / / /T diva hyhahs déydendty

ondeaT:Ulu‘GUWlUUQUVQUWQ.
Mas

// a-dS ~ // (a1h2h3d£2d§3 + aghlhgdfldé-g + aghlhgdfldfz)
oT Ty

/ / /T {agl arhahs) + 352(a2h1h3)+a—&)(a3h1h2)} dédéydés

Aplicando o Teorema de Divergéncia, continuidade e a arbritariedade do paralelepipedo T7,

Entao

1 0 0 0
diva = hohs) + — (ashihs) + —(ashih
Tl (afl( ahzha) + e (azhiha) + 5o (ashy 2))

No caso que a = V¢, obtemos

divVe =Ap = -——— | — — | + 57 — )+ s
YT Y T i hahy [asl ( hy 06) T 06 \ hy 06) 06 \ hs 0&

Podemos tratar similarmente com curl.

adS = - dSY)
/S Z /S(J)
= Z curl a’| 57|
j=1

O célculo curla pode ser efetuado na seguinte maneira: Considere

() . dS .
lim / a , C; =05’ formado, por exemplo, por (W5, Uy, Vo, Ws).
1S4—=0 Jo. |9

Em particular considere a integral curvilinea do vetor (ashs, azhs) na borda de

Gi v <& <y
! wy; < &3 < wo
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com |S7| ~ hohsAvAw. Segue-se que

lim Jogs (azha, ashs) - (d&s, dés) _ % 2 (ashs) — %6 2 (ashs)
Av—0,Aw—0 AvAwhgyhs hohs

= (curla’);,

onde Av = vy — v1 e Aw = wy — wy. Os outros componentes podem ser calculados da mesma
maneira. Vamos resumir alguns casos especiais importantes:
1. Coordenadas cilindricas (r, 0, z).
ds* = dr* + r’d6* + d=?,
hlzl, hQZT‘, h3:1,

dp 10p Oy
Ve = (5 00 az>

Va= ! <%(arr) + %(af)) + %(aﬂ”)> ;

1[0 ([ Oy 0 (10¢ 0 ( Oy
2o-1 (5 (%) 3 G50) + 5 (159))

_de 1op 10 o

o2 ror 12062

a_
Uxaz (22 - Qaprl 20— 20 120 2
“\Flae™ 8" e T ar ™ 1o T aer| )

2. coordenadas esféricas.
ds® = dr® + rd6? + rsen® 0dy)?,
hi =1, hy=r, hs=rsend,

Gu_ (22100 1 0
e or’'r 90 rsen o )’

1 ) 0 0
Va — g (8 (a,r’senf) + ag(aersen 0) + —(auﬂ‘)>
1 (0 dp\ 0 Op) 0 (1 9
AP = (5 ( Se”@) a0 ( 96 ) a0 (m%)) |
o 200 1% cothdy 1L Py

:WJFFEJW_?%? r2 00 ' r2sen?f Oy?’

or?  ror r2’
onde 0? 0 1 0?
_9¥ L a7y
L = Ggz +eot0%5 + onzaage

é o operador de Laplace-Beltrami na esfera.

! ( ge(awrsen 0) — %mm)

r2sen? 0
1 da, O
V xa= - (% — E(ad,sen 9))

1 a( . B
or ") T 5
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1.8 Aplicacoes do Teorema de Divergéncia a teoria do

potencial

1.8.1 As identidades de Green

Suponha que V satisfaz as condicdes do teorema de divergéncia e ¢, 1 € C*(V), entao

. _ aw
/lev (pV)dr = /av gpan

Também, div (pV)) = VoV + A, ou

/Vgovwdx—l—/cpAwdx:/ ¢a—¢d5
1% 1% av On

(Primeira identidade de Green).

Trocando o papel de ¢ e ¥, obtemos:

/V(p-vwdx—l—/wAgo: waﬁdS
174 14 ov  On

/VSOA@D—Q/)Amxz/ ( g_:ﬁ_q/]ago)

(Segunda identidade de Green)

e subtraindo

—
Suponha que Py € VO(interior de V) e que 7 = |z — ¢, xo = OF,.

0 = B(xo,€), € < dist(P, V), e a regiao exterior a bola V = V\o. Claramente,

A (1> =0 em V (cdlculo direto)

r

e podemos aplicar a segunda identidade de Green a (%, 90), obtendo

vetor normal externo a OB estd na diregao —+), dS = e*dw. Segue-se que

0 109 o _/ 9
/ma( +€ar>edw— A go—i—ear dw — 4mp(Fy)

0
se € — 0, utilizando a continuidade de 6_90
r

A
/ —Ap — 29
7T v T

(é aqui que precisamos de ¢ € C?*(V) e ndo ¢ € C2(V)NCYV)).

Também
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1 1 1 1
_/ —A@dl':/ 902 _ __a_g@ dS"—/ Spi _ _ __
v av U On \r ron 9 L On \r

0 (1 0 (1 1 1 0
MaS €11l aB, r = €, a_n (;) ‘TZE - _ar (7,) ‘r:e - 7,2}7‘26 T 62’ an o

ron

dyp

or

(1.15)

Considere a esfera

) as

(dire¢ao do



Consequentemente, obtemos

4rp(Py) = /A‘pd / 16‘_@_@31 dS, PyecV® (1.16)
v ron on \r

(Terceira Identidade de Green).

No caso que Fy € VC, a segunda identidade de Green pode ser aplicada diretamente a

(l,gp) dando
-
B Ay 10y 0 (1
o= e [ Ga e ()

Suponha que 0 =dist(0,0V) — 400 e

1 1
limsup/ (—8—@—908 ( ))dS—)O
500 Joy \T On on

A
L

47T T

entao
47T80(P0) =

dado que a ultima integral existe.
Suponha que ¢ é harmonica: (Ag =0 em V). Colocando ¢ = 9 na primeira identidade de

Green obtemos que
/|Vg0| dx—/ 2w 24s
av

0
ese o =0em dV ou a_go = 0 em OV concluimos que Vo = 0 em V (via continuidade). No caso
n

que V é simplesmente conexo, concluimos que ¢ =constante em V' e se ¢ = 0 em 9V, entao
p=0em V.

Este resultado d4 um resultado de unicidade para o problema de Direchlet. De fato, supondo
que Ap; = Apy =0em V e p; = g em 9V. Colocando 7 = ¢ — @9, entao A7 =0em V e
T=0em dV eassim7=0em V.

Se e 1) sao harmonicas, da segunda identidade de Green:

G5

/ &pds —0.
8V

Observamos também que da terceira identidade de Green,

10 0 (1
47'['90(]30) = /av (;a—i—ﬁpan< ))ds, POGVO

B 10¢p 0 (1 —C
o< [ () er

(Teorema de representagao de Poisson)

e pondo ¥ = 1, obtemos que
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Considere a bola B(P,, ), segue se que

1
Arp(Py) = / 0 —dS + — / pdS = — @dS (Teorema do valor médio),
oB 0 r? Jas oB

r2

ou

1
P = s
p(Po) = /a S,

utilizando que [} %de = 0 para ¢ harménica. (O teorema de Gauss)

Considerando a regiao V5\Vi com fronteiras dVa, OV, com vetores normais exteriores ns,
n; e supondo ¢ harmoénica em V5\V;, sendo valida as condigdes do teorema da divergéncia,
segue-se que

0= / divvpds = — | LPass [ 24
v av, O av, Ona

Dip / Dy
—dS = —dS.
\/8V1 8711 Vs 3712

Do teorema da Representacao, pondo ¢ =1,
0 (1 —4m, Pye VO
/ — | -)dS= " e
av On \r 0, PeV

1 1
Considere a bola B(0, R). Observe que —, r = |z — x|, 29 € B(0, R) e — sao harmonicas em
r

|z]
B(0, R)°. Assim
10 1 1 0 (1
Joran () = o (2 25 =0

ou

Segue-se que

1 1 01 47
dw=— [ Ligg—_T
R3 YT R ap Onr R
ou 81
|, urts =—m

1.9 Estimativas a priori e principio do maximo

Teorema 4. Suponha que ¢ harmonica em VO e o € CO(V), entdo o mdzimo e o minimo de
@ sao assumidos em OV .

Demonstragdo. Suponha que ¢ assuma seu valor médximo em zo € V0, ou seja, o(z) < ¢(z0),
Ve e V.
Considere B(zg, p) C V. Pelo teorema do valor médio para fungoes harmonicas, sabemos
que
() = 5 (2)ds < p(a0)dS = ()
oL 4mp? S(zo,p) 7 - 47Tp S(zo,p) ’ o
Se pelo menos num ponto y € S(xg, p) valer p(y) < ¢(xg), pela continuidade de ¢ segue que
o(xo) < p(z0), que é uma contradigdo. Assim, em S(zg,p), p(y) = ¢(z9). Suponha que
p = p(z0,0V), entdo p(z) = ¢(y), x € B(zo
rho)). Concluimos que: para y € OV N S(zo, p)) # &, ©(y) = ¢(x0).

23



Teorema 5. Suponha que p é harmoénica em V° e p € C°(V) e V € conexo. Se o mdzimo ou
o minimo de ¢ assumido em VO, entdo ¢ € uma constante.

Demonstragao. Suponha que o maximo é assumido em um ponto zy € V°. Tome um ponto
y € VO tal que y # g. Ligue xy a y por um caminho poligonal L (Isso é possivel, pois V ¢é
conexo). Coloque py = dist (zg, V') e suponha que z; é a tltima intersecgao de L com B(xo, po)
na diregao xo a y. Como no teorema anterior, p(z;) = ¢(zq). Coloque p; = dist (z1,0V) e 5 a
ultima intersecgao de L com B(x1, p1), novamente ¢(x2) = ¢(xp). Segundo esta maneira, para
m < [|L|/dist (L,0V)] + 1, y € B(Zm, pm), pm = dist (2,n,0V) e p(y) = ¢(z0). Segue-se que

() = maxyeov o(y), z € V.
O valor deste resultado reside no seguinte:

Teorema 6. Suponha que 1, o sdo harmoénicas em VO, o1 < @y, ¥ € OV, @1, o € CO(V) e
V' é conezxa. Entio p1(x) < @o(z) em V.

Demonstragao. Coloque ¢ = ¢ — (o, entdo ¢ < 0 em OV e ¢ é harmonica em VY. Segue-se
que

<maxp <0
gp_xéavgp_

e o resultado é demonstrado.
Similarmente se ¢; > @9 em JV concluimos ¢ > w9 em V' (Considere —p; e —s).
Recordamos um nimero de identidades vetoriais de freqiiente utilizagao:

1. VxVp=0;

2. V-V xa=0;
VxVxa=V(V-a)—Aa;
V(Aa) = Via+ A\Va;
V-(Aa)=VA-a+ AV -a;

V x (Aa) =VAxa+ AV x a;
V-(axb)=b-Vxa—a-V xb;

® N ot W

Vx(axb)=b-Va—a-Vb+aV-b—-bV:a;
9. Va-b=b-Va+bxVxa+a-Vb+axV xb.

Estas identidades podem ser estabelecidas por calculo direto e ficam como exercicio.

1.10 Diversos Exemplos na Teoria Potencial

1 1
a) Temos Vr? = 2rVr = 2r ou Vr = E, r#0eV (—) =——=Vr= —13, r # 0. Segue-se que
r r

r 72

w31 =2 () =



b) A velocidade v de qualquer ponto P(r) de um corpo rigido rodando com velocidade
angular w em volta de um ponto O movimentando com velocidade vy é dada por

V=vVg+wXTr.

Segue-se que
Vxv=Vx(wxr)=2uw.

¢) Vamos colocar ¢ = 1 no teorema de representacao de Poisson. Assim, concluimos que

1
At = —/ n-V (—) -dS Integral de Gauss
v r
_ _/ _“;rds:_/ d5cos0 p ey,
ov T ov. T

Mas cos6dS é a area projetada no plano L r e ¢é a area interceptada na esfera unitaria

2
r
com centro Py cone elementar com vértice em Fy e linhas geradoras passando na fronteira de

dS. Isto é dizer o angulo sélido gerado em Fj por dS.

d) Suponha que F = Vyp e Ap = —4mp em V. Aplicando o teorema da divergéncia temos

que
/ F-dS:/didex:—47r/pdas
oV 1% 1%

Lembrando por exemplo na teoria de Gravitacao de Newton a for¢a F exercida por uma
particula de massa m em O e de massa unitaria no ponto r é

onde 7 ¢ chamado o potencial em r da particula m em O.
Tendo diversas particulas my, ma, ..., my em Oy, Og, ..., O, com distancias r; = |r — Oq],
., 1 = |r — 01/, o efeito é aditivo:

Ponha

e observe que

k
1
AV = E mzA (—> s Tr; 7é 0, 1= ]., ,k
T
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Observe que o trabalho feito no campo de for¢a movendo a particula m do oo a um ponto de
referéncia P em um caminho C

/OOPF.dr:/Pv@).dr: [%EI%

o0

independe do caminho C. Um exemplo de forca conservativa.

e) Suponha que temos uma distribuigdo de massa continua em uma regiao com densidade p.
Tratamos com uma aproximacao a distribuicao p;A; em células com centro O; e com potencial

Pil;

Supondo que p é continua em V e V tem contetdo de Jordan Finito?, podemos formar a integral
(generalizada) de Riemann:
d
I / ply)dy
v |z =yl

1
Claramente, para F = mV <_>7
,

/ F-dS=-m cos zdS = —4mm
1% ov T

e para F = Zle \V4 (@),

T

k
o >

e com m; = p;A;,

k

No limite temos heuristicamente que

/ F-dS:—47r/,0dx,
oV 1%

e utilizando a equacao F = V e o teorema da divergéncia

/Agpdx: —47r/ pdx.
1% 1%

Podemos supor o mesmo resultado para subregioes regulares U C V e utilizando continui-
dade de Ay e p
Ap = —4mp (a equagao de Poisson).

2Coincide com Volume definido pela Integral de Riemann
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f. Seja Pr um ponto de referéncia e considere dois caminhos C e C5 ligando Pr a P e tal
que C; U (—C5) formam a fronteira de uma superficie S regular. Entao

/Cl—/CQF-dr - /Cl—/@V(?)-dr
- /SVXV<%>-dS:O

/—/F-dr = /—/V@-dr
C1 Cg Cl C2

= /VxV@dS:O
S

Mais geralmente,

g) Em dinamica de fluidos, para fluxos irrotacionais é costumeiro introduzir o potencial ¢
de velocidade

e similarmente em eletrodinamica

em certas circunstancias.

h) Em fisica cldssica é considerado que pélos magnéticos isolados nao acontecem, mas estao
encontrados em pares m e —m separados por uma distancia [, ml é chamado o momento dipdlo.

F r+ Ar

Figura 1.6: Aquip' = (2/,y,2') e p= (2,9, 2)

O potencial ¢ em P é dado por

LI (LS L1 /1
Y= roor+Ar r+Ar r )

Avl—Aa_x/il+8_y/i1+8_Z/il
zwh r) P o - ol 9y’ \r ol oz’ \r /)|’
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onde p = ml. Mas

o (1 1 0
B <;) = —5%(@, —2)’ 4+ (Y —y)? + (' = 2)%)
B 22 —x  x—1 "
R e
or o 7 ~
Também w = (a—xla 8_%’8_21) e p = —,uw—gr, considerando r na direcao de P a P’, é o
r

potencial em P.
T
Se existe uma densidade de dipolos magnéticos p, o potencial p em P é — fv p—3d$.

r
-dS
/P _ /V.(BW
av T 174 r
/V-pdw /p-r
- - —3dx
A% r v T

/ div pdx / p-dS
$=- + .
v T ov. T

Uma distribuicao superficial de dipolos cuja direcao é sempre normal a superficie S é cha-
mada uma casca (ou camada) magnética. Se T é a densidade de dipolos por unidade de area,

Observe que

Segue-se que

o potencial associado ao dipolo 7dS é —7 esedS-r=dSrcosf, entao

r3

cos0dS r3dw
=7

= —71dw
r3 3

$=-T
com dw sendo o angulo sélido subentendido em P por dS. O potencial da camada é assim (7

uniforme)
— / Tdw = —7§2

com () sendo o angulo gerado pela camada em P. Observe que ¢ cresce de —2n7 a +277
passando do lado (pogo) ao lado (fonte).
Do exemplo e) resolvemos:
V-V = —4nt

(/%)
T
be’:VxV(/thx>:0

j) Considere o problema de costruir b tal que

co1m

€ segue-se que

Vxb’=a, diva=0.
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Suponha que diva = 0 em um paralelepipedo. Construa

o= (/ agdz—ﬁ(:v,y))i—i- (—/ aldz)j+0-k.

Entao
(V ><Oé)1:CL1, (VXO&)QICLQ

€

[ (0ar . Dy 99

(Vxa)y = _/20(8x+8y)dz+8y
. z 8a3 o
= 02 dz + ay
09(x,
- ag(l’,y, Z) _a3(x7y7 ZO)+%‘

Se escolhemos

Yy
19($,y) = / a3(x7y720)dy

Yo

entao,
(V X 06)3 = as.
Assim,
z Y z
b = (/ CLQ(ZE',y,Z)dZ—/ a3(xay720)dy)i_/ al(x,y,z)dzj—i—()-k
20 Yo 20
¢ uma solugao de V x b = a.
divb

Mas em geral divb # 0. Coloque t = . Do exemplo i) construimos b’ satisfazendo

Vxb =0 e V-b =—4nrt
Coloque b’ = b + b/, entdo

Vxb =V xb+Vxb =a

V-b'=V.-b+V- b =0.

b® é chamado o potencial vetorial de a.

k) Da terceira identidade de Green e exemplo c)

Vv an

r A Jov \r On r

Por outro lado, 4£ pode ser interpretado como a distribuicao superficial de uma camada dupla
s

10
(ou dipolos) de densidade 2. Também do exemplo e), o termo envolvendo 4_8_9[) pode ser
won

1
interpretado como a distribuigoes superficiais de camada simples de densidade ——(P. Segue-se

que a terceira identidade de Green tem uma interpretacao fisica bastante transparente e tal

representacao poderia ter sido postulado nesta base.
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1.11 Linhas de Campo e Tubos de Forca

Considere um campo vetorial a(x) definido em uma regiao V' C R™. Uma linha de campo é
uma curva 7y tal que

i _dye D

a ay  a,

No caso que a é um campo de velocidade, referimos a linhas de fluxo. Sea: x € V — R"” é
uma funcao, duas linhas de campo nao podem ter interseccoes sem coincidirem.
As linhas de campo juntas definem um tubo de campo (ou tubo de forga).

Figura 1.7: Volume Q0 definido pelo tubo de forca e as se¢oes o1 e o3.

Considere o volume 2 definido pelo tubo de forca e as se¢oes o1 e g5. Se diva = 0 em (2,
pelo teorema de Gauss,
/ a-dx=0.
)

Nas paredes do tubo a - d¥ = 0 e assim

/a-dZ—l—/ a-dx=>0
o1 g2

/a -dX = constante em uma secao o de X.
(e

ou

= a forca do tubo (Conceito devido a Faraday).

Um tubo unitario é um tubo de forca unitaria.

J ga-dS calculada sobre uma superficie fechada S define o excesso de forca dos tubos de
saida sobre aqueles de entrada. No caso que diva = 0 em S°, f ga-dS =0, o que implica a
forca de entrada ¢é igual a forca de saida. Em outros termos: tubos de forca nao podem originar
nem terminar em uma regiao onde diva = 0.

Um ponto onde tubos de forca tem origem é chamado uma fonte e onde termina um
sorvedouro. Uma fonte onde tubos de forga total 47m originam é chamada uma fonte de forca m
e um sorvedouro onde tubos unitarios de forca total 4mm terminam é chamado um
sorvedouro de forca m. Podemos encarar um sorvedouro de forca m como sendo uma fonte de
forca —m.

Suponha que diva = 0 em S? exceto em uma fonte Py € S° de forca m, entao [;a-dS = 4wm
(medindo o excesso de forga dos tubos de saida sobre os tubos de entrada).

Considere um campo de velocidade u definido em uma regiao V, u € C5(V). As linhas de
fluxo sao definidas por

& _dry  dxs

U Uz us
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e as linhas de vorticidade por

d(L’l dZL‘Q dflfg

8’&3 8uz - 3u1 8’LL3 N 8u2 8u1 '

8132 B 3x3 81’3 B 8271 8901 8952

1.12 Cinematica dos Fluidos

Existem essencialmente duas descrigoes de cinematica de fluidos:

1. Aquela de Euler que especifica em cada ponto P = (z,y,2) € D C R?® e tempo ¢, um
campo de velocidades u(x,y, z,t); a massa especifica p(x,y, z,t); as forgas resultantes
f(x,y, z,t) atuando no fluido e o tensor de tensodes 7;;(u).

2. Matematicamente a descricao de Lagrange consiste em observar o movimento de um
elemento fixo de um fluido e seguir sua evolugao: Isto é descrever a trajetéria v(t) de um
elemento inicialmente localizado no ponto (g, yo, 20) em ¢t = 0, ou seja

dy
E - Ll(’}/? t)

z;(0) = xo;, To1 =2, To2=1Y, Toz=2.

Em geral, uma quantidade H descrevendo alguma propriedade do fluido pode ser descrita
nas formulacoes Euleriana e Lagrangeana:

HL(%% Z7t) - HE(’Y(:L‘ayazvt%t)
(Lagrangeana) (Euleriana)

Observe que
dHp(v,y,z,t)  (O0Hp % N 0H;, % N OH\ 073 N OH;,
dt N or ). ot dy )., ot 0z )., ot o )

0H OH
= U(’}/,t) : 8_;(7775) + 8_75L7

DH _ (u-VH+a—H) (7.1).

leva a relacao

dt ot

Observe que salvo que u nao depende explicitamente do tempo, as trajetérias do fluido
definidas por

d; .
dxt - ui(xl7x27$37t)7 1= 17273

nao coincidem necessariamente com as linhas do fluxo.
Para conveniéncia vamos escrever a solugao das equagoes nao-autoénomas acima por ;(zo, t),
assim

dry; .
th = u;(yi(xo, t),t), i=1,2,3
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Suponha que u; é C*t, entao

i i o Ou; Mk

dt 8xj N 8% 8:6]-
i -

(5%) ()=

e vamos escrever a matriz Jacobiana J = [ai] Assim,

Ox;
C;_‘Z = {g—:}j (%‘(960775)775”
J(0) = [04].

Um teorema bem conhecido de Liouville 3 afirma que

= trago[%} det J
O

d(det J)
dt
det J(0) =1,

e segue-se que

detJ = exp (tragol%]> t
Ok

= exp (divu)t.

Por exemplo, a aceleracao a de um fluido é dada por

D 0
a(:c,y,z,t) = d_;l =u-Vu+ a—l;(x,t),

onde =22 ¢ chamada derivada material por razoes evidentes.
Da identidade (9) da secao (1.9)

2_
a:@:u-Vu—{—a—u:V(u) 2uxV xu

dt ot 2

e introduzindo a vorticidade w =V x u

Cdt ot 2

—u X w.

1.13 Leis de conservacao de um fluido

| O
ot

Considere o volume Vj. A massa do fluido neste volume é [ [ fvo pdx e a massa do fluido que
atravessa um elemento de area de superficie por unidade de tempo é pu - ndS. Segue-se por

COHSGI’V&@&O de massa que:

[[omas=of[[ow=][] %

3Hale, Jack K.. Ordinary differential equations. 2 and. New York: Robert E.
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Pelo teorema da divergéncia,

//Wopu as = ///Vodw pu)d

///v 2 4.

Sob adequadas condicoes de continuidade concluimos que

ot

+pd1vu+u Vp=0 ou

D
df + pdivu = 0.

No caso que hd uma fonte no interior de Vj, temos que

dt

D
=P + pdivu = 47T,

D
O fluido é chamado incompressivel se d_tp = 0.

Considere um elemento do fluido contido no volume V' com superficie 0V, sujeito a forcas
de volume F por unidade de massa, que movimenta com o fluido. A massa do elemento é

constante e igual a [|, pdx e a taxa de aumento de momento é fv

classicos e nao viscosos, o fluido exerce uma forca —

pdx No caso de fluidos

fav pndS, com P a pressao e n o vetor

normal a dV. Utilizando mecanica newtoniana, segue-se que

/ —pdxr =

/ Fpdx — / pndS
v v

/V(pF — Vp)dz.

Sob adequadas condigoes de regularidade segue-se que

d_u_F Vp Ou

= F— 7 =7 +uVu (equagao de Euler).
No caso barotrépico com p = p(p),
Vp P dp
— =V(P P(p) = / —.
P (P) P

Suponha que F é conservativa, ou seja

F=-VV.

Segue-se que

du

E:

~V(V + P).

1.14 Teorema de Transporte de Reynolds

Seja D uma regiao simplesmente conexa que contém uma regiao V' com forca de volume F por
unidade de massa. A forga total agindo sobre particulas movimentando em V é

F(t) =

[/ ].r
] e

tydy, V(t)=~(V)
- Jdx,
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onde J é o determinante Jacobiano. Segue-se que

iF() - i///F(a:,t)de
_ /// (dF“J F(, )Cfii)dx.
Se lembrarmos o resultado da segio (1.11),
Cr() ///( xtJJerlvuJ)dx
_ /// (—+U-VF+diqu)dx
ST S

1.15 Circulacao e Teorema de Kelvin

Considere um contorno fechado C' descrito por s = s(7), 0 < 7 < 1, 5(0) = s(1), s(7) retificavel
e sua imagem C(t) = ~v(s(t),t). Definimos a circulagao

r®=4drﬁzémmwmwm@w

Segue-se que

dr(t) — /C—duE;’t) ~dy +u(v,t)d (—d’Y(Sd(f)at)> :

Mas por definicao,
dy _

t
dt (707 )

e segue-se que

ggzz/ ) dy + u(r, ) (a(r(0), )

=/(“”td+d<00
/ A (s(8), 1),

Suponha que o fluido é cldssico, nao viscoso, barotrépico (p = p(p)) e com forgas externas
conservativas. Da segao (1.13), segue-se que

dz_i’f) _ /C_v(v + P) - dy(s(t).t) = 0.

Sob as condicoes enumeradas acima é valido o teorema de Kelvin:

Teorema 7. A circulacdo de uma curva fechada retificavel movimentando com o fluido € cons-
tante.
Como corolarios deste resultado podemos afirmar que
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Corolario 1. Se o movimento € inicialmente irrotacional, entao a circulacdo € zero para cada
circuito fechado, continuando ser zero sobre circuitos movimentando com o fluido e assim o
fluxo continua sendo irrotacional.

Corolario 2. Tubos de vorticidade e linhas de vorticidade movimentam-se com o fluido.

1.16 Dinamica de Vortices

Observamos que em duas dimensoes a condi¢ao divv = 0 e equivalente a condicao v = -V
(em regides simplesmente conexa) e as condicoes equivalente de corrente v = (9,1, —0,).
Neste caso a vorticidade w = 0,v — Jyu = —Aq.
A equacao de vorticidade tem a forma
D
_d:J = Qw+v-Vwo=0 em D
0
Ay = —w 9y =0 em 0D
on
vV = (83/907 —3x¢)
. . ko (Y N . -
Considere o potencial ¢ = —or = "o tan <—> , uma funcao multivalente que nao é
T T x
0
definida em r» = 0. As linhas de corrente sao circulos concentricos devido ao fato que —a—(p =0
r
10
e a velocidade do fluido em qualquer ponto (r # 0) é ——a—z ou - A circulagao |, o u-ds sobre
r r
x k < .
um circulo com centro na origem é f02 2—d9 = k. A funcao de corrente é dada por Ay = —k
0

e consequentemente por
k
= —— log(r).
Y =~ log(r)
Em geral, N vortices centrados nos pontos r; com circulacao k; tem fungoes corrente
k-
—2—]log|r —rj| = ;. O campo de velocidades induzido pelo j—ésimo vértice (ignorando
T

a interacao com os outros voértices) é

v = (Oy; — Oxty) = ﬁ( : : )

v —1; 2" |r —r;]?

Supondo que os voértices se movimentam, produzindo um campo de velocidades
N
v(z,t) = Zvj(x,t),
j=1

com v; dado como acima, permitindo os centros dos vortices movimentar. E plausivel que cada
vortice deveria movimentar via a interagao com o campo de velocidade agregado dos centros
dos vortices, isto é

du;(t) 1 Yi — Vi
= —— N .
dt 27?2 T2
i#] “J
N
@ T mahTE ol



A dinamica portanto é obtida escolhendo os valores da circulacao k;, j = 1,2..., N e os
pontos iniciais dos centros dos vértices r?, i = 1,2, ..., N e resolvendo as equagoes acima. A
circulacao total k é conservada e k = ) k;.

O fato que é importante é que estas equagoes formam um sistema hamiltoniano: Defina

1
H= _Egkikj log |r; — 1;].
1#]

Segue-se que

oH - dr;
8yj / dt’
oH dy; .
—— = k22 =1,..N
Oz, OFTRI T

introduza z} = \/|k;|z; e y, = \/|kj|sgnk;y;, i = 1,..., N. Entao

dv;  OH
oy
dy; ~ OH
a o
¢ iH OH da! OH dy
T d -
) v,

Consequentemente, H é uma constante do movimento. Segue-se que se os k;’s, j = 1,..., N tém
o mesmo sinal, ndo podem haver colisoes, isto ¢, se |z; — x;| # 0, ¢ # j em t = 0, esta situagao
é preservado, porque caso contrario H — oo.

Esta situacao pode ser generalizada ao caso de NV vértice em uma regiao D com fronteira
0D, com a nova condicao que o fluxo v; do j-ésimo vortice devera satisfazer v; -n =0 em 0D.
Isto é equivalente a escolher a funcao de corrente 1);, para o j-ésimo vértice satisfazendo

Ay = —wj=—k;o(r —1;)
% =0 em 0D,
on
ou escolhendo 9; a ser —k;G(r — ;) com G a funcdo de Green para o problema de Neumann
e resolvendo

dx; k;

d_tf — _i;ayja(rj—ri)

dy; K

dt 24 ,aﬁG(rﬂ ri)
i#]

(2;(0),4;(0)) = (wo,y0) em ¢=0.

Para maiores informagoes referimos ao livro por A. J. Chorin, J. E. Marsden. A mathema-
tical Introduction to Fluid Mechanics, Springer-Verlag, Berlin, 1979 (p. 87-89).
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1.17 Eletromagnetismo

Faremos algumas observagoes sobre as equacoes de eletromagnetismo supondo que o leitor tem
previo contato com o assunto através de disciplinas elementares de fisica.

Em meios materiais acontece o fenomeno de polarizacao do meio e a necessidade de in-
troducao do deslocamento elétrico D que é expresso em termos de campo elétrico E do meio e
o vetor de polarizacao via a relacao

D =E +47P.

O termo elementar eletrostatico dos meios macroscépicos dielétricos nos leva a Lei de Coulomb

envolvendo a densidade de carga p
VD = 47p.

Na interface S dos meios materiais com campos (E;, D), (Ey, Ds) e carga superficial de den-
sidade o distribuida em S, as relagoes de fronteira

(D2 — Dl) lop = 4o

(E2 —E1> X N1 =0

sao satisfeitas, onde ny; € o vetor unitario normal a interface orientado da regiao 1 para a regiao
2.

Com respeito a magnetostatica, é geralmente suposto que nao existem cargas magnéticas
livres e a entidade basica é o dipolo magnético. O torque mecanico N exercido pelo campo
magnético B sobre o dipolo magnético com momento magnético u satisfaz N = p x B. Con-
servacao de carga exige que seja satisfeita a equacao da continuidade

dp

E—FV-J:O.

No caso de fenomenos magnéticos estacionarios

V-J=0
¢ 4
VxB=_"7J
C

Aplicando o teorema de Stokes a superficie S bordada pela curva C,
4
/B-ds:/vXB.dsz—” J .- ds.
c s ¢ Js

Uma vez que a integral de superficie de densidade de corrente é a corrente total I que passa
pela curva fechada C', a lei de Ampere pode ser escrita na forma

4

/ B.ds=—1.
C C

As leis basicas de magnetostatica, na forma diferencial sao

4

VxB = —7J
c
vV-B = 0.
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Observe que se V - B = 0 ¢ satisfeito em todos os pontos de uma regiao simplesmente conexa
com fronteira regular podemos introduzir o potencial vetorial A via

B(x) =V x A(x).

S ,X_X Vo (x).

Para uma dada indugao magnética, o potencial vetorial pode ser transformado via A — A+V P,
uma transformacao de calibre (Gauge transformation) entre a carga p e a densidade de corrente
J.

Biot e Savart (em 1820) estabeleceram as leis basicas experimentais relacionadas a indugao
magnética B as correntes. Supondo que ds seja um elemento de comprimento na direcao de
fluxo de corrente de um fio fino carregando uma corrente I e r o vetor dirigido do elemento ao
ponto de observagao P, entao

De fato em geral

ds X
dB = k1= =%
[r[?
Esta lei pode ser escrita na forma integral,
1 r—r
B = —/J(r') X mdr/

—v / ) i
v — |

e imediatamente V - B = 0.
Também,

VXBZEVXVX/ J(r) dr’.
C

v — |

Utilizando a identidade V x V x A =V(V-A) — AA,

1 1 1 1
VXB:—V/J(T')-V — dr’——/J(r’)A — | dr'.
c Ir — /| c lr — /|

Utilizando as identidades . .
\Y =-V
v — 1| v —1'

1 /
A (]r—r’|) = —4né(r —1'),

V><B-—J+ V/

junto com

obtemos que

h—fl
A equacao bésica agora toma a forma
V x VA = 4—7T
c
ou
V(V-A)—AA:%TJ



Utilizando a escolha div A = 0 (Calibre de Coulomb),
aa=-Tg
c

Faraday (1831) estabeleceu a relagao entre o fluxo magnético através de um circuito C'
bordando um superficie S, F' = f ¢ B-dS e a forga eletromotriz em torno do circuito € = f o BE-dS.

E mostrado que a lei de Faraday assume a seguinte forma

/E-dsz—li B.dS
C Cdt S

ou o teorema de Stokes na forma diferencial
10B

Segue-se neste desenvolvimento que as leis basicas de eletricidade e magnetismo, em forma
macroscopica e em unidades gaussianas, derivadas de observacoes em estado permanentes,
exceto a Lei de Faraday, sao as seguintes:

1. Lei de Coulomb, VD = 4np;

4
2. Lei de Ampere, VxH= —WJ;
c

10B
3. Lei de Faraday, VXE+-—=0;
c Ot
4. Auséncia de polos magnéticos livres, V-B=0;
. . dp
5. Lei da Conservagao, — +V-J=0.

ot

Certamente (3) e (5) nao podem ser sacrificados. Observe da Lei de Ampere

%v.J:V.VxH:0 ou V-J=0,

0
mas isso é incompativel com (5) se G_IZ # 0. Por outro lado observe que
dp 1 0D
—+V-J=V(J+——]=0.
ot " ( AT )

A partir desta observacao, Maxwell modificou o conjunto das equagoes. Sugeriu a reducao ao
caso de correntes estacionarias, substituindo

1 0D
J—J+——
+ 4 Ot
e modificou a Lei de Ampere na forma:
4 10D
c c Ot

Com esta modificagao as equagdes assumem a forma
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1.17.1 As equagoes de Maxwell

V-D = 4mp
47 10D
H = —J+-——
VX c +08t
V-B =0
10B
E 22
V x +c@t 0

com as condicoes de fronteira apropriadas?:

(Dy — Dy) - n =470,
nXEQ—Elz(J,
(BQ_BI)'DIO,

4
nx (H, — H)) = %Tk,

k sendo a corrente superficial.
Consideremos as equacoes de Maxwell no espaco R e com D = 0. De VB = 0, introduzimos
o vetor potencial A

B=VxA
e a lei de Faraday ¢
10A
\Y% E+-—) =0,
. ( - c 0t>
o que implica a existéncia de um potencial escalar ¢ tal que
10A
E+-——=-V
* c Ot 7
o 10A
E=- -
c Ot
Obtemos assim
10
A -——(V-A)=-4
Pt 5 (V- A) mp
1 0%°A 10p aT
AA — ——— — A+ -—— ) =—1J.
c? ot? v <V * c 8t> c
B é invariante sob a transformagcao
A— A+ VA

e nesta circunstancia o campo elétrico também é invariante se

4Determinadas integrando as equacoes de Maxwell
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de tal modo que se escolhemos

V-A+ g—f =0 (a condigao de Lorentz)
1 9%p
1 O?A Am

BA I T

Agora é possivel satisfazer esta condicao dado que existe uma funcao de calibre A resolvendo

1 0?A 10p
AA‘?W—‘@ A%at)

Observe que

A—A'=A+VA

N N 10A
¥ ¢ =¢ ¢ ot
satisfaz a condicao de Lorentz se (A, ¢) satisfaz
1 92A
)
c? Ot?

Noutro lado, utilizando o calibre de Coulomb V - A = 0,

Ap = —4mp,
- / px', 1) dx’
x —x/|

1 9?A 4w Op
oo T et V (815)

As equagoes para p e A tem essencialmente a mesma estrutura da equagao com onda com fonte
o conhecida,

1 9%p
— _28_ = —47TU(X, t),

onde ¢ é a velocidade de propagacao.

1.18 *Potenciais de Retardamento
A férmula de Kirchhoff: Considere

Ou+o(z,y,2,t) =0 em V.
Seja Q o ponto (zg, Yo, 20), T = |x — Xo|, x € V. Introduza

-
v(x,y, z,t) :u<1:,y,z,t——>.
c

E facil verificar que se R = (%0, %0,20), P = (x,y,2), r=|P — Q],

2r 0 [x — xg0v 0 (y—1yo0v 0 (z—z)0v B
Av+cax( 72 8t)+8y< 72 8t)+8z< 72 8t)+[0]_0
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r 1
onde [0] = o (;E, Yy, 2,1 — —). Multiplique por — e integre em um volume W contido em V.
c

No caso que Q ¢ W, Q no interior de Sy, OW = 9(S; U S;), S; sendo a superficie externa.
Deixando o diametro de S5 tender a zero, o valor da integral sobre S, é

dS =4
of S (7)o
Neste caso temos que

[ [ [ (L)t 200
47WQ/ rdx s ”an r ron cratﬁnds
ov_[ou] _or [on
on | 0on on | ot]’
obtendo finalmente

drug :/[%]d:p - //[u]% (%) —% {%} . Cllg—:; Bﬂ dS  (Kirchhoff).

Quando u e ¢ sao independentes de t, obtemos que

dug = /;dx— /51 /u% <;> — ;8_nds (Kirchhoft).

Supondo que S; expande ao infinito (se possivel), simplificagoes sao possiveis. Suponha, por

Cco1m

exemplo, que para |x| grande, u(z,y, z,t) = 0 para t < ty. Evidentemente ¢ — — sempre cai

c
abaixo do valor de ty quando r é suficientemente grande e assim todas as quantidades [ ] = 0.

Também, fSl — 0 no caso que u,%—? — 0, r — oo tal que u = O(l), Gu du _ O(T%)

r ot or
Nestes casos,
drug = / de
o]0 T

(Esta férmula foi dada por G. Kirchhoff, Berlin Sitzungsber S., 641,1882 Wied Ann Bd XVIII
1983, Ges. Abh. Bd II 523)

1.19 Energia do campo eletromagnético

O trabalho W; feito para trazer uma carga pontual a; do infinito ao ponto x; em um campo
elétrico descrito pelo potencial ¢ é dado por W; = a;p(z;). Se o potencial corresponde a uma
seqiiéncia de n — 1 cargas ¢;, 1 = 1,...,n — 1,

n—1

e a energia potencial total

. i
W= ZWZ 22 |%i —]Xgl

i=1 j5<1
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e a energia de distribuicao de carga continua

W = %//%dwdz’: %/p(x)@(x)dm

Utilizando a equacao de Poisson
AQD = _477107

entao

1
W = —— [ pApdx

s
87 piar

1
= — [ |[E]*d
8T /| | ©

um resultado descrevendo a energia no vacuo.

Em geral
1

T 4r

oW /(5p(x)cp(x)da:

e de

1
V -D = 4np, 5p:EV-(5D)

5W:4L/E~5Dd:r.

™

Agora, imaginem D variando de seu valor inicial O a valor final D, entao

1 D
W:—/da:/ E-oD
4m 0

E-éDz%é(E-D)

e com relacao linear entre E e D

1
W=— / E - Ddzx.
8T

Considere um tubo de corrente elementar, de area de se¢ao reta Ao seguindo uma curva
fechada C' bordando a superficie S. O aumento do trabalho efetuado contra a forga eletromotriz
é

JA
owo= =2 / néBdS
S

c

- JAO/VX(SA-ndS
S

Cc

- JAU/&A-dS.
C

c

Mas
JAcdS = Jdz
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e somando sobre todos subcircuitos elementares obtemos que

5W:1/5A~Jda7
cJc

Utilizando a lei de Ampere

VXH:4—7TJ
C

5W:4i/(5A-V><de

™

5W:4i/(H-V><5A+v-H><5A)dx.
T

Supondo a distribuicao de campos ¢é localizada

5W:i/(H-Vx5A
47

e no caso que ha uma relagao linear entre H e B,
1
H-5B:§5(H-B)

e variando H de 0 a H,
W = i /H - Bdx.
8

Vamos agora considerar a situacao geral através das equagoes de Maxwell. Vamos postular
que a densidade de energia u campo eletromagnético é dadp por
L E.D+B.-H)
u = — . .
8
e mostrando que isto admite uma interpretacao consistente.

Para uma carga tnica ¢, a taxa de realizacao do trabalho pelos campos eletromagnéticos
externos E e B é ¢vE com v a velocidade da carga. Quando existe uma distribuicao continua
de carga e corrente a taxa total de realizacao de trabalho em um volume finito V' é fv J - Edzx.

Utilizando a Lei de Ampere-Maxwell

/J-de:i/ (cE-VxH—E-a—D)dx.
v 47T v 3:1:

V-ExH=H - VxE-E-VxH

Utilizando

e a lei de Faraday

1 oD OB
/‘/J~Edﬂy——ﬂ/v(C-V(EXH)+E-E+H-E>CM

ou c
_ -Ed~ = —+—V-ExH)d
/VJ " /V<0t+47rv % ) v

% +V-S=-J-E (Poynting)

ou

ou
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com S = ~E x H.

S representa um fluxo de energia e é denominado o vetor de Poynting (1884). O resultado
dado acima pode ser colocado em palavras na forma:

Taza temporal de variacao de energia eletromagnética em um determinado volume mais a
energia que flui através das superficies do volume por unidade de tempo € igual ao negativo
trabalho total realizado pelos campos sobre fontes dentro do volume.

1.20 *Reflexao e Refracao de ondas eletromagnéticas em
uma interface plana de dielétricos

Consideramos dois meios separados pela superficie interfacial z = 0, com permeabilidades e
constantes dielétricas p e € abaixo da superficie e i/ e € acima. Consideramos uma onda plana
de vetor k e freqiiéncia w incidente a interface a partir do meio p e € dando origem as ondas

refratadas e refletindo com vetores k e k’. Aqui n é o vetor normal unitario na dire¢do do eixo
0Z.

I

-

1N d
I T’ 1-”

A9

Figura 1.8: Meios separados pela superficie z =0

Tentamos uma solucao das equacoes de Maxwell em cada meio

OE=0, OB=0.

(ou E = Eezkn-x—zwt7 B= 'I~€zkn-x—umt7 k?zfl 0=

Na forma:
Onda Incidente:

E = E062kx71wt

k x E
B = Vi

Onda Refratada:
E/ — E/Oeik/x—iwt

k' x E
B = 1!
VI e
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Onda Refletida:

E// _ Elloeik”x—z'wt

k// X E//
BI/ — /_IU/E—
K|

w
k=] = ] = 2 pe

K=K == \/we
&

Coloque n = /e e n' = \/p/'e’. A variacao espacial e temporal de todos os campos deve ser a
mesma em 2z = 0, o que implica que

(k : X)z:0 = (k/ . X)zzO = (k” : X)Z:()
e que todos os trés vetores de onda estao contidos no mesmo plano e

ksenr = k'senr = k"senr.

N k/ /.1 /
Dado que k" =k, i =1"e T _r_ JEe (a lei de Snell).
senr  k L€ n

Também, as componentes normais de B e D e tangenciais de E e H sao continuas, o que
significa que,

(EE + EHO - €/E,0> -n=0
(k? X EO + k’”E”O — k' x Elo) -n=20
(EO + E/IO — Elo) xn=>0

1 1
(—k xEy+ k' xE'y — =k’ x E’O) xn=0.
1t u

No caso E perpendicular ao plano de incidéncia, obtemos o seguinte

EO +E//0 —Elo == 0

/
\/E(EO — E"y) cost’ — G—IE'O cosT =0
7 \ 1

£ 2n cos i

Ey ncosi + ﬁ n'2 — n2sen?q

" ;K& 12 _ 2 2,
E 0 7 COS 1 7 n n<sen<1

Ey  ncosi+ ﬁ n'?2 — n2sen?i
No caso E paralelo ao plano de incidéncia,

cosi(Ey — E"y) —cosrE'y =0

€ y e
;<E0+EO)— JEO:
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£, 2nn’ cos

Eqo ﬁnQ cosi 4+ nvn'? — n2sen?i
E", 571’2 cosi — nyv/n'?2 — n2sen?i

Ey ﬁn’z cosi + nvn'? — n?sen?1

1.21 *Dipolo Elétrico Oscilante

Figura 1.9: No caso estdtico, p = “CTOQSG, u=eh

Suponha que ¢ é uma funcao de t. Precisamos supor que uma corrente flui de —e a e para

manter a conservacao de carga, a corrente [ = ¢ = %
A solucao de Kirchhoff é dada por

Azl/i(z—g)dx.

Consideramos, heuristicamente que temos I =45, S uma secao, 7 = ék el = %k.

Assim,
PR Gl 2
c T
G E)k
cr
e
. 0A. 0 [ f
Lembramos que
dp
divA + —— =
v A+ - ot 0
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p = —% (g) +1(2),

1(z) refere a uma situagao eletrostética e ignoramos.

2O (N _z(f f
‘P_FE(?)_?<J+E>'

Em coordenadas esféricas

A, = Aycosb
Ay = —Assenb
A, =0,
ou

g <f60897_fsen970>
cr cr

1 r rf rsen 6
0 o) 0
H — V X A == B 9 ) or 89 Ao
resen fcosf  fsen 0
cr

c
__9 for 1o(f
b, = 5 (cos@(cr+r2> —l—cat( cos@)

)
e 23 o (£ 2) 23 o)
o=z (0 (5 5))
ou
Er:—0089<£+%+i—§—£>
Ey =senf (%—i—r—é—l—%)

E,=0.
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Em uma distancia grande de oscilador

O vetor de Poynting

&
P = —ExH

4 %
I R

= | B B 0
"o o0 H,
&

= -(EpH,,—E,H,,0)

csen’0 (f fN( S S f

P =— A L
" dn r <62 + cr c2r + cr? + r3
_ ¢ 2senfcost f f f f

Fo = 47 r <02 + cr) <cr2 + 73

a média por unidade de tempo e r grande é

_ 1 senZ4d

APl
A c3r?

Py ~ 0.
e no caso de um dipolo, y = fosen wt,

_ 1 sen?6 —
P~ = 20 sen wt?
dm c*r

1 fiwlsenf
&8  3r2

Isto significa que nao ha radiacao na direcao do oscilador. Maior radiagao acontece perpendi-
cular ao dipolo, # = 7. A radiacao total em média

2 4 T 0
/ p.as = / X or2sen 06
T’ Jo T
Jutd _ fput
4¢3 3 363

Freqiiéncia de oscilagao v = 3~ e poténcia de transmissao depende sobre a quarta poténcia de
freqiiéncia.
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1.22 *Relacoes entre Mecanica classica e Mecanica Quantica

O caminho dos raios de luz sao trajetérias ortogonais as superficies de onda. Desprezando o
fenomeno de difracao, podemos calcular o caminho dos raios em funcao do principio de Fermat:
Py P
o nds =6 —ds =0 (1.17)
Po p U
onde u é a velocidade de fase (fazendo o indice de refragdo como uma fungdo de posicao).
Entretanto, se o objeto em anélise for da ordem de magnitude de uma onda de luz, o uso de
6tica geométrica simples é inadequada e o fenomeno relacionado com difragao nao podera mais
ser descrito em termos de raios de luz.
Um principio extremal similar (Hamilton) é aplicado para os caminhos de particulas que obe-
decem a Mecanica Classica. A analogia com a Otica torna-se particularmente evidente se res-
tringimos as Orbitas de comparacao aquelas com a mesma energia total. Isso é equivalente a
passar do Principio de Hamilton para o de Maupertuis. Do Principio de Hamilton para uma
particula, temos

t1 t1 t1
0:6/ (2T—E)dt:5/ 2T:5/ mu?dt (1.18)
to to to

Introduzindo o caminho da particula como uma varidvel de integracao no lugar do tempo,

obtemos
t1 dS t1 t1
0= 6/ mu—dt = (5/ muds = 6/ vds (1.19)
to dt to to
pois m = constante

Comparando (1) e (2), percebemos que se quisermos associar ondas com particulas movendo-se
com as leis da Mecanica do mesmo modo que as ondas de luz estao associadas com os raios de
luz, precisamos fazer u o % de modo que o Principio de Fermat seja valido para as ondas de
matéria. No que segue, continua-se a discussao feita em Joos [7] (pag. 693-696).

Seja U a energia potencial, T" a energia cinética e E a energia total, entao a relagao

1 2
E—U:T:§mv2 UIHE(E_[D (1.20)

™ c c
VE-U VE-U ' VE-U (121)

Além disso,

1
U= -
v

onde C' = \/? .
Em 1924, de Broglie sugeriu que a distribuicao de particulas como os elétrons deveriam ser
calculados por uma teoria ondulatoéria. A energia de um féton e igual a hr e a massa m é dada
por hv = mc?, onde ¢ é a velocidade da luz. A velocidade de um féton é igual a ¢ e seu momento
¢ mc = Av/c. O comprimento de onda A das ondas associadas com o féton é igual a ¢/v. A
proposta de de Broglie é que relagoes semelhantes sao validas para elétrons e ondas associadas.
Desta forma, procuramos introduzir uma freqiiéncia £ = hw onde h = 1,05459.107%7 ¢ a
constante de Planck e w é a freqiiéncia de onda. Dessa forma,

u = ¢ (1.22)

hw —U

Isso significa que a velocidade de fase u depende de w, logo, existe dispersao quando ondas sao
introduzidas. Num meio de dispersao é necessario distinguir entre a velocidade de fase u e a
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velocidade de grupo u, = v. Portanto, recordamos a nocao de velocidade de grupo. Considere

a onda dada por 1 = sen 27”(:1: — ut), A sendo o comprimento da onda e u a velocidade da

onda. Coloque k = 27”, w = Z“T“ = 2. Suponha que examinamos a interferéncia de ¢ com )/,

correspondendo a k', w':

’ / Y o
Y+ =sen (k—;kx—w—;wt)cos(k Qkx—w 2wt)

e pondo 0k =k — kK, dw =w — '

Y+ = cos ((%kx — %dt) sen (kxr —wt), 0k, dw < 1.
Definimos a velocidade de grupo u, = g—“lg ou
d(}) _ & du
~ B e
T A T T T
~dv dhw
d(3)  d(3)
Assim temos,
1 d(= 1 1
L (u):_:—:ﬂz/d—“ (1.23)
Ug dw v 2(p-U) U 2 (hw —U)

Resolvendo a integral, obtemos
1 hw
ﬁ\/2m(ﬁw—U) =u= (1.24)

O comprimento de onda da matéria é dada por

u h h
AT e T anE=D) (1:29)

e numa regiao livre de forgas (gravitacionais), temos

A= - — (1.26)

pois
1 2F
E = §mv2 = v = "= = 2mE = (mv)? = V2mE = mv (1.27)
m

Passando de uma regiao onde U = 0 para uma onde o potencial U existe, corresponde a entrar

na regiao cujo indice de refracao é

E —
E

Se u é uma funcao de posigao, temos um meio com indice de refracao varidvel na qual as

trajetorias ortogonais das superficies de onda sao curvas.

Se o comprimento da onda de Broglie de um elétron que é atravessado por uma diferencia de

potencial V' é calculado por (1.26), obtemos com Wilson [14] (pag. 96) ou 5.12.1

1

d

(1.28)

n =

Ve =moc*{ -1} (1.29)



onde m é dada por m = mg + %, mp ¢ a massa de um elétron em repouso e v é a velocidade
do elétron. Substituindo (1.26) em (1.29) e fazendo algumas simplifica¢ées, obtemos

h
A= ¢ (1.30)
VVe(2moyc? + Ve)
Notar que quando 27;/0662 é pequeno, teremos
h 150
A= 1078 (1.31)

V2Vemy \%

Isso mostra que os elétrons cuja velocidade é de centenas de volts ou milhares de volts estao
associados com os comprimentos de ondas dos raios-x.

Se quisermos modelar o fenomeno de difragao em 6tica, devemos usar a equacao diferencial de
onda

2
v
%? = u’ AV (1.32)
onde b 5
u (1.33)

T Vm(hw —0)  2m(E-0)
Resolvendo (1.32), temos

2 ‘(E)t
U=qe h (1.34)
Substituindo (1.34) em (1.32), obtemos a famosa equacao de Schrodinger
8m2m
Ay + 72 (E-U)p=0 (1.35)

Essa equacao tem o mesmo significado em mecanica atomica que tem a equacao de Hamilton-
Jacobi 95

H(aqk79k) =F (1.36)
em mecanica celeste.
Deveria ser enfatizado que o principio de correspondéncia evidente aqui tem que ser aplicado
com cuidado. De fato, problemas podem ser encontradas com os operadores introduzidos
(veja, por exemplo, o livro de Abraham & Marsden [1], sec@o 5.4 onde onde é encontrado uma
discussao do artigo de Van Hove, Sur certaines representations unitaires de un groupe infini de
transformations,Mem de I’Acad, Roy de Belgique) (Classe des Sci) t. XXVI 61-102.

1.23 *Comutadores e Simetria para Certos Operadores
de Schrodinger

O principio de correspondéncia associa com o momento classico P o operador %th. Introdu-
zindo o comutador de operadores [A, B] = AB — BA, observamos que

i, p;] = ihdy (1.37)
l¢i,q;) = O
pi,p;] = 0

52



com esta interpretacao.
O momento angular L de uma particula localizada em q em volta de 0 é dada por

L=qxp. (1.38)
Calculando os comutadores dos operadores L;

(L1, Ls] = (q2ps — qs3p2)(q3p1 — ips) — (g3sp1r — @1p3) (q2ps — qsp2)
G2p1(P3G3 — q3p3) + p2(qsps — P3gs)
= ih(q1p2 — gap1) = ihLs,

com calculos similares para [Lo, L3] e [Ls, L;], obtendo

[Lla LQ] - ’ith, (139)
[Lo, L3] = ihLy,
[Ls, L1] = ihLs.
Em coordenadas cartesianas
0 0
Lo — Ly =ih (a:a—y — y%) , etc, (1.40)
enquanto em coordenadas esféricas
L h 0 + cos @ 0 (1.41)
= th | senp— + cosf cos p— .
: 700 Yop)’

Ly = ih (— oS 90% + cot fsen 90%) ,

0
Ly = th—.
3 ? 8g0

Se definimos L? = L} + L3 + L3, calculamos

[Ls, L?] = L3L3 — LiLs+ L3L3 — L3Ls (1.42)
- Zh(LlLQ + L2L1> - Zh(LQLl + L1L2> - O

Durante esta discussao temos sido propositalmente vago sobre o dominio e agao dos operadores

h 0
i 0q’
implicitamente supomos que a agao dos operadores é sobre algum espaco de fung¢oes envolvendo
q. Mas ¢ importante observar que as relagoes de comutacao (1.39) e (1.42) poderiam ser
postuladas independentemente desta representacao, permitindo novas representacoes e nocoes,
inclusive ”spin”,

envolvidos. Evidentemente, quando utilizamos o principio de correspondéncia q —

[Ml, Mg] = thMs3, [Mg, Mg] = 1hM, (1.43)
[M:s, M1] = 1hMy, [M27 Mz] = 0.

Observe que na representacao de Schrodinger,
1 0 0 1 0?
L} = - —= 0— _— 1.44
(sen 600 (sen 89) * sen? ¢ 8@2) (1.44)
= —h*Apg,
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onde Apg é o operador de Laplace-Beltrami definido sobre fungoes na esfera.
Considere duas particulas com coordenadas ri, ry e massas mq, mo. O hamiltoniano H tem
a forma
pi P
H = 2—W+2—%+V(|I‘1 —I'2|), (145)
no caso que o potencial depende somente da distancia entre as particulas.
Na representacao de Schrodinger isto leva a equagao de Schrodinger:

h? h?
(gm0 = e+ Vi1 = ) ) lrioms) = () (146
introduz as variaveis M = my; + mq, MR = w, r =r; — ry de tal modo que R sao

mi + Mo
as coordenadas do centro de massa e r as coordenadas relativas. Entao,

m m
vlzvr+ﬁlvR e vgzvr+ﬁ2v3.

Segue-se que
1 1 1 1
—A]+ —Ay=—-A, + —ARg,
1+ 2 " +M R

mq mo
. 1 1 N 1
com g a massa reduzida, — = — + —. A equacgao de Schrédinger agora assume a forma
[ 5 W
h? h?
——— AR — —A, | ®(r,R) = E*®(r,R). 1.47
(~357on -~ .40 ) 00 R) = E R R) (1.47)

Buscando solugdes de (1.47) na forma ®(r, R) = ¢(r)y(R), reduzimos o problema a resolugao
dos problemas

h? y
~ 5 ARG(R) = B (R) (1.48)
- 5 Ae0(0) + V)olr) = Bo(o), (1.49)

onde F + E' = E*. Claramente (1.48) corresponde ao movimento de uma particula livre de
massa M e (1.49) ao movimento relativo.

Na forma de (1.49), vamos examinar dois hamiltonianos: o oscilador harmonico isotrépico
em R", n <3

2 2
D mw= o 2 _ 2
H—%—F 5T T—ZI (1.50)
e o atomo de hidrogénio
2 7 2
g=P _ 2° (1.51)

2m Adwegr

Considere o oscilador em uma dimensao e introduza as varidveis y = /%*x. Defina

I
a= <7w) (y + (%) (operador de aniquilagao)

a' = (%) (y — gy) (operador de criagao).
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Observe que [a,a'] = hw e

hw

aa’ = H+7w, (1.52)
hw

ata = H_7(JJ

Suponha que H tem uma autofuncao u, com autovalor F,,,
Hun = LplUnp,

entao, de (1.52),

a(a'u,) — 5 Un = E,u,

ou -

a‘a(a’u,) = (En + 7) (a'uy,).
Assim,

hw

H(a'u,) = (En + 7) (a'uy,)

e
HunJrl = EnJrlunJrl

com

t
Upt1 =a'u, e FE, 1 =F,+ hw.

Segue-se que

Finalmente, obtemos que

2
se
hw
Eyb=— ¢ auyg=0
2
ou se
2
_Yy_
Ug =€ 2

Analisando (1.49), observamos que
[H,L?] =0, [H, L3]=0, [L? L3]=0.

Interpretamos estas relagoes de comutacao como significando que autofungoes comuns existem
para os operadores. Isto sugere que inicialmente estudamos o problema mais geral dado em
(1.39) e a relagao [M?, M3] = 0. De novo introduzimos operadores auxiliares

M, = M;+iM, (1.53)
M, = Ml—ng.
Observamos que
[Ms, My] = hM,, (1.54)
[M?nM*] = _tha
My, M_] = 2hMs;.
(1.55)
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Dado que [M?, M3] = 0, introduzimos autofungoes ug , tal que

MQUB,m = hﬁU@m (156)
e
Msug = bmug m, Ugm # 0. (1.57)
De (1.57),
M Msug ., = hmM gy, (1.58)

e pelas relagoes (1.39)

M+M3 - M3M+ - [Mg,M+]
— M3M+ - hM+

e utilisando (1.58)
My(M ) = hlom + 1)(Myt05,m), (1.59)

onde ug ;i1 = Miug,, # 0 é a nova autofungao com autovalor m + 1. Assim, geramos novas
autofuncoes e autovalores até m = Mmyay, € neste caso ugp,,,.. = 0. Argumentando em uma
maneira similar com M_ Mj3, observamos que

M3(M_ug ) = h(m — 1) Msug , = h(m — 1)ugm—1

e geramos novas autofungoes com autovalores m’ até um minimo m = Muyin, Ugm,,, = 0.
Observe que

M_M, = M?+ M2+ i[M;, M) (1.60)
= M?— M — hMs;.

Segue-se que

(M? — My — hM3)ug ... = M_M, ug,, =0 (1.61)
e de (1.56) e (1.57)
(/8 - m?nax - mmax)uﬂammax = O ou B = mmax<mmax + 1) (]‘62)
Similarmente,
M,M_ = M?* — M + hM;
e
(B — mfnin + Munin ) Ugmy, =0 OU B = Mypin (Mipnin — 1). (1.63)
De (1.62) e (1.63)
(mmim + mmax)(mmim — Mmax T ]-) =0 (164)

€ Mmim = —Mmax-
Mas Mupim € Mmax diferem por um inteiro,

1 3
max mim:2.7 ‘:07_71,_;"'- 1.65
m m 7, ] 513 (1.65)
Combinando (1.65) com (1.64), segue-se que

717

N W

e B=j0+1) (1.66)

N | —

—j<m<y, j=0,
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de (1.62). Noutro lado L é associado com (1.37) e (1.38) e somente os valores inteiros de j.
Na representacao de Schrodinger,

h Ou
Lyu=—-— =M\ 1.
2= % u (1.67)
tem solucao '
Am = mh, U, = €77 (1.68)
e buscando solugoes de
AgY = pY
na forma
Y = Qe
obtemos L 96 °6
m
Sen@% (SGDQ%) — SenQQ + ﬁ@ =0 (169)

e sabemos que § = hl(l + 1), [ inteiro positivo. Evidentemente nada disso acontece por acaso.
De fato L;, © = 1,2,3 sao geradores do grupo de rotacoes e a invariancia dos operadores sob
rotacoes é refletida na separacao de varidveis.

Solugoes de (1.49) sao buscadas na forma R(7)Y},,(0, )

P19 (,0 R+ 1)
< 2012 Or (T 3T> + 2412 * V(T)) R (r) Ry (r) (1.70)
e colocando Ry, (r) = nl(r), obtemos
r
R 0% RI(l+1)
—5 a5 T X =F,X . 1.71
( 2” Or2 + 2:“’ r2 + V(T)> nl(r) n nl(r) ( 7 )
- . Ze?
Utilizando o potencial de Coulomb, V(r) = ——,
r

R 9% RA(L+1)  Ze?
_ 4 — X =F X ) 1.72
( 241 Or? 2412 r ) ni(r) nXoa(7) (1.72)

Voltando a (1.43) é possivel verificar que podemos ter representagdes matriciais, por exemplo,
10S Casos

h(0 —i h (1 0
)’ MQ_E(z‘ 0)’ M3_§_(0 —1)
0
1

(1) ) ., (as matrizes de ’spin’ de Pauli).
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1.24 A equacao de Calor e Invarianca de Grupo

Consideramos o processo da condugao de calor em espaco descrito pela temperatura T'(z, y, 2, t).
Se dS é um elemento de superficie localizado no ponto (§,7, () com normal n, a quantidade de
calor dIW que passa do por unidade de temperatura é dada pela lei de Fourier

orT

dW =W,dS =W -ndS = —k—dS,
on
onde k é o coeficiente de condutividade térmica, W é a densidade de fluxo térmico. Segue-se
que W = —kVT. Considere uma regiao V' com fronteira OV = S e que ¢ seja o coeficiente de

calor especifico, p a massa especifica e F a injecao de calor por unidade de volume. Segue-se

d
que a taxa de mudanca da quantidade () de calor na regiao V, d—cf, satisfaz

d oT
_Q: cp—da::—/W-dS+/Fdx.
dt % 8t S 1%

Utilizando o teorema de divergéncia e a lei de Fourier

T
/cpa—dx:—/diVde—i-/Fdx
v Ot s v

e dado que V' é arbitrario (e com algumas condic¢oes de continuidade))
or
hgr = div (KVT) + F(x,1).

No caso que a regiao é homogénea (¢, p, k constantes),

or _ kAT + F@’t),
ot cp

k
sendo K = — o coeficiente de condutividade de temperatura.
cp
Suponha que a regiao V estd imersa em um meio de tal modo que a temperatura externa a

superficie S é mantida em Tg. A lei de Esfriamento de Newton afirma que
or

= —h(T —Ts), a condicdo de fronteira.
n
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Além disso, suponha que no tempo inicial ¢ = 0,
T(x,0) = To(x) condi¢ao inicial.

As trés equacgoes constituem um problema evolutivo. No caso de um problema estaciondrio
(independente de t) as equagoes reduz a forma

a’AT + —~2 =0
cp

or

— =T ~-T.

ox ( s)

(Uma equagao de Poisson com condic¢ao de fronteira mista ndo-homogénea).

1.24.1 O método de Similitude e a equagao de calor

Considere a equagao de calor em R™. Evidentemente existe neste problema simetria esférica (a
simetria geométrica), o que sugere que buscamos uma solugao dependendo de r, r? = 2% + 22 +
-+-+ 22, Mas além disso existe simetria fisica no sentido que a equagao

oT
& kAT
o "

¢ invariante sob transformacoes r — 1’ = ar, t — t' = o*, T — T' = BT + v, em
particular, sob o subgrupo de transformacoes

r—r =ar, t—t=a* T —T =a™T.

Isto é dizer que buscamos solugdes T'(r,t) invariante sob estas transformagoes. Observe que
(R A N N
X = s e Y sao invariantes sob estas transformacoes e buscamos a solucao na forma 7' =
2

r
tm2f(X), X = 7 Substituiindo esta expressao na equacao de calor obtemos que

41<;Xf”+(2kn+x>f'—%f=o

(corresponde a equagao hipergeométrica confluente z — —¢).

- .y r T . ~ L
Utilisando a variavel £ = — (que é adimensional) leva a uma expressao mais simples

4kt
T=1""f(g),
n m
et (€+75) fe—5F=0.
O calor total ) é proporcional a

oo
_ (m+n)
/ T(r,t)r"'dr ouaa™a"™ =a™™ ou at 2
0

Um caso especial acontece quando () = constante ou m = —n. Ponha n = 2h, segue-se que

0=2C,fee + (4 n) fe +hf =E(fe + e + h(fe + f).
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Para obter que T'(r,t) — 0 com r — oo é necessério que f e f¢ — 0 com & — oo. Mas f(§) = e¢
2

é uma solugdo satisfazendo esta conclusio (¢ a tinica solucdo). Segue-se que T'(r,t) = ct ™2 e i,
Esta forma de solugao é normalmente obtido utilizando transformadas de Fourier. Para maiores
informagoes consulte o livro por G. Birkhoff® (Capitulo V §80). Outros problemas podem ser
tratados pelo mesmo método. Seguimos a discussao do apéndice 3, Capitulo 3 de Tijonov e
Samarsky.

Considere o problema unidimensional

T 2T

aa—t = az%, x € (—00,00), t >0,
Ty se >0

T(x,O)—{O se x<0. }

e busca a solucao na forma

e =1(35) - (57)

x
Coloque z = ——=. Observe que

2Vt

T T d’f 1
dx2 T dz22 4t
e
o _ _=hdf  p2df
ot a3?dz "2t dz
e por substituicao na equacao de calor
dz? dz’
Sujeito as condigoes f(—o0) =0 e f(oco) = 1. Por integracao
" 2
ag% =—z= f=ce

z 2 i 5
f:c/ eizdgzcl/ e S dc.

Se f(oo) =1, ¢ = \/%7 Segue-se que

T ra, t
T(x,t) = \/_j? e € e

Introduzindo a funcao (integral de erro),

d(x) = %/0 e‘def,

T(w,t) = % (1+<1> <2f%)>

SBirkhoff, G. Hydrodynamics: a study in logic, fact and similitude, 2nd.ed.rev., Princeton University Press,
Princeton, New Jersey, 1960

temos a expressao
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Se o valor inicial é

Ty se x>
T(“”O)_{o se r<7T

Uma andlise similar vai dar a solucao

T(rt) = 2 (1 e (;\/_a_i>)

e no caso o valor inicial é

0 se x>
T(x,0)=¢ Ty se x1 <z <um
0 se z<m

ren-B(6(58) +(578))

Esta condicao inicial corresponde a uma quantidade total de calor @Q = ¢p(xy — x1)To. Se

Q = cp,
cp Tt — — 1 1(@(95—:1:2)_@(:6—%))
Hh= Ty — 1 2 2/ a2t 2V a2t

e no caso limite, z9 — 21 = 0 ((x2 — x1)Tp = 1),

T(e,t) =~ (1®(;\/_a75))g =1

temos uma concentracao de calor no ponto x; com temperatura infinita. Efetuando a derivacao,

e a solucao é

1 1 (z—x1)2
T(2,t) = —— A

2V Vat

Exercicios (Green e Stokes)

1. Seja ¥ uma superficie regular com borda uma curva fechada I'' e suponha que A = (a, b, c) ¢

I'U . Considere o elemento de superficie dS no ponto M = (z,y,z) de X. Observe (veja

cos 6dS
exemplo ¢) que o angulo sélido definido pelo cone elementar com vértice A e base dS é ———

2 )

-

S MA-n . cos 6dS
r=|MA|, cosf = M:A|’ com n o vetor normal unitario em M. Interprete () = f fz 5
r

como um angulo sélido e mostre que

Q= Q(a,b,c) // a—xdydz+(b— )dzdx—i—(c—zg)zlxdy
(a—z)2+ (b—y)2+ (c—2)2)*

2. Mostre que o valor de Q(a,b,c) é independente de 3 dado que a borda é mantida fixa.
Intregrando sobre o exterior da superficie, mostre que se ¥ é fechada, entao 2 é 4w ou 0
dependendo se A pertence ao interior do volume definido por ¥ ou ao exterior. (Dica: Verifique
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que div(g .. (#) =0, com 7= (a—1z,b—y,c— 2), e aplique a féormula de Gauss (exemplo

c))

d
3. Mosque que V(450Qa,b,c) = — [, % independe de ¥ e depende somente de T'.
T

o 7

da [P

0 T\ _ (Ow Ov Ou Ow Jdv Ou
da \|T]3) \Oy 02°0z 0x'0x 0Oy)’
— —b
comu=0,v= %, w = _y| E e aplique o teorema de Stokes).
T T
4. Mostre que se A estd no lado do vetor normal exterior de o que (a,b,c) — —27 com
(a,b,c) — (ag,bg,co) € 2.
5. Considere o Laplaciano A associado com a métrica

(Dica: Observe que div(,, » ( ) = 0, também verifique que

ds* = k*(d&* + dn* + d¢?)

0 ov 0 ov 0 ov
8= 5 (’fa—g) "o (’“a—n) tac (’“a—c) -0

Mostre que u = kv é uma solucio de Au = 0 se Av =0 e Ak'? = 0.
1 T Yy =z
Conseqiientemente, mostre que via inversao v = —u <—, =, —
b . b ) R'\R R R?
7 _
Y= f T REP=&&+n*+Cek?*=R*

e v satisfazendo

) ¢ uma solugao de Av =0

se Ayu =0, onde x =

6. a) Mostre que utilizando a representagao de Poisson em R? que se Au = 0 e |u| < M,
segue-se que u =constante (Liouville).

b) Utilizando a parte a) mostre que uma fungao real harmonica em R? é constante ou uma
aplicacao de R? em R!.

7. Considere n particulas fixas no plano se atraindo com uma forca central de magnitude
%. Mostre que nao existem mais de n — 1 pontos de equilibrio para uma particula no campo
(Dica: As posicoes sao (x,y), (x;,y;), j=1,...,n introduzem varidveis complexas z = = + iy e
z=x; 4+ iy;).

Exercicios (Aplicagoes)

8. Mostre que uma superficie fechada rigida ¥ sujeita a uma pressao uniforme direcionada no
interior V? de ¥ fica em equilibrio. (Dica: Sendo n’ o vetor normal direcionado no interior de
Y, a mecanica elementar exige que

//n'dS:O e //xxn’dSzo,
2 s

com X o vetor de posi¢ao de dS. Agora considere

/u'n’dS:—/ divu,
s Vo
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com u = (1,0,0), u=(0,—2z,y), etc).

9. Suponha que as linhas de corrente de um fluido com velocidade u e divergéncia divu = 0
sao as interseccoes das superficies C?, f; =constante e f, =constante. Mostre que existe uma
funcao C!, \, tal que u = AV f; x Vf, e que

O\, f1, f2)
d(x,y, 2)

10.Para um fluido movendo em um tubo de secao variavel 3, mostre que se v é a velocidade
no ponto P e s o comprimento do tubo até este ponto, entao a equagao da continuidade é

9(Bp) , 0O
——— + —(Bpv) =0.
11. Se a vorticidade w = V x v em cada ponto de um fluido incompressivel é constante
mostre que Av = 0.
12. a) Seja v,, a velocidade no ponto r relativo a um sistema de referéncia rodando em

volta da origem O com velocidade angular w. Mostre que a equagao de Euler tem a forma:

=0 e A=F(fi,fo)

OV, 0 1
%—l—vm-VVm—i—wavm—i—a—C:><r+w><(w><r):F—EVp.

b)Mostre que se w é constante, as equagoes toma a forma no caso incompressivel (divv,, = 0)

aVm _ P 1 2
W—Fvax(wm—l—w)—F V<;+§Q),

onde
Q*=v2 —wrl+ (w-r)?
¢) Mostre que no caso que o movimento ¢ incompreensivel, barotrépico, com p(p) = [ P %,
F=—-Vvev=—-Vyp, entao

1 0
p+v+§va+wxr-vm—a—f:c(7ﬁ).

13. Mostre que a energia cinética de um sistema finito de vortices em um fluido infinito ao
resto no infinito tem a mesma forma

TzQp/V-rX(va)da:.

14. Seja (r;,9;), 7 = 1,..., F as coordenadas polares no tempo ¢ de um sistema de vortice

00;
de forga py, f12, ... Mostre Y. u;r? =constante e ,uirfa—tz = 50 ik Millk-

15. Utilizando o Teorema de Gauss, mostre que na superficie de um condutor, a derivada
normal do campo elétrico E satisfaz

10F 1 n 1
E 8n n Rl R2 ’
com R; e Ry os raios de curvatura principais da superficie.

16. Considere um fluido homogéneo, incompressivel e irrotacional. Mostre que Av? > 0 e
Ap < 0.
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Exercicios (Teoria Potencial)

17. Considere um corpo sélido com centro de massa G e momentos de inércia principais em
volta de G, A, B, C'. Supondo que a massa do corpo é m e I é o momento de inércia em volta
da linha GP ligando G a um ponto distante P e R = |GP|, mostre que o potencial V em P é

aproximadamente
ym A+B+C =31
“rR T R |
18. Oito massas estao colocadas nos pontos (1, £1,+1). Mostre que em distancias grandes
da origem

8ym  14ym

Vv (5(z* + y* + 2*) — 3rh).

r r9
19. A massa especifica 0 de uma casca esférica fina S, de centro O com massa total M é

o= 00| onde @ é um ponto de S. Mostre que o potencial V' no ponto P, r = |OP|, P

externo a S, é dado por
M K sa™ Py(cosh)
V== (5) SR

T\ 2n +1

20. O potencial eletrostatico de um sistema ¢ dado por ¢ = A(z% + y2 + 22)72 tan ™ 4.
Mostre que as linhas de for¢a pertencem as superficies

224y’ + 22 = B(a® + )5,

21. Uma superficie condutora ligada a terra, que tem a equacao

r=a (1 + ZenPn(cos 9))
n=2

é colocada em um campo elétrico uniforme E paralelo ao eixo de simetria do condutor. Se
quadrados e produtos dos ¢, podem ser negligenciados, mostre que o potencial ¢ ¢ dado por

6 a2 n
> n n+1 a\n+l
* 3; (m Ton g 3> (5) PMCOS”)

22. Prove que se V,, é uma funcao homogénea de z, vy, z, de grau n e r> = 22 + y? + 22,
entao

A(r™V,) = m(m + 2n 4+ 1)r™ 2V, + ™AV,

Deduza o teorema de Kelvin, que se V,, ¢ uma funcao harmonica, entao r—2"~1V, também é
harmonica.

23. Prove que se V,, é uma funcao homogeénea de x, y, z, de grau n que satisfaz a equacao

de Laplace, entao
opratsy,

OxPOy10z*

¢ uma funcao homogénea de grau n — p — q — s satisfazendo a equagao de Laplace.
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24. Prove que se V,(z,y, z) é uma funcao integral racional homogénea de grau n, a fungao

¢ uma funcao harmonica.[Dica: utilize os exercicios 22 e 23].

25. Um numero de cargas pontuais e, sao representados no plano cartesiano pelas coorde-
nadas (&, Nk, (). Mostre que dentro de alguma esféra em torno da origem em que nao existem
cargas o potencial eletrostatico é dado por

¢(‘ray7 Z) = ZT”SR
n=0
quando
€k
Sn = —er Palms),
% Pk
Sk + iy + G2
r= @yt )0 = (G Q)Y =

Mostre que se ¢ é uma funcao simétrica de 22, y? e 2%, entdao S, =0 paran =1, 2 e 3.

Procure expressoes para o potencial eletrostatico proximo da origem, com corretos termos
em r*, para:

a) Seis cargas iguais a e nos seis pontos (+a,0,0); (0,+a,0); (0,0, +a).

b) Oito cargas iguais a —e nos oitos pontos (£b, +b, +b).

Mostre que para a ordem considerada as intensidades elétricas sao as mesmas se Sa° =
81V3W5. [P, = L(3pu® — 1) e Py = L(35u* — 3012 + 3) podem ser assumidos.]

26. Uma massa m esta em um ponto cuja distancia da origem é a. Mostre que seu potencial
em uma suficiente grande distancia r da origem é

1 1 ym
l—(a-V)+=(a-V) —=(a-V)*+4... » 1=
fi-@ 9+ g@vr-ga e |2
o 0 0
ox’ Oy’ 0z
27. Temos visto na secao 1.8.1 via a terceira representagao de Green a importancia de
camadas simples e duplas na teoria de potencial. Assim, estamos induzidos a examinar as

propriedades dos potenciais
as
V<x):/0(y) ) vé S
s |z—yl

quando V é o operador vetorial com as componentes

W = [z (52) a5 25

Localizando em volta de um determinado ponto da superficie ¢ e utilizando o teorema de Gauss
(1.15) e o resultado (1.16) mostre que se S divide R? em uma regiao exterior D, e interior D;,
entao 3 .
Wi= lim  W(z)=2mx({) + P—/ X5~ (—) dS(y)
x— & s zy \ € —yl
S Dl
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W, - mlwmzamwwﬁﬂ%%(l )astw

xr—&
reD,

enquanto V' satisfaz

(a_v) = 270 (€) + P—/S ﬂ;yl—CZT?de(y),

(?91) ro() + - T L s ),

aqui costp = n(§) - ’Z; ¢’ y €S,y #E&, e P, significa a integral principal (veja o livro de

Webster [12]). Considere agora o problema de Dirichlet,
AW =0 em D,e D,
sujeito a condicao W = V; em S. Neumann resolve este problema utilizando o potencial duplo
0 (1
W = —|-)dS
/S o(y)5 (T)

Com as relacoes de salto observamos que o problema de Dirichlet para D; é resolvido para W
com o satisfazendo a equacao integral

Vi(e) = 2mx(€) + - x(f)a% (l£ . yl) aS(y).

A anélise de problemas deste tipo foi feita primeiro por Fredholm em Stockholm - Ofersigt-
Kongl Vetenskaps Akad 1900, Acta Mathematica XXVII, p 365, 1903 e depois por D. Hilbert
em artigos publicados em Gottinger Nachrichten 1904-5. Referimos o leitor para o livro de
Courant e Hibert [4] capitulo 2 para maiores informagoes e o livro [12].
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Capitulo

Problemas de Fronteira e Evolutivos

2.1 Simetria e solucoes especiais do problema de Dirich-
let para o Laplaciano

O Laplaciano em trés dimensoes em coordenadas esféricas tem a forma

Au = 1 2 r? mQ@ 0 mQa—u +3 1 @
YT me \ar M ) T UM% ) T o \snd g

0r2  ror  r?sinf ol 90 2 sin” 0 D2

(2.1)

Vamos buscar uma solu¢ao da equacao de Laplace que é o produto de uma funcao de r por
uma funcao de 0, ¢, u = R(r)Y (6, ¢). Conseqiientemente obteremos

d*R 2dR R 0 Y R 0%
—Y+——Y + ——= 0— ———— = 0. 2.2
dr? Fdr T sim6 o0 (sm 00 ) r2sin® 0 0p? / (22)
Multiplicando por W? obtemos de (2.2)
1 1 9 QGY N 1 Yy r2d2R+2rdR _ ¢ (constante) (2.3)
Y sin 6 06 00 Y sin?0 0p? Rdr2 T Rar [ C\OmAImes '
Obtemos PR 9dR
c
— + - —R =0, 24
dr? * rdr (24)
com ponto singular em r = 0. Procurando uma solugao na forma
R = Z apr”, (2.5)
obtemos que
> a (k(k = 1) + 2k + ) r*? =0
ou
k(k+1)+c=0.
Pondo ¢ = —n(n + 1), obtemos k =n e k = —(n + 1) e as solugdo sao r™ e r~ "+ ou seja

Ar"Y, + BY,r~ ("t
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sao as solugoes de (2.1), onde Y, satisfaz

1o (. 0% 1 8%,
sin 6 00 <51n9 00 ) " sin Op? +o(n+ DY, =0, (2.6)

a equacao originalmente derivada por Laplace.
Pondo p = cosf, dp = —sinfdf e (2.6) é equivalente a forma

0 NS 1 0%, B
@((1—;1)8”)—1—1_#2 3,2 +n(n+1)Y, =0. (2.7)

No caso que Y,, é independente de ¢, temos de (2.7), Y,, = P,

d dP,
@(1 — ) T n(n+1)F, =0, (2.8)
o &P dP,
1—p?)—= = 2u—=+n(n+1)P, =0, 2.9
(1= 1) = g +n(n+ ) (2.9)

que ¢é a equacao de Legendre.
E possivel determinar que uma solugao tem a forma de um polinomio de ordem n, que se

chama o polinémio de Legendre P, (u).

1 1

Figura 2.1: =

d \/r2 402 = 2urr’ \/m2+y2+(z_7a/)2’0ne'“ cos

. . 1 .
Considerando como uma funcao de z, p tem uma expansao de Taylor

1 N , ([ Of r? (0% f

i s =i0-r () L+ (58),, 0
Quandor’:(],éz%,%:%(%),oquesigniﬁcaque

11,0 (1\ 1, (1 (=), o (1

a—;”&(;)wr @(?)*"'* oo\ ) (2.10)

Agora multiplicando e dividindo cada termo por ", temos

1 1 r "\ 2 r\"
- = - Po+—P1+ - P2+"'+ - Pn ) (2'11)
d r r T T
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onde definimos

Py=1, P,= (=" a0 <1> : (2.12)

Claramente P, sao polinomios em p = cost = =.
Podemos observar que

e pelo teorema binomial

c© 1 3 5 1 I\ S /7 \ S
ronzas(Gts=1) (o _r
d—Z s! 27“ H 2r (2.13)

temos
t2s—tl

PSS T G (s ) (Y
fZ t!(s—t)(! )<_) o .

n
, r
Escolhendo os termos para que s +t = n, temos para o coeficiente de <—) , escrevendo
r

1.3.5--(2n—1)  (2n))

n! ~ 2n(n!)?’

_ o nn=1) ., ah-1)(n-2)(n-38) .,
T ey (” T2 -0t T 2ae-nee-3 1T ) - (215)
Ou seja,
PO(M) = 17
Pi(p) = n
Pou) = (3%~ 1)
Piu) = 5(ou° —3)
Pulp) = S350t = 3042 +3),

1
Po(u) = g(63p° — 104" + 15p),

Observando que

s(B -0 s

podemos identificar os polindmios de (2.15) com os de (2.9). Claramente podemos definir P,
como os coeficiente de poténcias de o™ no desenvolvimento em poténcias de a de

(1= 2apu+ ) = 1+ Pi(p)a + Py(u)a® +--- .
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Esta fungao é chamada funcao de geracao dos polindémios P, (u).

Outras férmulas para P, ()
Observando que

nin—1
([1,2—1)n :MQn_n#Qn—2+ ( 2' )#Zn—4+‘”

e derivando n vezes obtemos que

mn

w(/ﬁz—1)"=2n(2n—1)---(n+1),u"—n(2n—2)(2n—3)~~(n—l)u”_2+-~~

11d n 2n)! " n(n —1 ne2
Faae = g (- ) =B 1

(A férmula de Rodrigues).

A férmula (2.16) tem uma conseqiiéncia interessante: para qualquer fungao diferencidvel vy,
y' sempre tem um zero dentro de dois zeros consecutivos de y, mas (u* — 1)" tem n zeros iguais
a 1 e n iguais a -1, consequentemente P, (x) tem n zeros dentro de -1 e 1.

Observando que

1
(1= 3au+ a?)/?

Pondo k+ 7 =mn

- 1-3:5---(2k=1)-1-3-5---(2n =2k = 1) o1y
Po(p) = Z 2k k127K (n — k)! ¢ '

Somando termos k = p, k = n — p, obtemos

1-3-5--(2p—1)-1-3-5---(2n—2p — 1
3 (2p—1) ( p—1)

2cos(n — 2p)0

27pl(n — p)!
e finalmente
o 13--(2n—1)
P,(cosf) = 2 246 (2n) {cosnf+ (2.17)
1-n 1-3n(n—1)
+ m(:os(n—2)9+ 12 (2n—1)(2n—3) Cos(n—4)0_|_...}

a formula dada por Laplace e Legendre.
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2.2 Relacoes de recorréncia para harmonicas esféricas

Temos que
(1 —2op+a®) Y2 = Za

e pela diferenciagdo com respeito a «

(1t — a)(1 = 2ua+ a?) ™32 = Zna” P (i

ou

p— Za = (1 - 2ua+ o? Zna” LB, ().

n=0

Segue-se (comparando os coeﬁ01entes de ") que

pPn(p) = Buoa(p) = (n+ 1) Py (1) = 2npPo(p) + (0 — 1) Py (1)

(n+1)Poya(p) — @n+ DpPy(p) +nbPyq(p) =0

e para n = 0,
Py () — pPy(pn) =0 (Ossian Bonnet).

Derivando com respeito a pu, temos

ol —2ua +a?) ™32 = Za

ou

aZa = (1 - 2ua + o? Za de;(L,u)
n=0

e conseqientemente
dP,+1  dP, dpP,

P,(u) = —9
(1) T o

Multiplicando a derivada com respeito a « por « e a derivada com respeito a p por (u — «) e
comparando os coeficientes, temos

= dP, =
(n—a) Oéd—:ZnaP(u
14
n=0 n=0
o d dP,
n_ 2l P,
v dp
P,
e eliminando ,ud -
dp
dPTLJrl dPnfl
- = (2 1)P,.
i m (2n+1)
Pondo n = 0,1, ... e somando
dP, dP,
L+ 3P () +5Pa(p) -+ (2n + 1) Py(p) = d,jl o
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2.3 Ortogonalidade

! d" P, d"P,
r)=z 1 — ) —2 "2,
o)== [ (= py

Introduza ¢ por

P, (u) satisfaz

d*P, dp,
(n? — 1) o + 24 i nin+1)P, =0

e derivando r — 1 vezes obtemos que

&P, d'P, P,

21 2 — — 1)——=0.
(™ —1) s + 2rp i (n+7r)(n—r+1) o
Multiplicando esta equagao por —(—pu?)"~! podemos escrever
d d"P, d'P,
. 1 — 2\7 n - _ o 1)(1 — 2 T*l—n.
(=) =~ e o -y L

Integrando ¢(r) por partes,

drfl drp 1 +1 dr—lp d drp
= — Pm - 1 - Zyr - m 1 - 2y - d .
o) = g Pa =gy = [T ey e
Claramente, [|*, = 0 utilizando a relagiao anterior, o que implica que

o(r)=m+r)(n—r+1)p(r—1)
e conseqientemente
o(r) = (n+r)n—r+1)n+r—1)n-—r+2)p(r—2)
= n—r+)n—-r+2)--(n+r)p(0)
n—+r)!
- ),

(n—r)!

Claramente utilizando a equacao de Legendre

+1
(1 = 1Py = PuP)) 1) = mlm 1) [ PPl =

-1

Conseqiientemente, se n # m,

/_+ P () Po(p)dpe = 0.

1

A funcao
d"P, d"P,(cos0)
1— 22220 giprg——n )
(1= du” S d(cos )"
¢ chamada a funcao associada de Legendre de ordem 7 e grau n e é denominada P; (1) e pela
diferenciacao tem a forma

Pip) = Wm_r)!(l—uz)’"/? #n—r_(”;%?;—_?"l;l)ﬂn_r_%
. (n—r)(n—r—1)(n—r—2)(n—r—3)/m_r_4m

2-4-2n—-1-2n-3
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Assim concluimos que
+1
o) = [ PPdu=0. s mzn,
—1

e mais tarde vamos demonstrar que de fato

+1
6(0) = / 1 Pal)Pap)dn = 52, s m=n,

1 2 (n+7!)
Pl (p)*dp = :
/1 n(p)dp 2n+1(n—r1)!

ou

Pondo r = 0 obtemos a féormula para P,. Vamos obter a equacao diferencial satisfeita por
P7(u). Derivando

dP’r AP, d" P,
no__ 1— 2\r/22 - n 1 — 2\r/2—-12 - n
0 (L —p) ] ru(l = p®) e
dQPT: 2\7 2dr+2pn 2\r/2—1 dT+1Pn
T (1— ) dwﬁ—??"/i(l—ﬂ)/ e
T — r — dr+1Pn
= =) = = 2= P
Formalmente obtemos
dQP;; dp;; . . d’r‘—i—QPn r—+1 A
(1 - ILLQ) du2 — 4 d,LL +n(n+ 1)Pn = (1 - Nz) /2 |:(1 - Iu2) dlur+2 - 2(7“ + 1):“ dMT+1 +

r?u? \ d'P,

Agora derivando a equacao de Legendre r vezes obtemos que

&P, d''P, d'P,

2
(1) G =2 Dot = (1) =l + 1)

ou a equagcao acima pode ser reduzida a forma

dur 1—p2 "

2,,2 drPn 2
(1— ) {m +1) -1+ f_“ﬂg} =

e P’ satisfaz a equacao

&P
du?

dPr
(1—p?) —QMd;+(n(n+1)— L )P,::Q

2.3.1 Esféricas Harmonicas em geral
Voltamos a equacao de Laplace

0
(1 — 2
au( )

oY, n 1 0%Y" .
o 1 —p? 0¢?

n(n+1)Y, =0.

Tentamos uma solugao na forma



e conseqiientemente obtemos

o 1 d2®
o1~ ()1 ) =~ T = constante
ou seja,
RT
—— + kD =
s + 0,

que tem a solucao

d 5, dO k2
(1 - A= 1)0 = G}
du( “)du+n(”+ ) 2
que tem as seguintes solugoes particulares
d*P d*P
k(sin 0)F —" in ke (sin 0)F ——".
cos ko(sin 6) o sin k¢ (sin 0) i
Podemos tomar k£ = 0,1, 2, ..., dando as esferas harmonicas
k=0 P,
dp, ) . dP,
k=1 cos ¢sinfl—, sin¢siné ,
du du
d*P, d*P,
k=2 cos 2¢ sin® 4 e sin 2¢ sin® 4 e
d"P, d"P,
k=mn cosngsin” ¢ , sinngsin™ 6 )
du™ dum
Cada uma das solucoes
d*P, d*P,
cos ko sin® 0—=,  sin k¢ sin® 6—=
dpk dp®
é zero para 6§ = 0, § = m e para n — k outros valores dando n — k paralelos de latitude.
Também sinh ¢ = 0 para ¢ =0, 7, -+, %ﬂ, %, -++, 2w, dando k meridianos (cos k¢ = 0, ¢ =
T ,%QW). Entao os valores zeros destas harmonicas dao k-meridianos fazendo angulos

iguais e n — k paralelos dividindo a esfera em retangulares esféricos. Chama-se estas harmonicas
as harmonicas esféricas de grau n e tipo k. Como todas estas harmonicas sao independentes
(linearmente), a harmoénica geral de grau n é uma combinacao linear delas, ou seja

n

Vo =1"Y (Aky cos k¢ + By, sin ke) sin* 0
k=0

d*p,
duk

Aplicando o teorema de Green a duas func¢oes harmonicas u, v em €2,

ov ou
— —v— | dw=0.
/39 (u on v on ) w=0
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Tomando 2 = S(0,7) e

0
u=u, =r"Y, gu —nr*Y,
or
0
v =U, =1r"Y, 9 —mr™tY,,
or
e obtemos
Pt m — ) //YmYndw =0.
Em m #n

//YmYndw =0

ou Y, sao ortogonais.
Em particular

dw = 27 sin 8d0

//PmPn sin6df = 0

+
ou / Pl Pa(p)dp =0 o = cos
-1

(os mesmos resultados como aqueles derivados das equagoes de Legendre).
Aplicando o teorema de Green a funcao

l 10v
d —_ ——
U= 47T//< on d8n> du.

IR NN
rint™ <T—) Py(p) 7" <r p=cos(r,r).
,

r
s=0

Temos que

Pondo v,, = r"=

1 s 2m . 1 00 r's o v s -
Um(p) = E/o /0 {r E;(s—l—l)rsﬁPS(u)—kmr sz (?) Py(p) p r°sin” 0dOde

P="0,¢") valp) =1"Y,.(0,¢).

Isto implica que

//27r (1) sin@dodp =0 se s#m

/ / (1) sin §dOdo = ﬂj‘i Y6, 9)

= cos(r,r") = cosfcos @ + sinfsin ' cos(¢ — ¢').

eses=1m

Tomando para Y,,, Pm e pondo ¢ =

76



+1 ) 9
P du = .
/1 2= 5

Suponha que temos de resolver o problema de considerar em B(0,a), (n = 3)
Au =10 u= f(0,¢) sobre |r|=a.

A expansao deve ter a forma

U= Z ( ) (Z P(k A, cos ko + By, sin kgb)) .

n=0

Claramente obteremos utilizando

[ on 0 se m#k
/ cosmesinhgdp =< ™ se m=k>0
0 2r se m=k=0

2w
/ cos mo cos kodo = 0
\ Jo

2T
Z Pk )\kﬂ-Ank - f(ea ¢) cos k¢d¢7

0

M=2 se k=0
Ae=1 se k#1.

Multiplicando por P¥ (u)du

0 se m#n

o
/1 Py Prdu = (n+k)! 2 .
(n—k)!2n+1 -
n+k" AN s +1 21
En—kimnﬂf“”k:/l /0 1(0, ) cos ko Pidpds
e
k)2 1
Apg, = En+k' ;\Z / / £(0,¢) cos k¢ P* sin 0d0de
7T
e

E)2n+1 2m
B, = En + ; 2”)\;{;'— / / f(0,¢)sin kqu,’f sin 0dfd .
s

Seja u harmonica em Q e B(zo, a) C Q, xg € Q. Pela representacao de Poisson

U(x7yyz) (Z —'I" // a2+7"2 _2(/”4(:087)3/2

cosy = cosf cos a + sin f sin o cos(¢ — )

onde
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com
(l’,y, Z) = (Tv 97 ¢)

aw = (a,a, B).

Sabemos que

(1 — 2hcosy + h?)~Y/% = Zh” (cos7)

o)

577 = Z(Qn + 1)h" P, (cos 7).
0

1—h?
(1 —2hcosy + h?)

Segue-se que
u(z,y, 2 //f 2n—|— 1)T—Pn(cosv)dw,
aj'ﬂ

|P(cosy)| < 1. Segue-se que a série dentro da mtegral é absolutamente convergente para
0 <r <b<aea convergéncia é uniforme. Integrando termo a termo

u(z,y,z) = 41 2n+1)— //f ), (cosy)dw

P, ¢ um polinomio de grau n em cos~y, ou seja,

[ [ Ha9)Pu(eos )

é um polinomio homogéneo de grau n em z, y, 2z que satisfaz a equacao de Laplace. Segue-se que
u € uma série de termos polinomiais convergindo uniforme e absolutamente em r < b. Segue-se
que u é analitica em qualquer esfera contida em (2.

De fato, é possivel mostrar que

!

P,(cos~y) = P,(cosf)P,(cos ) + 2 Z +—m)
(n+m

I P (cos @) P (cos o) cosm(p — )

m=1

n

u(z,y,z) = Ay + Z {AnPn cos ) + Z " cosme + B, sinme) P (cos 9)}

co1m

2n+1/ doy dﬂsmozp (cosa)f(a, B),
0

n
2ma 0

Am 22TL7T—C|L—n1 EZ —T_ Z;: / da/ df sin aP,(cos ) cosmfB f (e, ),
Al = 2;;_”1 En " Zz; /0 do /027r df sin aP,(cos o) sinmfB f(«, 3).

Pela inversao podemos considerar o problema de Direchlet em uma regiao exterior a uma esfera

1 [d*z d®y a*z
r = a. De fato, —u( Y

——,—,— | é harmonica dentro da esfera r = a. Segue-se que
r r2 7 2’ 2
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aplicando o resultado para o problema interior dado acima obtemos que o problema exterior
tem a representagao (em r > a):

A 0 niq n
w(z,y,2) = Toa + Z i”“ {AnPn(cos ) + Z(AZ“ cosme¢ + B sinma@) P (cos 0)} :

1 m=1

com as mesmas constantes.

Construimos solucoes fundamentais para o Laplaciano

cpr? " n>2
cologr n=2.

Em geral dizemos que F,, é uma solucao fundamental se

AF, =0 z %0
E, ~c,r* ™ n>2
Fy ~cylogr n=2.

Cco1m

1
Cy = —.
2 2

[Em geral, no ponto zy, tomamos Fj, = F(x — xg)]
Teorema: Dadosn > 2 eu € CH(Q)NC?*(Q) tais que

Au = g.

Entao, para qualquer xqo € ), temos que

o) = [ Fula) @) = ) 22 — [ By (algla)ds

onde F, (z) é uma solugao fundamental para o Laplaciano no ponto z.

Figura 2.2: B(zg, p) = {z € R"; |x — x¢| < p}, p suficientemente pequeno e dist(B(zo, p),08) > 0,
B(zo,p) C Q.
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Demonstragdo. Aplicando o teorema de Green em B(xg, p)¢ N €, temos que

/ (FAu — uAF)dx =
BCNQ

Levando em conta que
F,,

obtemos que

ou oF
/m (F% o0

~ Fy(x — x), quando = — o,

OF

)dS—/ @@E_w_
jo—zol=p \  ON

/ F,,Audr = / (FroAu — uAF,, )dx
BCNQ BCNQ
ou OF,
- F, — — =) dS
/89( °Bn " om )
ou OF,
— F, — — %0 ) ds, — 0.
/|$—$0|p( Oan “ on > P
Mas
OF,, 1 2"3(2 ) T;— x[} T — x?
_— = — -n
on (n — 2)wy, ‘= |z — xo|™ |2 — 20|
1
= Lz,
o que implica que
F —n+1
- / Wwgg 0 / udS
jo—zol=p O Wn Jje—zol=p
pfn+1
= p”_l/ u(xo + pw)dw
Wp, Sh
1
= — | wu(zo+ pw)dw
Wn S
~ U(CUO)» p— 0.
Finalmente
2—n
/ Fxo@ds — p—/ @dg
jo—sol=p  OM (0= 2)wn Jiz—zoi=p O
p Ju
= CEE %(xo + pw)dw
~ 0, p—=0 (ueC*Q).
Conseqiientemente obtemos que
ou OF.
= F, (r)— — 2 )dS - | F, dz.
o) = [ (Futogt — a2 ) ds = [ Fu@gtoe
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Agora vamos obter uma solu¢ao fundamental G dentro da bola B(0,r), com uma proprie-
dade adicional,

G~F, x~y
G=0 |yl =r
G=Fr—y) - ly —bz|*™", fa[ <, fyl <7oe br#y,

(n— 1w,
AG =0 r#y e br#uy.

Aqui x é um parametro e vamos escolher b tal que bz # y.

2—n
Fy(x—y) = a%, ly[=r
ou 1
o=yl =y =Pyl =
ou

b — y|> = "Dz -y, |yl =2.

Segue-se que
O laf? = 2b(x - y) + 1% = a2 (|2 = 2(x - y) + 1)

ou
(1 — a2 = (a¥ 2 —p)|2> + 2(b — ¥ ) (2 - ).

Escolhendo b = a? (=2 obtemos que
1=br*=b1-b)z>=b=1 ou b=r*/|z"

Vamos escolher b = r?/|z|? ou a = (r/|z|)" 72,

Pondo p = |z — y|, obtemos que

7"2
[

4

Op _ xi—y; 0O

dy;  p Oy p
9, 9 n n—2
(3_yj|m_y| |:B—y|"( )
e
0o _ 1 9 o 2\ o | P
0y, (n —2)w, |y, Y r y; | |z|? J
ol wi—y <m>2_n 2L — Yi
Wn |x_y|n r ‘;—221* Y
Quando |y| =,




Do 2Py Y

8yj Wz — y[” r2’ T2
2|2 — 72

G I el
Z ay] Wn|$ - y|n

e finalmente temos a expressao

ux:w u<)dS— G(x dy.
() /|y| (z.9)9(y)dy

TWn |.T - y|n ly|<r

Esta formula de representacao sugere o teorema seguinte:
Representacao de Poisson: Seja f(z) € C(S(0,7)), entdo a fungdo definida por

—TQ — |:c|2/ ) ——2 (S lz| <7
lyl=r

U(CL’) _ TWn |l’ - yl

fl@)  al=r
pertence a C(B(0,7)) NC?*(B(0,7)) e € a solugdo do problema de Dirichlet em B(0,r)

Au=0 |z|<r

w=f lrl—r (2.18)

Demonstracdo. Se |z| <r ey € Qe tal que |y| =7, |z — y| # 0 e podemos calcular que

0 (r*—l|zf (2 2 0 —-n 9 5 2 —n
i (o) = 07 = leP)g (e = o)+ - te? = oo ]

o 7"2_|$|2 2 2 9 -n
2 (o) = bRyl =)
2

B B 9 B
+ Qf(TQ—\x|2)7!$—y! +p(7’ — |2z =yl

Segue-se que

2 |2 »
A(#) (2= YAl — g+

|z —y|"

.0 0
A 2 2 o —n 9 R 2\ 7 _ —n'
+ A= el =yl 230 507 e gl =)

Temos que
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Também

i|x —y|" = _n(xj - y])
Oz, |z — y|t?
o —n (n+2)(z; —y;) o
a2lt—yl"=-n {(% ) (— = y|jn+4 ) ey
J
’ 2
n
Al —y|™ = ——.
|$ y| ’x__gdn+2
Conseqlientemente calculamos que
r? — |x)? 1
. ( |~y ) T ey [2n(r* = |2*) = 20|z — yI* + 4n(|2]” -z - y)] = 0.

Isto implica que Au = 0 para |z| < r. Observamos que v = 1 em B(0,r) é a solugao de Av =0
em 2 com v(x) = 1 sobre 6 B(0,7). Neste caso a férmula de Poisson da

2 2
_ 1
Tt i / ds (2.19)
ly|=

rwn Pl =yt

Sejam p > 0, p < 5, 29 € S(0,7) e v € B(0,7) tal que |v — x| < £. Utilisando a férmula de
Poisson para u(x) segue-se que

Pl [ ) = )

u(w) — (o) = s
‘ rWp ly|=r |l' - y|n
onde
Yi={y eR%yl=rtn{y € R |y — | < p}
Yo={y e Ryl =r}n{y € RY; |y — x| > p}.
Entao

r? — |$|2 fly) — f(xo)ds M max |f(y) — f(xo)] 4

TWr, s, lz—yl? rWw,  yeEX1 s, |z =y
< max|f(y) — f(xo)]
yeS

IA

utilisando 2.19. Se y € ¥s e |2 — 29| < 4, temos

2 —y| >y —wo| =z —m0| 2 p— 5 =

p_r
2 2

2=z _ (r—la))(r +2)) _ 2r(r — |a])
EEri |z —y[" = (5)"

Segue-se que,

Pl [ ) = fo) yo] _ Al lliesiony™
M Ju eyl ()"

(r — [z)
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e finalmente que

—

n—

(8)"

<

u(y) = f(xo)| <max|f(y) = f(zo)| + 4] [l =sm 75mm (r = |2]).

Dado ¢, claramente podemos escolher p e § tais que

max |f(y) = f(x0)| < 5

yeX
© 1
T €
[ fl oo (s 0 7w (r = [2]) < 5
(%) 2
e isto significa que n é continua em B(0,r) e assim u(z) = f(x) para |z| = r. O

2.3.2 Unicidade

Considere o problema 2.18 em uma regiao §2: Se

Au1 = AUQ =0 em €

Uy =us=f em 0N
entao com w = u; — usg,

Aw=0 em K
w=0 em Of).

Vamos supor que 2 é suficientemente regular para aplicagao do teorema de Green. Entao

/wAwdx+/|Vw|2dx:/ wa—wdS
Q Q a0 On

/ Vw|*dr =0
Q

e segue-se que

o que leva a

w = constante (em Q)
=0 (poisw =0 em 0N)

2.3.3 *Analiticidade

Dizemos que uma equacao diferencial linear P em {2 é hipoeliptica se dado um aberto U C 2
e uma distribuicao u € U, u é C* em U se Pu for C*° U.

Teorema 8. (Schwartz)
Se houver uma solu¢do fundamental E de P que é C* em R™ — 0, P(D) ¢é hipoeliptica em
R™.
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Demonstragao. U aberto C R™. wu distribuigao em U tal que P(D)u = f € C*(U), xy qualquer
ponto de U. Basta mostrar que v é C'*° em alguma vizinhanca de xq. x¢ € Uy C U, U, aberto
Up compacto e g € CX(U), g =1 em U°.

P(D)(gu) = gP(D)u+v=gf+v
v=0 em U° e forado suporte de g (Leibnitz).

Entao temos que

E x P(D)(gu) = P(D)E * gu = gu
ou gu=FExgf+ FExv
gf € Cy°, ExgfeC™.

E suficiente mostrar que F *xv é C%oco0 em uma vizinhanca de zy. Escolha € > 0 tal que
Ve={z e R"d(z,R" = U) > ¢}

em uma vizinhanca de xy. Seja

co={y [3E. wwec

Escrevemos
Exv=(Exv+(1—-()Ex*v, (1-C¢)Exv é C* em R"
Pelas propriedades de convolugao

supp (. FE v C supp (. FE + suppv
supp (. F * v C € — vizinhanca do suporte de v.

v=0 em U°"
Conseqlientemente,
(Exv=0 em V, e Exv é C* em V..

]

Teorema 9. Se existe uma solugdo fundamental E de P(D), P(D) com coeficientes constantes,
que € analitica em R"—{0}, entdao P(D) € analitica e hipoeliptica em R™ (muda C* — analitica)

Demonstragao. Toma P(D)u = f analitica em U. Escolha uma vizinhanca W de xy em U
suficientemente pequena. O Teorema de Cauchy-Kowaleski (veja Exemplo 4 deste capitulo) diz
que P(D)h = f tem uma solugao analitica em W. Entdao P(D)(u — h) = 0 em W. Tome U’
tal que U C W, U compacto e g € Ce(W) tal que g = 1 em U°. Assim v = P(D)g(u — h),
g(u — h) = E xv. Temos que mostrar que F * v é analitica na vizinhanga de xy levando em
conta que v = 0 em U°. Escrevemos que

Exv = (FExv+(1-()Ex*xv
=0 Ve =A{z;d(z,R—-U°) > 0}
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véC®ew=(1—-C)ExvéC™,

D =D*1—-C()Exv=(1—-()D*Exv+Txuv,

onde suppT CsuppV(. e Txv=0em V.. (1 —()D*E é C* em R".
D= [ (L= ) D E@)ule ~ iy
K

K={yeR"|y >3, ye V. —suppv}. K éum compacto de R® — {0} onde E é analitica.
Obtemos

]- « o o4 a
—rl|Dw| < esuprif (DYE(y)) € |o(y)ldy — z €V, ¢=sup|¢]
Q yGK R

Isso implica que w é analitica em V. O

Observacao 4. Em coordenadas esféricas

_Pf (n—=1)0f
Al = or? + r o’

caso [ seja funcdao de r somente. Entdo a relagcao

AF = §(x) (2.20)
é vdlida se .
7 log r, n=2
Fr) = 1 1 1 N>

(n=2)[5"r=

A demonstragcio da relagio (2.20) é um calculo. Temos que mostrar que para qualquer ¢ €
Cge(R™),
(F,Ap) = (AF, ) = ¢(0) (2.:21)

Observamos que

(u, ) = /u(r)go(x)dx
_ / w(r)p(rw)r™drdw

= ]S”_l|/ w(r) . (r)r™tdr, (2.22)
0
onde
1
Pu(r) = o7 o(rw)dw.
|57 Jgna
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Utilizando (2.22) podemos obter de (2.21)

(F,Ap) = |S”_1|/ F(r)Ap,r" tdr
0

_ d n—1Y\ dp.
— n—1 Pﬂ .
5" 0 (r) <dr * r ) dr

r"dr

n— > d n— /
= 1 [ RO 6w dr

0

= s E0ly - [Pt
= s [T Pt - [T e} = 6.0 = o0,

Entao se podemos determinar F(r) tal que

dF
dr

Tn—l

= |S”_1|_1 r>0

temos que
(u, Ap) = (Au, ) = ¢(0).

Mas a escolha das funcoes indicadas acima faz garante precisamente isto.

Teorema 10. (Weyl)
O operador de Laplace € analitico e hipoeliptico.

O célculo de |S™7!.
Ponhamos

I, = / exp (—z%)dx n>1
I, = I}" e em coordenadas polares,
I, = 15" /00 exp (—r?)r"dr.
0
Sen=1,|S" =2

I, = 27r/ exp (—rH)rdr =7
0

NZs
Ll, = |S”_1|/ e *s s
0

-

onde




Se n = 2p,

27P
S2p71
| | (p—1)!
Sen=2p-+1,
n 1 1 1. /1
r(-):r S)=r(p—z).-ar(=
D)) =r () ()
° 1 21
1
P(3) ===y
€
|S2P|— op+1op
13- (2p— 1)

2.3.4 Polinémios Harmoénicos (sélidos)

Considere o polinomio homogéneo de grau n

.
Uy = E Apgr 2Py 2",

ptg+r=n
AT +q+
Apgr = 5 r=n.
P plq!r! OxPOy10z" pTq
Podemos reescrever u,, na forma
Un = ag002" + (10— + Gor(a-1)Y) 2"+ +

+ (a(n—l)OOxnfl + Cb(n—2)1o:c"*2y 44 a0(n_1)oy"*1)z +
+ (angox" + a(nfl)loxn_ly + -+ aOnoyn)a

2" tem um coeficiente, 2"~ ! tem dois, até 2° tem n+1. Conseqiientemente, o total de coeficiente
(n+1)(n+2)
2
Au, é um polinomio homogéneo de grau n — 2, portanto tem no maximo

m+1)(n+2) (n—1)n

independentes. Assim, o polinémio u,, devera ter pelo menos 5 — 5 =2n—1

. No caso Au,, = 0, héa relagoes entre os coeficientes.
n(n —1)

1424+ (n+1) =

termos

termos independentes.
Observe que

1 o2 0%u,,
Apgr =
P plg!r! 0xPOy1027—2 \ 022

_ 1 o2 _82un B 0%u,,
— plglr! 02POye0 22 Ox? Iy

= ﬁlap+2,q,r72 + BZGp,q,rf% r> 2.

Iterando este processo, finalmente expressamos a,, como combinagao de coeficientes da
forma apg, p+q¢=ne, app, p+ ¢+ 1 =n. O nimero de coeficientes do primeiro tipo é n + 1
e do segundo n. Segue-se que o nimero de polinémios harmonicos esféricos (sélidos) de grau
n é exatamente 2n + 1 e o numero de polinémios harmonicos esféricos de superficie Y,, (6, ¢) é
2n + 1, dado que u, = r"Y,(0, ¢), um resultado obtido antes.

88



2.4 Exemplos de Problemas de Fronteira

No capitulo 1, se¢ao 1.8, discutimos diversos problemas de fronteira e evolutivos, entre eles
o problema de Dirichlet para a equacao de Laplace. Sera conveniente resumir resultados que
estabelecemos no capitulo 1.

2.4.1 Gravitacao
Expressando a forga de Gravitacao por massa em termos de um potencial 1,
F=Vy
e se a densidade de massa ¢ p, o potencial satisfaz a equacao de Poisson,
Atp = —4mp,
com as condicoes sobre superficie S separando duas regioes V; e V5,

Oy Oy

Y1 = Py — — — = —47o (Problema de Transmissao)

on on

2.4.2 Movimento Irrotacional de um Fluido

A velocidade v do fluido pode ser expressa em termos do potencial de velocidade 1),
v=-V¢

e nos pontos onde nao existem fontes sorvedouras
A = 0.

Numa superficie de um corpo material rigido S movimentando com velocidade U, a velocidade
relativa normal
n-(v—U)=0.

Segue-se que g—:f = —U -nem S. Isto é complementado por uma equagao para a pressao: a

equagao de Bernoulli (secao 1.13).

2.4.3 Eletrostatica

Um campo elétrico E pode ser expresso na forma
E =-Vy,

com o potencial eletrostatico v satisfazendo a equacao de Poisson
Ay = —47p,

com p a densidade de carga elétrica. 1) é constante sob condutores S e

9

= —4
on P
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com o a densidade de carga de superficie. A carga total Q em S é dado por

1 [ov,
47 S@n %

1 tem singularidades salvo em cargas isoladas ou dipolos elétricos. Perto de uma carga ¢,
q
w ~
r
r sendo a distancia da carga ¢q. Na vizinhang¢a de um dipolo de momento p no vacuo,
fi-r
rd
2.4.4 Dielétricos

Em dielétricos, v satisfaz,

div (kVy) = —4mp,
k é a constante dielétrica. No caso, temos duas regioes com constantes dielétricas ki e ko,
separadas por uma superficie S

div (lflvwl) = —47Tp1,

div (kQVQﬁg) = —47Tp2,

0 0
Yr=19 e /ﬁﬂ = kzﬁ em S
on on
(novamente um problema de transmissao). Se S é um condutor
Iy s
kf— —kyo— = —4
" on > on i
2.4.5 Magnetostatica
O campo magnético H pode ser expresso via
H=-Vy
e se i é a permeabilidade magnética, 1 satisfaz
div (uVy) = 0.

Em uma superficie S dividindo regioes magnéticas distintas com potenciais 1, e 19

Y =1y e ,ul% = m% (Problema de transmissao).
on on

Na vizinhanca de um dipolo magnético de momento p em vacuo, 1 ~ 5.

2.4.6 Correntes Estacionarios

O vetor de corrente j satisfaz
j = —O'VQZJ,

o sendo a condutividade e 1) satisfaz

div (eVy) = 0.
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2.4.7 Fluxo de Calor

A temperatura T satisfaz no caso nao dependente do tempo a equacao

div (kVT) =0,
com k a condutividade térmica o7
— = —h(T - T,
on ( 0)

com radiac¢do da superficie em um meio com temperatura Ty(z) em S.

Vamos discutir alguns casos simples ilustrando estes problemas.

Exemplo: fluidos

Considere em esfera rigida de raio a colocada em um fluxo de fluido (irrotacional, ideal, com
divergente zero) com velocidade Vk a infinito. Determine a velocidade V do fluido.

o

5 =Vedi=-Vz

A velocidade Vk pode ser determinada pelo potencial ¢y, —

Vamos tentar resolver o problema com um potencial

Y= +d=—-Vz+o.

Observe que z = rcosf em coordenadas esféricas (r,0, ) e

Ay =A¢p=0.
Em r =a,
g—lf = —Vcos&—i—% =0
ou
% . =Vcosh = VP (u).

Vamos supor que o ¢ ~ 0 com r — oo. Tente uma solucao na forma
o0 Bn
¢ = Z WP ().
n=0

Segue-se que

¢ — B,
ar :_(n+1)ZWPn(N):VP1(M)
r=a n=0
231 Va3
-——=V B =———
ou a3 1 9
Portanto Vo .
a a
10) —WCOSQ e Yv=-V <T+ﬁ) cos 6
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Segue-se que

oY a’
= —— = 1 — —
V. o V( T3>c059
(§]
1oy @\

Exemplo: Eletrostatica

Considere uma esfera insulada uniforme D de constante dielétrica k e raio a carregando em
sua superficie uma carga de densidade P,(cosf). Mostre que o interior da esfera contribui
812 N\3a3kn

2n+1)(kn+n+1)
A energia é dada por

a energia eletrostatica.

k
= —/ |E|*dx (veja secao 1.19).
T JD

Podemos calcular que

k o
587T1/1d

E = -V dentro de D e E = —V1), fora de D com potenciais que satisfazem

APy =0 em D
Ay =0 em D

Yy € finitoem D

Py — 0 com 7r— 00

_ OPy Oy B
Y1 =1o, k o 5 =47 AP, (cosf) em r=a.

o, FE=-V.

Isto sugere que tomamos

P = A(Z>nPn(cosé’)

a
e
a n+1
vy = B <—) P,(cos0).
r
A condigao de transmissao indica que A = B e
<n—k+n+1)A:4ﬂ>\
a a
ou
dra T\"
Y= kn+n+1 (5) Fu(cos ).
Segue-se que
e = / ¢%d5
1 2,.2y2 ™
= 67r—a)\227m2 / sin O P, (cos 0) P, (cos 0)db.
8 (kn+n+1)2a 0
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Mas

™ —+1 2
inf| P, 0)|2do = P, 2dy =
1Am|<mn [1<mu 2

por calculos feitos anteriormente.

2.4.8 Coordenadas Cartesianas

Consideramos alguns outros problemas envolvendo separacao de varidveis.

Considere o problema

AYp=0 0<z<a, O<y<b 0<z<ec,
Yv=0 em =0, z=a, y=0,y=b eem 2z=0
Y= f(z,y) em z=¢ 0<z<a, 0<y<b.

Tentamos solugoes da forma ¢ = XY Z:

X" = —%X, X(0) = X(a) = 0,
"__ n’ _ _
Y'=-ZY, Y(0)=Y() =0,
m?  n?
Z// e (a2 §> Z7 Z(O) = 07
ou seja,
Umn = = (Apn€™ + Bype” ™) sin (me> sin (Lw> ,
a b
, m? n?
T = TR

Z(0) = 0 implica em A,,,, + By, = 0 e assim
) . /mmxN . /TNy
5 it (2 ()
P Z sinh (Y, 2) sin sin { —

a

A condigao de fronteira i (z,y, c) = f(x,y) implica que

flz,y) = Z A, sinh(yimp0) sin (m;m) sin (%) :

Utilisando as condic¢oes de ortogonalidade das fungoes trigonométricas,

4 > 9 '
X/o sin (%) sin (WW; )d@zémm/, A>0

Apn = d esC(YmnC) /Oa /Obf(x, y) sin <Zﬂ> sin <7r7ny> dxdy

segue-se que

ab

) = i i Ay sin <7rr(;m) sin (W—Zy> sinh (Y 2)-

m=1 n=1
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2.4.9 Equacao de Laplace em Coordenadas Cilindricas

Considere a equagao de Laplace em coordenadas cilindricas (r, 6, z),

Py 10y 10% 0% _0
orz  ror  r2of? 922
Observe que esta equagao tem solucoes da forma

R<7,)e:l:mzein0’

com R(r) satisfazendo a equagao de Bessel

PR 1dR [ , n?
e, len “"VRr=0
d7"2+7“d7"+<m 7“2) ’

com solugoes linearmente independente J,(mr) e N,(mr) (as fungoes de Bessel ¢ Neumann).

Assim, podemos formar combinacoes lineares

R=>> " (Aunn(mr) + BunNy(mn)).

m n

Observe que N, (mr) — oo com t — 0. No caso que tratamos com problemas em qual 1) é
limitada em r = 0 é necessario que B,,, = 0. No caso de problemas com simetria em volta do

eixo z, podemos tomar n = 0 e considerar solu¢oes na forma ¢ = > A, Jo(mr)e”

Y —>0comr—0ez— 0.

Exemplo

AYp=0 em 0<r<1, 2>0
Y —0 com 2z — 00

Yv=0 em r=1

Yp=f(r) em z=0,0<r<IL

(2.23) e (2.24) sao satisfeitas por solugoes da forma

P(r,z) = ZAmJO()\'r’)e’)""T,

com A, satisfazendo Jy(\,,) = 0. Assim,

Fr) =Y Ando(Amr)

e da teoria de fungoes de Bessel (veja Tichonov Samarsky, Apéndice D)

A, = :/0 rf(r)Jo(Ar)dr.
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2.4.10 Exemplo

Considere o problema
Au=—4np x €D
Bu=f xz€0dD (Condigao de Fronteira)

Aqui
(4 Dirichlet

@
on
ou

— + hu Robi
\(9n+u obin

Para fixar as idéias consideramos o problema de Dirichlet nao homogénea

Neumann

Sy
S
[

Au = —47p reD
u=f x € 0dD.

Sabemos via a teoria potencial (veja capitulo 1, secao 1.10) que
p(y)dy
up() _/
v |z =yl

Au, = —4mp.

resolve a equacao

Introduza w = u — u,, observe que

Aw = —4mp reD
w=f—-u, x € dD.

Agora, considerando o caso particular com

D ={z;0 < a < b}, 0D = 5(0,a) U S(0,b)

f=nh, em S(0,a) e f=fa em S(0,0).
Segue-se que
w=w = fi1 — U= em T =a
w=wy = fo— U= em r=0>
Passando para coordenadas esféricas,

z=rcostl, x=rsinfcosq, = rsinfsin ¢
wy = wq(a,d, ), wy = we(b, 0, P).

Sabemos que deveriamos buscar a solu¢ao w na forma

w = Z r" Z (AL cosme + B sinme)P™(cosf) +
n=0 m=0

+ Z (D) Z (A2 cosmae + B2, sinme)P™(cos ).
n=0

m=0
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Segue-se que

" (cos )

wi(a,0,¢) = Z a" Z(A L cosme + Bl sinme)P™(cos 0) +
+ Za (n+1) 2:(/12 cosme + B2 sinme)P”
m=0
= Z Z(a”A,lm +a~ VA2 ) cosmo P (cos ) +
n=0 m=0
+ Z Z (a"BL, 4+ a ™V B2 YsinmeP™(cos f)
n=0 m=0
Agora,
wi(a,0,¢) = Z Z Wy, cosmeP"(cos 0) +
n=0 m=0
+ Z Z WY . SINMP P, (08 0)
n=0 m=0
e obtemos:
0y = 0" ALy, 0"V A
winm = anBim + ai(n+1)B2
Similarmente,

wg,nm = bnA}lm + bi(n+1)A721m
winm = an7lzm + b_(n+1)Br2zm'

Assim, temos as equagoes para determinar A e B:

levando a

or bty a2 )T s,
ot b (n+1) Bim N wg,nm
A?Lm B bn b n+1 wg,nm

B2, )~ \ bpm bt W

)
)

Isto é evidentemente a metodologia geral para resolver estes problemas. Em casos especificos
é mais fdcil obter a solu¢do u, por inspegao. Considere, por exemplo, o caso 4mp = 22 + 2% e

u =0 em 0D. Entao,

2
w=u-—1u,=u-+ 12+E

| ;1:4+z4
BT
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Fazendo,

r=rsinfcosp, z=rcosb,

2t =rtsin*Gcost ¢, 2 =rcos? 6.
Sabendo que
cos2¢ = 2cos* ¢ — 1

entao

1+ cos2¢

2 4
cos” ¢ = 5

ou seja,

A _(1+c052¢)2_1+20082¢+((3082¢)2
cso=\"5 )~ 4

Precisamos calcular
f = sin @ cos* ¢ + cos* 0

1 1
em termos de P (cos ) cosme, dando w; = Ea4f e Wy = ﬁb4f. Para isso, observamos que
1 d'p,
105 du»
|- ldQPg
3 du?
5 EdZPQ d*P, 1
=\ qe " a2 ) 35

, 1d*°Py 1 d°P,
— = ,
35 du? 42 dp?

0

Primeiro, observe que

8 6 (2P, + P, 3
L= o (220 - 2R
H 35 4+7< 3 0
8 4 1
— 2P 4+-P+-P
g5 4t 72t o

3
1=p?)? = 1-2p>+p'
2P, + P, 4 4 8
= PO—Z(%) + (—§+?)P2+—P4
8 16 8
- °p - —Pt+_P
1570 g 2t gpt
1+2cos¢p+ —1+CSS4¢
2

3 1
= 1 + cos2¢ + ZCOS4¢.

costp =
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Segue-se que
.4 4 3 .y .4 L.y
sin“fcos* ¢ = 2 sin 0 + sin HCOSQQH—Zsm 0 cos 4

3 1
= “(1—p»*+ (1 — p?) sin®0cos 26 + A—Lsin4981n4gz5

4
3 (8 16 8
_ Py— —
4 <15 0 P2+35P4)
1d?’P, 1 d*Py 5d°Py\ . ,
+ (§ a2 35 de _E_d,uz)sm 6 cos2¢ +
1 d*P
+ md,uf sin? 0 cos 4¢
2 4 6 3
Flo(n) — = 2(M)+35 () + 42 ? (1) cos 2¢
1
— 35P2()( )cos2¢+420P4(4)( ) cos 4o
f = sinfcos’ ¢ +cos?d
= §P()—l—lp()—i—zP()+3P (p) cos2¢ — P()( ) cos2¢ +
T o5 T R g Ty 354
1
—pY 4.

Segue-se que temos de calcular coeficientes paran =0, m=0;n=4, m=0;n =2, m = 2;

n=4 m=2;n=4,m=4, via
(A%Q)_ : (1 a_5)_1(_2)
A3, 14\ 1 P v

(3)=2005) ()
A, 5\1 b L)

S

—_ =
o" IS
|
© ©
v
I
_
VRS
—
wl’_‘sl’_‘
v

2.4.11 *O espectro do atomo de Hidrogénio

Na discussao dada no capitulo 1, secao 1.23, introduzimos a equacao de Schrédinger em um

262

campo potencial radial V(). No caso V(r) = —— examinamos a existéncia de estados x
r

correspondendo a energia negativa £ < 0. No caso z = 1, temos o caso do atomo de hidrogéneo.
Os resultados dependem essencialmente sobre a teoria de polindmios generalizados de Laguerre
L;(p) que satisfazem a equagao

p(Ly)" + (s + 1= p)(Ly) + (¢ = s)(Lg) = 0.
Lembramos que a equacao satisfeita por x é

1 d dx B Ze? +e(e+1)h
" r X 24412

x=FEyxy, E<0, 0<r<oo.

98



No que segue é conveniente definir

para reescrever a equacao na forma
1 d (de) ()\ 1 z(z+1)>
-\t x=0, 0<p<oo.
p*dp \" dp p p?

Anadlise assintética e outras consideragoes motivam a introdugao de uma nova variavel depen-
dente L(p) via

X(p) = ple " L(p),
que satisfaz a equacao
pL"+ 2(p+1)—p)L'+ A =1—-1)L=0.
Se fazemos a identificagdo s =2l + 1, A\ =n e ¢ = n + [, a solugao y tem a forma

Xt = ple PPL2 T (p).

Lembramos que os polinomios de Laguerre satisfazem as relagoes de ortogonalidade
0, m#n, s>-—1
LS LS —X Sd —
| m@@ea=d Lo
n!

Conseqiientemente, nosso caso dara

© 2n(n +1)*
p o2l (2041 2 20, —
/0 e p ( n—+l (p)) pap (n 1 1)!

e as autofuncoes normalizadas de energia sao dadas por

wnlm(ra 67 ¢) = an(r>Y2m(ea ¢)

2Z\* m-1-1 " _,
" - -5 §L2l+1
X l(’r) {(nao) 2n((n—|—l)')3} e 2p2Llyy (p)

h? 27
ap = —, p=—r.
e nay
Os niveis de energia sao dados por
Z2€e
E,=— .
2aon?
Observe que
Z\?% _ _zr
X10(r) = (—) 2e 0
Qo

3

Z \? Zr\ _zr

Xa0(r) = (2—%> (2 - CL_O) e 2%
3

_ Zr

<
no
=
—~
=
I
VR
N
~_
(V]
N
=
3
(V]
S



Finalmente observamos que os niveis de energia dependem somente de n e sao degenerados com
respeito a [ e m. De fato, [ pode variar de 0 a n — 1 e para cada valor de [, m pode variar de

—l a l. Segue-se que
n—1

—1
Z(2l+1) :2n(nT)+n:nQ.
1=0

Esta degeneracao foi obtida no capitulo 1 utilizando técnicas qualitativas, mas a forma explicita
de E, depende evidentemente de uma andlise mais profundal.

O leitor deveria consultar para mais detalhes os livros de Schiff, Merzbacher e Weyl referenci-
ados na secao 1.23 e como uma referéncia geral o livro de Tychonov e Semarsky é recomendado.

2.5 Equacao do Calor

Tipicamente a equacao de difusao satisfaz

o0 1
— = —di F D
g pcdlv(kVG)—i- (x,t), xze€D, t>0
= L0+ F(x,t)
o0
BO = a——l—h@zﬁo(:c,t) redD t>0,
n

6(x,0) = 6Oy(z), ze€D,
com solugao 6(z,t). Podemos associar com este problema o problema auxiliar

% — Lo+ F(r,s), z€D, t>0,

BO = 6y(z,s) z€dD t>0,
0(z,0) = 6y(z), ze€D,

com solugao 6(z,t,s), t > 0. Observe que a condi¢ao de fronteira é

| bo(x, ), t>s
Be_{() 0<t<s

tem a solugao O(x,t — s, s), t > s. Considere o problema de fronteira, s’ > s,

0 0<t<s
Bl =< Oy(z,s) s<t<ys
0 t>s

Pela linearidade este problema tem a solugao

0 = O(x,t—s,s)—0(x,t—5,8) t>¢
(z,t —s,s),, 00(z,t — s)
— (s"—s) By At.

Somando as contribui¢oes obtemos no limite

8 t
0= E/o O(x,t — s,s)ds,

IMétodos mais avancados de simetria de grupos poderdo dar resultados equivalentes aqueles obtidos para o
oscilador harménico utilizando técnicas de algebra de Lie (veja o livro de Gilmore citado na segao 1.23)
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a conhecida formula de Duhamel.
Suponha que o problema

LO=0 ze€D
BO = 6y(x,s) x € 0D

tem a solugao 6,(z, s), entao © = (z,t,s) — 6(zx, s) resolve

00

O+ F

5 ©+ F(z,s)
BO =0

O(z,0,s) = by(x) — b1(x, s).

Este ultimo problema reduz a resolucao de dois problemas:

00,

e
ot O

BO, =0

©1(z,0,8) = Oy(x) — 01(x, s).

e
00,
W —L@l“‘F(I’,S)
B@Q == 0

Finalmente, concluimos argumentando como anteriormente da férmula de Duhamel que
a t t
O(x,t) = 01(x,t) + a/ O1(xz,t —s,8)ds + / Oy(x,t — s, 5)ds.
0 0

2.5.1 Regioes Infinitas: Heuristicas

Temos estabelecido na discussao em capitulo 1, secao 1.24, que a funcao

e ()

u(z,y,t —tg) =

é a temperatura em x no tempo t correspondendo a uma quantidade de calor () = ¢p localizada

no ponto y no tempo inicial ¢g.

Consideramos uma distribui¢ao inicial no tempo ¢y de temperatura Ty, (y) = f(y), y €
(—00,00). Suponha que
R = | [,y + Ayy).
Jj=—00

Entao em cada intervalo [y;,y; + Ay;), se Ay; é pequeno, hd uma correspodente distribuigao
inicial de calor cpTy, (y;)Ay; e pelo principio de superposicao de efeitos aplicaveis aos problemas

lineares uma resultante contribuicao a temperatura

Ty(x,1) = T (y;) Ay ﬂ] Ay,

exp |—
Ara?(t — to) { 4a2(t — to)
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A temperatura final

1 (z—y,)° '
ZTto@j) 471‘@2(25 — to) exp (_4a2(t — to))AyJ

- m/j@p (‘%)f W)y

Este argumento heuristico sugere que a temperatura ¢ dado por

A convolugao de duas fungoes f e g definidas em (—o0, 00) é dado por

Jrg— / " o — y)g)dy

Cla t) — 1 2
(Q?, >—\/mexp _4CL2t )

T(x,t) = (G, 1)+ f() (@), (2.26)

E possivel demonstrar com rigor que (2.26) resolve o problema de evolugao

Defina G(z,t) por

entao

oT 82T
5 =g x € (—00,00), t >0

T(x,t)|i=0 = f(x).

J& discutimos em termos gerais a resolucao de diversos problemas de fronteira e evolucao para
a equacao do calor utilizando a férmula de Duhamel e aqui fazemos alguns calculos especificos
envolvendo a regiao [0, 00).

Primeiro é ficil verificar que se f(y) = —f(—y) e

T(x,t) = (G(,t) = f(-)(2),
entdo T(0,t =0) e T'(z,0) = f(x). Mas

_(a—y)? _(a=y?

fet) = 4m2/ W1+ g [ s
( e? <ztsz)f<y)dy, € (0,00), £ >0

T(x,0) = f
T(0,t) = 0.

Se a condicao inicial é tomada no tempo ¢t = s,

1 /0 (x—y)? _ _(z+y)?
T(r,t) = —— e 4a(t=s) — e 4a®(t-s) dy, x¢€ (0,00), t>s,
) = = | ( )t e 0.
T(z,s) = f(x)
T(0,¢) = 0.
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Agora, observe se f(y) = ug = constante

T(x,t) = ped <m>

Segue-se que

x
O =y — ® | ————
Ho — Ho ( T2 - S)>

satisfaz as condicgoes de fronteira e inicial
O(z,s) =0 e O(0,t) =puy t>s.
Prosseguindo como em se¢ao anterior

t
O(x,s) = i aa—?(:c,t — s)u(s)ds.

Também, modificando levemente a analise nao ¢ dificil estabelecer que o problema

or  ,0°T
5 = ¢ @—l—f(:c,t), z € (0,00), t >0
T(z,0)=0 T(0,t) = 0.

tem solucao

(z—y)? (z+y)?

e 1a%(t—s) — g 4aZ(t—s) } f(y, s)dyds.

o=z [ o

2.5.2 A equacao do calor em separagao de variaveis

Considere o problema

8—T:kAT, reD t>0
ot

T(x,0) =Ty(z), x€D
T(x,t) =Ty(x), xe€dD, t>0.

Suponha que temos uma solucao Tp do problema

AT =0, z€D
T="T, zcaD.

e introduza © =T — Tp. Entao,

a—gzkA@, reD, t>0
ot

O(z,0) = Og(x) = To(x) —Tp(z), x €D
O(zx,t)=0  x€0D.
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Vamos procurar solugoes na forma

@ — @Z)e_kAQt
entao

—Ay = k)\2¢

Yv=0 em 0dD.

Suponha que este problema tem uma solucao
_Awn = k)\iwm

com fungoes {1, }°2; ortonormais em L?(D), entao buscamos a solucao para © na forma

00

_ )2

©= E anwne Fant
n=1

satisfazendo .
@O<x) = Z anwn
n=1
com
Qp, = (@Oawn)a n = 1727"'
Concretamente, considere o problema

T
aa—t:kAT, 0<r<oo, t>0

T(x,0) = f(r,0)
T(x,t)=0 r=a.

Buscamos solugoes independentes de ¢ (m = 0), portanto envolvendo somente P,(u) e R(r),

d*R  2dR n(n+1)
—_—+ —— M- —— 2 )R=0
dr? + rdr + < 72 )

é satisfeita por funcoes de Bessel .

Jn+% (Ar)(Ar) 2.

A condicao de fronteira forca a condicao
v 1 (Aa) =0

satisfeita por valores A\,1, A2, ..., Api — 00, A, > 0.
Assim, a solugao pode ser tomada na forma

T(z,t) = Z Z cnm()\nmr)_%JnJr% (A1) Py (cos Q)G_k/\%mt.

n=1 m=1

Utilizando as relacoes de ortonormalidade dos polindmios de Legendre e funcoes de Bessel
concluimos que

(2n+1)>\§m /a 3 /1
nm — 2J 1 (rh,m)d P, .0)du.
O = BT D)2 fy |t [ Pl 1 6l
2
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O livro Applied Mathematics in Chemical Engineering, de Mickley et al ([2]), aborda a
questao do problema encontrado freqiientemente em engenharia quimica de diversas fases com
varios componentes colocado em contato em uma determinada situacao experimental: dado
as condigbes iniciais se quer determinar o estado do sistema em determinado ponto (apos
certo tempo de contato) ou o tamanho do equipamento (tempo de contato preciso) para um
determinado estado exigido. Este problema pode incluir qualquer operacao de seguinte tipo:

e Conservacao de componentes materiais, no caso que reagoes quimicas sao presentes,
relagoes estequiométricas;

e A primeira lei da termodinamica;
e Taxas de reacao: transferéncia de calor, de massa e de reacao quimicas;
e Processos de equilibrio em fronteiras interfaciais entre fases.

As vezes podemos chegar as equagoes padronizadas com interpretagoes distintas do comum.
Considere o seguinte exemplo: um tubo cilindro de raio R e comprimento L com paredes
cobertas de um catalizador, com temperatura T,, Um gas A passa o tubo a mesma temperatura.
O gés reage com as paredes através de uma reagao de primeira ordem irreversivel A — B (de
superficie)

dN 4y
dt
dN4

—=;24 moles de A reagindo por unidade de tempo, k constate de reagao, a drea projetada
do catalizador em contato com o gés reagente, C, concentracao de A (moles por unidade de
volume) na vizinhanga da superficie do catalizador.

O gés A com concentragao inicial C; sera passado pelo tubo com velocidade constante V.
Apoés atingir um estado permanente a concentragao de gas saindo do tubo C,,, pode ser medida.
Supomos que nao hé gradiente de velocidade radial presente no fluxo. Segue-se que o transporte
radial de A tem de ser por difusao molecular com coeficiente de difusao D.

Modelagem:

= kaC,,

eixo

Figura 2.3: Representa¢io Geométrica
Conservagao de material na direcao axial com respeito A:

e Taxa de entrada: V2mrdrC — D27rrdu((;—0 = € (difusdo);
r
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e Taxa de saida: V2mrdrC + g(v2m‘dr6’)dx — (DQWdea(,)—O + 2 (D2rrUz%%)dx) (até
T

primeira ordem).

No estado permanente, taxa de acumulacao € zero: taxa de entrada=taxa de saida. Segue-se

o0 _p (0 100
or  V \orz ror

Onde vem a reagao?
Nas condicoes de fronteiras devida a formulagao do problema

C=C;, em =0

oC
=0 r=0 -simetria.
or
oC K
3 = _EC em r=R, O<z<l1, reacao quimicaem r = R.
,

Aqui z esta substituindo ¢ e temos um problema inicial e de fronteira para uma equacao
parabdlica, mas a interpretacao fisica é totalmente alterada. Este método foi estudado por
Baron, Manning e Johnston ([1]) para estudar a oxidagao do diéxido de enxofre na presenca de
pentodiéxido de vanadio. De fato, é possivel estabelecer a relacao

452 f/\zx/a
Z )\2 )\2+ﬂ2
com
Jo(\)) kR %
)\» —= J = — = —_—
] ﬁ(]l(/\])a ﬁ D 9 o R D7

obtendo # como uma funcao de C;, C,, com « constante.

2.6 A equacao da onda

Na segao 1.17.1 obtemos a equagao da onda para a propagacao de oscilagoes eletromagnéticas.
Intimeros outros exemplos existem. Considere a passagem de uma onda de som em um gés
perturbando o estado de equilibrio em qual a pressao e massa especifica sao Py e pg, respecti-
vamente. No ponto (z,y, z) ao tempo t suponha que a pressao e massa especifica sdo

P = Py + *Pys
(S
Po = (1 + 8)7

dap
Op
As equagoes de um gas ideal é

onde s é a condensacao e ¢? = ( > , sendo que o indice 0 indica o estado de equilibrio.
0

ov
N_ _vp
P ot
e supondo que s << 1, v-v << 1,
0
Poa—‘tf = —pVs
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e a equacao da continuidade

0
poa—i ~+ podivv = 0.
No caso que a gas ¢ irrotacional, v = —V¢ e obtemos
0
\Y (8_? — 023) =0
e
0s
— = A¢p.
ot ¢
Eliminando s nas equacoes obtemos
1 0%¢
—— = A¢.
c? Ot? ¢

A mesma equagao é obtida por vibragoes de corda, cabos, onda de som longitudinal, membranas,
vibragoes longitudinais de barras, etc. Nao discutimos outras situacoes detalhadamente. O
leitor deverd consultar os livros de Sneddon [3] ou Tychonov e Samarsky [4] para maiores
informacoes.

Consideramos a forma mais simples da equacao da onda

10 o
20t Ox2

Introduza novas coordenadas

—oco<zr<oo, t>0.

X =—c+zx
Y=c+zx

a equagao assume a forma
Py 0
0Xoy
Trivialmente, esta ultima equacao tem solucao

y= flr+ct)+ g(x — ct)

com f, g funcoes arbitrarias.
Evidentemente, no tempo inicial ¢ = 0, temos de especificar o deslocamento y = yo(z) e a

: 0 . .
velocidade 8_?; = vg(x). Assim, determinamos que
=0

Yo(x) = f(x) + g(z)

vo(x) = cf'(x) — cg'(2).

Segue-se que via integragao
1 xX
@)= g(0) = - [ w(e)a
b

c

com algum valor arbitrario de b e por conseqiiéncia que

Fa) = (o) + 5. [ vl
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o(z) = Syo(a) — 2%/: vo(€)dE.

Finalmente,

z+ct
ylat) = 5 (onle+ ct) + gnla = b)) + oo [ ()

20 r—ct

que é a solucao de d’Alembert da equacao da onda em uma dimensao.
Considere agora a equagao da onda em trés dimensoes com simetria esférica. Isso é dizer
que buscamos ¢ satisfazendo
1 0% B 0% n 20¢
2ot2  or2  ror
Coloque ¢ = %, obtendo
1 0% B 0%
2 ot2 Or?

1D aee)

oo 10D oltrs)

com solucao da forma

1
rlf (t — E) representa uma onda divergente e se ¢ = - f(r—ct) é o potencial de velocidade
wr

we 92 _ 1f<t—f>+ 1f’<t—f>.

or  4nr? c 4rre c
Segue-se que o fluxo total através de uma esfera de centro na origem e raio pequeno € é

de um gés,

dre*u = f(t) + O(e).

Neste caso dizemos que ha uma fonte pontual de forga f(t) situado na origem e o ¢ dado
acima é o potencial de tal fonte pontual. A diferenga de pressao no instante t e o valor de

equilibrio é dada por
0¢ p c
P-P=p22=Ly(t-5).
0=r ot 47r7‘f r
Consideramos exemplos de aplicagao do método de separagao de variaveis a equacao da onda.
Considere o problema

1 0%z

0z
Z|t—0 f(xvy) at o
z=0 na fronteira.

Buscamos solugoes elementares da forma
2= X(2)Y (y)e,
obtendo
X"+ kX =0,
Y'+ kX =0, Kk +k=k.
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Dadoque X =0emz =0, aeY =0emy =0, b, tomamos a solu¢ao na forma de combinacoes

Jan (2

das solugoes z = Az, + Bz_ de
mnx

2y (z,y,t) = ZAmnsen ( "

mn

)

m2

a?

n2

aqui k2, = m? ( +3

Y

coSs ket  isen (kynct)},
b

As condigoes iniciais implicam que A+ B =1

flz,y) = Z Apnsen (

mn

0

nmy

b

Z (Amnsen (mm;

a
mn

oo

o que implica A=B=—¢e

2(2,y,t) =Y Appsen (mw

a

DN —

com

Considere agora o problema

))kmeA-Bﬁ

x) sen
4 a b
Amn = E/O /0 f(x,y)sen ( a

mnx nmy
) ()
% = A aﬁ + B ai
ot |, It |, It |,

<%> cos (kmnct)

mmx

) sen (%) dxdy.

Lo o 10s 10
2otz or2  ror  rzog?’ ’
no cilindro 0 < r < a,
Zpma =0
0z
z(r,0,0) = f(r) —(r,6,0) = 0.
ot
Separacao de coordenadas leva aos problemas
z = R(r)O(f)e*™*
r? (d*R 1dR 1 d*0
— (== +-—+FKR —— =0
R(m27wf+ )+@w2
d*e 9
102 +m 0 =0,
d*’R  1dR m?
—+-—+ (k¥ -—= R
dr2 7 dr ( r2 ) ’
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com solugoes © = e*™? (m inteiro) e R = J,,(kr). A condigdo de fronteira significa que
Jn(ka) =0 com k=kp1, kna, ...
kmi > 0, obtendo solucoes da forma

z = Z Apin I (k) €xp £iml £ ik, ct.

Dado que a solucao depende somente de 7 e t, podemos tomar m = 0 e como no exemplo acima
resolve o problema na forma

= A Jo(knr) cos(kact),  kn = ko,

2 a
Anm /0 rf(r)Jo(K,r)dr

utilizando as propriedades de ortogonalidade das fungdes de Bessel (apéndice C).

2.7 Exemplos miscelaneos avancados

Exemplo 1

Observagao: Os exemplos 1 e 2 requerem conhecimento de varidaveis complexas.
A férmula de Poisson em duas dimensoes pode ser escrita no circulo unitario C, z = x+iy =

ret,
1 [ e 42 1 [ 42
———f(0")do + 60')d
o) = 3= [ G+ - [ G e
e podemos definir uma funcao analitica F'(z), Re F/(z) = f(f) em C tal que F' = u + iv

" N 1 2 19 + 2
W =1 -— —
0" or e’ —

~f(9)ae

(fungoes conjugadas, outra expressao de v

1 [* rsin(@ —0)f(0)do
v_bO+_/() 1—2rcos(d —0)+r?’

é a férmula de Schwarz).

Sejam P e P’ pontos inversos com respeito o circulo C' e PP’ = ¢. Invertendo com respeito
o circulo com centro P’ e raio ¢, o ponto no circulo C' transforma em um ponto S’. (Suponha
que P’ estd fora de C' e S dentro de C). Sejam dS e dS’ elementos de arcos em S e 5,
respectivamente, e sejam as coordenadas polares de P e P, (r,0) e (',0'), respectivamente,
onde " = 1. O circulo C' inverte em um circulo com centro P e raio (a' - = cr)

PS l—r cr ,

PS = _ _
S =g T T T T

Também 72 P'S? = PS? = (r? +1%> — 2r cos(o —0)), onde (I, o) sdao as coordenadas polares de S.

Escrevendo
1o cdS cdo redo
g = = =
a'P'S?2  rP'S? 1—2rcos(c—0)+r?
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erc=1—r?a férmula de Poisson tem a forma:
1 27

V= —
2w Jo

que é uma conseqiiéncia direta da formula de Gauss.

Exemplo 2

Suponha que € tem fronteira C' (fechada e regular). Pelo teorema de aplicagdo de Riemann
sobre aplicagoes conformais, existe uma fungao analitica unica F(z), regular em €2, tal que
¢ = F(z) aplica Q conformalmente em |(| < 1 transformando um ponto z, dentro de C' na
origem e levando uma direcao dada na direcao positiva do eixo real.

A transformacao
a(z — 2p)

(=

z| <a
a?—zzy’ 12

leva |z| < aem |[(| <1, {(2) = 0. Esta aplicagao leva a fun¢ao harmonica u(z,y) no plano-z

em U(&,7n) harmonica em [(] < 1 e u(xg,yo) = U(0,0).
Pelo teorema de Gauss,

U(0,0) = /F Ue.mde T ={¢| =1}

2
¢ 1 d
o
= —d
u(x07y0> 27T/CU<§7T])CZS S

s é o comprimento de arco em C, |z| = a, z = ae’®, 2y = re?, r < a,

do |d¢|  |a(a®—|2]*)| a’ —r?

ds |ds| |a(a®—2%)?| a(a? — 2arcos(f — ¢)) + r2
e 9 2 _ .2

1 4 a”—r
S i d
u(o, Yo) o /0 u(r cos ¢, r sin qb)a(cﬂ — 2arcos(f — ¢)) + r? 2

a formula de Poisson.

Exemplo 3 (Extensao do Principio do Maximo)
(i) Mostre que se
AN + 2B \u+ Cp> >0

aX’ +2BBu+ypu® <0,

entao
Aa+2Bp + Cvy <0.

(ii) Sejam © um aberto em R? e L o operador elétrico

Lu = Aug, + 2Bugy + Cuyy + Du, + Euy,
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Az, y)N° + 2B(z,y) A+ Cla,y)p® >0 YA p
com coeficientes continuos. No seguinte vamos supor que
u € C(Q)NC*NO);
Lu>0 em Q
e u(x) <wu(xyg) paraalgum xy€ Q,Vo e Q.
Observamos que pondo M = u(z), 3 um circulo C' tal que C' C 2 e para algum ponto x; € 9C,

u(xy) = M e u(z) < M para z € C°. Introduzimos circulos K, raio R, K; com raio R; < R e
centro xr; como na figura 2.7.

Figura 2.4: 0K = S; U Sy

Pondo r? = 22 4 y? e tomando a origem de K como a origem de coordenadas introduzimos
a funcao
2 P2
h(z,y) =e " —e ' a>0.

Observe que Je > 0 tal que

u< M —¢€ sobre S; (2.27)
e u<M sobre 9.

Mostre que escolhendo « suficientemente grande,

Lh>0 em K, (2.28)
e L(u+dh)>0 se 6>0.

h(z,y) <0, ze€S, (2.29)
e h(zy)=0.
Pondo v(z,y) = u+dh e escolhendo § pequeno (via (2.27)) v < M sobre S;. Mostre que v < M

sobre Sy (via (2.28) e (2.29)) e conseqiientemente que v < M sobre 0K, e v(z1) = M.
Mostre utilizando (2.29) que

Vg A + 205y Mt + Vyyi® < 0 (2.30)

e finalmente da parte (i) que
u(lz) =M em Q.

(Argumento de E. Hopf, Berlin Sitzungsbers, 141 (1927))
Este exercicio pode ser estendido a n—dimensoes e tem aplicacao nesta forma em geometria
diferencial.

112



Exemplo 4 (Teoria de existéncia para problemas hiperbdlicos)

A questao de existéncia para problemas hiperbdlicos - a utilizacao de Cauchy-Kowalewski.
Considere o problema

Ou=f, fe€L* em Q=Q,
U = fo, % = f1 sobre SO (231)

fo tendo a primeira derivada em L*(Sp)
e Fje L2(Sg)

{"n- -*'UJ

Ponhamos

o)

gg{(g)lﬂ}.

Conseqiientemente 3 constantes ki, ko, k3 tal que para T < tg

T
rwﬁsmw%+@4rwwwamm

Iflla = ( / f?dxdt)2
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=1L

T
y(T) = / [l Lt = [[u]

Entao a desigualdade acima tem a forma

Ponhamos

y < a(T) + by,

onde b=Fky >0e¢
a = kallully + k| fllg > 0.

a(T) crescendo com 7' e é limitada por a(ty); y(0) = 0. Conseqiientemente

y§y0>

onde y, resolve
y' =a(T)+by, com yy(0) =0 (Gronwall)

e em particular

Mais precisamente para T < ty, 3 ¢ e ¢y tal que

lulle < ellully + el [f]e-

Dado estas desigualdades podemos prosseguir na seguinte maneira: resolve via o teorema de
Cauchy-Kowaleski (Courant & Hilbert, Methodos of Mathematics Physics, Vol 11, Interscience,
New York, 1989) o problema (2.31) para fungoes analiticas F,, e dados de Cauchy analiticas
fon € fin. Um resultado de J. Leray (Hyperbolic Differential Equations, Institute for Advanced
Study, Princeton NJ 1953) mostra que a solugoes analiticas locais definem uma solucao analitica
global. O espago H'(2) (o espaco de Banach com a norma natural sobre fungoes em L*(f2),
com primeira derivada em L*(Q) - veja De Figueredo, Projeto Euclides, Andlise de Fourier e
Equagoes Diferenciais Parciais, se¢ao 5.11) é completo.

O que basta com a desigualdade para mostrar a convergéncia em H'({2) de uma sequéncia
de solugoes analiticas (f,,) tende a f em H'(2), (fon) tende a fo em H'(Sy) e (f1,) tende a fi
em L*(Sp). Enta solucdo é uma solugao no sentido de distribuigoes (veja De Figueiredo).

Exemplo 5 (Problemas mal postos)

Certos problemas podem ser formulados, mas nao sao estaveis sobre perturbagao (Not well
posed). O seguinte exemplo é de Jacques Hadamard , Lectures an Cauchy’s problem in linear
partial differential equations, Dover Publications 1952.

Considere o problema de Cauchy para uma equagcao eliptica.

0*u  0%*u 0

o o

u(0,y) =0

ou )
g(O,y) =u1(y) = A, sinny
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1
(A, pequeno com n — oo, por exemplo A, = —p).
n

O problema tem solucao
u = — sinnysinhner — oo
n

rapidamente com n — oo se x # 0. Conseqiientemente o problema é instavel. De fato, a idéia
expressa em Courant e Hilbert, Methods of Mathematical physics vol 1 Interscience New York
1953 p 227, que problemas mal postos no sentido de Hadamard nao expressam fenomenos fisicos
consistentes, nao subsiste mais como é observado por C. A de Moura em tratamento numérico de
problemas inversos, mini curso Atas 25° seminario Brasileiro de Analise, Sao José dos Campos,
1987, 261-296. L& é dado uma lista de exemplos tipicos (tomografia computadorizada entre os
exemplos) e referéncias.

Exemplo 6 (Método das Imagens)

O método de imagens (veja Sir. James Jeans, The Mathematical Theory of Eletricity and
Magnetism, C. U. P. 5% edigao, 1960 capitulo 8).
(a) Pense em um plano condutor S

potencial zero
v=0em S

Figura 2.6: Plano Condutor

O problema ¢ calcular a carga induzida em S por

S p=jAP|, o =|AP|
.

v =
0 em S

A=0 salvo em A.
Temos que a densidade de carga é dada por

ov

drp=R = - -
il oz

=0

0 e e
a ax{\/(x—a)2+y2+z2 \/(x+a)2+y2+z2}‘x_0

2ae
(a2+y2+z2)3/2
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ou
ae

273’

Este é o exemplo mais simples do método de imagens. O principio é encontrar um sistema
de cargas elétricas tal que uma certa superficie coincide com a equipotencial v = 0. Depois
interprete esta superficie S como um condutor (o potencial é zero). As cargas dentro deste
equipotencial podem ser substituidas pela estrato equivalente de Green:

1 Ov
Ar on v 8 1
= =T 4 —— | = ds.
4 //S{ r +47r(9n(7’)}
No caso S é um equipotencial v = 0,
1 ov
— _47r8nd i
o s
- ff
s T

onde o é uma densidade de eletricidade o = —ﬁg—z (na diregao do vetor normal exterior).

(b)

g =

Figura 2.7: ¥ e X,eq-

T .
Tomando coordenadas polares, escrevemos # = 0 e § = —. Suponha que a carga esteja na
n

posicao (r, ). Descobrimos que cargas

e em (r,0), (r,@—l—z—ﬁ), (r,9+4—7r),-~
n n

—e em (r,—0), (7’,—<0+2%>), (r,—(@—l—%)),'--

s
da o potencial zeroem # =0 e 0 = —.

n
(c) Coeficientes de capacidade e indugao:
Considere varios condutores, Sy, Ss, ..., S,, com cargas Fy, Es, ..., F, e potenciais V1, Vs, ..., V,.
O sistema ¢ linear e simétrico

Vi = pubi+palks+paks+ ..
Vo = Dok +poks +piskis + ...
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e pij = pji- Similarmente

Ei = quVi+giVao+aguVs+ ..
Voo = qu2Vi+aquVo+qaVs+ ...

e ¢ij = qji, sendo os p’s conhecidos como coeficientes de potencial e ¢;; como coeficientes de
inducao e g;; coeficientes de capacidade.

Considere esferas A e B com raios a, b e centros a distancia o um do outro, queremos
encontrar o campo quando ambos nao estao com cargas.

Suponha que

Vi, Bi < A< qu
Vo, By <+ B <5 qa

sao coeficientes de capacidade e
q12 = 421

é o coeficiente de inducao. As equagoes acima indica que com
‘/2 = 07 ‘/1 = 17 El = (11, € E2 = q12-

E suficiente resolver casos particulares como esta parte resolve o problema em geral via linea-
ridade. Entao considere: A a V; e B a Vo = 0. Tome carga Va em A de potencial uniforme
V sobre A, mas nao zero sobre B. Reduz o potencial acima de B a zero superpondo um se-

Vab
gundo campo ——— no ponto inverso B’ de A na esfera B. Isto perturba o potencial em A.
c
. a a !/
Introduzimos uma carga — = em A'.
cC ¢c— =—
C

Figura 2.8: BB’ = % e AA" = "2b2 :

a—2
c

E continue desta maneira. Este procedimento pode ser formalizado seguindo Poisson e
Kirchhoff.

Sejam A, a posicao s—ésima da série de pontos A’, A”, ... e B, a s—ésima da série de pontos
B',B",.... As; é aimagem (inversao) de B na esfera A de raio a e B; de A;_; na esfera B de
raio b. Sejam ay = AAg, by = BB; e as cargas em Ay e By, e, €), respectivamente.

as(c —by) = a? (Inversao)
bs(c — as_1) = b? (Inversao)
a b
€5 = —— bse’s e, = RS as_le;,l.
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Conseqiientemente,

ab
ey = s
(¢ —by)(c—by_y) "
6/ — ab 6/
§ (C — as_l)(c — bs—l) s—1
e
es ab _agby  ase—a?
es.1  (c—by)(c—as1) ab  ab
es  (c=bga)(c—as) clc—as) b
esi1 ab - ab a’
Via adicao obtemos:
es es A —a? -1
+ = .
€s—1 €s+1 ab
Pondo u, = ei,
° 2 _ 2 2
Ugir — T ug =0 (2.32)

ab

e similarmente a mesma equagao de diferencas tem que ser satisfeita por u), = i A solugao de
(2.32) pode ser tomada na forma
us = Aa® + BfS?,
onde « e 3 sao raizes de
, —a*-=0
- ab

O produto destas raizes é 1, e tomando « a raiz menor que 1, podemos supor que u, ¢ dada
por

t t+1=0.

us = Aa® + —,
a

com i
o
s = —5——
Aa®* + B
e
/ as
€y = ————.
A'a® + B
Segue-se que
[e.e] as
=at+e +e+--=a+ — 5
411 1 2 ;AO{2S+B

S

> (0%
_ ! / — § .
q12 - 61 + 62 —I'_ i —Ala28 _'_ B/

Lembre-se que

€y —

I
L

A+B

CTAPLB 2_p
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1 B 1 a + ba
e Tan-gy M T
Conseqiientemente
_ae’(1 &%)
e
e

1 2
%1205(1_52){1_52—’_1_22&2—’_1_@52@4_'—'”}'

Para determinar A’ e B’, observe que

, o ab
e P —

Y7 Aa?2 + B c

, a? a’b?
62 = = —

Aot + B c(c? —a? —b?)

ab(1 2) 1 P o? n
- _Yn_a
%1z c l1—a?2 1—a* 1—af

Cada série é da forma i

Y g

Poisson determinou expressoes integrais para estas séries. De fato,

/OO sinpt 1 (eP+1) 1
o et —1  t\er—1 2p

e pondo p = log £2a?*,

a’ 1, a’ /°° a’®sin log £2a%*
gt = —dt
1 — €2a23 2 lOg §2a2s 0 627rt -1
e
a’ 1 a’
21—52(125 N 1—a)_2210g§+2510ga
a®sin(2log & + 2sloga)t
- Z 2t dt
e m — 1

_ B / £ g9 /°° sin(2tlog £) — asin(2tlog *)
2(1 —a) o 1—a%t! o (e —1)[1 —2acos(2tloga) + a?]

Calculos numéricos foram feitos por Russell Proceedings Physical Society 23 (1911) pédgina 352.

Exemplo 7 (Sistema de Coordenadas ortogonais)

(Veja Jeans citado acima, segoes 277 a 283)
Suponha o sistema de superficie

(10('1'7 y7 Z) = )\
v(x,y,2) =p sao ortogonais
x(z,y,z) =v
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Entao, podemos supor (localmente) que pontos sdao determinados por (A, p,v) e queremos a
expressao da distancia ds de (A, p, nu) do ponto vizinho (A+0A, pu+du, v+4dv). A ortogonalidade
implica

d\? dp*  dv?

ds®* = 5+ o + —-.
hi o h3 o B3

A equacao de Laplace tem a forma:

(9 hl aU (9 hg (91) 8 hg 81}
Av=— = | + 5 — |+ — =0
O\ h2h3 oA 8,LL h3h1 8u ov hlhg ov
(Lembre-se que Av = div (gradv) e a interpretagao geométrica de div).
Por exemplo, considere o sistema

1.2 y2 22

210 R0 2r0

1. (2.33)

(2.33) é uma equacao para 6 (de grau 3) com raizes A, u, v. Claramente, a expressao
22 2 2

—1
210 R+o 2i0

(a® 4+ 0)(b* 4+ 0)(c* + 0)

¢ uma funcao racional de 6 de grau 3, coeficiente de 63 sendo —1. E zero quando 0 = A, pu, v.
Isso significa que a expressao € identicamente igual a

—(0 =)0 — )0 —v)

ou pondo # = —a? na identidade
(b — a®)(? — a®) = (a* + \)(a® + p)(a® +v).

Fixando p e v e variando A

Jdv A
r a?+ A
e conseqiientemente
ds*> = dr*+dy®+dz* (elemento da normal A = constante)

B iz (a%‘i )\>2 (a¥)*

1 (@4 )
= 1Y I e

a,b,c

_ Loy A=p)A-v) _ (@)’
onde b2 @ T NE NS+
1 A=wAr=v)
Introduzimos

Ay = /(a2 4+ N (12 + \)(c2+ N).

Segue-se que
hy Ay

hghg N QAMAV

(n—v)V—1
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e equagao de Laplace tem a forma

0 Ay Ov 0 A, Ov 0 A, Ov\
) ((“ AN, (9)\) "o ((” NA A au) o ((A WA, aﬂ) =0

Multiplicando por AyA,A,, obtemos

0 ov 0 ov 0 ov
YN N A, (a0 a2 (a2 —o.
(e =v) *ax( *m)“y A “au( “au)HA 2 ”aw( ”au) 0

Introduzimos novas varidveis

_/A@ 5_/“61_# _ [
) ax P Ay 7T ) Ay

e a equagao pode ser escrita

0%v 0% 0%
—V)— = 0. 2.34
=)o+ = NI+ A= =0 234

Uma solugao particular de (2.34) é

v=A+ Ba A, B constantes.

Os equipotencias sao elipséides confocais

:C2 y2 22
S = { —1—?4-——1—0}

Condutor A = 0 com potencial v =1ev =0 em A = cc.
Segue-se que 1 = A

d\
e 0= —B+ A
/s
1
ou B:_oo—d)\

foK

e conseqientemente

)\ﬂ © g\ )\ﬂ 0 d)
—1_ 0 Ay _ JO Ay 0 Ay _ JX Ay
0 Ay 0 Ay 0 Ay

Exercicios (Problemas Elipticos)

1. Mostre que a equagao
A 82u+18u+182u 0
U = —- _— —_—— =
or?2  ror  r?06?
tem solucao da forma (Ar™ + Br~")e*™ com A, B e n constantes. Resolva o problema de

fronteira

Au=0 |r|<a
U|p=q = A+ Bsenf
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2. Mostre que o problema
*v N 10v N 1 0%
or?2  ror  r206?
v:9<z—0> r=a, 0<60<

=0 em a<r<hb, 0<9<g

2 5
v=0 r=>0, ogegg
v=0 0=0, a<r<b
v=20 H—g, a<r<b

tem solucao

v — 2 - (%)M_Z - (2)471—2 sen (4n — 2)6
=) e

3. Um fluxo de um fluido irrotacional, ideal, com divergéncia zero, tem potencial de velo-
cidade r"Y,, (6, ¢). Mostre que o potencial de velocidade ¢ do fluxo perturbado pela colocagao
de uma esfera sélida no raio a na origem é

n a2n+1 N
4. Mostre que a solucao do problema

Au=0 O0<a<f<p<2r
u=0, 0=«

u:Zanrn, 0 =7,

é dada por

n

Qn(cos ) P,(cosf) — P,(cosa)@Q,(cos )
‘= Z in "Qn(cosa)P,(cos B) — P,(cos a)Q,(cos 3) "

Observacao:

1 w1 Lon—4s+1
Qn(p) = =P,(p)l = g P o
(1) 9 (1) log TE 25+ D(n—3) 251 (1)

é a segunda solucao independente da equacao de Legendre. Aqui %(n —p) ou § — 1 dependendo
sobre se n é impar ou par. @, () é singular em = 1 (f = 0). Observe que entre os cones
0=aeb=p,Q,(u) énao singular e consideramos ambos P, e Q.

5. Um dipolo elétrico com momento p é colocado no centro de uma esfera uniforme vazia
(condutor) de raio a que ¢é isolada e que tem carga total e. Se v; é o potencial dentro da esfera
e vy 0 potencial fora da esfera, mostre que

e pcosf  purcosf
1=t o 3
a r a

€
Vg = —.
r
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6. Resolva o problema

0%u N 0%u g
- — =&
ox?  Oy? ’
Ulpeeq =0

em um disco r < a.

7. Se a carga ¢ é distribuida sobre um condutor na forma de uma esfera com raio a, centro

O, o potencial é equivalente a concentragao da carga no centro O por V' = —2. Trés esferas

concentrais (condutoras) com raios (¢ < b < ¢) s@o mantidas com os potenciais iguais nos
condutores com raios a e ¢ e com o condutor de raio ¢ mantido no potencial O.

Figura 2.9: Representagao Geométrica.

Isto é equivalente ao problema
A¢:O em B1UBQUBg
¢‘r:a = ¢’r:c =V
¢|7‘:b =0

Resolva este problema.

8. (a) Seja u uma fungdao harmonica no aberto G de R? e B(xg, R) C G, mostre utilizando
o teorema de Green que

(i)
u(zy) =T71 u(xg + Rw)dw
) =07 [ o+ Re)

e que
(i)
u(zg) = |B(:)30,R)|_1/ u(z)dz.

B(zo,R)

(b) Observe que se u ¢ continua e (ii) ¢é satisfeita, entao u € C'(G), com

(00) (o) = \B(xo,R)|1/ w@)dos, a=1, ..k

0B(zo,R)

com do, = n, normal exterior. Aplicando o teorema de Green, mostre que dau satisfaz (ii)
para « = 1,2, ,. Se (ii) é verdadeira para todas B(x, R) C G, mostre que u é harmoénica em G.
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Exercicios (Equacao do Calor)

9. Considere a equacao do calor

T
%—t:kAT em O<z<a, O<y<b 0<z<ec

T=0 nos lados
T({L’, y? Z? 0) = f(:l:’ y? Z)'

Mostre que

8 (o.) o (o]
T(IL’, y7 Z, t) — a_Z)C Z Z Z F(m, n, q)e_ﬂtsen (m;-rx) sen (n_z—y> Sen <?> 9

3
I
-
I~
I
_
=}
I
o

onde

F(m,n,q) = /Oa /Ob /ch(x,y,z)sen (?) sen (n_7bry> sen (qLCZ> dxdydz

10. Resolva o problema

or kaQT t>0 <z<
- =Kk —a<xz<a.
ot Ox2 ’

satisfazendo as condigoes:

(1) T —0 com t— oo,
(17) T=0 em x=+aq,

(141) T=xz em t=0 e —a<z<a.
20 = (—1)"! nwT n?m?t
(T:?; - sen<a>exp<— s
11. Considere o problema
oT
— =kAT em a<r<b
ot
Tl =0
T|r=g = quQt, ¢, s constantes.

Obtenha uma possivel solu¢ao. (Dica: Consulte segao 2.5)
12. Considere a superficie da terra como sendo o plano z = 0 e considere a equacao do calor

%—f:kAT em 2z2<0, t>0,

T(z,y,0) = 6y + 0, coswt.
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Investigue a penetragao da variacao desta temperatura na terra e mostre que na profundidade
z a temperatura flutua entre

0o — 01 exp (2/w/2k) e B+ 01 exp(zv/w/2k)

13. Mostre que a solugao T'(r,t) do problema

0*T N 20T 10T
oz ror kot
T(r,0) =Ty = constante 0<r <a

O<r<a, t>0

oT
— +hT'=0, em r=a,t>0.
or
pode ser expressa na forma
22 Toh A, (€2 + (ah — 1)%)7sen (Hn) e~t0/?
T(r, 1) = 2000 gy Gt (@R G
[ —— &2 + ah(ah — 1),

onde 0 < &1, &, ... satisfazem
€+ (ah —1)tan& = 0.

Exercicios (Equagao da onda)

14. Prove que a energia total de uma corda fixada nos pontos z = 0, x = [ e executando
pequenas vibragao transversais é

1 ! ay\> 1 [oy\*

y=flx—c) 0<x<],

Mostre que se

entao a energia da onda ¢ igualmente dividida entre energia potencial e energia cinética.

15. Procure a solucao do problema

1 —aQV —aQV O<x< t>0

- = i a

c? Ot? 0x? ’

V=0 em r=0 ou z=a, t>0
ov B

E_O em t=0, 0<z<a

V=F em t=0, 0<x<a,
quando a, ¢ e E sao constantes.
16. Procure uma solucao de

oxz o2
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ou
satisfazendo a condiggo u = — =0 em t = 0.

ot

17. Uma corda de comprimento [, com extremos fixos, esta inicialmente em repouso na

forma da curva y = Asin (@) Em ¢t = 0 inicia-se as vibragoes com resisténcias do meio.

Dado que a equagao diferencial que governa as vibragoes é

Py 0%y
2

I _YI 9p7d
o "o T

mostre que, depois de passar o tempo t,

k mmx
y:Ae_kt{cosm’t—i——,sinm’t} sin( W ) ,
m

[
onde

. miric?
m' = —

— k2.

18. Uma esfera elastica uniforme de raio a e densidade p esta vibrando radialmente sob
nenhuma forca externa. O deslocamento radial u satisfaz a equacgao

Pu 20u  2u 0%u
(4 2u) (mﬁa‘ﬁ) =

onde A e i sao constantes eldsticas e a componente radial de atrito é

Ou

or = (A+2p)

Tl
T

Prove que o perfodo dos modos normais de vibragao sao 27, quando ¢f = (A +2u)/p e 0s &'s

1§
sao as raizes positivas da equacao transcedental
4€ cot & = 4 — 322

em que 3% = (A + 2p) /.
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Capitulo 3

Séries de Fourier e Transformadas

Estudaremos o problema da expansao de funcoes em intervalos limitados nos termos de fungoes
periddicas. Para simplicidade serd 1til tomar o intervalo canénico (0, 27). Vamos supor que a
fungao sob consideragao f(z), estd definida em (0, 27) e depois pela periodicidade este dominio

é estendido a (—o0, +00),
Fo+2m) = ()

Escrevendo formalmente a expansao,

1 o0
flz) = 5(10 + ;an cosnz + b, sennx

e observamos as relacoes

)
3

2

T T se n
cosmx cos nxdxr =

0 0 se n

21
/ cosmx sennrdr = 0,
0

2
" T ose n=m
sen mx sen nxdr = ,
0 0 se n#m.

obtemos

1 27
Ay = —/ f(z) cos mxdx
T Jo

1 2

by = — (x)senmadx (Euler-Fourier)
T Jo

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Na equagao (3.1) temos duas questoes: a convergéncia da série e, caso essa convirja, a sua
relagdo com a fungao f. Claramente (como sempre) o primeiro passo é o estudo da soma

parcial associada com a série

n

1
sp(x) = §ag + Z Ay, COSMT + by, ST

m=1
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Seja 0 < x < 27. Temos

Sn(x)

1 2m 1 n 2 2
Py /0 ft)dt + - mZZI cos mx /0 f(t) cosmtdt + sen mx /0 f(t) senmtdt

%/0 W {%+n;cosm(x—t)}f(t)dt

1 /2" sen (n + %lfx —t) F(t)dt.

2m J, sen 5+

Pondo t = x 4 u,

Sn(x) ! /%_I wf(x + u)du.

2T sen %

—T

Mas o integrando tem periodo 27, ou seja, toma os mesmos valores nos intervalos (2 — x, 27)
e (—xz,0) e também os mesmos valores nos intervalos (—2m, z — 27] e (0, z]. Conseqiientemente,

on(z) = — /O Tsen ()Y (3.4)

2 sen %

Esta formula é chamada integral de Dirichlet.
Claramente (3.4) pode ser escrita na forma simétrica

I + 3
sp(z) = %/0 %(ﬂx +u) + f(x —u))du. (3.5)
Obtém-se isto escrevendo u = —v em (7, 27),

- 1 T gen 1
/ sen (n+2)vf(:r—v)dv:/ se (n+2)uf(:r—u)du,
_ 0

v u
27 sen b} Sen 2

pela periodicidade.
Suponha que f = 1. Entao, ag = 2 e todos os outros coeficientes sao zero e

™ 1
L / sen (n+ 5)u, (3.6)
0

2 sen %

Multiplicando (3.6) por S e subtraindo (3.5), obtemos

1 T sen (n—l—%)u

= o U
2m J, sen g

(f(x+u)+ f(x —u) — 2s)du. (3.7)

Sp — S

Uma condigao necessdria e suficiente para s, — s é, entdo, que a integral em (3.7) tenda a
zero quando n tende a +00. O problema da convergéncia é o problema de determinar sob quais
condigbes a integral tende a zero, e caso isto ocorra, entao s,(z) converge a f(z) em algum

sentido.

O lema seguinte é crucial no desenvolvimento da teoria.

Lema 1. Lema de Riemann-Lebesgue: Seja f integrdvel em (a,b), entao

b b
/ f(z)cos \edx — 0 e / f(z)sen Azdz — 0

quando A — 00.
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Demonstra¢ao. Suponha que f tem uma derivada limitada sobre (a,b). Entao

b b
/a f(z)cos \xdx = [f(x)sen;\x] ) - %/ab f'(z)sen Axdx

- ()

No caso geral, um resultado da teoria de Lebesgue, diz que existe uma fun¢ao absolutamente
continua ¢ tal que

b
/ (@) — (@)l <c.
Entao,

/ (f(x) — p(x)) cos \xdx| < / |f(x) — o(z)|dz < €

para todos os valores de \ e pela primeira parte

b
/ o(x) cos Axdx

<€ ()\ > )\0)

Portanto

/bf(x) cos Axdr| < 2e (A > ).

Uma demonstragao similar é possivel para a integral com sen x.

Observagao 5. Uma funcgdo f(x) é dita ser absolutamente continua em (a,b) se dado € > 0,
podemos encontrar 6 > 0 tal que

Z |f(xu + hu) - f(xu)| < €,

para cada conjunto de intervalos distintos disjuntos (x, + h,) tais que 22:1 h, <4.
Observagao 6. Uma fungao f(x) é dita de varia¢ao limitada em (a,b) se para
a=rg<r1<--<x,=0b
n—1
Z |f($,/+1) - f(xzx)’ < M,
v=0

independentemente do modo de divisao de (a,b).

Observacao 7. Cada funcdo f de variacao limitada pode ser escrita na forma

onde p e sao fungoes limitadas e nao decrescentes.

Observacao 8. Uma funcdao absolutamente continua € de variacdo limitada.
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Observacgao 9. Uma condigao necessdria e suficiente para uma funcao satisfazer o teorema
fundamental do cdlculo € que ela seja absolutamente continua (Titchmarch, Pdg. 364).

Uma conseqiiéncia do lema de Riemann-Lebesgue é que o coeficiente de Fourier tende a zero.
Outra conseqiiéncia é que o comportamento da série de Fourier para um valor de x depende
apenas do comportamento da fungao na vizinhanca deste ponto.

Seja 0 um nimero positivo, § < 7w e ponha g(t) = f(t) paraz —§d <t <x+0 e g(t) =0 no
resto do intervalo (x — 7,z 4+ 7). Denominaremos as somas parciais da série de Fourier de g(t)
de s,,. Entao

1 T sen (n + %) U
[ — - N &l _ _ d
Sy, o ), son ® (9(z +u) — gl —u))du

— 1 6w(f(x+u)+f($—u))du.

2m Jo sen o
Conseqiientemente,
1 ["sen (n+1)u
Sp— Sp = — (—uz)(f(x—i-u)—l—f(x—u))du.
2m Js sen 3
Mas

cosecg(f(x +u) + f(x —u))

é integravel sobre (0, 7) se § > 0 e pelo lema de Riemann-Lebesgue s, — S,, — 0. Portanto, o
comportamento de s,, depende apenas de f(¢) no intervalo (x — J,z + ¢). E esta propriedade
que permite que a série represente uma funcao arbitraria. Em geral, a série representa uma
funcao no ponto como um tipo de limite de seu valor médio em (z — §,z + 0) e é igual a f(x)
somente se f é suficientemente simples.

Observacao 10. {f(u)}w<s) € mondtona. Isto significa que existe lim, ., p(u) = f(r —
0). Da mesma forma se f = @ — 1, entdo lim, ., yer @ — limy—pyer ¥ = f(x — 0) eziste.
Simultaneamente, para f(x + 0), claramente, ¢(u) — 0. Entao, podemos escrever p(u) =
1(u) — pa(u), onde v1 € po sao fungoes positivas crescentes de u. Cada uma destas fungoes
tente ao mesmo limite quando u — 0, e subtraindo uma constante podemos supor que este
limite € zero.

Supomos que ¢ é suficientemente pequeno para assegurar que ¢(u) tem variagao limitada

em (0,0). Entao
) +1
/ wgp(u)duzjl_J27
0

u

onde 5 1 5 1
+3 +1
i :/ TR (n+3) u%(“)d% J2 :/ ATt (n+3) u@Q(U)d“-
0 0

u u

Dado €, escolheremos 7 tal que () < €. Pelo segundo teorema do valor médio temos

/nw¢1(U)du = @1(77)/nsen(n—+§)udu (0<&<m)
0 3

u u

1
20 sen v

(n+
= o1(n) / dv.
(n+de Y

131



A dltima integral é limitada para todos os valores de n, £ e n. Isto implica que

/’7 sen (n+%)u
0

u

e1(u)du| < Ae.

Com este valor fixo de 7, pelo lema de Riemann-Lebesgue temos

% sen n—l—l U
/(—2)g01(u)du <€ n>ng.
U
n

Isto implica que J; — 0 e J, — 0 da mesma maneira.

Observacao 11. A série de Fourier de f(x) converge uniformemente em qualquer intervalo
interior a um intervalo onde f(x) é continua e de variagdo limitada.

Demonstrag¢ao. Podemos escrever f(z) = fi(x) — fo(x), onde fi(z) e fo(z) sdo continuas e nao
decrescente. Entao pela propriedade de continuidade uniforme, podemos encontrar 7 tal que

[fi(z +h) = fi(@)] < e ([h] <n),

onde a escolha de 7 depende apenas de € e nao do valor de z no intervalo. Referindo-se a
demonstracao do teste de Jordan, isto implica a convergéncia uniforme da integral tratada na
sua demonstracao. Temos também que demonstrar que as partes da integral de Dirichlet que
mostramos tender a zero realmente tendem uniformemente a zero.

3.1 O Fenomeno de Gibbs

sen v sen

Defina G(x) por G(z) = [ dv. Observe que as integrais de sobre os intervalos
v

(km,(k + 1)m) decresce em valor absoluto e sao de sinal alternados para k = 0,1,2,---. Isto

demonstra que a curva y = G(x) tem uma forma ondulatéria com maximos em 27, 47, 67, - - - .

senrvx

, 0 <z < 27, nao converge

Note que a soma parcial s,(z) de p(x) = 5(% —x)é> ",

uniformemente na vizinhanca de z = 0, p(z) sendo descontinua neste ponto (veja o exercicio

9)
x nT t
onlz) + L = / Do (t)dt = / sent 4+ 0(1). (3.8)
Conseqiientemente, s, (z) sao uniformemente limitado e

" sent

sn(:v):/o Tdt+Rn(:c), com |R,(x)] <e se |x|]<d e n>ng(e). (3.9)

Substituindo = = em (3.9) segue-se que

313

) — G(71) > G(c0) = g

Sn

~—

Concluimos que s,(x) tende a ¢(z) para cada z em 0 < x < 2w, mais as curvas y = s,(x)
passando em z = 0 tém pontos de acumulagao no intervalo 0 < y < G(m)

G(m) :2/ sent 1179,
G(oo) m )y
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Chamamos este fenomeno "o fenomeno de Gibbs”.

Isto pode ser descrito genericamente na seguinte maneira: Suponha que {f,(z)} converge
para o < © < xo + h ao limite f(x) e f(z + 0) existe. Suponha que quando n — 400 e
r — xo independentemente temos que

limf,(z) > f(zo +0) ou limf,(z) < f(zo +0),
entao dizemos que {f,(z)} exibe o fenémeno de Gibbs a direita.

Proposicao 1. Suponha que f(x) tem variacao limitada. Entdo s(f) mostra o fenémeno de
Gibbs em cada ponto de descontinuidade e somente nestes pontos.

Demonstragao. Suponha que f(x) = %(f(x—f-O)—i—f(x—O)) em cada ponto z e f(£+0)—f({—0) =

1 #0. Az = f(z) — —p(z — &) é continua e s,(A) converge uniformemente.
7r

l
O comportamento de S,,(z, f) perto de z = £ é efetivamente determinado por s, (—gp(m — f))
s

e 5(f) demonstra o fenémeno de Gibbs. (Veja T. H. Gronwall Uber die Gibbsche Erscheinung
und die trigonometrischen summen senx + - - - 4 222 Math Annalen 72, 1912, 228-243. Veja
também Hardy Pure Mathematics CUP examples LXXVI 9-10 ou Zygmund Trignometric seres
CUP).

E curioso como idéias como esta volta a ser citado décadas apos sua introducao. Numa con-
trovérsia sobre modelagem de turbuléncia interpretando os modos altos de uma representacao
como escalas pequenas de movimento, o seguinte foi observado por Heywood e Rannacher em
On the Question of Turbulence Modeling by Approximate Inertial Manifolds and the Nonli-
near Galerkin Method (Siam J. Numerical Analysis 30, 1993, 1603-1621): ”Se uma fronteira é
presente, aproximagoes finitas de autofuncoes exibem o fenomeno de Gibbs de excesso espacial
oscilatério perto da fronteira. Isto nao € fisico e certamente nao é turbuléncia. E um artefato
da representagao” (tradugao).

Exemplo

Seja F'(x) = cosax, a # 0,£1,42,---. Defina:

Fz) = COS X se 0<z<m
| cosa2m—x) se w<ax<2m

™
Ta, = 2/ cos ax cos nx dr
0

- /Oﬂ[cos(a +n)x + cos(a — n)z|dx

» 2asen o
= (D'
1 2 2
cos ax = senﬂcwr <a — aQ—fP cosT + — fZQ cos2x — - - ) (3.10)
Para z =t,
T COS QT 1 2x 2x
T~ reotam = — 3.11
sen am reotan Oz—i_oﬂ—12+042—22jL ( )
Tomando = = 0 em (3.10),
T 1 2a 2 2a

—_ — _l’_ i +...
senar o o?2—12 a2-22 a?2-32

(3.12)
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e subtraindo (3.12) de (3.11),

1 —cosamr T 4o 4o 4o
T ——— =Ttan— = —— T2 2 2 2
sen am 2 ar—1 o*—-3 a® — 5

3.2 Somatorio de Séries Usando Médias Aritméticas

Vamos estudar as propriedades de convergéencia da média das somas parciais

81+82+"'+8n
" .

Op =

Se s, — s, claramente 0,, — s, porque se s, = s + 0, entao

01+ 0+ +0,
+
n

Op =5 — S.
Uma série para a qual o, tende a um limite é dita (C, 1).

Foi descoberto por Fejér que o método de somatério por média aritmética se aplica bem no
caso das séries de Fourier.

Escrevemos
So+ So+ -+ Sp—1
Op = ;
n
entao
1 ™ sen Ly 4+ sen 3u & - - - 4 sen "=y
On = / Ry L = {fo+u) + flo - )} du
2nm Jo sen 5 u
1 ™ sen? 2
= — du. 3.13
ur |, S U0+ (313)

Esta férmula (3.13) é conhecida como a integral de Fejér. Sua importéncia reside na positivi-

2 nu
dade do fator sen22 . No caso especial f(x) =1, obtemos
2
™ 2 nu
1= 1 sen” % oy
2nm Jo sen?

porque o, = 1 para n > 0.
Entao multiplicando por s e subtraindo

Op — § ! /7r Sen2n_2u{f(x+u)+f(a:—u)—23}du. (3.14)
0

2mn sen? 3
Uma condigao necesséria e suficiente para que a série convirja (C,1) a s é que (3.14) tenda a

zero. No problema de convergéncia podemos simplificar a condicao.
Escrevemos

o(u) = f(z +u)+ f(r —u) —2s.

Entao se ¢ é qualquer niimero positivo menor que 7, a condi¢ao necessaria e suficiente para que
a série convirja (C,1) a s é que

9 gen? nu
lim —/ 8;23 o(u)du = 0, (3.15)
0



porque, claramente,

1 s 2 nu 1 s
_/ X8 gp(u)du‘ < —/ Mdu — 0.
0 0

n sen? 5 n sen? 5

Finalmente podemos por a condi¢ao na forma

1 [%sen®
lim —/ "2 o(u)du = 0, (3.16)
0

n—:oo M u
1] 1 1
<o [~ o f le(wldu— o
n . Jo |sen®g (%)

O Teorema de Fejér: A série de Fourier de f(z) converge (C,1) para a soma

porque

IR | 1 1
—/ sen’ —nu{ ——— — —— o p(u)du
n Jo 2 sen® o (2)

2

1
5 {f(x+0)+ f(x —0)} para cada valor de x para o qual esta expressao tem significado. Em

particular, a série converge (C,1) para f(x) em cada ponto onde f(x) € continua.

1
Demonstragao. Pondo s = 3 {f(x 4+ 0) 4+ f(x — 0)} nas férmulas acima, entao ¢(u) — 0 com

u e temos que demonstrar que (3.16) é verdadeira. Suponha que |¢(u)| < € para n < n. Entao

4 [ sen? ™ 4 [0 sen?
—/ 2 edu + —/ 2 |o(u)|du
0 nJy

n (g)Q n u? u?
de [T sen? 2 4 [0
nJto u nt, u
< Ale+ 4L,

mas claramente,

1 ["sen?™ 1 [ sen?v 1 [ sen?w
—/ 22du:—/ 5 dv<—/ 5 dv.
n Jo U 2 /o v 2 Jo v

Portanto I; < Ae. Fixando o valor de 7, claramente I, — 0 com n — oo.
Corolario: A série de Fourier de f(x) converge uniformemente (C,1) em qualquer intervalo
dentro de um intervalo no qual f(z) é continua.

Demonstragao. f(x) é uniformemente continua em tal intervalo e conseqiientemente na de-
monstracao acima escolha n dependendo apenas de € e nao de z. O resultado é imediato.

O Teorema de aproximagao de Weierstrass: Seja f(x) continua em (a,b) e € > 0.
Entao existe um polinémio p(z) tal que |f(z) — p(z)| < € para 0 < x < b.

Demonstracao. Faremos uma transformacao preliminar tal que o intervalo considerado seja
(0,27). Entdo pelo teorema anterior existe um polinémio trigonométrico o, (x) tal que |f(x) —
o,(z)| < § no intervalo. Agora, em lugar de cada seno e cosseno em o, (z) tome um niimero
suficiente de termos na série de Taylor obtendo um polinémio p(z) tal que |0, (z) — p(z)| < §
no intervalo.

O Teorema de Fejér-Lebesgue: A série de Fourier de f(x) converge (C,1) a f(x), para
cada valor x, para o qual

/ F(x+ ) — f(2)]du = O@F)? (3.17)

¢
0
Em particular converge (C,1) a f(z) quase sempre.
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Demonstragao. (3.17) é satisfeita quase sempre para fungoes integraveis no sentido de Lebesgue.
Seja x um ponto onde (3.17) é satisfeita. Tome s = f(z) em (3.16). Entao

/0 p(u)|du = / @+ w) + f@ —u) — 2/ (2)|du
< / et ) — f(2)|du + / @ —u) — f(a)|du
O(t)?.

Seja ¢(t) = fot |o(u)|du e dado € > 0 escolheremos 7 tal que ¢(t) < et para t < n. Supondo

que n > % e escrevendo
0 gen M o n 0
2 o(u)du = + [ +
u2 1
0 0 P Ui

= L +1L+ 1.

Observamos que sen? § < 62 implica que

n o< (3 / " i < o
/"IsO(U)|du: ¢(n) ) (1) +2/”Mdu
2 he n 1 u2

1
n

|15

IN

U
Td

E+2os/ —126<£+2€n<36n

n 11U n

e finalmente

A
|I3] < ?
Entao s
1 sen 4t € A
— dul < =43¢+ —
n/o u? plu)du 4jL €+m72

e o resultado segue se escolhemos primeiro €, depois 7 e finalmente n.

Corolario: Uma série trigonométrica nao pode ser a série de Fourier de duas funcgoes
(integraveis) que sao diferentes em conjunto de medida positiva (séries no memo intervalo de
convergéncia claramente.)

Demonstragao. Se a série é a série de Fourier de f e g, entao o,, — f e 0, —> g quase sempre.
Isto implica que f = g quase sempre.

3.3 Integracao da Séries de Fourier

Teorema: As séries de Fourier, se convergente ou nao, podem ser integradas termo a termo
entre alguns limites, ou seja, a soma das integrais dos termos separados é a integral da funcao
de que a série é a série de Fourier.
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Demonstra¢ao. Suponha que f(x) tenha os coeficientes a, e b,, e seja

Flz) = /0 {f@;) _ %ao} dt.

Entao F(z) é periddica, continua e de variacao limitada. Isto implica que F(x) pode ser
expandida em séries de Fourier, ou seja,

1 o0
F(z) = §Ao + Z(An cosnz + B, sinnx),

convergente para todos os valores de . Temos

1 2m
A, = —/ F(z)cosnzdx
T Jo

1 innz]* 1 (7" 1
= = {F(m) Smnnﬂ ) “or ). {f(ac) — 5%} sin nxdx
1 21 bn
= —— f(z)sinnxde = ——,
nt Jo n

2
/ F(z)sinnxdx
0

27 1 2 1

[_F(x)coinw]o + — i {f(a:) — §a0} cos nxdx
1 27 n

— f(z) cosnxdx = fn

nm Jo n

(F(2m) = F(0) = 0, defini¢ao de ap). Temos

Py =5 "

n=1

oo
Ay Z an,sennx — b, cosnx
+ n n

Pondo x = 0, obtemos

(=)

[eS)
=2
n:ln

i apsennx + by, (1 — Ccosn) (3.18)

n=1

oo
- bn
A série g — ¢é convergente.
n

n—=
Esta observacao permite a construgao de séries trigonométricas convergentes que nao sao

x L.
converge para todos os valores de x, mas a série

séries de Fourier. Por exemplo, E ]
ogn

[e.e]

I
E ¢ divergente.
—mn logn
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Observacao 12. Se ¢, é uma funcao positiva de n, tendendo para zero monotonicamente
N

i=1

quando n tendo ao infinito e se existe uma constante A tal que < A para todos os

N

valores de N e x, a série E Ontin () € uniformemente convergente.
. Z:1 . . .
Teorema: Uma série de Fourier pode ser multiplicada por qualquer fun¢ao continua de
variagao limitada e integrada por partes termo a termo dentro de quaisquer limites finitos

o0

Demonstragdo. Seja g(x) = § + Zoan cosnx + f,sen nxr uma funcao de variagao limitada.
n=1
Sabemos que a série é limitada e convergente e conseqiientemente podemos multiplicar por

qualquer funcao integravel f(z) e integrar termo a termo. Obtemos

1
/ f(z)g(x)dx = 50000 + Z an 0ty + by B, (3.19)

onde a, e b, sdo os coeficientes de Fourier de f(x).
O teorema de Parseval: Se f(x) é de variacao limitada podemos por g(z) = f(x) em
(3.19) e obter

1 [* 1 >
— | f@)fde = gaf+ > a4 (3.20)
n=1

™ Jo

(3.20) ¢é conhecida como o Teorema de Parseval. Vamos obter este resultado sob condigoes
mais fracas.
A desigualdade de Bessel: Seja f(z) uma fungdo de classe L?(0,27) com coeficientes de
Fourier a,,, b,,. Entao

o(x) = f(z)— — — Ay, COS T + bysen ma

pertence a L?(0,2m) também e

L[ 2 1 [ 2 ag - 2 2
;/0 o(z)2de = ;/ f(x)dx+§+2(am+bm)

ao

_ f( do — = Z /27r (@ cosmz + by,senmz) f(z)dx

n

= / fl@ == (a, +1,).

m=1

Mas a expressao a esquerda nao ¢é negativa. Disto segue que
a? _ 1 [
?0 + Z(afn +b2) < = / f(z)*dx (A desigualdade de Bessel.) (3.21)
T Jo
m=1

Conseqlientemente a série
A
2+ E az, +b2)
2
m=1
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existe, e ainda

ag - 2 2 I 2

o+ THZ:l(am +02) < ;/0 flz)*dz. (3.22)
Vale a igualdade em (3.22) para fungoes de variagao limitada e para fungoes continuas.

Demonstracao. o,(xr) — f(z) uniformemente, o que significa

1 27
lim / (f(2) = ou(2) f()dz = 0
n—oo T J
Mas N
on(z) = + Z Ay, cOs M + by,senmz) (1 - @>
n
m=1
ou
1 2ﬂf(x)2dx—a—3— nz_l(cﬂ +b2)<1—T) 50
T Jo 2 moeom n ‘

Mas Z(afm + b2,) é convergente o que implica que a identidade de Parseval é vélida.
O Teorema de Riesz-Fischer: Seja

% + ; ay, cos nx + bpsennx (3.23)
uma série trigonométrica tal que Z(afn +b2) < 0o. Entio (3.23) € a série de Fourier de uma
fungdo f(x) de classe L*. As somas parciais de (3.23) convergem na média em L* a f(x).

Demonstracao.

2m 2w n 2
/ (50(2) — sp(2))?dx = / ( Z a, cos vx + b,sen Vx> dx
0 0

v=m-+1

n
=7 Z az+ b2 — 0
v=m+1
quando m,n — oo. Portanto s,(z) — f(x) em L% Mas
2T

2T
lim / Sp(x) cosvadr = f(z) cosvadx
0

n—aoo 0

ou

27
Ta, = / f(z)cosvade n>v

/ f(x) cosvadz.

b, = — f( )senvadz.

™ Jo

ou ainda

Da mesma maneira

Parseval para L?
Seja f(x) € L*(0,27) e seja a série de Fourier de f( ) na forma (3.23). Entéo s,(z) — g(z)

em L?. Mas, pelo teorema sobre unicidade f(z) = ) quase sempre. Finalmente
lim Vi = / f(x
n—-aoo 0

139



3.4 Funcoes nao Diferenciaveis

Utilizando funcoes trigonométricas é possivel fazer uma discussao da existéncia de funcoes
continuas nao diferenciaveis. De um ponto de vista mais moderno, constatamos que esta
questao pode ser encarada do angulo da topologia métrica (classificacdo via categoria) ou da
teoria da medida (processos estocésticos de Wiener). Mais recente ficou claro aos vinculo com
a geometria fractal de curvas.

Primeiro observamos que é facil dar uma funcao continua que é nao diferenciavel em um
tinico ponto. Tome, por exemplo, f(z) = |z|. Em x = 0, temos que

lim M = lim ﬁ = lim 1=1
h—s+0 h h—+0h  h—+0
e
lim M = lim —ﬁ = lim —1=—1.
h—s—0 h h—+0 h  h—+0

Isto demostra que nao obstante o fato que f é continua na reta, f nao é diferencidvel no
ponto x = 0. De fungbes desse tipo podemos construir fungdes f(x) continuas que nao sao
diferenciaveis em um conjunto enumeravel, por exemplo, os racionais.

A construcao de uma funcao continua mas nao diferenciavel em todos os pontos é mais dificil
e apresentamos o exemplo de Weierstrass, cujo grafo é de fato um dos primeiros exemplos de
uma curva fractal.

Teorema: Weierstrass Math Werke, Berlin Mayer e Mille 895 = ” Uber continuirlche Func-
tionen eines reellen Arguments die fiir Kenner Werth des letzteren einen restimmenten Diffe-
rential quotienten besitzen 1872, nao publicado até Werke, 18957

Seja b satisfazendo 0 < b < 1 e seja a um nimero inteiro positivo impar tal que ab > 1+ %71’.

o0

Entao a fungio f(x) = Zb” cos(a"mx) € continua na reta e ndao diferencidvel em todos os
n=1

pontos da reta.

e}

Demonstragao. Cada termo b" cos(a™mz) é continua em x e a série é majorada por E b"

0
uniformemente em x. Portanto segue-se que f(z) é bem definida e continua. Fixe x, suponha

que h # 0 e considere

flx+h)— f(x) =1 b" cosa™ (z + h) — b" cos ma™(z)
T ) T Z ma"(z ma™(z

>

para algum inteiro positivo m.
Pelo teorema do valor médio temos que

| — hma"sen (wa™(xz + 0,h))|
|h||ra"sena™ (x + 0,1)]

= |h|ma™.

|cosma™(x + h) — cos ma" x|
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Assim,

8] < an|cosa7rx+h)—cosa x|
]

— ambm -1 _ mwa™b™m

< bTL TL: .

- ZW -1 a1

n=0
Agora consideramos o limite inferior para R,,. Escreva a™x = oy, + &, onde —% <&, < %
ponhah—l bm Entao 0 < h < 55, Paran > m,

a7r(x—|—h) = a" "a"n(x+ h)

n—
a1,

e do fato que a é impar, segue-se que
cosa"m(z+h) = cos(a" " TAm11)
_ (_1)an—m7ram+1 — (_1)am+1'
Também, para n > m,
cos(a™mz) = cosa” " m(m — &m)
= cos(a" "y, cos(a" " wE,y,)

= (=1)*" cos(a™ "n&,).

Agora, obtemos que

R - i cos(a"m(xz + h)) — cos(a"mx)

h
—1)%m+1 e
= % Z b" (1 + cos(a™ "7w&n)).
Notando que
B 2r+1 2r+1

T < (2r+ 1§, < T,

2 2
—rw—g§(2r+1)§mw§m+g

e que todos os termos em R, sao negativos, obtemos que

R > ‘h‘(1+cos(7r§m))
bm
>
Al
2
> gambm

Estas duas estimativas, superior para S,, e inferior para R,, demonstram que

flx+h)— f(x
2 Ta™bm
> Z mpm _
- 3a b ab—1

mam | 2 s
= {3_ab—1}
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3
e da hipotese que ab > 1 + 2™ é claro que

mpm 2 n st —
R .
a 3 ab 1 oo com m 6.¢)

flz+h) - f(x)

Dado que x pode ser qualquer ponto, o teorema é estabelecido.

Isto demonstra que nao tem limite com h — 0 e f(x) nao é diferencidvel.

3.5 Transformadas Integrais
Seja f(x) definido no intervalo (—mA, wA) estendida pela periodicidade a (—o0, 00).

f~—+Zancos + b, Sm%:s

™ nt
n=— t) cos —dt
a 7T)\/_m\f()cos)\

™ nt
b, = — t) sin —dt.

m/_ﬂf( Jsin 3

Sabemos que f=s sob uma variedade de condigoes e f = s em L*(Riesz-Fischer).
A expressao acima pode ser escrita na forma

n(x —t)
270\/ f(t dt—l—z COSTdt

com coeficientes

—TA
e escrevendo u, = ¥ e ¢(u,) =+ ff;/\ f(t) cos(n(x —t))dt derivamos a expressao
= Z(un—i-l - Un>¢(un>
n=1

Heuristicamente entao esperamos no limite A — oo que

_ %/OOO du /Z cosn(x — 1) f(£)dt.

Esta passagem ao limite pode se justificada e de fato exatamente isto é feito por Titchmarsh
utilizando o método do circulo de Weyl e por Coddington e Levinson utilizando o método de
transformadas. No presente curso é mais facil prosseguir diretamente sua derivagao.

Primeiro Teorema de Inversao: Suponha que f € L'(—o00,00) e tem variagao limitada
na vizinhanga de um intervalo de x. Entao

%/Ooodu/_oocosu(x—t)f(t)dt—%(f(iﬁ‘i‘o)"‘f(m_o))-
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Demonstragao: Observe que ‘fo du [ |cosu(z —t)f (t)|dt‘ < o0
<< [ul f (t)|dt < oo) Conseqlientemente, mudando a ordem de integragao
“ e * sinu(x —t)
du cosu(x —t)f(t)dt = ———=f(t)dt
0 —00 —o0 (ZL‘ - t)

Dado € > 0, escolhemos T tao grande que

-T 00
/ |f(t)|dt <e e / lf())dt <e e T>|zx|+1.
- T

Segue se que

x—1t r—1t

‘/ Smum_t)f(t)dt‘<e .

/°° sinu(m—t)f(t)dt —

para todos valores de u. Com T fixo, as integrais

U0 sinu(z — t) . T sinu(x —t)
/ ———2f(t)dt /n+6 ———2f(t)dt

T T —1 x—t

— 0 com u — oo pelo lema de Riemann-Lebesgue. Finalmente observamos que

/du/ cos(z —t)f(t)dt = / 6wf(t)dt+o(1)

r—t

com u — o0. Mas o problema é agora reduzido a um caso considerado na teoria de séries de
Fourier e o resultado segue-se imediatamente. O]

Se f é par e f continua a expressao acima tem a forma

= \/%/000 cos :Utf(t)dt
= \/%/000 cosztf(t)dt

H& uma relacao reciproca das fungoes f e f similarmente com

2 oo
= \/j/ sinxt f(t)dt
T Jo
no caso que f seja fmpar.

Defina ¢ : f — f com f como em ¢ é linear e é possivel mostrar que ¢f € L*(0,00) e
lefIl = |If|l. Similarmente para s : f — f. Vamos utilizar também a notagao

= \/;/_Z f(z)e ¥ du.

Subseqiientemente vamos mostrar que § e um operador linear unitario em L?(—o00,00). An-
tes de fazer isto vamos demonstrar um outra versao do teorema de inversao(esta versao sendo
vélido q.s.).
Segundo Teorema de Inversao Seja f € L*(R') e §f € L'(R") entdo f(z) = /5= [ "o (§f) (y)e™¥dy
q.s.
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Demonstragao: Defina hy(y) = /552 w7 entdo o-[|hafli = 1. Observe que se f € L'(R)
entao

frha(z) = / " @ — pha(y)dy

- /\t|dt/ f ztz y) dy

: [ [ e

Observando que |e MIFf(t)e™| < |Ff] € L*(R') podemos passar ao limite o lado direito com
A — 0 por argumentos bem conhecidos. Agora f * hy — f em L' com A — 0 o resultado
segue-se. O

Agora demonstraremos a unicidade, quer dizer: Se f € L' e §f = 0 ¢.s. em R! entdao f =0
q.s.. Pelo teorema de inversao f(z) = /5 [~ (§f) (y)e™¥dy = 0 g.s. (a integral [° 0 =0).

3.5.1 Convolucoes

A convolucao de duas funcoes definidas em R f e g, f * g, é dada pela exressao

fxg(&) = \/% /_Z F(E—=mn)g(n)dn
Suponha que f(§) = (§F)(§) e g(n) = (FG)(n). Observe que
/OO ) f&=mgndn = \/%_ﬂ /_ Zg(n)dn /_ Z F(x)e~ € gy
1 > —ix > ixn
\/—Q—W/_OO F(x)e §dﬂﬁ/_mg(n)e dn
L > 2 G (2) e~ do
o= | Fwc@e

dado que a mudanca de ordem de integracao € justificada utilizando o Teorema de Inversao de
transformadas de Fourier. Segue-se que

3(FG) = §F * 3G.

Em particular, pondo G = F e & = 0, obtemos que

| P@pds = [ PR

a identidade de Parseval.
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3.5.2 Transformadas de Derivadas

5 (%) © = Cieraro.

Considere
GFNE) = o= [ P
_ l %27 G )*m o / () F(x)da
_ V% ZigF(x)e_wgdxzing(Q,

dado que F(z) — 0 com x — $o0.
Aplicando este resltado r vezes, supondo que

F(j)(x) =0 com r— +oo, j=0,1,...,r—1

obtemos o resultado. Observe que se ¢ = Z c; I U)(x), entdo
=0

(Fe)(€) = (D &s(—i&))FF(&).

=0

3.5.3 Transformadas de Fourier em Varias Variaveis

Em vérias variaveis definimos,

(SF)(Slagéa- 7§n — n/2/ / ZISF ZE17$2,...,xn)d$1dl’2"~dl‘m

n
com € = g z;&;. A convolugao

j=1
(F*G)( / / y)dyrdys - - - dyp,.

Se 0% = O -+ 9, Oy = 2 |a = an + - + an,

SO F)E) = (=i&)™ - (=i&) ™" (FF)(E)
= (=0)llg 6 (FF)(6)-

Por exemplo,

SAF)(E) = —€FF()

S(diveurl F) = —i(&F(curl F)q + &F(curl F)g + 3§ (curl F)3)
= (—i)3(§1(§2ﬁ3 - 53F2) - 52(51F3 - f:sFl) + 53(511% - 52F1))
=0

S(F*G)(E) = TFE)TGE).
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Considere a transformada (FF)(&1, &) de F que é fungao de r = /23 + 13,

(FF) (&1, &) 5= / / e &1+ ew) o oy

Coloque x1 = rcosf, xo = rsinf, & = pcos¢, & = psing. Entao dridry = rdrdf e £ - =
rpcos(f — ¢). Segue-se que

1 [ o
— ipr cos(60—¢)
@F)6&) =5 [ sy [ o

27 21
/ eirp cos(@—qﬁ)d‘g _ / eirp cos Bdg
0 0

2
/ ePeostdn = 2 Jy(pr).
0

Pela periodicidade

E possivel demonstrar que

Concluimos que .
F(&,8) = F(p) = /0 rF(r)Jo(pr)dr.

o0

rE(r)Jo(pr)dr é a transformada de Hankel de ordem zero da funcao F(r).
Pelo teorema de Inversao de Fourier para transformadas em varias variaveis, sabemos que

1 0o 2 )
F(r) = o / pF(p)dp / eI 0-9) g,
0 0

2

e como anteriormente,
Py = [ pF (o) lor)d.
0

dando a inversao da transformada de Hankel.
Existe uma extensao a n > 2 dimensoes. Suponha que F é radlal R™ dimensoes e ponha

pPP=E4 -+ & =pay, i =1,2,..,n, 41 = Zaixi, Y = ZO‘@J% ..y M, COm

=1 =
a;; sendo escolhido a fazer a transformacao ortogonal. Entao dxldxg ~dx, = dydys - - - dy, €
n

= pZaixi = py;. Ponha A\? = y2 + --- + y2 e observe que

=1
/ Y / dy? T dyn = Wn-1 / >\n_2d)\7
—00 —00 0

(2m)*s
NN

de fato, do célculo sabemos que w,_; = Podemos calcular a transformada de Fourier

§F na forma

SF) (&, 8n) = ( ) / / Wn— 1)\”_2F(\/y%+)\2) LN

0

2 2

146



Substitui A = rsin ¢ e y; = r cos ¢ para obter

(SF)(&, e £n> = — ) /OOO Tn71F<7’)d7” /Ooo(sin ¢)n72€ipr008¢>d¢.

E possivel demonstrar que

. | _ 2T () (%!

Segue-se que

pF N GF)(p) = /Ooor<r3‘1F<r>>Jz—1<Pr>df=

isto é dizer que p2 ~!(§F)(p) ¢ a transformada de Hankel de ordem % — 1 da funcéo 2~ F(r).
Do Teorema de Inversao de Fourier e analise similar daquela acima concluimos que

ro=(£) [ [ ereea s,

riTR(r) = /OOO (2 F(p)) Tz -1(pr)dp.

Isto demonstra que a teoria de transformadas de Fourier em n-dimensoes reduz no caso de
fungoes radiais a uma teoria em uma dimensao da transformada de Hankel.

3.5.4 * Teorema de Inversao de Hankel

A férmula estabelecida sugere que uma teoria paralela a transformada de Fourier devera aplicar
a transformada de Bessel e, de fato, isto é o caso.

Proposicao 2. (Teorema de Inversao de Hankel)
Se f € L'(0,00) e de variacao limitada perto de x, entdo para v > —% temos

N | —

(fl+0)+ f(z—0) = / ", (wu)rudu / Ty (3.24)

Demonstracao. O resultado é nao trivial e novamente depende do teorema de Riemann-Lebesgue.
Seguimos a discussao de Titchmarsh (Theory of the Fourier Integral). Seja § positivo e pequeno.
Entao

/ AJu(ﬂw)\/ﬁdu / . T, (uy)/ (uy) f (y)dy =
_\/_/ Vif(y) dy//\ J,(xu)J, (uy)udu

:\/E)\/O - xJ"H()\x)JV()\yz : Z;IVH()\y)Jy(Ax) Vyf(y)dy (Veja apéndice C)(3.25)

—O() / J, () YL W)y “2 oW /O”J,,HMM, (3.26)

2 _ .2
0 x?—vy

para x fixo, f fixa.

147



Observe que

/0 L op YWy, / A(Ay)”lf(y)ldy>

1'2_y2
= 0 A”/ y”+5|f(y)ldy>
0

1

- 0 /\—%/A
0

Acos Ay + Bsin A 1
COS y+lsm y+0< 3>'
(Ay)2 (Ay)2
O termo correspondendo a O(-) faz uma contribuic¢ao

z—9 % z—0 1
O (A_g[ \f(1;)|d3/> _ 0 <A—§/Of |f(y)|dy> +0 (A—l/l |f(y)|dy) =0(\2)

A VoY

If(y)ldy) = O(\72).

Para \y > 1

J,(\y) =

pelo teorema de Riemann-Lebesgue. O segundo termo em (3.26) é tratado da mesma maneira.
Assim, (3.25)— 0 com A — 0o. Pela convergéncia uniforme da integral em y podemos inverter
a ordem de integragao em

o0

/0 ) Vud |3, ug) V()

+6

e novamente este termo tende a zero por um argumento similar mas mais simples.

Podemos supor que ¢ é suficientemente pequeno para garantir que ¢ é de variagao limitada
em (z — 6,2 + 6). Segue-se que também é y~2 f(y). Escreve y™"2f(y) = "2 f(x + 0) +
Xi(y) + Xa(y), X1, Xy > 0, crescente e menor que e. Entao,

x+6

A
| e [ ) vty
0 T
A x40 )
_ \/5/ Ju(xu)udu/ S (uy)y” (g;—'/—af(a: +0) + X1 (y) + XQ(y)> dy.
0 z
O primeiro termo dentro dos parénteses contribui
A
v f@+0) / To(@u) (T (2 + 8)u)(w + 6)" " = Ty (zu)ae”*) du
0
- 1 1
—x7"f(z +0) ($V—§$V> = 5/(z+0).

utilizando uma identidade (Titchmarsh, Theory of the Fourier Integral)

a’, 0<a<l,
1 _
5 0=1,
0, a>1.

/O (@) e (e)dr =
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O segundo termo faz uma contribuicao

A z+3d
Ve [ dwnudn [ )y )y
0 x
x+0 A
_ JF / Xa(y)ydy / J, ()], (uy)udu
x 0

z+0 A
= VaXu(o+d) [ gy [ dfew),(uy)udu,
¢ 0

(x < £ < 0, utilizando o teorema do valor médio)
A
= VaXi(z +9) / Jy(zu) ((z+6)" Ty ((z + 0)u) — €71, 11 (€u)) du.
0

Para x > zg > 0, y > xo,

2 vm T

/0/\ Jy(xu)dyp1(yu)du = O(1) + — /1/\ Ccos (x -5 Z> sin (x —5 "1

™

para todo A. Este termo faz contribui¢ao O(e). O mesmo vale para o termo Xs. A proposi¢ao
segue escolhendo ¢ suficientemente pequeno e apds A suficientemente grande. O

3.5.5 Aplicagoes da Transformada de Fourier
Considere a transformada de Fourier da funcio e ***. Calculamos a transformadas em duas
maneiras, utilizando o teorema de Cauchy e por um calculo direto. Ambos os calculos no fim

estao baseados no resultado conhecido de céalculo que
/ 6_7’2d77 = 2/ e‘”zdn = /7.
—00 0

Primeiro observe que
1 o 2
F {efk:tx2} (é—) _ efktm elﬁxdl,
V2T J o

_ 1 / okt(e—25)? o~
V2T ) oo

2kt) e akt d
1 7& o —kt 2
= e ikt e " dx
V2 /_
(utilizando o teorema de Cauchy)

1 €2

= e 1kt

V 2kt
O segundo método depende sobre o fato que
o 1
1(0) = —oty = —
(0) /0 e z=7

Segue-se por diferenciagao em a que

PLO) iy [ ot g = L (L) (LY o

da™ 2 2

oo

a > 0.

SE)
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e que

Assim, calculamos

Agora observe que
F (e‘km2> (&) = 2/ e 7 cos Exda
0

e aplique o resultado acima.
Em geral, transformadas de Fourier podem ser calculadas ou encontradas em tabelas na
literatura. Para conveniéncia, indicamos uma lista de transformadas no apéndice F.
Consideramos algumas aplicagoes da teoria de transformadas de Fourier.
Considere o problema de evolugao para a equacao de calor

oT 0*T
E: w7 ZEG(—O0,00), t> 0.
T(x,0) = f(x)
Tomando a transformada de Fourier obtemos que
OFT
—— = —k&FT
ot ¢

(FT)(E,0) = (FN)(E),
que tem a solugao
(FT)(E 1) = (FA&e™,
Do teorema de inversao e o resultado sobre convolugoes (3.5.1) junto com o resultado demons-
trado no comeco da secao obtemos

1 o (z—y)?
T(x,t) = / e amt dy.
( ) (471_]%)% . f(y) Yy

Um exemplo um pouco mais complexo é dado pelo problema
or kE)QT
ot 0x?
T(x,0)=0

—|—f($,t), LUG(—O0,00), t > 0.
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Novamente tomando a transformada de Fourier nesta equacao com respeito a variavel x obtemos

‘f_tT(g, t) = —k€(FT)(€, 1) + (FFE D)

(FT)(&,0) = 0.
Resolvendo esta equagao

(FT)(E.1) = / KD (Fp) (¢ m)dr

Utilizando o Segundo Teorema de Inversao (se¢@o 3.5.1), obtemos

T(xt) = \/%/ 1 f ke r)} f(.,T)> (z)dr
- m/o T /_oo R

um resultado obtido por outros meios na secao 2.5.
Consideramos agora um problema utilizando transformadas seno (se¢@o 3.5).
Considere o problema

oT 0*T
— = k— t .
" 5 > 0, t>0

T(z,0)=0, z>0,
T(0,t) =Ty, t>0.

S)(&,t) = \/7/ T(x,t)sin({x)dx

Entao, integrando por partes e utilizando T'(0,t) = Ty e T'(c0,t) = 0! observamos que

Seja

> 0T | 5 [~ )
—— sinéwdr = Ty — ¢ T(x,t)sinxdz.
o Ox 0
Multiplicando a equacao para T por sinéx e integrando de 0 a co obtemos

d 2

—ST + k&*ST = \/jkgTo,
dt T

(ST)(&,0).

Resolvendo esta equagao obtemos

. e—kg%
= (¢,1) = \/g (%) To

e via o teorema de inversao para transformadas seno

T(z,t) = %To /0 h Sin;“" (1 - e—k€2f> de.

!Esta condicdo pode ser considerada uma condicio de fronteira ao infinito.
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Mas ¢ possivel estabelecer que

/ ~g2sin 2€ydf = lﬂ' erfy,
0 £

onde

2 (Y
erfy = ﬁ e Y dy
0

e, finalmente, obtemos que

2 2Vkt 2
T(z,t) = Ty— ﬁTO/Q ey dy
0
2Ty [ 2
= _0/ eV dya
VT =

um resultado obtido por outros meios (se¢do 2.5.1). Evidentemente néo estamos restritos aos
problemas de natureza parabdlica.

Voltamos a abordar o problema da equacao da onda

182 8y << t>0
—9y_29 —o0o <z <00,
2 ot2  Ox?’

y(x,0) = f(z)

(%) (.00 = gt

V(& 1) = (Fy)(& 1)
Y(,0)=Ff

(dY) (6,0) =

Tomando a transformada de Fourier da equacao

Ponha

1 d*Y
Ty +&Y =0
Y(0) =Ff=F

(D)o -51-c

Segue-se que a solucao deste problema é
1 . y G(e) | y
Y =ZF icté ict€ ict{ icté )
5 FE)(E o e7i8) 4 TR (e — i)

Tomando a transformada de Fourier inversa obtemos que

vet) = 5 (o5 [ FEE e i)
l 1 > G(é) —i§(z—ct) _ —i&(x+ct) )
2% (\/%/_oo i€ (€ T
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mas

z+ct 1 00 G . Cit(te
/ g(n)dn = — ﬁ(e E(z—ct) _ —if(z+ t))df.

Segue-se que

i) = 5 (et e) + fa—ca)+ o [ glaan

c —ct
obtido por outros meios na secao 2.6.
Outros problemas vibratorios podem ser tratados com a mesma técnica. Considere o pro-
blema de vibragoes livres transversais de uma barra infinita. A equagao que governa o problema
é

My 1 0%

@ ;wzo, t>0,l‘€<—O0,00)
y(e,0) = f(x)

dy "

Tomando a transformada de Fourier e pondo Y = Fy, obtemos

oz Tl =0

Y(0) = Ff = F(§)
oY ,
= (0) = —ag*Glo)

tendo a solugao
Y(€,1) = F(E) cos(ag?t) — G(€) sin(ag?).
Tomando a transformada inversa de Fourier

Wet) == [ POcostage <t - o= [~ Gle)sinage e

Lembre que no oo,

1 e 2 1
—&%a—ikx _ -z
o e dé = e 2a
2 /oo d \ 2w
1 1 . 1
T = 1 e_ziw = 1 (1 - l)
(2a7)2  (2a)2

Segue-se que substituindo a por az

1

1
2a2

\/% /_Z(Cos(afzt> — sin(agt))e € de = — (1 —i)ei.
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Tomando as partes real e imaginaria nesta equagao obtemos que

1 o0 N 1 ( x? x2>
— cos(a&”)e "“*dé = — | cos — + sin —
V2 /_oo (a”) ¢ 2a2 4a 4a

1 ] ] 1 2 2
Nr /OO sin(ag?)e ®7d¢ = ™ (COS i—a — sin i—a>

Utilizando o resultado sobre convolucoes obtemos que

2 2
2 —i&t — _ y_ y_
\/ﬁ/ ) cos(a&*t)e ""dE = 2\/_/ f(x {COS s + sin 4@} dy

com um resultado semelhante no caso de G. Finalmente,

(2,1) L )( A yQ)d
l’, = _— T — COS — S1n — —
/ 2(2mat)? Joo Y 4a 4a )"

- — T — cos =— — sin =—
202rat)t o 10 Maa )
2

Y
Escrevendo u? = ~—, obtemos:

4at

11
y(x,t) = f(z — 2uaztz) (cosu® + sinu®) du —
\/271'/

1,10 /.
r —2ua?t?) (sinu® — cosu?) du,

7L

um resultado estabelecido por Boussinesq.

3.5.6 *Transformada de Fourier e Hankel na teoria de dindmica dos
fluidos

Considere o fluxo de um fluido ideal, irrotacional e bidimensional na regiao y > 0. O potencial
de velocidade ¢ satisfaz

Ad =0,

Supomos que fluido é injetado no semi-plano através da fenda |z| < a do plano y = 0, normal-
mente e com velocidade determinada:

9o [ —f(x) 0<|z|<a
dy |0 |z|>a.

Vamos supor que (u,v) — 0 com y — co. Seja
(&, y) = Fu9(0,y), F(§) =Ff.

Segue-se que



com solugao
o = F(g)e—lﬁly'
i

O teorema de inversao de transformada de Fourier implica em

_ F(&) ieaiely
o=/ g e

Considere o caso particular

f(u):{U 0<|z|<a

0 |z| > a
Neste caso .
¢:£/ s1n§ae _|5|yd§
o ) € €]
¢ 06 U [®sing
i siea —Elyl+igz g
v oy 27?/OO £ © 3

Observe que

;g ()

e
U Yy Yy
=—(0, -6 tanf; = tan 6y =
27'('(1 2)7 an vy x_av an vz T+a
Também,
u:—% — Zu/ Smfa o= \£|yd£
ou 2 |§|
u l D)
= — 10  —
21 & 1 ’
ro = (z+a)>+y% r = (x—a)®+y>
Considere o caso .
(a>—2*)72, 0<]|z|<a
V=
0 lz] > a.
0
¢ = constante, |z| <a, |y|=0 v = —a—¢ =0 |z|>a.
Yy

Neste caso

F(§) = \/1— @ e %dx = \/>/ cos§x % \/gJo(af). (Veja apéndice C).

Segue-se que

_ 17 (@) ieanieryy
¢ /oo g o x

2
¢ [9J0) o
— — —&y
v 3y i e Jo(ag) cos ExdE
o¢ e )
U= = i e Y Jo(a&) sin xde.
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Além disso, observamos que no caso que y = 0,

99

o —/ sinxJy(al)dé =0 |z| <a (Veja apéndice C)
x 0

o que implica que ¢ é constante em y = 0, |z| < a.
Considere o problema

6 199 P
o2 Trar T Y

Tomando a transformada de Bessel
(5 =F¢p= / ro(r, z)Jo(Er)dr
0

obtemos que

o -

a2 f0=0
Tomamos uma solucao na forma 5

¢ =A(f)e™

Segue-se que . 5
| r5eatenar = —eatere

e utilizamos o teorema de inversao de Hankel
52 6¢ . > 2 —&z
¢ = fA Jo(&r)dr 9= EA)e > Jo(&r)dr
0

Escrevendo

_r — u 2
o==. Fu)=uA(=) Glp)=a’g(r)
obtemos o
> 0<p<l
/0 F(u)Jo(pu)d { 0 p>1
e, claramente,
F(ag)
Al = —==.
€)= "t

Estas equacoes integrais duais podem ser abordadas via a teoria da transformacao de Mellin
que discutiremos a seguir. A solucao é dada via F'.

1 1 1
F(u) ZECOSU/ M+z/ ﬂl/ G(yu)zusin zudu.
A TR Y TR
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3.5.7 A transformada de Laplace
Considere f(x), x € [0,00). A transformada de Laplace de f, L(s) é definida via

(Cf)(s) = / et p ()t

Considere f(t)=1,t>0

(Lf)(s) = / T stgp = L

Para f(t) = e, t > 0, k constante,

— = —st kt _ —(s—k)t
(Lf)(s) /0 e Tedt PR

Em geral

(Lt")(s) = / e S dt, Res >0
0

1 [e.9]
= e "tdr, T =-st
gntl 0

I'(n+1)
——

onde I'(2) = / t*“te~'dt é a Funcdo Gama. Seja f(t) uma funcao periédica com periodo a,
0

flt+a)=f(t), t>0.

(cf)(s)=/0 s~ f(t)dt = Z/(W e f(t)dt, s> 0.

Substituindo 7 =t — na, f(7 4+ na) = f(7), obtemos

_ g e ( /0 e f(T)dT) .

foa e ' f(t)dt .

1 —¢eos

Segue-se que
(Lf)(s) =
Introduza a fungao M (t,c) (onda quadrada)

1 O<t<ec
M(C’t)_{—l c<t<2c
M(c,t +2¢) = M(c,t)
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2c c 2c
/ e " M(c, t)dt = / e Sdt — / e *tdt
0 0 c

1
= (1 —cs\2
HIBR
1—e 1 cs
(E (Cﬂ ))(S) S(]. + e—cs) s an 2 s >0

/OtM(c, T)dT = H(c, t),

onde

t O<t<e
H(C’t)_{ 2c—t c<t<2c

H(c,t +2¢) = H(c,t)

1 cs
(LH(c,t))(s) = ?tanh§ s> 0.

Considere f(t) = t=3 exp —Z—i,

(Lf)(s) = / e te iy
0

4 o0 72 _k2s k’
= 7 e e adr, T=—=
0

Coloque b =

Segue-se que

Fazendo a substituicao x = A — ;,
o 1 [ _»
/ ef(ng)dT = —/ e dx = ﬁ
0 2 Jo 2
e concluimos que
2
(£5)(s) = 2T ekvs

ou
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Dado que multiplicando por t corresponde a diferenciagao com respeito a t e mudanca de
sinal, obtemos da equacao 3.27 que

Também da equagao 3.27,

£ (le_k*/g)
$

Proposicao 3. (Derivadas)

d f
¢ ()

Considere

2 1
’L))(S) =—e "5 k>0 s>0.

QI/MT Sar
CE
B \/_/ C“‘f/M ax

= 1—erf , k>0, s>0
) 12

r—1

(s) == s"f"H0) +5"(LS)(s)

0

d'f a"f s
£ (dmr) (5) :/0 dar© de.

Integrando por partes,

drf
() -

df
£ (d:v”

ou

e iterando,

dr 1]0 _SI

drm— 1

r—1
[
0 o dx"™

)or=rto o (1)

S O S URRS I}

dando o resultado.

Coroléario 3.

De fato,

n=0

c ( / t de) — (L)

(zf)(s):c@/ de> .y (/Otfdr>,

ou

c (/0 de) = et
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Proposicao 4. (Translagao e Escala)

(2f(2)) ) =rtenirs)

(Lf(t=7))(s) = e (Lf)(s)
Proposicao 5. (s-diferenciacao)

e =10 () @

Teorema 11. (Teorema de Inversdio para transformada de Laplace)
Suponha que f(x), x € [0,00) satisfaz

/OO e “|f(z)|dr < o0
0

para ¢ > 0. Considere a funcdo definida por

f(r) = e™f(x), x€0,00), ¢>0,
= 0, x € (—00,0)

e suponha que f satisfaz as condicoes de um dos teorema de inversao anunciado na se¢ao 3.5.
Entao,

fla) = 5= [ e [ Feee

eré

= - nz g i —(z+in)¢ g
- | eman [ Feerma

Coloque s = x +in, e

o(s) = / J(e)ede,  ds = idn,

obtendo ,
1 Y4100

F0) =g |, ol
pelo menos formalmente. De fato, a derivacao com rigor desta férmula requer mais andlise
(veja, por exemplo, o livro de R. V. Churchill, Operational Mathematics, Mc Graw-Hill, New
York, 1958).

Estabeleceremos algumas propriedades de transformada de Laplace. Utilizamos sistemati-
camente a notagao

(Cf)(s) = / e f(a)d.

Proposicao 6. (Convolugoes)
Suponha que ¢(s) = Lf(s) e P(s) = Lyg(s), entao
1 y+ioco

L b yp(s)erds = / " w)ee — y)dy.

270 oo
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Heuristicamente

1 y+ioco 1 Y4400 e’}
o | et = o [T ot [ gtye oy
270 oo 270 oo 0
e’} 1 y+ioco ( )
= dy— sy ds.
| owang [ et o
Mas )
1 y+i00
2mi /i He)e’ds = f(z =)
e .
1 y+i00 [e’¢)
o | eueends = [ o) - yay
Ly y—1i00 0

Mas f(r —y) =0sez —y <0, ou se y > z e concluimos que
1 Y4100 r
o | eloveends= [ gt .
T Jy—ico 0
Fazendo a mudanga de variavel n = x — y obtemos que

L ssyps)ervds = / " fmgle -

270 )y

3.5.8 Fracoes Parciais

Observamos que problemas na aplicagao do método de transformada de Laplace a equacoes
diferenciais ordinarias lineares com coeficientes constantes levam ao cdlculo de inversao de
funcoes racionais reais. Aqui queremos discutir a aplicacao do método de fracoes parciais a este
problema.

Suponha que f(s) = héz))’ g(s) com grau g e h(s) com grau h. Assim f(s) = Z% + 7r(s),
s
grau p(s) = p < grau h(s) = h. Utilizando a representagao dada no apéndice G,
s (s (s

h(s) — h*(s) (s —a))m - (s —a;)mqu(s)™ - q;(s)™
(p*ah*) =1, a1 7& a2 7& T # Qs <QT7QS) =1,

aqui (p, ¢) indica o méximo divisor comum entre p e q.

S L Akl L BMS—FCM
) ;; s—akl+;; +7(s).

Assim,

{28) - B R

k=1 1=1 k=1 1=1

+ Ol ( ) “Lpr(s)
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Escreva fi(s) = (s — ag)' f(s). Determinamos

ng—I
A, — K (ak).
T g = 1)

Em maneiras mais complexas também podemos determinar os coeficientes By, Ch;.

-1 —1 lllzkil(ak) 1-1 ayt
Aklc (S - ak) = mt ekt

Em geral a presenca do fator , @(s) = (s — ag)* + B} levard na transformada inversa

£_1 {Bkls + Ckl
Gr(s)"

gr(s)’

} e presenca de termos da forma

t"e™ ! sin Bt, te* cosfPit, r=1,2,...,1—1.

O caso r = 1 foi determinado anteriormente.

Exemplo

Considere a equacao
y'+ty —y=0 y0)=0 y(0)=1

Tomando a transformada de Laplace e utilizando

L(ty) = (-1)"——Ly = (=1)"5"(s)

obtemos que
2~ d

5°9(s) =1 = —-(s§(s)) = §(s) = 0

ou

Mas se g(s) = 0 com s — oo, C' =0,

£ (5_12) =y(t) =t.

Considere ty"” 4+ 3’ + ty = 0 (equacao de Bessel). Tomando a transformada de Laplace L,
Y

L (25() s~ (0) + 55() ~ 1 — 5 =0

(5" + 1)g(s) + s3(s) =0,
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(o) C O ()1 3 C(, 11, 131
S) = —— pr _ _ = — —_ —— —_— e e .
Y s2+1 S 52 S 252 229 g4

Sey(0)=1,C=1,ey(t) = Jo(t).

Exemplo (Vibragoes Forcadas com Ressonancia)

Considere o problema

k
ma”(t) = —kx(t) + Fy coswt, wo =1/ —

m
z(0) =z  2'(0) =1y

Tomando a transformada de Laplace e pondo #(s) = Lx(-),
m(s*E(s) — sz — 1) =

5(s) ros+1y Iy w
z(s) = —
24+ wi  m (24 wi)(s?+ w?)

e se w # wy,

N 1 Fowo : 0 .
z(t) = L71E(s) = zo coswot + — (v + ———+ | sinwet — ————=sinwt.
wo m(w? — wg) m(w? — wp)

Assim, z(t) é a superposigao linear de dois movimentos harmonicos simples de periodos wy

e w, as freqiiéncias naturais e forcadas. Temos uma singularidade no caso w — wy. No caso

que w = Wy,
oS + 1 F[) Wo

x(s) =
(5) 24+ wi  m(s?+ wd)?

Fy
mwo

—1~ 1 FO .
x(t) = L7 (s) = o coswol + —5 | vowo + -— | sinwot — t cos wot
w; 2m
e observamos que a amplitude das oscilagoes cresce com t — o0.
Nesta situacao dizemos que a forga F'(t) estd em ressonancia com o sistema.

Considere este sistema agora com amortecimento
ma” = —kx — cx’ + Fysinwt

de tal modo que
CL)FO 1

m (2 + W) (s 1 02 + )

(s) =
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com 2b = £ < wy e wi =wj — b x(t) = L7'Z(s) consiste de termos do tipo sin(wit 4 6) e
e P sin(wit + 01) com @ e f; constantes. Segue-se que a componente com freqiiéncia w; decai

com o tempo e z(t) tende a soluc¢ao da forma

@ 1
m ((iw + h)? + w?)

x(t) = Asin(wt + 0), A=
e conseqiientemente, nao existe o fenomeno de ressonancia.

Exemplo (Aplicagao a servo mecanismos)

Considere um servo mecanismo que forga o angulo de rotagao 6y(t) de um eixo seguir o angulo
de rotagao #;(t) de um indicador. Supomos que o eixo e acessérios tem um momento de inércia
I muito maior do que o indicador. Seja ¢(t) = Oy(t) — 01(t). E possivel construir um servo
mecanismo para medir ¢(t) e aplica ao eixo um torque proporcional a ¢(t). Para fornecer
amortecimento ao sistema supomos que o servo mecanismo também induz um componente de
torque proporcional a taxa de mudanga ¢'(t).

Agora

I10"(t) = momento de inércia X aceleragao angular

= torque exercido sobre o eixo
= —ko(t) — c¢'(t),

com k e c constantes positivas.
Suponha que inicialmente 6y(0) = 6;(0). Segue-se que ¢(0) = —0;(0) e tomando a transfor-
mada de Laplace, L0, = 6,

15%00(s) = —(k + ¢s)p(s) — cba(s)

dado que y(s) = ¢(s) + fa(s), segue-se que

~ _ 1829~i(8) + C@,(O) '

#ls) = Is2+cs+k
Colocando 0(t) = At, obtemos
P(t) = ——e " sinwt
w
com
po € 2 _k &
21’ I 477

2
C . q .
e, portanto, se k > — e ¢ é uma oscilacao amortecida.

Considere o problema parabdlico

or 0T

E—k@’ O<z<l, t>0,
T(x,0)=Ty 0<z<l.

or

—(0,t) =0 T(,t)=0
.0 ~0 Tty -0,

equacoes correspondendo a distribuicao de temperatura em um material homogéneo com o lado
x = 0 isolado e o lado x = [ mantido a temperatura 0.
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Seja
t(x,s) = LT (x,-)(s).

Entao,

0%t
t—Ty=k—r
° 0 ox?

ot
(0,5) =0 t(l;s)=0.

Resolvendo esta equacao diferencial ordinaria e utilizando a primeira condigao de fronteira,

t(x,s) = % + C cosh (x\/%) 7

com C' determinado pela condigao de fronteira ¢(, s) = 0,

v s) — l_lcosh(m\/g)}
Hz, s) To{s scosh(l\/%) '

Coloque g = /% e observe que

cosh (Iq) _ —lq( xq —xq 1
cosh (lq) = (e te )1 + e—2la
(e—(l—x)q + e—(l—i—w)q) Z(_l)ne—inq
n=0

= S (1) () i)y o 1,
n=0

Mas calculamos anteriormente que

1 o
“eVs = f(——)) > 0.
Se <erc W , >

Segue-se utilizando inversao da transformada de Laplace que

T t) =Ty — T, g(—w {erfc <%) + erfe (%) } |

3.5.9 Aplicagao da Transformada de Laplace a equagoes Diferenciais-
Integrais e Sistemas

Considere o circuito elétrico em voltagem E(t) aplicada aos elementos de resisténcia R, capa-
citancia C' e indutancia L (veja figura.

d
Determine a corrente i(t) dado que i(0) = iy e ¢(0) = qo, d—;] =ieq=q+ f(f idt.
Temos que
di q
L— |+ = =E(t
o TR+ 5 =E)

i(0) =do,  q(0) = qo.
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Figur

Aplicando a transformada de Laplace,

1
LsCi+ RLi+ —Li=LE

Segue-se que

(Li)(s)

r-

i(t)

Utilizando fragoes parciais

E_l LZO B g_g' — ,C_l
sL+R+ &
€
[ (£B)s)
sL+ R+ %

LTHLE(s)/(s + o))

a 3.1: Circuito Elétrico

4 Liy— 20

(s) -

sC

90

1
8L+R+E

1{(

LE)(s) + Lig — %
sL+R+ &

b

{sfa} L {Sfﬁ} _ Acot 4 Be
- £1{(S=5ff)(2fﬁ)}
i £_1{<Sia - sfﬂ) L‘(Cff)ﬂ)}

LTLE)(s+a—a)/(s+a))
e Lt (é(ﬁE)(s + 04))

e_at/o drL ' ((LE)(s + a))

t
e / e E(T)dT.
0

166



Considere o decaimento radioativo de substancias Ay, As, -+, A,,
Al — AQ — Ag —

Suponha que em tempo ¢ o ntimero de dtomos de A; é Ni(t), e a lei de transformacao radioativa
(Rutherford e Soddy Phil. Mag. 4, 370, 1902) diz que o nimero de dtomos —AN; que decai a
Ay em intervalo de tempo (¢,t + At) o< At e Ny(t).

—AN;(t) = ANy (8)dt.
Similarmente, no caso que cada A, decai,
_ANQ(t) = —>\1N1At + )\QNQAt

e, em geral,

—ANT+1 (t) - —)\rNrAt + )\T+1N7-+]_At.

Finalmente, se o n-ésimo produto é estavel (ndo decai)
AN, 1\, N, At.

Este processo é equivalente a um sistema de n + 1 equagoes de primeira ordem

dNy

— =—-)\N
o 1V
dN,
d;l =ANNy — N1 N l<r<n-1
dNnJrl
@1 _ A N,
dt

Tomando a transformada de Laplace e supondo que inicialmente Ni(0) = Ny e N,.(0) =0
para r # 1, obtemos que

()\1 + S),CNl = NO
(AN + 14+ 8)LN,y1 = N\.LN, 1<r<n-1
SLN, 1 = A LN,

Este é um sistema de equagoes algébricas cuja solucao é

N r+1 s -1
EN”“:A+O1H(HY) 1<r<n-—1
T 1 T

1=

£N1 = Ng()\l + S)_l
NO u S !
LNn+1:?Z]TJl:(1+/\—i> .

Utilizando o teorema da inversao de Laplace

1 [oF™ Ngest

Ny = — d
! 211 c—ico S + )\1 5
1 c+ioco N r+1 -1
Ny = — 0t T T (1+2) ds 1<r<n—1,
270 Jeriog Aria 1 Ai

1 c+ico NO n s -1
Nyp1 = — — 14+ — ds.
1T o s U( * Ai) i

C—100 i=1
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Estas integrais podem ser avaliadas expressando a parte do integrando que é uma funcao raci-
onal em termos de fragdes parciais e utilizando as inversoes (elementares)

ds=c¢e ds =

1 c+i00 est —/\rti /c—‘rioo est 1— G_Art
2mi c—ioco Art+ 8 2mi c—i00 S(S + )\r) Ar

Cason = 1:
N1 = N()e_)\lt, N1 = No(]_ - 6_)\1t>

Cason = 2:

A
N, = Nye Mt LN; = Z2LN,,
S
M\ 1 1
LNy = — N,
2 )\2—)\1 (3"‘)\2 S"—)\l) 0
NO/\I —A1t —Xot
N — 1t 2
2= )
)\2 M\t )‘1 — Aot
Ny=Ny[1— 2 ¢t 1 =%
s “( SV Ve W v
Ny Na
No
1 ) 3 4
H r *J"l *J"l

Figura 3.2: Representagao Geométrica

3.5.10 Aplicagcao da Transformada de Laplace a Equacao do Calor

Considere o problema

or 0*T
E—k’w, QTE(0,00),

T=Ty,, x=0,t>0
T=0, z>0,t=0.

Vamos tomar a transformada de Laplace da equacao diferencial com respeito a variavel t¢.

Observe que
00 82T 82 00 02
T dt = —— Te 5dt = = LT
/0 ¢ o2 Ox? /0 c 8x2£ ’
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enquanto

o T
/ e’“a—dt = —T(0)+sLT
0
= sLT, (utilizando a condigdo T'=0 em t = 0).

Segue-se que

T
LT(0) = LT = ?0

A solucao que é finita em x — 0o é

T(z,t)=L"" (?e k) = Toerf <25E> :

uma solucao obtida anteriormente.

3.5.11 *Aplicacao da transformacao de Laplace a atracao de Van
der Waals entre particulas esféricas

Nesta se¢ao seguimos a discussao dado no livro de Sneddon [5]. Uma questdo que entra na
teoria potencial é o calculo da energia de interacao entre duas esferas sobre alguma lei de forga.

No caso que a lei de forca é de Newton a energia mutua entre esferas é igual a aquela obtida
concentrando a massa nos centros das esferas. A questao existe se existe outra lei de atracao
para que duas esferas homogeéneas tem esta propriedade.

Uma resposta afirmativa foi dada por C. J. Bouwkamp, Physics 13, 508, 1947, utilizando
a transformada de Laplace. Partimos da hipdtese que a energia potencial mitua de duas
particulas unitarias separadas por uma distancia r é v(r) e queremos determinar se a energia
potencial mitua de duas esferas de raios a e b cujos centros sao separados pela distancia ¢ é
dado por ¢(a,b)v(c), com ¢(a,b) uma funcao de a e b.

Considere o sistema composto de uma unidade de massa e esfera de raio a e R seja a
distancia entre a massa pontual e o centro da esfera. Introduza coordenadas esféricas 7,6 na
esfera, o eixo polar apontando para a massa pontual. Pondo

r? =n* — 2nRcosf + R%

A energia mutua é
w = / dn/ 27 sin 0d0p(n)v(r),
0 0

p(n) sendo a massa especifica da esfera.
Coloque v(r) = [; rv(r)dr, ro arbitrério,

du(r) or _
0 U(T)% = Ru(r)nsin6.
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Segue-se que

w o= 2 np(n)dn/ Ruv(r)nsin 6do
R Jy 0
2 [
= & [ nemdn(v(R+n) —v(R—n)).
0

Suponha que seja possivel estabelecer que
v(R+n) —v(R—n)=v(R)f(n),
com f uma funcao somente de 7. Neste caso
w =m(a)v(R),
com .
m(a) = 2m /O nf(n)p(n)dn.
E facil confirmar que v(r) = e~ X\ um nimero complexo, satisfaz a relacio e
v(R+1n) —v(R—n) = =2 sinh(\p),
ou seja,
f(n) = %Smh(kn)

Dever4 ser observado que de fato e é a tnica solucao do problema. Supondo a densidade
na esfera ser constante

3

“Ar . o2ma ) 2
mia) = p [ Tysinh vy = (T) pI0a)
0

2\ 2 inh
I(z) = (E) (coshz - sz z) .

Dado que a expressao para w da a energia de interagao de uma massa pontual e uma esfera
de raio a, segue-se que a energia de interacao entre duas esferas de raio a e b é

co1m

com \
e— T
) ==
Segue-se que
873 (ab)2 p? e AR
w = T[()\a)l()\b) 7
Coloque
1 c+ioco R
o) = 5 /c_m Ru(R)e*FdR.

Pelo teorema de inversao de transformada de Laplace

V(R):/Ooog(/\)eR d\



w= ——"p? /0 h g I(Na)I(Ab)e MAT3dA.

No caso que v(R) = R™™, n > 1,

/ N2 MIN = T(n — )R
0

An—2
A= 2>
¢ 3 3 2
8m°(ab)2p /OO —AR -5
Rw,(a,b, R) =1 J, e (Aa)I(Ab)N"°dA
Resulta a expressao
(n—2)(n—3)(n—4)(n—75)
=ab((R+a+b""+(R—a—b)°""+(R—a+b)">"+ (R+a—0)"")

R
—n—_6((R +a+b)""+(R—a—b)°""+(R-—a+b)""+(R+a—0)°"")

+ (R+a+b)""+(R—a—-b)""+R—-a+b""+(R+a—-0b"").

n—17

O caso mais importante ocorre com n = 6 (Van der Waals). Este caso é singular, um argumento
de limite n — 6 tem de ser aplicado que introduz termos logaritmos.

72 p? 4ab(R? — a® — b?) (R? — (a+0)?)
6 ((32 —(a—b)*)(R? — (a +0)?) i (R = (a— W))

wﬁ(a7 ba R) -

3.5.12 *Transformada de Mellin

Seja s =0 +ite f(s) regularem a <o < e

/oo\f(a+it)\dt<oo , a<o<pf

o0

Proposicao 7 (Inversao da transformada de Mellin). Suponha que f(s) — 0 uniformemente
ema+0<o< -9, comd >0, entdo se

o-+i00o
6o(z) = - / = f(s)ds

2T ) 5 ioo
entao

f(s) = /000 ¥ lg(x)dr ema<o<f

Demonstrag¢ao. Dado que f(s) — 0 uniformemente em o« +9 < o0 < f—4, 0 > 0, entao
9o(2) = go(x), Yo,0" € [a + §, 5 — 0], utilizando o Teorema de Cauchy, assim g,(z) = g(x),
a<o<p.
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Escolhendo 01,00, a <01 <0 <09 <3

o] 1 1 o1+1i00
/ o g(z) = / ot dr— x* f(s1)dsy
0 0

2mi 01 —100

fe’e) 1 o9+100
+ / ¥ e — x %2 f(s9)dsy
1

2mi 02 —100
- [1+[2

Mas pelo Teorema de Fubini, dado que

1 o) 1
|| < —/ |f (o +it)|dt/ g7y < 0o
0

T2 )

1 oo o0
|| < —/ |f(o2+ z't)]dt/ e o)y < oo
1

T2 J_ o

podemos trocar a ordem de integracao em [y e I5 e

/oo xs—lg(x>dx _ L'/Uz+ioo f(52)d52 _ L'/01+ioo f(81)d81
0 o o

270 Jyy—ivo  S2— S 270 J oo S1— S

Dado que a integral de f(s) sobre os segmentos horizontais ligando s = 01 a s = 09 tendem a
zero com t — oo, concluimos da formula de Cauchy que

O seguinte teorema de inversao pode ser reduzido a teoria de Fourier.

Teorema 12 (Inversao da Transformada de Mellin). Suponha que

/x"llg(a:)|dac<oo, a<o<p
0

entio se (Mg)(s) = [;° x* tg(x)dx temos que

o+100
g(x) L/ r ¥ (Mg)(s)ds , a<o<p

270 J o —ioo

Demonstracao. Fazemos a substituicao x = e*. Segue-se que

1 o+100 1 oo ) 00 )
o v f(s)ds = o e~ uoHt) gy / "7t g(e")du
e

T )
= 5 /oo dt/_ooe”(”“)e”"d(e“)dv

Agora aplicando o Teorema de Inversao de Fourier a tltima expressao é igual a e="7¢"7 g(e*)
g(x).

o—100

co
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A nocao de reciprocidade dos resultados anteriores ocorre no trabalho de Riemann sobre
nimeros primos, uma formulagao explicita sendo dada por E. Cahen em 1894 enquanto uma
discussdo precisa foi dada por Mellin?.

Certas versoes de teoremas de Parseval e convolugoes existem para a transformada de Mellin.
Faremos certos calculos formais referindo o leitor para o livro [6] (segoes 2.7, 3.17, 4.14) para
demonstragoes precisas.

Por exemplo, temos que

1 [ktico 1 [kico

L MM - sds = —— [ (M) (s)ds /Ooogu)x—wx

2mi k—ioco 2mi k—ioco

1 0 k-+ioco
g [ e [ mps

- [ " o) ()

No caso que z*~1f € L'(0,00) e (Mg)(1 —k—it) € L'(—o0,00) ou z¥f e 2'7%g € L*(0, 0).
Também,

0o o) k+ic0
/0 OO — [ o / (M) (w)r " dw

2me e
1 k—+ioco oo o
" 2mi k—ico <Mf)(w)dw/0 g(x)x dz
1 k—+ioco
T2 S (M) (w)(Mg)(s — w)dw
Isto é dizer que
1 k+ioco
57 ). MD@)Mg)(s — w)dw
¢ a transformada de Mellin de f(z)g(z). No caso que 2¥ f € L*(0, 00, %) e 277Fg € L?(0, 00, &2).
Também,
1 k+ioco X N .
2 hioe MO M) )rds = 2mi 0 g(x)dx /kioo (MF)(s)z*tz*ds
[ x\ du
= 5 ), 1 ()%
= h(z)

Se xff a*g € L1(0,00), 2*h € L'(0,00) e M(z*h)(s) = (Mf)(s)(Mg)(s), s = o + it,
o=k+1

3.5.13 *Aplicacao: equacoes integrais duais

A transformada de Mellin é de extraordindria utilidade em tratar com aspectos da teoria de
transformadas generalizadas e também com problemas na teoria de operadores integrais duais.

O seguinte problema é encontrado na teoria eletrostatica: determinar o potencial de um
disco circular plano eletrificado de material condutor com centro na origem e eixo na direcao

Oz.
2 Acta Sic. Fennicae 21, 1896(1), 1-115 e Acta Math. 25 (1902) 139-64
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Efetivamente o problema analitico é determinar f satisfazendo as equacoes integrais duais:

/ " H@)dh(pwds = g(p) , 0<p<1
/Ooof(u)uJo(pu)du =0, p>1

Antes de prosseguir determinaremos a transformada de Mellin de z”.J, (z).

Lema 2.

2o (g

M(z" J,(z))(s) = m )

3
0<0<V+§

Demonstracao. Defina F' por

1—y?) 2, 0<y<l
Py = (L=9)772, y
w={
Entao
2 0 (_1)nx2n 1 oy 1
U{F = — ) —— 1—y%)
PO} = 2> [
— li<_y)nf(y+%)F(n+%)x2n
VT = 2n)T(v+n+1)
1 > r2n
et F — —_ n
V+2) 2( ) 22l (v +n+1)
= 9val (V—i—%) z " J,(v)
Também

2 [o.¢]
Ly = \/;x“/o y*~ ! cos ydy
2 am
— (Jir e
\/; (a) cos 5

avaliando a integral utilizando o Teorema de Cauchy.
Utilizando estes resultados, concluimos que utilizando a formula de Parseval para a trans-
formada cosseno

> 2 T EA \
/ J(x)z* ey = \/jw/ (1— 2% 22 %dx
0 m2v72 (v +3) Jo

I(a)cosZ T (v+3)I(1-9)
2ty/al(v+1) 20 (v—%+1)
2T (3)
r (y — % + 1) ’
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Dado que a integral converge se 0 < a < v + %, o resultado continua a ser valido nesta regiao
via continuacao analitica. De fato, podemos tomar a = s complexo, 0 < 0 < v + % e temos
estabelecido que

s—v—1 S
27T (3)

M(x™"J,(x))(s) = m :

3
O<O‘<l/+5

[]

Utilizando esse lema técnico com v = 0 e utilizando o teorema de Parseval para transfor-
madas de Mellin, obtemos as seguintes equacoes:

1 k+ico T (; . s)
- 2—52— s—1 —_ 1
omi ) (MSf)(s) F(%H)p ds glp) , 0<p<
1 k—+ioco 751" 1 — 5 i
i ) (M f)(s)2! %P ds = 0, p>1
—100 2
O<k<l1
Colocando 3)
25T (2
(Mf>(3> = T (l _2§) X(S)
27 2
obtemos
LT
— —T o x(8)pds = g(p) , 0<p<l1 3.30
ol B wewe O (v) (330
1 Hioor(l_%) 1
— — T x8)pds = 0, p>1 3.31
i ) T (331)

I' em (3.30) nao tem poélos ou zeros para o > 0.
I' em (3.31) nao tem poélos ou zeros para o < 1.
Multiplicando (3.30) por p=*, 0 — u > 0 e integrando em (0, 1)

1 /°° () x(s)
k

2mi Jpioo T(5+5)5—w

1

ds = / g(p)p dp = (Mg)(1—w) u<k
0

Mudando a linha de integragdo a o = k' < u

Lo Fre T (5) x(s) ds = (Mg)(1—w)— i))x(w)

270 oo T(E+2)s—w I'($+Y

O lado esquerdo é regular em u > k' e para u > 0 e também ¢é o lado direito e por
consequencia

r(3+3)
£ (%)

Segue-se, supondo adequadas as condigoes no infinito que

1 +m{x<s>—u</wg><1—s>} s <k

270 Sy ioo I (%) s—w

x(w) = (Mg)(1 - w) (3.32)
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Multiplicando (3.31) por p=", 0 —u < 0 e integrando em (1, c0)

L) A

_ _ ’
2 Jye TE—2)s—w® = O M7H

x(s) e x(s) éregular parac <1

seglie-se que
1 k' +ioco
— / &ds =0 u>k
k

2 Jijoo S — W

Mudando a linha de integracao de & a k > u

ktioo
% k_:;o Sxiszuds =x(w) u<k
e L () (Mo)(1 - 9
x(w) = 5 /kioo o) o ds u<k (3.33)
Utilizando a inversao de Mellin junto com (3.32) e (3.33), leva a solucao f.
Exercicios

1. Mostre que

e — 1 1 . @,COSNT — nsen nx
ar = — 0<x<2m.
¢ T {2a+; a? +n? } v T
(b)
e — 12 & a cosS Nx
ar _ “ _1n a7r_1 )
¢ s 7Tn:1<< )e >a2—|—n2

[De?n)a S(z) = f(z) em (0,7) e S(—z) = f(x) em (0,7)]

ax 2 - n_amw

g
e}
=
B
2

/(:,2
Il

=

=
(e}
=
=

2
e}

@l -

|
=
I

—f(x) em (0, 7)]

2. Obtenha as somas

oo x
acosnxr nsen nr
E SO E S, 9 0<x<2rm
T a +n T a +n

utilizando 1(a) acima.
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. ;o . . x .
3. Considere a série de Fourier associada a [—] no intervalo (0,27) e os valores de = onde

T
a série de Fourier converge a um valor diferente do valor da funcgao.

[e.e]

1

n?’
n=1

4. Utilize a igualdade de Parseval para obter o valor de

5. Seja f uma fungao par e de variagao limitada em (—7, ), com periodo 27w. Mostre que

[ 1) - s - 4wfjlsen2 e

—Tr

o0

a, sendo os coeficientes de Fourier de f. Obtenha o valor de Z(Zn +1)%a3,., se f(x) = e”.

n=0
o0
6. Se Z ¥, < 00, ¥, > 0, mostre que 3 uma fungao f continua tal que
n=1

2
(x)sennzdr =4, n=12 ..
0

Mostre que 3 uma fungao continua h(x) tal que

1
log

27
/ h(z)sen nxdr =
0

para um ndimero infinito de valores.

7. Suponha que f(x) satisfaz as condi¢oes D* f(x) existe e é continua e |D*f(z)| < C, s um
inteiro. Defina S(z) = f(z) em (0, 27) e estende pela periodicidade. Mostre que

D (L + () (la; + b7]) < oo (3.34)

k=1

Isto sugere que dizemos f tem derivadas generalizadas até a ordem s no caso que (3.34) existe.

Mostre um resultado similar para integral de Fourier.

Exercicios (Transformada de Fourier)

8.Utilize a igualdade de Parseval (integral de Fourier) para obter o valor de

*° sen ax sen bx
dx.
0

i T

9. Mostre que

(a)

P 2 1
) 1{6'}:\/;1+y2.
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(b)
12 y2
R {6_7} =e 2.
[Dica para (b): estude e +%)°/2 no retangulo R com pontos extremos (—\,0), (A,0),
22
(A A +1dy), (=, =X +iy) nesta ordem. Ou estude p(y) = S(e™ 2 )(y) e observe que J¢'(y) tal
que ¢'(y) = —yp(y) e conseqilentemente log ¢(y) = —3y* + constante].

A I
10. Defina hy(y) = \/;m Observe que Jon o ha(y)dy = 1.

(a) Mostre que se g € L°(R!') e g é continua em z, entao

lim gohy(z) = g(x).

A—>00

(b) Mostre que se 1 < p < cc e f € LP(R!), entao

lim |[fohy— f|]]=0.
A—>r00

11. Mostre que se f € C*(RY) e |f|+|f'|+|f"| < er entao
T

> S = ety f (5-)
(Férmula de Poisson).

12. Suponha que f € L'(R!) e a e A sdo niimeros reais. Mostre as seguintes propriedades
da integral de Fourier:

(i) Se g(x) = f(x)e™™, entio Sg(€) = SF( — a).

(i) Se g(x) = f(z — a), entio Jg(€) = SF(E)e "

(iii) Se g € L'(R') e definimos a convolugdo h de f e g, h = fxg = [o f(z —y)g(y)dy,
entao Sh(&) = Sf(E)IG(E).

(iv) Se g(x) = f(—x), entdo Ig(&) = If(E).

(v) Se g(z) = f (%) e A >0, entdo Sg(&) = ASf(AE).

(vi) Se g(z) = —izf(z) e g € L'(R'), entao S f é diferencidvel e (3f)'(£) = Sg(€). A fungao
de Bessel J,(z) é definida para v > —1 pela série

= (0 ()
(z) = nz:% nT(v+n+1)
Mostre que se v > —%,
(a) W
2l 2
J,(z) = cos(z cos @)sen®” Odh
= e T
esepu>—-lev>-—1
(b) o
2 2
Jygvt1(2) = m/{) J,,(zsen 9)senthl 0 cos®* 1 0dp
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13. Suponha que f(z) € C'[0,7] com f(0) = f(7) = 0 e estenda o dominio de definigao
da fungao f(—z) = —f(z), x € [0,7], ao intervalo (—m, 7). Utilizando séries de Fourier e a
igualdade de Parseval mostre que

/|f|2dx§c/ |f'Pdz, com c=1
0 0

e que este valor para ¢ é o melhor possivel (A desigualdade de Wirtinger).

14. Seja C' uma curva plana simples dada paramétricamente por (x(t),y(t)), 0 < ¢ < 27,
com z(t), y(t) € C*(0,27), z(0) = z(27), y(0) = y(27), com comprimento normalizado a 1
( 5”(95’(75)2 +¢/(t)*)dt = 1). Seja A a drea contida dentro de C. Mostre que A é dada por

1 2w
A= [ atyo - Oy
0
Utilizando séries de Fourier e a formula de Parseval e Plancherel mostre que
A<t
T 4m

tomando o valor médximo no caso que C' seja um circulo.

15. Suponha que f seja uma fungao par que é C;°(R!). Utilizando a férmula de Poisson
(Veja Ex. 4), mostre que

2 1) =350+ [ @3 [Ty @

n) COS 27mx
Zf / f(@)dz _Zgﬂznz Z/ A Com2n2

e iterando

1

f’”(O)——f '(0), ete.

o0 1 ,
_ /0 f(@)de + S £(0) = £/(0) + =5 30240

(A férmula de Euler-Maclaurin).
16. Utilizando a férmula de Poisson verifique que a fungao 6

satisfaz

(A identidade de Jacobi)
[Utilize o exercicio 2b]
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17. Mostre a desigualdade de Heisenberg

1
1672

(/ |f(93)|2)2-

[Estabeleca o resultado primeiro para f € C§° observando que

/ 2|f(0)|dr x / /(S )(€) e >

1 _ _ _
ST+ T =Re(FH) <IFf
e utilize o teorema de Plancherel e desigualdade de Schwarz.

18. Mostre que

0o eimgsen 24/8&% — 1d§ B 7T]0<1 /22 _ x2) param <t
o N N 0 paralz| > ¢, ¢ >0,

onde [y denomina a fungao de Bessel de conjuntos imaginarios. Conseqiientemente mostre
(formalmente) que a solugao do problema inicial

*u  0u ou
W—@—UZO, u\t:():f(:c), E‘t:():h(f]?)

¢ dada por

u(z,t) = %/It In(\/t? = (x — 7)2)h(T)dT + %% /I In(\/t? = (x — 7)2) f(7)dT.

Exercicios (Transformada de Laplace)

Estabeleca as seguintes transformadas inversas:

) — —1 _ (b—c)e® + (b—a)e® + (a — b)e

1 PO = =606 =0 1) (@—b)(b—c)(c—a)

4s+1 t _t ¢
20. F(S):(sz+s)(4sz—1)’ flt)=e2—e2+e " -1

s+a a—b _, a—c a—">b et
21. F(S) = (S—l—b)(S-{-C)Q’ f(t) - (b—c)ze + (b—Ct_ (6—0)2) ‘
22. F(s):(SQi—b;)SQ, f(t) =2cosbt + b** — 2

82_b2

23. F(s):m, f(t) =tcosbt
24. F(s) = 2557 f(t)= (5t — 8)e "+ 10sin(2t + 0), 6 = arg(3 + 4i).

(s+1)%(s* +4)
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Exercicios (Aplicacoes da transformada de Laplace em
Equagoes Diferenciais)

Resolva as equagoes diferenciais:
25.

y'(t) + aty'(t) — 2ay(t) = 1
y(0) =y (0)=0 a>0

t2
Resposta: y(t) = 5

26.
ty"(t) + (2t + 3)y'(t) + (¢t + 3)y(t) = ae™”

Resposta: y(t) = <c + —> et
27. Considere a equacao de Bessel de ordem n
2" (t) + ty'(t) + (2 — n®)y(t) = 0.
Fazendo a substituicao y(t) = t~"z(t) mostre que
t2"(t) + (1 —2n)2'(t) + tz(t) = 0.

Resolva esta equagao pelo método de transformada de Laplace e assim mostre que a solucao
z(t) regular na origem ¢t = 0 é tal que

y(t) = CJ,(t).
28. Considere

ol 021

—=— 0O<z<l, t>0
ot 0x2 TS !
10,6)=0 I(1,t)=0
I(z,0) = x.

Mostre que

> 2n+1—x 2n+1+z
T(x,t)=x— erfc | ————— | —erfc | —————— t>0.
) 2 ( 2Vt ) ( 2Vt )

n=0

29. Considere o problema

or o*T
—_— == 1
5 8:c2+R(t) 0<z<l1, t>0,
T(x,0) =0,
oT
—(0,1) = T(1,t) =
0.0 =0. T(L6) =0
Mostre que
t t
T(z,t) :/ R(T)dT—/ R(t — 7)E(x, 7)dT,
0 0
com

E(a,t) = 2(—1)" {erfc (%) + erfe <%> } |



Bibliografia

[1] Ash, R. B. and Novenger, W. P.Complex Variable, Dover, New York, 2007.

[2] Churchill, R. V., Fourier Series and Boundary Value Problems, McGraw-Hill, New York,
1941.

[3] Courant, R., Hilbert, D., Methods of Mathematical Physics, Wiley, 1975.
[4] Davis, H. F., Fourier Series and Orthogonal Functions , Allyn & Bacon, 1966.
[5] Sneddon, I. N.; Fourier Transform , Dover, INC., New York, Toronto e Londres, 1957.

[6] Titchmarsh, E., Introduction to the Theory of Fourier Integrals , Clarendon Press, Oxford,
1937.

[7] Tolstov, G. P., Fourier Series , Dover, New York, 1976.

182



Capitulo 4

Existéncia e Unicidade para as
equacoes da onda e do calor

Para convenéncia do leitor, apresentadomos alguns resultados basico sobre a existéncia e uni-
cidade das equacoes de onda de calor apresentadas nos capitulos 1 e 2. Para estudos mais
aprofundados a teoria de equagoes diferenciais parciais recomendamos os livros de Evans [2] e
Hellwig [6].

4.1 Equacao da Onda

Vamos recordar alguns resultados sobre a equagao da onda em uma dimensao:
U — Uge = 0

com condigoes iniciais

u(z,0) = ()
u(z,0) = (z).
Temos , ; ot
u(z,t) = ple );90(33 =9 /H ¥(y)dy, (4.1)

féormula de d’Alembert (ver capitulo 2, se¢ao 2.6). Se ¥ =0

plr+t)+ ol 1)
2

u(z,t) = (4.2)

E facil ver que (4.2) diz que efeitos propagam com velocidade 1. Se no limite o efeito de ¢ é
concentrado em um ponto ¢ ~ §(x) ao tempo ¢ = 0. No tempo ¢,

5(x+t)+5(x—t).

u ~

Considere a problema geral



Um problema equivalente ¢é

Ow=F'+ ¢!+t =F
w =20 t=0,

Utilizando coordenadas caracteristica,

E=ax+t
n=x—t

ou

1 [ n + _

e com respeito as variaveis x, t,

w(a ) = % / /Q F(y, s)dyds.

Q={(y,s):s>0, v —t+s<y<z+t—s}

e a solucao é

4.1.1 Um principio (fraco) de maximo (dominios de dependéncia e
influéncia)

(a Fb b a.)
C 2 2

Figura 4.1:

Vamos colocar p = u, e ¢ = u;. O teorema de Green aplicado na regiao () da

// (pr — q¢)dxdt = 7{ pdt + qdx
Q o9

/(Um — Uy )dxdt = j{ Uy dt + uydr =
Q

o0

= / wdx +/ Uz dt + ugdx +/ Uz dt + ugdx
71 72 73
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Em 7, dv = —dt e em 7, dx = dt. Segue-se que

// Oudzdt = / wudr — / uzdr + udx +/ Uz dr + udt =
Q " V2 73

= / wdr — (u(C) —u(B)) + (u(A) —u(C)) = / wdr — 2u(C) + u(B) + u(A).

71 71

Conseqiientemente,
1 1 A B
u(C) = —/ wdx + — // Oudzdt + % (4.3)
1 Q

Suponha que
u(z,0) <0 e Ou<0 emS),

Obtemos de (4.3)
uA) +u(B) < max |u(z,0)].

2 a<x<b

u(C) <
Se tomassemos qualquer outro ponto C na regiao €2, poderiamos ter considerado um triangulo

isosceles A1 B1C, similar a ABC com A;B; sobre o eixo x e angulo reto em C;. Assim,

obteriamos 4 B
) +u(B) < max |u(zx,0)].

2 a<z<b

Ou seja, se Ou =0 em Q e w(z,0) = ¢(x) < 0, um ponto maximo tem de ser localizado
no segmento inicial AB.

Observacao 13. Este resultado nao indica se u pode assumir seu mdximo em um ponto inte-
rior, assim € um principio de mdzimo fraco. De fato,

u(z,t) = cosx cost

satisfaz

Ou=20

(%) 0.

O mazximo de u € assumido em (0,0), (2m,0), mas também em (7, 7).

4.1.2 A equacao da onda em dimensoes maiores que um

Lu=0
u(x,0) = p(x) € C*(R") (4.4)
uy(x,0) = h(x) € C*(R™).

Vamos considerar a média esférica de funcao

I(x,r)=— /| . F(x+ry)dSy, (4.5)



onde dSy ¢é a medida sobre a esfera |[y| =1, x e R", r > 0 e w, é a drea de [y| =1 em R".
Tentaremos utilizar (4.5) para reduzir (4.4) a uma equagdo de uma variavel. Observamos
que [ € C"™ se F € C". Claramente

/z|§R F(x+z)dz = /OR (/|w|=pF(X+ p)dSw) dp
= w, /OR " (x,r)dr (4.6)

utilizando o teorema de Fubini.
Segue-se que

R
A (/ war™ I (x, 7‘)) dr = / AF(x + z)dz
0 |z|<R

-/ VF(x + z) - ndS, (4.7)
" OF z
= —(x+2)2dS,
\/z—R 81‘]( )R

De (4 1) ObteHlOS que
; n ) l=1 ; - 9.%]‘ J 13

0
— nfl_I )
w, R 5k (x, R)

Derivando com respeito a R, obtemos que

9 w R”_lif(x R)) = iA /Rw R I(x,r)dr
OR\™" OR  OR ), " ’
= Aw,R"1'I(x,R)
o 0*1 101
n —
—+—— A =0 4.8
orR? " "R OR (48)
(A equagao de Darboux)
Caso n = 3:
Ou =20 em trés dimensoes.
Tomando a média esférica
1
I(x,t,R) = —/ u(x + Ry, t)dSy.
AT Jiyj=1
Obtemos que
Axl(x,t, R) — I4(x, R, t) =0 (4.9)

ia (4.8
Vi (45) 0*I 201 0°1

o T Ror o =0 (4.10)
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De (4.10) obtemos
0? 0?
or? gz D) ot?

(4.11) é a equagao da onda para a funcao I com as condigoes iniciais,

Z_(RI) = (4.11)

RI(x,0,R) = 45//|| 1cp(x—|—Ry)dSy:RI@(x,R)
y

%RI(X 0,R) = E/ Y(x + Ry)dSy = RI,(z, R)
lyl=1

Utilizando a formula de d’Alembert obtemos que

(R+t)I,(x,R+t)+ (R—t)I,(x,R

_ R+t
RI(x,t,R) = 2 5 £ ‘) +%/R Ely(x, §)dE

ou

(R+t)I,(x,R+t)+(R—t)[,(x,R—t) 1 [FH

I(x,t,R) = —
(x,t, R) R *Yor /.

Ely(x, §)dE. (4.12)

Pela definigdo de I(x,t, R) segue-se que

11%13% I(x,t, R) = u(x,t)

deve ser uma solugao de (4.4) e para obter uma férmula explicita para u temos que calcular os
limites em (4.12). Estentendo as médias esféricas I, e I, a valores negativos de r como funcoes
pares, (4.12) tem a forma:

I(x,t,R) =

(t+ R)I,(x,t + R) — (t — R)I,(x,t — R) 1 /t+R

t—R

O teorema do valor médio implica que

1 t+R
i g [ €l €0 = t,x.), (4.13)

Um célculo direto nos da

)
lim ﬁ {(t+R)L(xt+ R) = (t = R, (x.t = R)} = = (H,(x.1)) (4.14)

Finalmente de (4.12), (4.13) e (4.14) obtemos que

(1) 47T 2 ( / /y plxtiy)a >+i / | permas, @19
(1) = % (ﬁ / /| R ) + ﬁ / /| VS, (4.16)

Vamos mostrar que (4.15) é solucao de (4.4). Seja t > 0, observamos que

ou

;2 (ty(z, b)) = ;2 (@, t) + 2 5 Iy(x,t) (4.17)
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Também
B} 1 Lo
(I - i .
S(L(0) = o //|y|1 § gy e s,

- = / / - ) - 1dS, (4.18)

e utilizando o teorema de Gauss segue-se que

S t) = [[ [ vt = ( /] .a @S, ) dr

Derivando em relacao a ¢, obtemos que

82
Iy (
8t2( v(@ T Ane? //z x|=t 52  4nt3 ///z x|<t

Substituindo as expressoes de

825 ¢ 5 [w em (4.17) segue-se que

32(15@,“ 47rt//|z L, ALeS, = (4wt//|z . dS) A(tTy(2,1))

ou seja, t1,(x,t) é a solugdo da equacdo da onda. O mesmo argumento mostra que

t
t (1) = E//| Pt ty)ds,
y:

¢ a solugao da equagao da onda. A derivada desta solugao é também uma solugao. Assim (4.15)
também é uma solugao de (4.4). Resta verificar as condigbes iniciais. Mas

lim (%(ﬂw(x, t)) + tly(x, t)) = 1,(x,0) = p(x)

t—0

02 0
—u(x,t)],_, = lim o St (x,1) + talw(x, t) + Ly(x,t)
: 9,
= %51(1) A(tI,(x,t)) + ta]w(x, t) + Ly(x,1)
= Iy(x,0) = ¥(x).
Caso n = 2:
Uv =0
v(x1,72,0) = @(x1,75) € C (4.19)
vi(21,25,0) = P(21,22) € C°

Vamos usar o método da descida de Hadamard. Suponhamos que

u(wy, o, x3,t) = v(x1, 20, 1)
0 1 //
- 5t 0(&1,&)dSe ¢, ¢ +
ot {47Tt (€1—21)2+ (L2 —x2)2+£2=¢2
T (61—21)2+(Ea—m2)2+E3=t?
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oy
*ry

O

Figura 4.2:

Seja 1 o vetor normal unitario,

=G -n)’+ (L—w)+8 -1
ai% - V2= (& — 1) — (& — 29)?
(VG2 t
d&1d§y
N3

N3 =

dS£17£2 —

d&d&s projecao sobre &3 = 0 de dS¢, ¢,. Conseqiientemente (4.20) tem a forma

- (51,52)05516152
U($1, x27t) - 8t (271— //51 x1)2+(f2—z2)2<t2 \/t2 51 o 351 (52 N 332)2

_ // (51,52)d§1d€2
(61—21)2+(E2—w2)? <12 \/t2 51 - $1 (52 - 332)2

a solucao da equacao da onda em duas dimensoes.

Teorema 13. Seja u € C? a solugio de
Ut — AU =0

tal que

w(r,0) =u(z,0) =0 em {|z|;|zv —xo| <7} w0 €R™ reR".

Entao u=0 em C = {(z,t); |z — xo| < r —|t|}

Demonstracao. A seguinte identidade pode ser demonstrada

6u ou Ju 0 9
25 (8- a_t) Z 9 (a%) =g (VuP).

N A ou\’
v =3 () + (5)

Jj=1

co1m

Integrando (4.23) sobre C7 e utilizando o fato que Ou = 0 segue-se que

_ "L 0 [Oudu o ) B
- /CT (2; Oz <3t axj> ot (|Vu| )) dudt, du = dx1 — dz,,.
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A={t=T <r}n{lzt) |z —z¢| <r—t}

={{zt)lr —zg|=r—t, 0<r <t}

C = {a:|o — 2| < 1)

Figura 4.3: Cr = AU B UCU interior

Aplicando o teorema de Gauss a (4.24) segue-se que

ou Ou
0 = //B Z ot 0 o i |VU’277n+1> ds
B u 8u 9
au ou
= 2 )\ — [Vul*)\, dsS 4.25

B = (n s Mnga)
Vetores normais unitarios externos a{ C: & = (&1, ...,&n41)

A: = (/\1, ceey )\n—l-l)

Pela hipétese a integral sobre C' é zero e o vetor normal a superficie A éigual a A = (0,0, ...,0, 1).
Assim podemos escrever (4.25) na forma

ou Ou
4.2
/I ( B o~ vl nnH)ds J[ 1vuas (1.26)

A seguinte identidade é valida

8u ou 9 " [ Ou ou \’
Th+1 ( ot oz o~ [Vl 77n+1> = - ; (a—xj??nﬂ - a—%m) +
AN ~
T 5 (M1 — Z ;- (4.27)
j=1

Substituindo (4.27) em (4.26) obtemos:

206 — _ Lo~ (o, 0w Y
Jfweras = = [ o 130 (G = G

+ (%) 2 (M1 — zn: n?)] dS (4.28)

J=1
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Observe que em B tem-se que
V2
Th+1 = 50 logo E 7177? =5

Assim de (4.28) segue-se que

0<//|Vu| s = — //\/-Z<au\2f ?;nj)stgo.
//A\Vu\zdS:Q

ou ou
axj(x T) O_E(xaT%

Logo

o que implica em

para 1 < j < n e logo u = constante em {(z,t); |x —xo| < 1—T7%}. O resultado é imediato. [

4.2 Equacao do Calor

Considere a solugao da equacao do calor

o _
at_aazﬂ

que é continua em [0, 7] x [0,{] =T'. Entao o principio do maximo é valido na forma:

O0<t<T, O0<ax<l

Teorema 14. O mdzimo ou minimo de u(z,t) € assumida em [0,1], t =0 ouz =0, x = [,
te[0,77].

Demonstracao. Seja

M = max{u: z€[0,l]]et=0,ouxz=0, x=1etec[0,l]}
= max{u: (z,t) € OT'\[0,]] x {T'}}

Se a afirmacao nao ¢ valida, entao existe (zo,t9) € (0,1) x [0,7] e € > 0 tal que
U(.Io,to) =M +e.

Introduza a funcdo v(z,t) = u(x,t) + k(to — t), com kT < £

5. Observamos que v(zg,ty) =
u(wo,tg) = M + € e k(ty —t) < kT < §. Segue-se que

max{v : (x,t) € OI'\[0,{] x {T'}}

€
<M+ -.
S +2

Assim, v(x,t) assume seu maximo no ponto (z1,t;), 0 < ¢1, 0 < 27 < [. Neste ponto,

9% ov

@(l’l,tl) S 0 € 875 (l’l,tl) = 0
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mas

0%u 0% ou v
—(71,t1) = =—(21,t1) <0 e —(x1,t1) = —(x1,t1) > k> 0.
(@) = (o, ) < Eonst) = () 2
Segue-se que
ou 0?u
E(Jfl,tl) — a2@($1,t1) > k> O,
uma contradi¢ao. O argumento é similar para o minimo. O

Corolario 4. Se u(z,t), u(z,t), u(z,t) € C°([0,T] x [0,1]) satisfazem a equagao do calor e as
desigualdades

u(z,t) <wu(zx,t) <u(x,t), t=0, oux=0, oux=I,
entao
w(e,t) <u(et) <A@ 1), em [0,7]x 0,1
Demonstracao. Aplicacao imediata do principio do maximo O

Teorema 15. (Unicidade)
Suponha que u € a solucao da equacao do calor

Ou _ 20 <z <00, t>0
— =a— —00 <& < 00

ot 2 ’
u(x,0) = up(x) —00 < < 00

e que u(x,t) € continua em x et, —oo < x < 00, t >0 e |u(z,t)] < M < 0o, —00 < & < 00,
t > 0. Entao u € unica.

Demonstracao. Suponha que existe duas solucao u; e us satisfazendo as condicoes e ponha
w=u—1—1us.

lw| < |ug| + |ug| < 2M < oo, —oco <z <oo, t>0,
e w(z,0) = 0. Considere a regido || < L e introduza a funcao auxiliar
4M (2%
U([L’,t) = ? (5 +a t)
v ¢é continua em [—L, L] x [0,T], VL, T > 0.
v > |u(x,0)] >0 e w(E£L,t) >2M > w(+,1).

Aplicando o coroldrio anterior na regiao |z| < L, 0 <t < T com u = —v(x,t), u = w(x,t) e
u = v(z,t), obtemos que

4M x2+2t < w( t)<4M x2+2t
——(—=+a w(z — | =+a
L? \ 2 - ST L2\ 2
e tomando L — 0, concluimos que
w(x,t) =0
]

Deveria ser obervado que um famoso contra-exemplo de Tychonov indica que a solugao da
equagao do calor é inica somente sujeito a condi¢oes sobre seu crescimento espacial no infinito.
Assim, no seguinte teorema trabalhamos para simplicidade sob fortes condigoes.
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Teorema 16. (Ezisténcia)
Considere u(x,t) satisfazendo a equagdo do calor

ou 5, 0u

o~ " o

u(z,0) = up(x),

—o<r<oo, t>0

up(x) sendo continua em (—o0,00) e |up] < M < 00, —00 < x < 00. Entdo eziste uma unica
solucao continua e limitada do problema.

Demonstracao. Estabelecemos a existéncia e a unicidade sendo garantidas pelo resultado an-
terior. Sabemos que via argumentacao heuristica dada anteriormente que a solugao tem a

representacao:
_(a=y?

aa? U (y)dy.

u(z,t) =

Va2t

Observe que

e 4ta2 dy

Va2t

Derivando formalmente dentro da integral observamos que

32u /
0r2 /A2t 02

@_/002 ! e_(z_yf uo(y)dy = I
a ) Aairt oly)ay = 1L2.

dz

_(z—y)?

1ta? } uo(y)dy = 1.

sao dominadas por

1| < /—4a2 / ’812 {6 da? }

& 1 2 1 22 2
I < M/ {—e‘z + ———¢" }dz
12| —oo 2tV 4a?mt Vda?rt t
estas ultimas integrais sendo uniformemente convergente para t > t; > 0. Dado que os inte-

grandos de [ e I, sao continuos para —oo < y < oo e t > 0, a derivacao dentro da integral ¢é
justificada. Segue-se que

ou 0% /°° o 8\ e i .

— —a"=— = — Y =0.

ot o ) \or o Saazat oWy
Resta estabelecer que

ltlfl(;l u(z,t) = up(x).

u(z,t) \/_/ x+2ax/z>

Mas

Segue-se que
u(z,t) — up(zx) \/_/ - uo 513—{—2&\/—2’) —uo(.ic)> dz
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2

lu(z, t) —up(z)| < % /Z ‘uo (x + 2a\/gz> — uo(x)‘ e dz.

Agora, para todo € > 0, existe Ny(€) tal que

N 00
2 € 2 €
Fdr < —— Fdr < ——.
/ e V4 6 (& /Ne z 6

para N > Ny(e).
Segue-se que

€ € 1 N 2
‘U(Z‘, ) UO($)| = 3 3 \/_71 /;N |u0(3: a\/—Z) UO(:U)’e z

Mas (ug(z + 2av/tz) — ug(x)) é uniformemente continua em ¢ e para z € [~N, N] e conse-
quentemente existe d(e) tal que ¢ < §(e), |uo(z + 2av/tz) — ug(z)| < §. Concluimos que

e € €1 ee 2

(e t) —wolx)] < C+ it [T e

= 3'3"3n) .

< € paratodo 0 <t <d(e).

4.2.1 O contraexemplo de Tychonov

a1
Considere a funcdo analitica em &, f(§) = e &, [€ —t] < £ 0 < t < oco. Utilizando a
representagao para derivadas (Apéndice B),

ey KL G
f ( ) /|£Z| k+1 5

- 21

Observe que

1 16 (1 , 1
Reg = ﬁ (5(1+COS¢) +Z_l> >

escrevendo £ =t +t 4 Le?. Segue-se que

k! o 2k !
0 / e =T,
1€

N % —z|=% (5 - Z)k+1

Defina . "
= dFf(t) @

—00 < x,t < 00

e note que

lu(z,t)] < ———e 2



Segue-se que limgjgu(x,t) = 0 uniformemente em = € [zg, z1], Vo, z1. Também, calculamos
que

B e dkf(t) 1:213—2 B co dj+1f(t) x2j

o k — +1 N

at (2k=2)! & (2))

’U/II

X dHHLE(E) g2k
Uy = —_—

E .
Lo AT (28)]

Como anteriormente estas séries sdo uniformemente convergentes em = € [xg, 1], Vag,z1 e
Up — Uge = 0, —00 < & < 00, t > 0. Certamente, u(z,t) # 0, mas v = 0 também é uma solucao
do problema

Ut = Ugy, —co<x<oo, t>0

u(z,0) = 0.

Para outros contraexemplos e maiores informagoes veja Hellwig [6] (4.3) e Widder [13] (IL.6).
Muitos exemplos e aplicagoes podem ser encontrados no livro de Crank [1].

Exercicios

1. Considere a regiao D formada por 2a < x < 23, t = 0 e as linhas fazendo angulos § com
o eixo e passando por (2«,0) e (24,0).

(a) Suponha que
Oul < A

em D e
|ug(z,0)| < B e lue(z,0)] < C.

Mostre que
1
lu(z,t)] < B+tC + §At2

(b) Suponha que
|Ou| > —u

em D e
lug(z,0)] < M <0 e |ug(z,0)] < 0.

Mostre que
lu(z,t)| < M.

2. Considere o equacao da onda com uma variavel espacial,
Ut = Uy —o<r<oo, t>0
(a) Mostre que o principio de Huygens vale para os dados iniciais
u(z,0) = f(z), u(z,0) = 0.
(b) Mostre que o principio de Huygens nao vale para os dados iniciais

u(z,0) =0, u(z,0) = g(z).
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Para uma discussao do principio de Huygens e suas generalizagoes, inclusive a teoria da
relatividade referenciamos o leitor ao [3], [5] e [8].

. Suponha que ¢ satisfaz
Lp =0 em R?

com condigoes iniciais para t = 0

0
<;S:f(x,y), a_gtbzo z=0

_g 9 _
¢ = 0, E;Z =0 =z 7é 0.

Mostre que ¢ é zero para 22 > c*t? e ¢ = f para 2> < *t2, sendo f o valor médio de f
do circulo no plano z = 0 cujos pontos estao na distancia cz do ponto (z,y, z).

2t2 2t2,

. No exercicio 2, substituindo o plano z = 0 pela esfera 22 + y? + 22 = a2, mostre que

a - ) . . A
¢ = — f no circulo sobre esfera cujos pontos estao a distancia cz de (z,y,2) e ¢ = 0 caso
r

contréario.

. Se T é a tensao de uma membrana em estado de equilibrio e w o deslocamento vertical
do plano de equilibrio, para pequenas vibracoes podemos supor que 1T é constante e se
pdzxdy é a massa do elemento drdy a energia cinética E é

1 ow >
§/p(g> dzdy
1 ow\ > ow\ >
vyt [[ (5) + (5;) o

Utilizando o método do cédlculo de variacoes para o Lagrangeano L = E — V mostre que
a equacao de Euler é

e a energia potencial

0w Pw  Pw\” T

— ==+ , A==
ot? ox?  0y? p

. Suponha que u satisfaz

uy = AAu+ F(z,t), reD t>0
u(,0) = f(x),  w(,0)=g(s), x€D

onde D é um dominio limitado com fronteira 9D.

(a) Mostre que

d 1 c? ou
), (§u? + E‘VUF) dx = /8D U/t%do— + /DUthl“-

(b) Mostre que existe no méximo uma solugao u que satisfaz a condigao de fronteira de
Neumann
ou

— = > 0.
5 o(z,t) xr € 0D t>0
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(c) Mostre que existe no méximo uma solu¢ao u que satisfaz a condi¢ao de fronteira de

Robin
ou
—+a

p— >
5 (x)u = ¢(x,t) x € 0D t>0,

onde a(x) > 0.
(d) Mostre que existe no maximo uma solu¢ao u que satisfaz a condigao de fronteira de

Dirichlet
xr € 0D t>0,

u(z,t) = ¢(x,t)

7. Considere o problema de valor inicial e de fronteira

gy + kug = 2Au + F(z,t), reD t>0
’LL(ZL“,O) - f(x)a Ut({E,O) = g(I), reD
u(z,t) =0, xr € 0D t>0.

(a) Mostre que
A N LS k/2d+/Fd
— —u; + —|Vu|*| de = — uydx udz.
dt Jp, 127" 2 . o

(b) Em caso de uma membrana, ¢? = e

d 1 5, 7 9 1

— —pul + =|Vul?| doe = =2k | =pulds + Fuudz.

dtD{th 2| |} /szt DP t
Observe que a taxa de variacao da energia cinética mais a potencial é igual a con-
tribuicao da fonte menos a taxa com que a energia é dissipada.

(c) Mostre que existe no maximo uma solugdo u que satisfaz o problema de de valor

inicial e de fronteira.

8. Considere a propagacao da onda em um meio nao homogéneo

r€eD t>0

puy = div (cVu) — qu + pF(z,1t),
reD

U(ZE,O) :f(ZE), ut(x70) :g(x )
u(z,t) = ¢(x), x € 0D t>0.
onde a condigao de fronteira é independente do tempo e p, ¢ e ¢ sao funcoes nao negativas

de z, com p,c > 0.

(a) Estabelega a relagao de energia

E(t) = E(0) + /Ot/DpFutda:dT

onde . . .
E(t) = / (—puf + ~c|Vul|* + —un) de.
L \2 2 2

(b) Mostre que o problema dado tem no méximo uma solugao.
(c) Se F =0, mostre que (dado a existéncia) a solugao depende continuamente dos dados

iniciais e de fronteira.
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9. Mostre que se ug(z) € CO(RY) e |ug(x)| < MeA™ ) M, A >0

1 © (@—y)?
umt) = m/_of Eoug(y)dy,  0<i<T

1
Via2A'

u(z,t) = up(x), T < em C? ((—o0,00) x [0,T])
é a solucao do problema

Ut = Ugy

Uli=0 = up(x).

(veja Hellwig [6], 4.1)
10. Defina

22

_ e 4a2¢
Go(z,t) ===, t>0
0, t<0

Mostre que

(a) )
/ Gol(z, t)dr =1, t>0

[e.e]

(b)

5
lim [ Gg(z,t)de =1, 0>0
o J s

(c) Set; >0, ty >0, definindo

Gl +00) = [ Galy00ole =)y, 10
entao
Ga(',tl) * Ga(',tg)(l‘) = Ga(,I, tl + tz)

11. Mostre que
1 [~ 2
Gi(z,t) = —/ e %" cos(zy)dy
0

™

12. A superficie x = 0 do sélido semi-infinito x > 0 é mantida em temperatura 6, durante
0 <t <T e é mantida em temperatura zero para t > T. Mostre que se t > T,

O(x,t) = by {erf2 k:(a; = — erf 2%}

e determine o valor de § se t < T.

13. Prove que a equacao da difusao
0*V oV
ox2 Ot
possui solugoes do tipo
Vot By (o b T
- 141 n; 27 At )

onde A e n sdo constantes e 1 Fi(a; f;z) denota a fungao hipergeométrica confluente de
argumento z e parametros « e 3.
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14. Se a concentracao ¢ de um componente difundindo em um meio de duas fases é determi-

nado pelas equagoes

dc e D o
ot lox?’ ’ ot lox?’

as condicoes de fronteira

Oc Jc
cl = kCQ, D1 (%) » = D2 (%) o em z=0

e a condicao inicial

ol x <0
10, >0

x
1_erf( )]
2tD?

e derive a expressao correspondente para x < 0.

em t = 0, mostre que quando = > 0,

kD:

C=C—1 1
kD3 + D?
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Capitulo 5

Algebra Tensorial e Calculo Tensorial

5.1 Tensores

Considere um espaco vetorial V' de dimensao n sob um corpo F' e seu dual algébrico V*. E
conhecido da algebra linear (veja Roman [10]) que todos os espagos vetoriais de dimensao n sao
isomorfos e, portanto, V' e V* sao isomorfos. Nao obstante em algebra tensorial distinguimos
entre Ve V*.

Da algebra linear sabemos que corresponde uma base ¢; de V' e uma base tnica ¢/ de V*
tal que

(¢, ¢’) =0

Considere A € V, A = Y7 Ne, = Mg, (utilizando a convengao de somatdrio tensorial) e
p* € V* u* = uet. Chamamos os vetores de V, vetores contravariantes e os vetores de V*,
vetores covariantes.

Correspondendo a uma mudanga de base de e; a €, em V', existe uma mudanga correspon-
dente de ¢/ a ¢/’ em V*. Suponha que

k

r_
€ = G &y,
entao
n n n
, , ,
A= § Ne,; = § N = § Ncey,
i=1 i=1 i=1
e
E _ kyil
A=A,
Ponha C' = (cF), entao
e =Ce

(V) =(C) '),
dado que C é nao singular. Esta é a regra de transformacao de um vetor contravariante sob
mudanca de base. Suponha que

d=nle ou (€)=
Sabemos que
(e, €) =6 = (e, ) e (e le) =0
Isto é dizer que . . | |
(A)oE =6 ou =0
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Segue-se que CT = I e concluimos que I' = C* " e

pp=ciue  ou ' =0Cyp,

a regra de transformacao de vetores covariantes.

No caso que CC* =1, (C*)™! = (C71)7! = C e nao h4 diferenga entre vetores cavariante e
contravariante. Isto é o caso de transformacoes ortogonais quando F' = R.

Considere dois espagos lineares V e W de dimensao m e n e fungoes bilineares definidas sobre
V*x W*, B(V*, W*). Seja Q, R € B(V*,W*), definimos operagoes de adigdo e multiplicacao
por um escalar a em B(V*, W*) por

(@+ R)(A\, 1) = Q(A, 1) + R(\, )

(CMQ)()\, :u) = CYQ(/\, :u)
B(V*,W*) com estas leis de composigao é um espago linear, chamada produto tensorial V @ W
de VeW.
Seja ¢’ uma base de V* dual a ¢; e ¢* uma base de W* dual a e, i = 1,2,...,n, a =
n+1,...,n+m. Seja
AeV” e pewr

SeTeVaW,

T p) = T(Ne', pac®)

= NipaL(e',e”).
Ponha
T =T(,e").

Assim, | |

T = T(\ 1) = Aaa T™.
Defina | |

CiaM 1) = Nifla, € EVROW e eg(e,e”) =066]

(&4

T\ p) = T80\ s
= T (Ne' npe”) = T 0 (A, ).
Segue-se que
I — Tiagia

e ¢, forma uma base de V @ W. De fato, suponha que z'¢,, = 0, (z'* # 0). Segue-se que
VA, i, temos

20 (A p) =0

que leva a
2", (e, e”) = 0

ou ‘
o
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o que implica 2 = 0.
Suponha que A tem componentes )\; com respeito a e’ e u, u® com respeito a e,. Defina
A ® i a ser o elemento de V' @ W com componentes com respeito a e;,,, AX‘u®, ou

A® = Npeg,.
Elementos de V' ® W da forma A ® p sao chamados simples ou decomponiveis. Em particular,
in = & ® €4
Seja L(V*, W) o conjunto de aplicagdes lineares de V* em W, entao
VoW =BV W*) ~ LV*W).

De fato, observe que se .
T =T"¢q,
e ponhamos 4
A=Xe' eV, pu=pue,eW,
p = TN
define uma aplicagao linear unica de V* em W. Inversamente, uma aplicacao dessa forma é
unicamente determinada pelos coeficientes T"* que define um elemento tinico de V' @ W. Esta

correspondéncia é independente de bases em V' e W (isto é dizer que é natural).
Seja S, T € M(V* x W* x Z*). Defina

(S+ T\ p,v) =S\ p,v) + T\ p,v) Y\ v € VX W* x Z*

(@S) (A, v) = aS(A, p, v) ac k.
Defina ¢;,. por
iy (A 1, V) = Aiftaly
e note que

(e, eX) = 87685

e 700,0X.

Ziary
Se T € M(V*,W*Z"),

T\ pv) = T(Ne', pae®, vie?)

= Niptar,T(e', €% €").
Coloque 4 '
T(e' e ) =T,
entao
T()‘v s V) = Tia’y)‘i,uozy'y

= T N80 s0Xv,
= Ty (N\jel, pge’ v, eX)
- Tia’yeia”/(Au 1y V)
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el = T“Wemv. Como no caso bilinear é facilmente estabelecido que €in~y S80 linearmente inde-
pendentes e uma base. O isomorfismo natural entre M (V* W* Z*) e VW & Z é estabelecido
fazendo corresponder ao elemento 7"*7e,  do primeiro o elemento T"“7e; ® e, ® e, do segundo.
=10y 7 €% Y
Similarmente

Defina
vi=vV,
Vi=V®@- @ V! (r vezes),
tensores contravariantes de ordem 7. Definindo
Vi=V",
Vi=V1®---® V1 (s vezes),

tensores covariantes de ordem s, V" ® V, formam tensores de ordem r + s, contravariantes
de ordem r e covariantes de ordem s (tensores mistos do tipo (r,s)). As vezes escrevemos
VIi=V'V,=T'(V)e F =V =V"® V.

Suponha que f:V — W é uma aplicacao linear. f induz uma aplicacao linear

T (f):T"(V) = T" (W), r>0

via
ifiWie--oV)=f()e- - f(V)
Considere os espagos vetoriais V, W, Z com bases ¢;, €, €,
(VeoW)eZ~V (W ® Z) naturalmente.
De fato, T' € (V ® W) ® Z pode ser escrita como
T=T"®e,) ® €y
com T determinado unicamente. Considere

T (e; ®e,) ®e, = T ¢, @ (e, ®e,) €V R (W®Z).

Similarmente, qualquer elemento de V® (W ® Z) determina um elemento tnico em (V@W)®Z
e esta correspondéncia é um isomorfismo natural. Pela associatividade do produto tensorial,
obtemos uma aplicagao bilinear de T" (V) x T5(V) — T"+5(V) e, assim, podemos definir uma
estrutura de algebra sobre o somatorio direto

Prv)=1(V).

a algebra tensorial de V sobre F'.
Os resultados anteriores fornecem a base para uma volta a formulacao classica de tensores
via as propriedades de componentes sob transformagoes lineares regulares.
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Observacao 14. Definicoes alternativas do produto tensorial existem na literatura. Em di-
mensao finita nao nos preocupamos com as topologias impostas ser compativeis com a estrutura
linear: todas sao topologicamente isomorfas. Estas questoes sao importantes em dimensao in-
finita e diversos produtos tensoriais topologicos distintos podem existir. Uma definicao usada
em andlise funcional € a sequinte: Considere o dual algébrico das formas bilineares em V- x W,
B(V,W)*. Eziste uma aplicagdo natural ¢ de V-x W em B(V,W)* definida por

o(v,w)(h) = h(v,w), V(v,w)eV xW, heBV xW).

¢ € B(V xW) mas ¢(V x W) nao é um subespago vetorial de B(V,W)*. O subespago vetorial
gerado por ¢(V x W) € chamado o produto tensorial de Ve W. De fato, (B(V,W), VW) sao
em dualidade e (V@ W)* = B(V,W). Em dimensao finita V@ W = B(V,W)* ~ B(V*, W*)
e retomamos a nossa definicao original.

Sejam V. W, Z espagos vetoriais sobre o corpo F'. Introduza a categoria B:

1.
Ob(B) ={(z,9);9 € B(V,W; Z), aplicacoes bilineares de V- x W em Z}

2. Se g1 € B(V,W.Z1), go € B(V.W,Z5), um morfismo [ de (Z1,91) a (Z2,92) € uma
aplicacao f : Zy — Zy tal que f o g1 = go € comutativa.

Existem nesta categoria um objeto inicial universal, chamado o produto tensorial de V e
W. Com esta defini¢ao

LV, LW, Z))~BV,W,Z)~ LYV @W, Z)

e com 4 =F,
LV,W*)~B(V,W)~ (VW)

Mais informagoes podem ser encontradas em [10].

Uma base ¢; de V! determina uma base dual tnica ¢/ de V; e em geral uma base eJ' 7"

em
€l
V!. Dado que qualquer elemento 1" de V] é expresso unicamente na forma

T — T?r"irejl'“js

- Jirjs =i1ip

Os numeros T;ll;; sao chamadas componentes de T relativa a base (g;) de Vi

Dois tensores do tipo (7, s) podem ser somados ou multiplicados por escalares para formar
tensores do mesmo tipo. Relativo a uma base, os componentes do somatério de dois tensores
é o somatério dos componentes respectivos dos tensores. Tensores R, S dos tipos (r,s), (p,q)
podem ser multiplicados para formar um tensor do tipo (r + p,s + ¢) como a seguir: se R e

Rt ST regpectivamente com respeito a base (¢;) de V) defina

S tiver componentes reget Dot dern

T=R®S via

Til"'iTJrP _ Ril'“ir Sir+1"'ir+p
J1"Js+q g1 s T Js+1 " Js+q”
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De fato, este produto ¢ invariante sob mudanga de base. Recordamos que (¢}) = C(g;) da
origem a

N=(C)A e p=0Cp
Sejam ¢;, e, basesde V e W e ¢, a base de V ® W. A mudanca de base V ® W ¢ dada por

o = (C)ij(C)apejs
Segue-se que
T — Tmﬁia _ T/jﬁ§;6
= T7(0)i§(C)ase s

T/jﬁ _ (Ct) (Ct> 1Tm
~1
= %’Vngy Y] = (Ct)ij
o que corresponde a transformacao contravariante apropriada. Em geral, a mudanca de base
em V! induz mudanca em V] da forma

/jl"'jr _ kl . k‘s jl . h'r
iy — Gy is Tha 7hT6k1 ks

e a transformacao correspondente de T’

131 Jr k1 ks J1 hy-e
T _Vil""yisdu C]Tkl k

11l

Observe que se esta relacao é satisfeita, entao

T T741 'Lrejl “Jr

J1Js =i1°"1s

¢ um vetor em V. independente de base. Estas propriedades de transformagao leva ao resultado
classico (Lei de Quociente de tensores) que é de grande utilidade nas aplicagoes de dlgebra e
calculo tensorial.

Teorema 17. A Lei de quocientes

Considere a relacio A :))((5) B((q)) D(T , onde D

)) € um tensor conhecido e a relacao € vdalida

para todos os tensores arbitrdrios B((p;, entao Agt ¢ um tensor.

Demonstracdao. Suponha que A(t)( tem uma representacao em todos sistemas de coordenadas

e A(:)((g)) — A (p) Entao

i) Hla) _ )
Al B = D).
Escrevemos

C( Y = OQl e
Segue-se que

r)(p )C( q) (J)B(z)

OO B0 il
A = A i) T By
(

(t)(q (p)

)
) () g (m))
= Gy Amie) BE



com B ((f)) arbitrario.

Concluimos que

i () (®) ~(9) (r) (m ()
A(t) (@) C C(m 7 A n)(q)
(@) (@) _

Multiplicando outra vez por V(T)C((;)) e utilizando 7, ))C() 5(( ;, C’((;)) 7((]])‘ g = 5((8, obtemos

AM®)

A D) () () 4 (m)()
W = G Com V) T A

p) () 7 (n)(i)
que é a regra de transformagao de um tensor de ordem (r + p,t + q). O]

Outras formulagoes deste resultado sao possiveis. Mencionamos um resultado que é dado
no livro Willmore [19] (Teorema 4.1).

Estes sdo componentes de um tensor do tipo (r+ R, s+.5) se e somente se YAy, ..., As vetores
contravariantes e Y1, ..., i, vetores covariantes

el ik RYJL | N\Ts 1 LT
T: )\ )\5 278 M,

J1JsJs+1 .75+S

sdo as componentes de um tensor do tipo (R, .S).
Este resultado é uma consequencia da nossa versao da lei de Quocientes. De fato,

L s LT
Ap AL g, e

é um tensor do tipo (s,r) e tensores dessa forma formam uma base de tensores gerais do tipo
(s,r). Isto implica que as condigdes do resultado anterior sao validas e a conclusao.
Uma operacao frequentemente encontrada ¢ a seguinte: Seja 1' € V. com componentes

T;ll ]’ Suponha que o indice i, é associado com um j, e considere

Gt i tipriin it thipg iy
J1Jq—1Jq+1"Js Ji-Jg—1hjg+1-Js’

(utilizando a convencdo tensorial de somatério em h) entdo S € V] ' Este resultado envolve
um calculo simples.
Resumindo esta discussao: Existem quatro operagoes fundamentais com tensores

1.SeS,TeV, S+TeV];
2.SeSeVieacF, aSeV;

ST eV,

3.8eSeV Te

s’ )
4. contracao de T € V7 para dar um tensor em V. ',

Um tensor do tipo (2,0) é simétrico se

T(e, B) =T(B, ), Vo € V1.

Tomando o = ¢, B = ¢/, - o ,
T =T(,e) =T(,¢) =T"

ou seja, as componentes (7%) formam uma matriz simétrica. Similarmente, se T' é do tipo
(0,2),
Ty = T
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Em geral se T' é (n,0) ou (0,n), T é simétrico se
T1.n = Tr1)n(n) com qualquer permutacao

Similarmente,
Tl--'n _ T7r(1)7r(n) ]

Um tensor T do tipo (2,0) é anti-simétrico se
T(Oé,ﬁ) = —T<5,0() vaﬁ eWn

ou
T, = Ty
Considere g € V3, g é simétrico e g(\, ) = 0 Vo = X = 0 (g é ndo singular). g especifica um
métrica Riemanniana ou pseudo-Riemanniana (£,7) = g;;&'’. No caso que g é anti-simétrico
especifica um produto escalar simplético via (£,7) = g;;§'¢’ em dimensoes pares.
No caso F' = C, existe uma base eq, ...,e, em V tal que

1 sei=3, 1 <i<p
(eiefy =< =1 sei=j, p+1<i<p+qg<n
0 noutros casos

No caso simplético existe uma base ey, ...,e, em V tal que

<€n’—1,€n‘> = _<6ii7€z’i—1> =1, 1=1,...,p, p< [g}

(€i,e;) =0 noutros casos.
De fato, se (£,n) = 0V&n, () = 0. Suponha que &, n satisfaz (§,n) # 0. Ponhae; =& eey = ﬁ
e sejam V; o subespaco gerado por e; e ey e V- o complemento ortogonal V- = {z; (&,n) =
(n,z) =0} com dim V- = 2.
Restrinja () a Vi* e aplique o argumento para obter ey, - - e, tal que () = 0 sobre o seu
complemento ortogonal Vj suplementa o conjunto ey, ..., e, com qualquer base em Vj. Nesta
base

<§77]> — é—lnnJrl + £n7]2n o §n+1n1 . £2nnn
O grupo de transformacoes lineares de R?" preservando () é determinado por Sp(n, R), o grupo
simplético.

5.2 Tensores Associados

Considere um tensor g;; do tipo (0, 2) definindo o produto escalar de vetores (£,7) = g;;&'7. A
discussao anterior estabelece que se g;; ¢ simétrica define uma métrica Riemanniana ou pseudo-
Riemanniana enquanto um tensor anti-simétrico define um produto escalar simplético. Existe
um tensor inverso g do tipo (2,0) definido por

9ing" = ¢’ gr; = 0}
e um produto escalar de vetores covariantes
(€. m) = g"&mn;.
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Podemos introduzir uma operagao de baixar ou aumentar indices em um tensor. Por exemplo,

A

dado um tensor T}/ do tipo (p,q), o tensor T:7;,.%, do tipo (p—1,9g+1)é

Nigeip Kig-ip

ivjide = 9k L5y,
Que T é um tensor pode ser visto assim:
S=gxT
¢ um tensor e tomando a contracdo com respeito a [ e I’ em
Siatis = 9 @ T
obtemos o tensor 7'. Similarmente podemos aumentar um determinado indice

Mgy jkratlcip
jrwda =9 Thjgesy

obtendo um tensor do tipo (p+1,q¢ — 1).
Seja el,...,e" uma base em V*, entdao uma base no espaco de tensores simétricos do tipo
(0,2) ¢ o
e t+ede, i<
e uma base no espaco de tensores anti-simétricos é
ene =e'@e —e ®e.

Um tensor simétrico Tj; ¢ decomposto como

(T) = ZTiiei ®e + ZTij(ei ®e +e ®e')
i i<j
e o anti-simétrico como
(Ty) = YTt n el
i<j
Em geral a defini¢ao de anti-simetria é estendido ao caso de tensores do tipo (0, k) via Tj,..;,
é anti-simétrico se para cada permutacao w(1,..., k),

Tﬂ(1)7... w(k) = sgn 7TT1...k.

Seja A*V o subespaco de todos tensores anti-simétricos de grau k. Dado w; € AP e wy € AY,
definimos o produto exterior w; A ws de wy e wy em APT? como
1

w1 A WQ()‘lv T )‘p+q> - meil‘“iNQ (wl ® WZ)()‘il A

ip+q)

onde
1 sei;---is € uma permutacao par de 1,....s
ettt = ¢ —1 seiy---i, € uma permutagao impar de 1, ..., s
0  caso contrario.

e A - A\pjq 20 vetores contravariantes arbitrarios.
Defina A*V por

AV =AYV, n=dmV,
k=0
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obtendo um espago vetorial de dimensao 2" (A° ~ F). Observe que se k > n, entao um
tensor anti-simétrico T},..;, é identicamente zero A*V = 0, k > n. A*V é uma algebra sob a
multiplicagao A. De fato, é evidente que

A +g2)=FfAg+[NAg
(it f)ANg=FfiNg+ faNg,
f17 f27 g‘h g2, f) g€ AV, . . . .
Se (€') é uma base de A’V = V*, entdo uma base de A*V é 1, €', e Ae™ (i1 < iy), € A
e2NeB (i <ig <iz), -+, ELAE2A---ANem (i <iyg < -+ <iy,). Também, da definigao de
N,se feNVege NV
frhg=(=D"gAf.
Recordamos que uma &algebra L é graduada se
L=r.
acA
A sendo um semi-grupo comutativo e sob multiplicacao
Lo -Lg C Lotg.
Casos importantes sao A = Z (o grupo dos inteiros), A = Z* (o grupo dos inteiros nao
negativos) e A = Zy (mddulo 2).
Uma classe importante de algebra graduadas sao as algebras graduadas comutativas e an-
ticomutativas. Estas sao algebras Z-graduadas L tal que

En=(-1)"n-& ¢€Lly,, n€ls a BEL

A*V é uma algebra graduada comutativa - a chamada algebra exterior ou algebra de Grassmann.

5.3 Tensores Relativos

Suponha que T ((5)) transforma conforme
1(p) M, (@) ~(p)(5)
T'lg = (det 1) v C iy Ty -

Entao dizemos que T(((S) ¢ um tensor relativo de peso M.

(det 7)7MT(61) (p)

é um tensor.

5.4 Operador de Hodge

Considere transformacoes em quais dety > 0 e /g = det~y. Associamos em cada T" € AFV um
tensor ¥T' € A" FV via

(T det gej,...q, T

1
)ik+1"'in = g
com
Tt = ghit .. ,gzwijlmjk'
V/9€i..n ¢ um tensor relativo as mudangas de coordenadas com Jacobiano positivo e 7" também
é um tensor com respeito a tais mudancas. Observe que

(S +T)=x%S+«T
#(xT) = (=1 Rsgn T
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5.5 Variedades Diferenciais

Em geral trabalhamos em espacos de dimensao finita, mas nesta secao achamos conveniente
definir variedades baseadas em espacos de Banach de dimensao infinita. Falando informalmente,
uma variedade é um espacgo topoldgico obtido costurando conjuntos abertos em espacos de
Banach. Mais precisamente temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 4. Seja M um espago topolégico. Uma carta local é uma par (V1)) consistindo de
uma conjunto aberto V. de M e um homeomorfismo ¢ : 'V — (V) C F, F um espago de
Banach. M ¢é chamado uma variedade topoldgica se M admite uma familia A = {U;, ¢; }ics
de cartas, ¢;(U;) C F;, espacos de Banach, tal que {U;}ics cobre M. A € um atlas de M.
Se (Ui, ¢i), (Uj, @) sao cartas e Uy; = U;NU; # 0, ¢pij = ¢p; 0 gbj_l : 9j(Uij) = ¢i(Usj) € um
homeomorfismo. As aplicagoes ¢;; sao chamadas funcoes de transicao de A.

Evidentemente podemos impor diversas hipéteses de regularidade sobre ¢;;. Se ¢;; sao
CP—difeomorfismos 1 < p < 00, A é chamado um atlas diferencial de classe C?. Uma estrutura
diferencial de classe C'° é chamada suave. Uma variedade com um atlas C? é chamada uma
variedade C?. Se F; = F', j € J, dizemos que M é modelado sobre F'. Se F' = R™, M ¢é uma
variedade real de dimensao m. Se F' = C™, M as funcoes de transicao ¢;; sao holomorfas e M
¢ chamado uma variedade complexa de dimensao m.

Exemplos de Variedades Diferenciais

(a) Considere a esfera unitdria S™ em R™*! e escolha dois pontos, o polo norte P, = (0, ...,0, 1)
e o polo sul P_ = (0,...,0,1).
Em S™\ P, defina

n+1 1 n 1 n b an
T (2, 2") = (Y, - ¥4, 0) (y+,...,y+):1_—xn+1
e em S™\P_ defina
T (CL' a:nJrl) — (yl yn O) (yl yn> _ 1;1, ...,In
1, ... Y, O —1+an+1
Assim, obtemos um atlas (U, ,U_), Uy = S"\P,, U_ = S"\P_. Com ¢, = (y+), o_ = (y_)
na intersegao U, N U_ temos que |y;|ly—| = 1.

(b) Considere o conjunto de todas as linhas retas passando a origem em R""!. Cada linha
corta a esfera inteira em dois pontos que pode ser tracada por reflexao r — —x. Tome o atlas
(Uy,U_) em S™, escolhendo um conjunto de abertos de Uy cobrindo S™ tal que nenhum tem
intersecao com sua imagem sob reflexao o: por exemplo,

Upiv=Usn{z" >0} e Ug; =Usn{a' <0}, i=1,...n+1.

Nestas cartas utiliza ¢+ = y.. Obtemos cartas em qual cada U parametriza as linhas retas
atravessando a esféra em pontos de U. Estas cartas cobrem RP™ e existe mudanga suave de
coordenadas em sua intersecao.
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(¢) Considere um conjunto M e um grupo G. G age em M se Vg € G,3a(g) : M — M,
a(g) inversivel, tal que

A agao é livre se =Ja: M — M (salvo a(1) = I) tal que a(g)(x¢) = xo por algum z¢ € M.
Seja x € M a érbita de = e {a(g)r = gx}. Suponha que M é um espaco topoldgico e que
G age em M. A acao é discreta se

(i) Se z,y € M, Gz # Gy, existe vizinhangas U e V de x e y tal que GUNGV = ).

(ii) Vo € M, 3 uma vizinhanga U de x tal que U N gU # () somente se gx = x.

Suponha que G age na variedade de dimensao n, M via a(g) : M — M, a(g) difeomomrfismo
que sao livres e discretos. Existe um atlas suave em M\G tal que

(i) M\G ¢é uma variedade suave de dimensao n.
(ii) 7: M — M\, 7(p) = Gp, p € M, é suave.

Demonstracao. Escolha v € M, U sendo uma vizinhanga de x tal que sao disjuntos por pares
para z € G. Suponha que existem coordenadas locais em U(z!, ..., 2"). Neste caso dizemos que
U é uma carta em M\G com coordenadas (!, ...,2™). Tais cartas cobrem M\G.

Suponha que Gz € Uy N Ug. Se as cartas correspondem as vizinhancas dos pontos gz, a
mudanga de coordenadas na intersecao tem as mesmas fungoes de transicao com o M. Seja
U, a projecao de uma vizinhanca do ponto g,z e Us a projegao de uma vizinhanga de ggx. A
transiao é efetuada por gog,' : Uy, — Us ou :17/’3 = (gpg; ") (xh, .;a), i =1,...,n e temos um
atlas suave em M\G. M\G é Hausdorff utilizando a primeira propriedade na defini¢ao de acao
discreta. Em S™, Zs age x — —x, —x — x ¢ RP" = S"\Zs. O

(d) Considere V,,, = {(f1, ..., fx), fi € R, f; ortonormais}. O(n) age em V,,
(fl; ...,fk) — (Ofl, ceny Ofk), O e O(n)

Tome uma base ortonormal ey, ...,e, em R" e (e1,...,ex) € Vg O grupo de isotropia ¢
( (1) 31 ), A€ O(n—k). Assim, V,, = O(n)/O(n — k) e dim V,, , = nk — @

Se r = (fl,...,fk) € mG, fl = Z?zll‘jiej, 1= 1,...,k’ (S ank — Rn’k via (fla"')fk) =
(X115 ooy Tn1)y ooy (T1ky ooy Tn)). As relagoes de ortogonalidades sao

n
m=1

definindo a variedade regular em R™* de Stiefel. Considere G,, ;, = {todos subespagos do R"}.

Em G, o grupo O(n) age transitivamente e 2" **1 = ... = 2" = 0 ¢ mantido ob agdo de
matrizes < 13 g ), A € O(k), B € O(n—k). Segue-se Gpp = O(n)\O(k) x O(n — k) e

dim G,, . = nk — k*. O(k) age em V1. : (f1, ..., fx) = (Of1,...,Ofx) ¢é invariante sob a agao de
O(k). O espago de drbitas desta acdo ¢ a variedade Grassmann G, é

Viw 8 G

Considere M uma espago de Hausdorff e m um inteiro positivo. Seja F° um conjuunto de
funcoes reais em M com as propriedades:
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1. Se ¢1, P2, ..., b € F* e u seja C*-diferencidvel em R", entao u(éy, ..., ¢,) € F*.
2. Se f~g, g€ F*® entdo f € F° (~ significa f = g na vizinhanca de cada ponto p € M).

)
3. Paracadap € M, 3¢y, ..., ¢, € F° e uma vizinhanga U de p tal que ¢ — (¢1(q), ..., dm(q)),
qg € U, U e as funcoes ¢q, ..., ¢, podem ser escolhidos de tal maneira que cada f € F
coincide em U com u(¢y1, ..., ¢p,), u C*°-diferencidvel em R™.

Entao existe um atlas inico (Uy, ¢n)aca tal que o conjunto das fungoes C*-diferencidveis em
M (com atlas A) é F°. F*® é uma élgebra real.

Definimos um vetor tangencial A como a aplicacao linear de F* em F*~! tal que se ¢, ..., ¢, €
Feexe C*R"),

Au(brr b)) = 3 (@) (M), (5.1)

= \99;
Observe que a escolha particular para u, u = ¢1, @2
M1, P2) = P21 + P1AD2 (5.2)
Seja (z') um sistema de coordenadas locais (€ F*). Entao Vf € F* pode ser expressa na

forma f(z',...,2™). As aplicacdes e;(f) = (5%) (z7), (e;(2") = &}), aplica linearmente F* em

F+L e definindo A = A(z?),

A(f) = f: (%) Aa?) = éw‘ (%) — 2; Ne,.

i=1

Segue-se que qualquer vetor tangencial ¢ uma combinagao linear dos e;’s. Suponha que

a’e; = 0, entao
a’ej(z') = a;0) = a; =0

e os vetores e; sao linearmente independentes. Isto quer dizer que os m-vetores e; formam uma
base (e;) associada com o sistema de coordenadas. Em outras palavras o espago tangencial tem
dimensao m. Observe que quando s = co e quando consideramos analiticidade real (existéncia
local de séries de Taylor) (5.1) e (5.2) s@o equivalentes. Isto nao é verdade quando s é finito
(veja A. G. Walker and W. F. Newns, Tangent Planes to a Differentiable Manifold, J. London
Math. Soc., 1956, 400-407).

-0
Normalmente escrevemos ¢; = — e A = \'—
ox? ox?
Em cada ponto p € M existe um m—dimensional espago vetorial 7" (p) gerado pelo {e; (P},
identificando T"(p) com V! podemos definir em cada ponto p o espago de tensores de todos
os tipos e, também, a algebra de Grassmann das formas alternantes. Evidentemente, podemos

introduzir campos vetoriais A relativo a base (e;) com menor regularidade, via
A= Ne;, Noe O M), t<s—1.

Neste caso dizemos o campo vetorial é de classe t. Da mesma maneira podemos definir
campos tensoriais T(;) de classe t exigindo que relativo uma base natural em algum sistema de
coordenadas locais T8y sao de classe t.

. . ; ;! .
Considere p € U, N Uz (U,, Us cartas locais com coordenadas x*, 27, respectivamente e
bases matriciais correspondentes ¢, e €}). Entao,

o o 9 o  0r D

oxi Oz 0z 0x9 0wl Or
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e evidentemente o

Ox" Oz’

Ox?’ Ox'

Suponha que M e M’ sdao duas variedades diferenciais de dimensao m e m’, respectivamente

e¢p: M — M, p = ¢(p), satistaz Vf € C*(M'), f' o ¢p € C°(M), entao d¢ : T, — T,y via
N = (do)(N), N(f") = A(f' 0 #). Em termos de coordenadas locais 2% e 2% temos que

— 4.

No= X)), N =N, i=1,...,n, i=1,..,m
B ox"
-~ Oxt

Similarmente, a aplicacao d¢ induz uma aplicagao do espaco de tensores de ordem s,

A= \(z" 0 ¢) = \a® () A

11y

o A1t Oz Oir
T =doT = (T ") = —— P
¢ 9 ( ) ozt Ozt2 oxir

Também, ¢ induz a aplicagdo dual levando T (p’) em T} (p) definida por
¢" (1) (A) = 1 (dp(N)), VA € Ti(p).

Em termos de coordenadas locais

B Oz’
Hi = it
€ .y ./
Oz oxor

¢'T

Em particular 71 (p) = T (p)* sao as formas diferenciais em M com base dz?, ..., dz™. Uma
base para g—formas AY(M) é dada por dz™* A --- A dz't e cada g—forma A pode ser expressa
por

=G g (P

A= Ail...iqda:“ Ao ANdx, g <m.

Agora vamos ver como as variedades tensoriais se enquadram nesta estrutura.

Defina T3 (M) = U, ecp T3 (p), M sendo uma variedade diferencial de classe k.

A dlgebra tensorial generaliza ao calculo tensorial neste contexto. Podemos considerar os
médulos produtos T x -+ x T (s vezes) sobre F e o F-médulo de F-aplicagoes multilineares
T, de T' x --- x T" em F. Similarmente 7" é o F-médulo de F-aplicacoes multilineares de
Ty x---xTy (r-vezes) em F. T# é o F-médulo de todas as aplicagoes de Ty x -+ - X Ty X T x -+ - x T
(r-vezes T e s-vezes T). Escrevemos T! (M) em vez de T/ Ty =T7, TO =T, e T = F.

Um campo tensorial 7" em M do tipo (r, s) é por defini¢do um elemento de 77 (M). O campo
tensorial T' é contravariante de grau r e covariante de grau s. Em particular, campo tensorial
de tipo (0,0), (1,0) e (0,1) em M sao F, os campos vetoriais em M e 1-formas em M. Se
p € M, definimos
T7(p) = {as aplicagbes reais multilineares de g’p(M)’ X oo X Ty(M) x Ty(M) x -+ x T,(M)}

S

4
4

em R.
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E facil ver que T7(M) = T*(M)' (r,p > 0). Defina

T

T(M) = &%_T"

r,s=0"s

T(p) = &= T: (p)-

A nocao de ® pode ser extendida a T via
(Sa@T)(p)=Sp)@T(p), ST, TeTl peM.
T é um F-mébdulo via
fS@T)=fS®@T =5 fT, feF, STeT.

T é uma algebra associativa sob ® e

T*:iOTS, T*:i_O%TS

sob algebras de T'.

Seja V um espaco vetorial de dimensio m sobre R e TS’" o correspondente espaco de tensores
do tipo (r,s). Fixando uma base em V determinamos uma base em T7. Seja (U, x) uma carta
com coordenadas locais {z'(p)} em R™ determinando uma base dz‘(p) em T} (p) e uma base
bem definida em 77 (p). Considere a aplicacao

du U x T =TI (U)

ov(p,t),pelU,te TST, pertencem a 77 (p) com os mesmos componentes fﬁ;’" relativa a base

T7(p) com t em TST. ¢ ¢ injetora. Seja V uma segunda vizinhanca em M, UNV = () e considere

Pup T; — T (p)
Pup(t) = Pu(p, ).

Entao, guv(p) = gb[}ij o ¢y, ¢ injetora de TS” em TS’” Seja z¥ (p) as coordenadas locais de p em
V, determinando bases dv'(p) em T (p) e f;(p) em T;(p). Colocando t = gy (p)t, segue-se que

ou(p;t) = ov(p,t)

ou(p,t) = & el T (p)

dv(p,t) = &0 7 (p)

com &, f7 as bases induzidas em T7 (p).

Segue-se que ' '
&= (5m), (5m) 8
7oNOEh oy N0 g

defina gy yv(p) e guv(p) é um automorfismo linear. Dando a T T a topologia de estrutura
diferencial herdada de seus elementos considerados com pontos em um espaco euclidiano, 7. Té
uma variedade diferencial. Defina uma topologia em 77 (M) exigindo que para cada U, ¢(U)
aplica aberto de U x T em abertos de T7(M). T7 (M) assim definido é um espaco de Hausdorff
separavel e uma variedade diferencial de classe k — 1.
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Seja GL(T 7) o grupo de todos automorfismos lineares de T; que sao inversiveis. A familia
{guv, U,V e U, UNV # 0}, U um atlas de M formam as fungoes de transigao correspondendo
a U. Defina m : T7(M) — M por n(T7(p)) = p. Paral < k, f: M — TI(M) de classe [
satisfazendo 7 o f = I, que é chamado um campo tensorial de tipo (r,s) e classe I. T7 (M) é
um fibrado tensorial sobre base M com grupo de estrutura GL(n" ™, R) e fibre T7.

Podemos introduzir a operacao d de derivagao exterior que leva p—formas a (p+ 1)—formas
em A*(T7 (M)) = 69ZL:(]Ak (Ta (M))

De fato, podemos definir d via

(i) d(w+n) =dw+dn, w € AP, n € AT
(ii) d(w An) =dw An+ (—1)Pw Adn
(iii) Se f é um escalar e A um vetor
(df)(X) = A(f)
(iv) Se f é escalar, d(df) =0

Observe que se n = Aj . dz™ A --- Nda's € A(Ty(M)) (AY(M)), utilizando (ii) e (i),
obtemos que
dn = dA
com dA; ..;, = 0gy1 A, T

Cada 1—forma w pode ser escrita na forma

Adx™ A - Adx't € ATTH(M),

i1-ig

dw = dA'df; de (ii) e (iv)

ddw =0

Dado que qualquer g—forma é expressa como uma combinacao linear de produtos exteriores de
1—formas segue-se que ddn = 0.

Formas sao o instrumento natural para expressar nogoes de volume orientado (a nogao de
area orientada ocorre naturalmente no teorema de Stokes e aplicacoes em matematica aplicada
tais como a teoria cldssica de eletromagnetismo).

Considere o cubo k-dimensional singular em R”

o:I* 5> R", I"=[0,1] x--x[0,1] =1 x --- x I,

o suave 7 =0 e 27 = 1 determina duas faces [; e [, com orientacoes (—1)% e (—1)7*".

Teorema 18. Seja ¢ uma (k — 1)—forma e d¢ sua diferencial exterior, entdo

L= L
o (8IF) o(I%)

Demonstragao. Coloque w = *(¢). Observe que

[ do= [ oo
o(Ik) Ik

/ b= o(do)
a(0IF) oIk
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Temos que demonstrar que

/ w:/ dw.
ark Ik

w = Zwi(xl coegMydat A A dzi A -+ A da (* indica omissao do termo),
i

Mas

w; suave. Também,

dw = Z%dmﬂ\dml/\m/\@i/\m/\dﬁ

. T,
= Z(—l)l_l%dxl A Ada”,

%

Assim

dw = 1) =dat A A daF
/Ik w /1,921:( ) aSE’I T

T, . —~
= Z///( : .dml)dltl/\--~/\dxl/\---/\da:k
p I fz Ik Iiax’
_ Z/ /A (T, ... 2%)
i It I Ik

= / w, onde ~ indica omissao do termo
ork

- Ti(xla 7xk)

=1

Extensoes deste resultado pode ser obtido por aproximagoes de Whitney. De fato,

Teorema 19. (Teorema de Stokes)

oy Azt A N dt A -

A da”

Seja w umn—1 forma sobre uma variedade compacta orientada de dimensao n, com fonteira

suave ou seccionalmente suave OM . Entao

/ w:/dw
oM M

Considere uma variedade suave M baseado em E. Um fibrado linear C*(C°, analitica)

sobre M consiste de

1. Um espa¢o X e uma aplicagao sobrejetora m de X em M (projecdo),
2. 7 Y(z), z € M, é um espaco topolégico linear (o fibre de ),
um espaco topolégico linear F',

uma cobertura U aberta de M,

AR

para cada U € U, existe 7y : 7 H(U) — U x F satisfazendo

T (U) % UxF

ﬂ'\l l/prl
U

é comutativa
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6. (1m)x : Xz = {z} x F s@o isomorfismos lineares.
7.5eUeVel
Ty : UNV — B(F,F) (topologia uniforme de operadores)
ov(7) = (70) (1)}, TeUNV
¢ C*°(C®, analitica)

Uma se¢ao de um fibrado linear e uma aplicacao s, s : M — X tal que 7o s = id.

5.6 Conexoes Afim e Diferenciacao Covariante

O diferencial de uma funcao f(p) definida em uma variedade diferencial é um vetor covariante,
isto é dizer que as derivadas parciais de uma funcao com respeito a um sistema de coordenadas
locais sao as componentes de um campo vetorial covariante. Isto certamente nao é o caso para

as derivadas de um campo vetorial (contravariante) X = £——. Observe que

out’

i ~q l 2~ l
0§ ou' du i+ o*u' Ou . (5.3)

ouk — ouwi k"t Ouioul Ok

~1

o1
ou’ )
vetorial contravariante nao ¢é tensorial. E desejavel resgatar a nogao de derivagdao. Suponha
que existe um conjunto de n? formas diferenciais lineares w; = F;kduk em uma vizinhanca de

onde éz = &em (UN U ), 0 segundo termo a direita indicando que a derivada de um campo

coordenadas de tal forma que em U N U a condicio

oak . oat O

~

_ou I
9w T 9uk T Guloud - (5.4)

E visto que esta condigao é equivalente a

. T
* = Suwiodk 0a T 0wl ouk T (5.5)

onde F;k sao os simbolos de Christoffel e estas equagoes sao as equagoes classicas de trans-
formacao que é conhecida como conexao afim. As relagoes (5.4) para w; podem ser reescritas
na forma

i i i L
dp + P?wk = p,w; (5.6)

em cada intersecao de vizinhancas de coordenadas U N U.
Suponha que M ¢é uma variedade com a conexao afim wj. Se X = 5’% ¢ um campo vetorial
contravariante obtemos que

dg' = dpf + pyde’
(whpj, — W& + pde’

ou
d€' + wj,e" = Ti(dg? + wieh).
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Observamos que d&? + w7 &F transforma como um campo vetorial contravariante. Chamamos
DX = d& +wi&* ou diferencial covariante de X em termos de uma base natural para covetores

agz ck1 J aé‘m k
(aaj—Fkaj)d p](8 + &) ) (5.9)

e escrevemos em termos de Componentes

- 0g
D& = T 7 ¢k (5.10)

é a derivada covariante de X com respeito a coordenada u!. De (5.9) é evidente que

D&l = — ™. (5.11)

Similarmente, no caso de um campo vetorial covariante a derivada covariante de &; é

06
D& =2 —TF, 5.12
Jé au] é-k ( )
A extensado de derivagao covariante de um tensor 77 (M) f((;)) = Sﬁ;: com respeito a uF é
evidente:
(i)
(3) lig- iy 11— 1l i 'L'r i1dp
Dkg(j) @ ]12 Js Fh T +€Ji Js ' FJ 51112 Js Jlk Ji Js— 1lF (5.13)

A notacao cldssica para D;&7 é 5,]1 e D;& = & j, mas também € usada V;.
Considere uma curva seccionalmente continua C' = C(t) em M e os vetores tangenciais

X(t) = §i(t)% sdo paralelos sobre C' se

g i
N +1%,8 =0 em C (5.14)
ou oei Ik
v L U
D oyrig) I =
(3uk Lt ) dt 0
e a derivada intrinsica 55 E‘
=5 = 1
5t dt i dt 5 0. (5.15)
Uma curva C' é auto-paralela se £ = %~ sao paralelos em ('] isto é dizer que
d*u’ ;. dul du®

& T = (510)

As curvas auto-paralelas sao curvas integrais de (5.16). Geometricamente (5.15) com dado
inicial X = X (ty) em t = to é um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem e fornece
um isomorfismo linear de espagos tangenciais aos de C'. Observe para um fungao f(p) em M

of
out

D;f =
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mas

o*f of
D;Dif = Di(Dif) = ouidui F?j ou*

O _ g

ouk gk

Das relagoes (5.5) observamos que T;k sao os componentes de um campo tensorial do tipo (1, 2)
chamado o tensor de tensao da conexao I';;. No caso que T}, = 0, D;D;f = D;D; [ para
funcoes escalares mas isto nao é verdade para vetores contravariantes ou covariantes. De fato,
observe que

e consequentemente

D;Dif - D;D,f = (% — T

ij

Dijfi - DjDkzgi = R%jkgl - T;Zlefia

com . .
i i
jkl 0ul 6u’f sl™ jk sk™ jl

R;'-kl ¢ o tensor de curvatura ou o tensor de Riemann-Christoffel. Em geral,
DiDRE) = DeDig) = D Gy Ry =Y & R — D) T
p:l o=1

Observe que se os tensores de tensao e curvatura sao zeros, a derivagao covariante é simétrica,
mas nao ¢ necessariamente é o caso que Fz.k =0.

Vamos dar uma interpretagdo geométrica do tensor de curvatura (veja também o livro de
Wald [17] segao 3.2)

Considere uma curva fechada C = P, P, P3P, em uma variedade diferencial M com conexao
I 5 e um valor A® que ¢ transladada paralelamente sobre C'. Coloque FZB = I"}3(P1). Sabemos
que

dAH du”
— _TH AT
St @B dt
C={u’t)} e
B
A = —/ e ae 2
c dt
Coloque
e =p’(t) — 1’(to),  P=(u’(t) e M
Entao, B
e, =T Tt o | (e d denadas locais u”
op =Lap T Ir € + o(€”) (em termos de coordenadas locais u")
Também, o
A =A% T A + o(€)
o
sobre condicoes de continuidade sobre a—aﬂ em M e A7 em M. Assim,
xl/
AA“ . Fu 8F25 v ZO& Fo‘ ZU - d 8 9 B Y
- o a6+WE ( T tor 6) € +0(€), E—Hyl%vx‘ﬁ |
Mas,

/ ™ A0 = T A" / aé.
C C
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O primeiro termo na integral é somado por 7 e o e podemos mudar 7 a a e « a p e similarmente
no seguinte termo troca v por « e a por o, obtendo

=H

= =000\ =0 [
AAY = (FﬁBFZaA ﬁxf) A /Ce de’ + o(€?)

/eo‘deﬁ = [eaeﬁ]g —/eﬂdea = —/ ’de”,
C c c

Segue-se que f*¥ = [ o €“de® é um tensor anti-simétrico de segunda ordem. Em AA* a expressao
é somada em « e 3 e trocando « e 3 obtemos que

m T TP afga_a a g B 2
AAf = =T, I'5+ 5 Ce de” + o(e”).

Somando as duas expressoes para A* obtemos que

oL, O ——p  —u—
s ( S~ g+ DTy ~Tall, | A7 4 o(e?)

Podemos fixar P, e variar P,P,P3P, ¢ A" de tal forma que lim,_,q A" feBe=2 é um tensor
arbitrario mas lim._,o AA*e2 é um vetor e segue-se pela lei do quociente que
— —
1% _ al—‘aﬁ o aFUU +FM FP . fl/« fﬂ
oaB T Hpo orh po=op pB* oa

¢ um tensor (o tensor de Riemann-Christoffel, considerando P; como um ponto genérico em M,
dando uma interpretacao geométrica a curvatura).

5.7 Variedades Riemanianas

Uma métrica Riemaniana sobre uma variedade diferencial M é um campo tensorial g do tipo
(0,2) que ¢ simétrico e positivo definido. Isto permite definir para X,Y € T,(M) o produto
escalar

(X7 Y) = g(X7 Y) = gjkgjnk7

o 0 -0 -0
.. = _— = g = J
gZ] g (au]7 auk) 9 X g aui7 Y 77 -9

IX|P = (X,X),  ds* = gpda’ @ du”

em coordenadas locais é invariante.
Existe uma tnica conexao em uma variedade diferencial M de classe k possuindo uma
métrica de Riemann e satisfazendo as propriedades:

(a) T;k =0

(b) o produto escalar relativo alguma métrica é invariante sob translagao paralela.
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(b). Seja X(t) = &'(t)5 e Y(t) =

e
n'(t)5% vetores tangenciais no ponto u’(t) na curva C(t). Estes sdo paralelos em C(t) se

De fato, suponha que F;k satisfaz estas condigoes (a)

d¢ duF
T ey
ar dté

A condigoes (b) implica que
d o
D g€t i) =
7 (9i€" ) =0

ou

dg;; - du® ; duF o
— g, T S — gt S ) i =0,
(dt L i L A
Dado que isto é valido por qualquer por X e Y e qualquer curva C(t) concluimos que
09ij
au,i = gl + gilFé’k (5.17)
Permutando os indices i, j, k, obtemos
99
61} = gull; + gl (5.18)
OGr
ouw’ - gliréj + gleéj (519)

Adicionando (5.17) e (5.18) e subtraindo (5.19), multiplicando por $¢/™ e contraindo, obtemos
que

ki = { ki } + 5 {15 =Ty — T (5.20)
o | (0g; g O
m mj ) YYij Gik Gki
e A k 5.21
{ ki } 27 {3xk o T O } (5:21)
e
=g gis T (5.22)

Se T;k =0, = ¢ uma funcao de métrica.

m
ki

Considere uma variedade de Riemann de dimensao 3 e com orientacao M e uma curva
C = (z'(t)) em M que é retificivel com respeito a métrica ds* = g;;dz’ ® da’. Podemos definir

o comprimento do arco C' via
/ t dxt dxi gt
S = i
W VI A

de algum ponto de referéncia Py em C parametrizado por ty. Seja &, n' dois campos vetoriais
contravariantes definidos em M. Lembramos que o angulo  entre £ e i é dado por

gijﬁinj
V 9ii€ I\ Gignn?

cosf =

222



No caso que & e 7' sdao versores (vetores unitarios com respeito a métrica),
i
cost = g;;&'n’.

&' Ln" no caso que cosf = 0 ou g;;£n7. Observe que se C' é parametrizado com respeito a
distancia s )
dx’

)\i
ds

é um versor e o

Considere a derivada intrinsica com respeito a s associada com a conexao I’ ;k vinculada a g;;.
De (5.23) sabemos que

gij/\z% =0 ou (Z; LA
Defina k por
ON" ON
b=\ 9% 5e
entao ,
10N
P =% 5s
é um versor sobre C' e
giN'p? = 0. (5.24)

Chamamos y* o normal principal e k a curvatura de C. Derivando

gk =1,
obtemos que
Sy
i =0 5.25
g]l’[’ 53 ( )
e derivando (5.24)
O N i g
Gij A Fr _gijgﬂj = —kgip'p’ = —k. (5.26)
Assim, segue-se que
) 5,LLj . ) §,uj .
AN kN ) =0=gp' | — +sN . 5.27
9is (58+ ) 9m(58+s) (5.27)

! .
Utilizando (5.23), (5.27), (5.24) e (5.25), respectivamente. Segue-se que 5& + kN é perpendi-
s
cular a A e p. Definimos o versor

1o ,
= — | — + kN 2
S ( s ) (5.28)

de tal maneira que (\, i, ) tem orientagao positiva em M (ou €;;z\v* = 1), determinando 7
o que é chamado de torsao da curva C. Observe que

vk = eijk/\i,uj =1

W o
ds — kg 0s

S0
s mk i
# Tt Cigmy s (5.29)
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ik

7 )
Utilizando (5.24), (5.28) e (5.29) obtemos que

k:

(Recorda que €5 = \/geiji € €7

vk

5 Teijmg ™ NV = —7 ", (5.30)

Finalmente, obtemos o conjunto das equacoes de Frenet para C,

N ~
0s H
55'[; A Y
oVt ;
= —7u’.
0s a

Este resulta em uma aplicacao na teoria de dinamica de particulas sobre curvas. Primeiro
‘s

observamos que em sistema de coordenadas abitrarias e velocidade é dada por v" = ea

dt

aceleracao f” é calculada via a derivada absoluta com respeito ao tempo

o ot dx” LT dx™ dx"
0t dt? medt dt

com conexao associada com a métrica induzida pelo sistema de coordenadas generalizadas.

Suponha que a particula movimenta-se sob a forca )", entao se a massa é m, Q" = mf". A
’ . . N . s a
curva também pode ser parametrizada pela distancia s = s(t) e v = W = d27ds _ ) \r 1y, — ds

dt T ds dt dt
a velocidade escalar. Tomando derivadas absolutas

7 dv . o

=5 = oV %
dv

= —\ 2kur.

I + vk

Além de @, suponha uma reacao da curva R" na particula. Segue-se que

d
mf =Q" + R = md—z/\r + mrPky”.
4 Vo o1a? A L :
Também 7 = 5% e a energia cinética T = sz/ . Assim,

dT
Q + R = N 4 2Tk

Se a curva ¢ lisa, R" L curva e

R'MN =0 (A, vetor associado a A.
Obtemos,
dT
AP = —
@ Ar ds

Ru"+Q " =2Tk (i, vetor associado a p".
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Segue-se que

d T
T = / QN = / T ds (vetores associados
C C ds

dV
= — / —ds (V' é o potencial por defini¢ao)
C ds

ou
T+V=h (constante).
Se R" =0, entao
. dT

R = A+ 2Tk,
ds

5.8 A formulacao tensorial dos teoremas de Green e Sto-
kes

Considere a regiao V' com fronteira S. Assumimos que V é aberto, limitado com contetido
de Jordan finito e que S ¢ uma superficie C'-regular fechada, parametrizada por coordenadas
(ul,...,u™ ') com métrica tensorial do?. Pelos resultados estabelecidos em andlise vetorial
sabemos que

of d:p:/frlrda,
v Ox" s

em coordenadas cartesianas, onde [, é o normal exterior a S e f” é um campo contravariante
F™ expresso no sistema cartesiano,
afr
ox”

=divF" = F’  (invariante)
~ ~ . ©
sob todas transformagoes nao-singulares de coordenadas ' = x. Mas

/divF’"dT:/ div F" a—“”,'d;c’:/ F’;Mdaﬁ’:/ Frdr.
v ’ ax \dl ’ 3($1,...,xn) \"& ’

Similarmente,

/ frl.do = / F'y, = / F'v,do’, (v o vetor covariante associado a v").
s s ;

com do’ = \/E'G' — F'do, dado que do — do’ e F"v, sdo invariantes sob transformacoes.
Segue-se que a expressao tensorial correta para o teorema de Green é

/ Frdr = / Fru,do.
\%4 S

Com a formulacao matematica correta do teorema de Stokes dada na secao de andélise
vetorial observamos que tomando " ser um campo vetorial C'—contravariante e u, o C'-
covariante associado, u, s é um tensor convariante de ordem 2 e G" = —€"ug; é um vetor
contravariante G" = curlu,. Em coordenadas cartesianas ponto v", o vetor unitario normal a
S com vetor associado v,

G" - v, =curly-dS
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/Gr-urdazfcurlg-dS:/g-dﬁ:/ur.didf
S S C C dr

Como anteriormente sob transformagoes regulares

/ G/Tu,ﬁdo’ :/Gr - vpdo,
' s

/

dz" ,dx”
=u
dr "dr!

enquanto

Uy -

de tal modo que

!

dx” dx”
/u; x/dT/:/’LLT' T dr
lo dT C dT

dx"
e’"Stu&tu,,dJ = [ u, - —dr.
S C dT

Observacao 15. Jd observamos que

1 pdt 1 pdo
V= — e Hao
47?///‘/ r +47r//5 r

descreve o potencial elétrico devido a uma distribuicao p de densidade de volume de carga e i
uma densidade superficial de carga. O vetor forca elétrica é

e finalmente

B oV
ox"

E, = (um vetor covariante).

O Teorema de divergéncia afirma que

J[[ Brde = [[[ e+ [[ pas

Do exercicio 1 observamos que

///S Evdo = ///V Erdr — //Z(ET,/T)1 (B Yol
///V(ETT — p)dr — //E((ETVT)I + (E.v")s + p)do =0

¢ valido para todas as superficies suaves S. Isto implica que

de tal modo que

gT’SEIT.7S — E;l:‘r — p

(ETVT>1 + (ETVT)2 + n= 07

as equagoes fundamentais para um campo elétrico estdtico em forma tensorial.
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5.9 Tensores Homogéneos e Isotrépicos

Um tensor homogéneo em um espaco Euclidiano métrico é um tensor cujas componentes sao
constantes em qualquer sistema retangular de coordenadas. Um tensor isotrépico em um espago
Euclidiano métrico é um tensor cujos componentes em qualquer sistema retangular de coorde-
nadas sao invariantes sob transformacoes ortogonais com determinante 1. Observamos que nao
ha qualquer diferencga essencial entre tensores covariantes e contravariantes no caso de tensores
isotrépicos. De fato, se T = cfa” e a, = Y a,, (@ = a'v), @ = a'c™t = a'c = (ac) ou
a, = cLas. Tais tensores sao escritos indiscriminadamente como A;...x.
Considere uma familia de transformagoes ortogonais c¢,s(t), dependendo diferencialmente

sobre o parametro t € Ry, ¢,5(0) = 0,5, |crs(t)| = 1. Entao, ¢,5(t) tem um gerador infinitesimal

d

%Crs(t) = Wys.

r=0
Observe que se O(t) = (¢s(t)),
omfot)=1

) Ot)*O(t) + O(H)O(t) =0 (’ indica derivagao) (5.31)
e tomando t | 0,
(wys)' + (wys) =0 ou  wy = —wy (anti-simetria). (5.32)
Segue-se que
w;; = €ijk§k (5.33)

com algum vetor £¥. E importante mostrar que tensores isotrépicos podem ser expressos em
termos dos sistemas e e 4.

Proposicao 8. O 1nico vetor isotropico é 0.
Demonstracdo. Necessariamente temos que se V; é isotropico,
Vi=cp(t)V,, YV, (5.34)
e diferenciando obtemos que
wipV, =0 ou  eppétV, = 0. (5.35)

Um resultado que deveria ser para todos geradores infinitesimais, isto é, para todo £*. Segue-se
que
Vieair =0 (5.36)

e multiplicando por ey,

‘/aeaikecjk: - Va(éacéij_(sajaic)
= Vb, — Vi (5.37)

Colocando 7 = 7, concluimos que V; = 0. O

Proposicao 9. Um tensor isotropico de ordem 2, W;; tem a forma

1
I/Vij = /\5@‘, com \ = gWaa.
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Demonstracao. Por hipétese W; satisfaz

e diferenciando

Wij = WhqaCpi(t)cgi (1)

0 = Wpgwpidgj + Wipgwei0pi

e utilizadno (5.33), obtemos que

e (5.40) implica que

Multiplicando (5.41) por €, e somando em k, obtemos condi¢oes de forma (veja [7])

WijOkm — WinjOik + Wii0jm — Wimdij = 0.

0= quepikgk + queqjkgk

ijepik + I/Vipepjk =0.

Colocando k = m em (5.42) obtemos

e, também,

Segue-se que W;; = Wj; e

utilizando (5.43) e (5.44).

2Wij + Wy = Waa0ij

2Wj; + Wi = Waay;.

Proposicao 10. (Invarialmente relegado aos exercicios)
Um tensor isotropico de ordem 3 tem a forma

Demonstracao. Por isotropia

e diferenciando (5.45)
e como antes
De (5.47), observamos que

e consequentemente que

De (5.44), se k =2

Wijk = )\ez‘jka A = Wigs.

Wijk = Cir(T)Cjs(T) it (T) Wit

Wejkwir + Wipgwjr + Wijrwg,

erkeirs + Wirkejrs + VVijf’ekTS
Wiirerr1 =0

Wiizera1r + Wiisegs: = 0.

Wiz =0
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enquanto se k = 3

Wl]_2 - O

Similarmente, Woy; = Waas = 0 e W33; = Wi30 = 0 e analogamente por outros pares. Entao,
segues-se se ] =k =1
Winwiy + Wipwy, + Wigwy, = 0.

Se i =2,
Winwa + Wapwy, + Wa,wy, =0

e dado que W221 = W212 =0
Winiwar + Wasiwiz + Wazwis = 0. (5.50)

Observe que (5.50) é vélido para todo w, e escolhendo we; = 1, wyz = 0, observamos que
Wi11 = 0, enquanto escolhendo we; = 0, w3 = 1, Wa3; = —Whoy3. Similarmente, concluimos
que Wage = Wi33 = 0 e W;;, mudo sinal sob transposicoes em (4, j, k), i # j # k. Segue-se que
Wik = Neijk, A = Whi1, o resultado O

Vale a pena observar antes que prossigamos ao ultimo resultado que existe diversas demons-
tragoes destes resultados na literatura, algumas mais geométricas. Veja, por exemplo, §60 do
livro [14] de Spain e segao 2.7 do livro [1] de Aris. Aqui, seguimos a discussao dada por Thomas
em [15] secdo 7 que tem um roteiro bem definido, nao obstante as vezes é um tanto compli-
cado algebricamente. Este ultimo resultado é de uma importancia central na teoria cléssica de
elasticidade e dinamica dos fluidos Newtonianos que estudamos subsequentemente.

Proposicao 11. Um tensor isotrdpico de ordem 4 pode ser escrito na forma

Wijkm = A0ij0km + 11(0i0jm + SimOjk)

com 9 )
A= _Waa = —W aa
15 b = 75 "V baad
‘ | 1
=—W aab — _Waa .
H 10 baab 30 bb
Demonstracao. O tensor W satisfaz
Wijkm = Cip(t)cjs (t)ckr (t)Crms (t)wpqu' (5.51)
Derivando (5.51), obtemos
Wajkmwai + Wiakmwaj + I/VijamU)ak + VVij/mwam = 0. (552)
Segue-se que
Wajkmeiab + I/Viakmu]jab + Wijamwkab + V[/ijkawmab = 0. (553)

Multiplicando (5.53) por e, obtemos que (somando em i e b)
3Wijk;m + Wikmj + Wimjk; = Waakméij + VViaam(Sjk + V[/iaakéjm (554)

utilizando e;jxeip; = 0p;0gr = Opiq; € reindexando indices livres. A equagao (5.54) pode ser
reescrita nas formas equivalentes

2Wz’jkm + (VVzgkm + VVikmj + VVzmjk) = Waakm(sz‘j + VViaaméik + I/Via,ak(sjm (555)
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2Wikmj + (mkm] + V[/imjk + V[/'Lgkm) = Waamjéik + Wiaaj(sk:m + Wiaam5k:m (556)

2‘/Vimjk + (V[/'Lm]k + Wijkm + Wzkmj) = Waajk(sim + I/V'L'aakémj + ‘/Viaajémk (557)
(5.56) e (5.57) sao obtidas de (5.55) por permutacao ciclica dos indices j, k,m. Somando
(5.55), (5.56), (5.57), obtemos
5(Wl]km + VV’ikmj + VV'Lm]k) = 2(‘/V'iaajékm + I/V'L'aakéim + VV’L'aam(;jk
+ Waakm(sij + Waajm(sik + Waajk:(sim) (558)

Multiplicando (5.55) por 5 e subtraindo (5.58), obtemos que
1OVV7,jkm = 4Waakm6ij - Waamjéik - Waajk(sim + 3Wiaam5jk + 3VViaak:5jm - 2‘/1/iaaj5km- (559)

Precisamos expressar os componentes parcialmente contraidos no lado direito de (5.58) em
termos de componentes plenamente contraidos. Assim, coloque k = m e j = k em (5.53),
obtendo

1
Waaij = ‘/Vijaa = gWaabb(sij- (560)

Também, observe que pondo i = m em (5.58), obtemos
2VVjaak = Wbaabéjk - Wkaaj (561)

com

2Wkaaj - Wbaab(;jk - Wjaak (562)
trocando os indices j e k. De (5.61) e (5.62), obtemos

Wja(zk = Wkaaj (563)

e por (5.54),

1
3
Substituindo (5.63) e (5.64) no lado direito de (5.59), obtemos que

I/Vjaak = Wbaabéjk' (564)
Wiikm = A0ijOkm + 11(0ik0jm + dimdik)
com A ey como enunciado no resultado. Observe no livro de Spain que é mostrado
Wijki = X0ijOny + p0ik0j5 + 10301

e a simetria Wijp = Wi, leva a conclusao que p = v e o resultado dado aqui. O

5.10 As equacoes constitutivas e dinamicas para meios
continuos e fluidos

Seja Py, Qg dois pontos de um meio continuo em um estado nao deformado e suponha Fy, Qg
sao deslocados aos pontos P e () e as coordenadas cartesianas de Py, P, (Qg, () sao

IS; xr7 POQO? T]Sa P_Q7 T]r7 $6+776: xr—i_nr'
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Também, suponha que =" — xj = £ (2f). Segue-se
o'+ — (g —m) = & (z5+m)
T 657‘ S S
= &+ (%)O 1o + O(m5)-
Concluimos que
T T (857‘) S _|_ O( S)
m =1 =\55) "o Mo )-
o0zt ),

. . ’
em coordenadas cartesianas considerando o vetor 7y, em Fy e " em P,

r T % s
Mo =1 = O 0770-

= ¢',, a derivada covariante de £", em coordenadas cartesianas e nestas coordenadas

o

M
as pye

'r r

T S8
Mo — Mo = 5.,3770‘
Segue-se que esta relagao é valida em coordenadas curvilineas gerais:

r !

5770 = TIOT - 776

mede a deformacao do vetor 7. Escrevemos em geral
r__ Ir A
on'=n"—-n"=¢&n

O tensor associado (com respeito a métrica induzida) nao é simétrico em geral e introduzimos

1 1
Trs = 5(&’,5 + gs,?")a Wrs = 5(57“75 B fs,r)

T T T

57’3 == 61”5 _I_ wT‘S) g,,s = 6~8 + w'S
r_ r,. S r_ S
577 - 6-577 + w~577 .

Suponha que T"do é a forca induzida em um elemento de superficie do com normal unitario
V" e as forcas externas F” por unidade de massa. Sejs p a massa especifica do meio. Considere
um volume V' do meio com superficie V. Em particular considere um pequeno tetrahedro V'
com trés de duas faces paralelas aos eixos de um sistema de coordenadas cartesianas no ponto
P e a quarta com normal v". Seja dA a area da face inclinada de tal modo que as areas das
faces perpendiculares aos eixos sao dA; = v;dA. O normal exterior as faces sao —e' e as tensoes
nestas faces t'. Em equilibrio, " dA — t/v;dA = 0 ou ()" = (#)'v;. Isto é dizer " = E"vj.
Pela lei se quociente £ é um tensor contravariante de ordem 2. Mas geralmente temos as
equagoes de equilibrio do meio (entre dimensoes):

/VPFTdT + //av E™v,do =0 (5.65)
///Vp[z x )1+ //W[g x E™v]do = 0. (5.66)
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De (5.65), obtemos que

pF" +dwE"™ = pF" + E'? =0 (5.67)
e de (5.66),
/// peijkijde + // eijkijkSysda =0
v ov
que leva a
/// peijkijde + /// (EijkIL‘jEks)).sdT =0

1% 1%

ou

/// peijka:j(Fk + E,"f)quL /// cise E¥dr = 0.
1% v

Utilizando (5.67) e regularidade obtemos que E* = E**.
Mais geralmente, suponha que f" é o vetor de aceleracao do meio. A equagao dinamica tem

T" = E"v;.

[ ot frd7+//aVE’"5ysda:0

e aplicando o teorema de divergéncia

//S E"vdo + ///V Edr = 0.
///V(pF’" L f 4 E)dr =0

e sob condigoes de adequadra regularidade de V', OV, F" e E"*,

e como observado acima

Segue-se que

Concluimos que

ES +pl" =pf".

5.10.1 Elasticidade Linear

As equacoes dinamicas do meio dadas acima podem ser reformuladas como

QStErs,t + pFr = pfr

ov, .
e f, = —. Em pequenos deslocamentos e para pequenas velocidades temos que

ot
ov,
r=r—"+1U SVS
f 5t :
2

Segue-se que f, ~ 8 ——- e as equagoes dinamicas sao
02%¢,
o rst T Fr = .
g ,t 10 p 8t2
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A tens@ao em um meio eldstico depende da deformacao existente no meio e é zero quando a
deformacao é zero. Isto é dizer que o tensor de tensoes é um funcional da deformacao. A Lei
de Hooke afirma que a tensao é um funcional linear da deformacao, isto é dizer,

_mn
E.s=c emn.

A lei de Quociente significa que ¢* é um tensor misto de ordem quatro e é facil ver que os

s

coeficientes elasticos ¢])"* sao simétricos nos sob e super indices, ou

Consequentemente a equacao dinamica pode ser escrita na forma

0%,
ot?

g7 (ers emn)r + pFr = p

ou

ST .mn _mn,T st_mn _
g G, € + 97 Crorlmn + pFr = p

TS, T

Supondo que o meio é homogéneo, a mesma deformagao em pontos diferentes do meio produzem
as mesmas tensoes. Isto é dizer que o tensor de tensoes forma um campo tensorial paralelo
constante quando o tensor de deformacoes tem a mesma caracteristica, ou E,;, = 0 se e,5, = 0.
Segue-se que ¢ e, = 0 ou €} = 0. Neste caso as equagoes dinamicas simplificam a forma

T8, T

0%,
ot?

1Y = pFr + QSTCTSnemn,s-

No caso que o meio ¢ isotropico,
st = Ag"" grs + (0,705 +6,20.").

Segue-se que
Ers = Cmnemn = )\097”5 + 2,&67‘5,

rs

com 0 =& = g™ enmn. As equagoes dinamicas agora assumem a forma

0%, 20
- Fr A T r,ST
P = PE A+ (At oo+ ugE,
utilizando as relacoes
00
gSTErs,T = A + 2,“957-67“57
ox" ’
€
ST 1 st
g Crsr = 59 (57“,57' + 68,7‘7’)
1 ST
= 59 (fr,ST + gs,tr)
L 1o
= 99 ST oG

233



5.10.2 Fluidos perfeitos

No caso de um fluido perfeito o tensor sobre um elemento de superficie do meio o é sempre
normal a o e segue-se que E,.;, = —pg,s, p um invariante a pressao do fluido. As equacoes gerais
podem ser escritas na forma covariante

957 rs,r PFr = pfr

Calculamos

dp dp
STETST:_ T rs) T — T 5T = —
9" B, 9" (pgrs) 9 5 e
ou a
P
pfr:_a r + pk.
xr

5.10.3 Tensoes em Fluidos

Utilizamos a notagao das se¢oes anteriores. Suponha que o principio de conservagao de momento
linear é valido entao (em notagao vetorial)

& e e ] o

A conservacao de momento angular aplica a alguns mas nao todos fluidos e afirma que

& e ff e ff s

Suponha que dimV ~ d — 0. Entao da ultima equagao obtemos que

lim d? // T"do = 0.
d—0 S

5+ F = pf

Como anteriormente T2 = T™y, e

ou
d’UZ‘

dt

Considere fluido para que o momento angular é conservado e calculamos em coordenadas car-
tesianas

p— = pFi+Tji.

vxv=>0 implica que M:fxg
dt
e
i [[[ e = [[[Loncas
o pr X vde = oL x adz
= ///pzxgdx#—//rxT"
1% s
Mas

// erjka:kapnde - /// eijkxj(Tpk)@dw
s v
/// <€ijkijpk,p + ez]kﬂk>d‘x

v
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Defina 7 por T = eiji L. Segue-se que

///fo(pg—pt—dwT)dx:///fdx

/// fd?[] =0
v
o que implica que T=0c Ti; = Tj.

Em seu longo trabalho no Handbach der Physik VIII/1 pag 230 etseq, James Serrin tem
apresentado as ideas essenciais de Stokes com respeito as equacoes constitutivas de um fluido
nao-elastico. Uma classe grande de fluidos satisfazem as hipdteses de Stokes.

1. O tensor de tensoes T;; ¢ uma funcao continua do tensor de deformacao e;; e do estado
termodinamico local mas é independente de outras hipdteses cinematicas.

2. O fluido é homogéneo e isotrépico.
3. No caso que a deformacao e;; = 0, a tensao é hidrostatica T;; = —pd;;.

Para fluidos compressiveis, p pode ser identificado com a pressao da termodinamica classica.
Para fluidos incompressivel p deveria ser encarada com um multiplicador de Lagrange a ser
determinado das equacoes dinamicas. A deformacao do fluido em tempo 6t é dada pelo vetor
de deslocamento & = v"dt e os componentes de tensao sao e,s = %(Vns + v, )dt. Seja e,s =

%(Vns + v,,). O tensor de tensoes pode ser escrito sempre na forma

Ti; = —pdi; + T

Dinamica dos fluidos cléssica ¢ estabelecida sob a hipétese que T}; ¢ um funcional linear de

!/

6TS

T;s = ’Y;Znemn-
pela lei de quociente 7™ é um tensor (isotrépico e homogéneo) de tal modo que
’V,’Zn = /\5mn5rs + ,U/((Smrfsnj + 5nr5mj>

em sistemas de coordenadas retangulares. A equacgao dinamica toma a forma

dp odivv s
ox” - (/\ + :u) Ox" - /jlé tvr,st = p(fr - ar)
Cco1m a
14 "N

Em sistemas gerais esta equacao é

dp odiv v

oo~ AT =g = p(f —a)
dv,

Estas equacoes tem que ser complementadas pelas condigoes termodinamicas no caso de fluxos
compressiveis (a equagao do estado p = f(p,T), T a temperatura) junto com as apropriadas
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condicoes de fronteira.
Especificando o campo de velocidade em cada ponto e tempo (Euler)
V" =02, t).

Segue-se que
ot ov"

P =50 = o T
ou 87"
fr= ;t + vy, 50°
© ) 19
v, p
T, s:F'r__ :
ot s p ox"

A massa contida em um volume fisico V no fluido é

e fff

)
o
Mas isto também ¢é igual a massa efluxo

_/[qpvrdea: _///V(W«).de_
///v (% + (W").r> dz — 0

e sob adequadras condigoes de regularidade

e a taxa de mudanca de massa é

Segue-se que

8p

Fn + ("), =0 (a equagao da continuidade)

Ainda é necessario assumir uma condi(;éo de natureza termodinémica, a existéncia de uma
dx” Qr .

= as linhas de

ds ||

Tm?’l

equagao de estado. O vetor 202" =

vortice.

5.11 Consequéncias fisicas da viscosidade

5.11.1 A férmula de Stokes

Consideremos uma esfera de raio R movimentando com velocidade vy paralelo ao eixo unifor-
memente em um fluido com viscosidade v. Supomos que a velocidade é baixa e negligenciamos
as forcas inerciais u - Vu. As equagoes de Navier Stokes neste caso reduz a

vAu = Vp (5.68)
divu =0 (p=1) (5.69)
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no caso de fluxo estacionario. Existe um abordagem relativamente sisteméatica como no livro
de H. Lamb Hydrodynamics para resolver este problema, mas por simplicidade tratamos o
problema ad hoc. Lembramos que a forca F na esfera é dada pela expressao

S S

Vamos testar a solugao de (5.68) e (5.69) na forma

u=1u; +uy =Ve+uy, Au,=0. (5.711)
Assim,
Vp =vAV® + vAu, = vVAP + vAu, (5.72)
e consequentemente a
p = VvAD + py. (5.73)
De (5.69),
divV® +divu, = AP 4+ uy, = 0. (5.74)
Vamos supor que u, = (us,0,0) e Aus = 0. Uma possivel solucao é uy = a e Uy = g@‘. Segue-se
que r r
a 0 (l)
divu, =i - (—): r 5.75
uy, =1-V , a or ( )
e de (5.74),
2(;)
A —= =0. .
+a o 0 (5.76)
) . a or
Considere a expressao ———, calculando
x Ox
a or a 0 a 0 ..
ad .. [T

ad (3 1 9 ()
= 20 (; - —) = (a— (5:79)
oud; = —g% resolve (5.76). Observe que &1+ P, resolve (5.76) com APy = 0 por linearidade.
b (3)
9,

Em particular uma solucao da forma ®, =

x
assintética ao infinito (o truque de fazer o fluido movimentar com respeito a esféra ao resto).
A condicao de fronteira é u = 0 em |z| = R. Uma solugao de (5.68) e (5.69) é

o (L
u=V (W 26 gﬁ) + %g’ (5.80)

e uma solucao da forma vox dando a forma

ox 2 0x

com constantes a e b e temos de estabelecer que esta solucao satisfaz u = 0 em |z| = R, u — vot
ao infinito com escolha de a e b e subsequentemente calcular F' através de (5.70).
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Em termos de componentes, temos u = (uy, ug, u3)

Pw,) ad® a 32 1 1 22 a
up =vy+0b +;:vo+b —_— = —-= ]+ -

0x? 2 Ox? 73 73 roors

,
(L) a0 3ry axy
-} r) 2 —_pd 4 22d 5.81
2 Ooxdy  20xdy ro + 273 ( )
B 602 (%) a &Pr  3rz  azz
=00, 20102 2 r3
R2
Uy = uz =0 em lz] =R  se b= —CLT (5.82)
Em uy, o termo envolvendo z? é automaticamente zero e u; = 0. Se
3R
a=—vy—
*2
e consequentemente
R3
b=vy— (5.83)
4
de (5.82). Utilizando (5.83) e (5.81) toma a forma
B 1 3R 1R? 3vR 1 R%\
t = 4r 43 4 r3 2z )
3UOR RQ
. 3UOR 1 R2
Uus — 47’3 Y Tz
(5.85)
e (1)
< 3vg VR
p:p0+VA(I):p0—CLV a{; :po—TOFSC (586)

A forma na esféra é caculada de (5.70) utilizando a expressao do tensor de tensao 7;; em
termos de u (p = 1, v = p), fazendo referéncia a derivacao das equagoes de Navier-Stokes.

aul 8u1 8u2
11 v o7 12 21 =V ( oy =+ or
8UQ 8u2 6U3
22 v oy 23 32 =V ( 9> + oy ( )
ou ou ou
To=wGt Ty =Ta=v (G2 50
Devido a simetria somente o termo na componente x sobrevive e
s s
Agora observe que
dp
iv (Ty; — pi) iv (T1;) e
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Figura 5.1: Regiao V/

da derivagao das equagoes de Navier-Stokes levando a (5.68). Portanto podemos aplicar o
Teorema de Divergéncia a regiao V:
obtendo que

b
Y a esféra contendo S com raio grande. Segue-se que em o
a N a x?
Uy~ 99— + ——
! Oor © 243
axy
~ 22 5.90
U2 23 ( )
arz
u _——
DR
3 ,
com a = ——vgR. Também observamos que
ou; ax ! RY
or 23 r2
Ou;  Ous 3ayx?
~ — 5.91
dy * ox rd (5:91)
Ou;  Ous 3azx?
0z ox s

Utilizando (5.91) e (5.89), obtemos que

P / w (1 3z? . 3a1/yx2j_ 3a1/z:c2ﬁ_
. 3 2 5L 5

3 2 2
= —/3au(x—5z+%j+%k)-dS—/poZ'dS
r =
2 2

(po**-%)) -dS
T

|

2
= —/3au%z-d§—/p02~d§ (5.92)
b r )
2
= —/3(1Vx—5f-d§—0
) T
(dltimo termo é zero, [5, poi-dS = [, div (poi)dz = 0). Mas dS = rrsin 0d¢, jf—i = cos’f e
™ 2 3
o= —3cw/ / cos® fsin 0ddp = —4mav, a = —EUOR,
o Jo
= 6mryR, (5.93)
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utilizando (5.92). Nocaso p# 1, v — pu=vp
Fy = 6mvpuR. (5.94)

A expressao (5.94) foi utilizada por Millikan em uma famosa esperiéncia para medir carga
elétrica.

5.12 Relatividade e Gravitacao

5.12.1 A teoria de Relatividade Especial

Recordamos que na se¢ao 5.1 introduzimos a nogao de métricas pseudo-Riemannianas (espagos
pseudo-Euclidianos) com produto escalar em coordenadas pseudo-Euclidianas 2%, z!, ..., 2"

Em) =" =¢&nt — - =M.

No caso que n = 3 obtemos o espaco de Minkowski R!3. Neste caso, 2° = ct, com c a
velocidade da luz no vdcuo e t o tempo em quanto z', 22, 2% sao coordenadas no espaco fisico

0

de trés dimensoes. Os pontos de R sdo eventos instantaneos e (z —y,x — y)é ¢ o intervalo
espago temporal entre eventos x e y. No caso que (£,£) = 0, £ é chamado um vetor tipo luz e
no caso (£,€&) > 0, £ é chamado um vetor temporal e no caso (£,£) < 0 um vetor espacial.

Efetivamente, esta estrutura geométrica ja estava presente na teoria eletromagnética for-
mulado através das equacoes de Maxwell mas é devido a Einstein a nocao que somente espaco-
tempo como uma variedade de quatro dimensoes tem um significado fisico inerente a analise
adicionais possibilidades de casualidade de eventos espaco-temporais. Em particular, criticou
a ideia de superficies tri-dimensionais espaciais compondo eventos simultaneos absolutos.

Matematicamente relatividade especial permite o observador utilizar um sistema de coorde-
nadas para toda a variedade espacial-temporal em qual o movimento de uma particula classica
livre é descrita por fungoes lineares da coordenada do tempo (um sistema inercial). Dado dois
sistemas inerciais O e O’ com coordenadas (20, 2!, 22 23), (2% 2" 2%, 2%), representando o
mesmo ponto P, as coordenadas sao relacionadas por

3
-/ - - - / ! / /
= E ALx? + Too = (2% 2", 2% 2%) — (22" 2%, 2%).

7=0

Isto é dizer que espago-tempo é um espago afim. Além disso, para trés sistemas inerciais (trés
observadores)
Toor =T oo Tow

—1
TO/,O = To/’o O T070,

Até este ponto a construcgao é geral.

Em mecanica Newtoniana é suposto que se (2°, 2, 22 %), (4°, 4!, y? 3®) sdao dois eventos
em O e (2%, 2", 2%, 2%), (4*,y",y%,9%) os mesmos eventos em O, entdo a simultaneidade é
absoluta em 1% = y* se e somente se 2° = y°. Isto implica que x), = zo + uo (supondo a
unidade de mensuracao de tempo e sentido de propagacao iguais em O e O'). Além disso, a

distancia espacial ao mesmo tempo é invariante,

3 3

Z(xz _ yi)Q _ Z(xz’ _ yi’)Q'

=1 =1



Isto implica que
Z=Wz+zw+u (24,22 2%) eR? u°ecR.

Aqui W é uma matriz ortogonal em R3 e u,v € R®. As transformagoes (2°,z) — (zf,2)
formam um grupo, o grupo nao homogéneo, orto cronolégico de Galileu.

E certamente o caso que as equagoes de Maxwell nao sao invariantes sob transformagoes de
Galileu e a interpretacao de Maxwell eram que ondas eletromagnéticas propagavam em um meio
(aether,éter) e, portanto, as equagoes de Maxwell eram vélidas somente em um classe residual
de sistemas inerciais Galileanos. Infelizmente para a mecanica Newtoniana a experiéncia de
Michelson-Morley em 1887 mostrou que a velocidade de luz é igual (dentro de 5Km/seg) por luz
propagando na diregao do movimento orbital da terra e transversal ao movimento orbital (veja
A. A. Michelson and E. W. Morley On the Relative Motion of the Earth and the Luminiferous
Ether. Amer. J. Sci. 34, 333-345, 1887) Escolhendo ¢ = 1, isto implica que

8

3 3

=2 =) (i—m) =" =)= (' —a")

=1 i=1

3 F = —1

(esferas aplicadas as esferas com mesmo raio). Escrevendo A = (A7)} ,_, 1

-1
isto implica que A'FA = F. Os A formam o grupo de Lorentz e as transformacoes 2’ = Ax +u
o grupo nao-homogéneo completo de Lorentz. Fixando zf, = x9, 2§ = x3, observamos

2% =(1- VQ)_%xO +v(l— 1/2)_%x1

' = (1 =)0 + (1—v?) 22!, 0<v<l,

é uma transformacao homogeénea de Lorentz. Em unidades CGS, z2° = ct, e temos que

1 =
r c 1 /o /I
t = t+ T, Ty=1T2, T3=1x3
V2 v2
c? c2
v 1
th = t+ rt
12 _ v
c? c?
ecomv — 0
! ! !
t=t, ' =gzl 4 2, 22 =22, 3 =t

um transformacao de Galileu.
Infinitesimalmente escrevemos dr? = (da®)? — (dz'")? + (dx?)? + (dz?)? e temos que (d7')? =
dr?.

Em geral, com v = (1 — 1/2)_% podemos definir

. 1) -1
AZA(I/) = 5ij + —%VJ (x ), 1/2 = Z 1/2

70

0<v?<l,
i=1

entao A'FA = F. Os conceitos basicos de dinamica de particulas na teoria de Relatividade
Especial pode ser estabelecidos segundo a discussao [18].
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Defina a forga relativistica na particula por

d?a®
dr? -’

fo=m

Em um estado de resto, dr = dt e f* = F“ (a for¢ca nao relativistica) e F* = 0. Sob a
transformacao A(v), dz'* = Ajda” e dr é invariante e

Fo =g
Suponha que a particula tem velocidade v em ¢y, e introduz o novo sistema de coordenadas
z® = Af(v)2"”.
A particula estd no estado de resto neste novo sistema e a forca 4-vetor é igual a forca relati-

vistica F'“. Segue-se que

ou

dzP dx'?
(67 F_ — o F —
(f odr ) (f odr )

em um sistema de referéncia no qual a particula esta no estado de resto (F° = 0) utilizando
invariancia sob transformacoes de Lorentz. A forca da Lei de Newton sugere a definicao do

momento p® por
o dz® dp*
pY=m—— e —

dr dT_f'

dz

Lembrando que dr = (1 — v?)2dt, v = .

p=(p*) = myw ~mv+ o(t*)

0 dt m
p = MM — = —
dt V1—12
Interpretamos p° como a energia e m a massa de resto.

Considere uma curva C' em uma variedade Lorentziana com tangente 7¢ e parametro de
curva #. Entao definimos o tempo préprio 7 no caso que a curva é do tipo temporal via

1
~m+ §mu2 +o(vh).

T = /g(Tv T)%dea g(T, T) = gijTiTj.

A dinamica de particulas na teoria de Relatividade Especial pode ser dado uma férmulacao
variacional via o estudo de funcionais (agoes) definidas sobre curva tipo-temporal, isto é,

si=1° [ateias, €=l ata?)



ou
Sy = —mc/ Vg(&,2)db.

No caso que C' é parametrizado por § =t = 2

2
ng—mcz/\/l—V—th.
c

Associado com o Lagrangeano

2

L= —mc* /1 — 1/_2

c

ha um Hamiltoniano
oL 2
E=H=pr—L =i~ [, = 2
oz 2
62
o L
Py = —= _ o a=1,2,3

2 Ove’
2

e via as equagoes de Euler-Lagrange obtemos os resultados obtidos anteriormente. E evidente
que

E? — 2p? = m2ch

E = c\/p* +m?c?

ou

O tensor de energia e momento

Considere um sistema de particulas indexado por n com vetor de energia-momento P%(t) e
defina a densidade de P® por

T =" P(t)0*(z — z,(t))

e corrente o
T = 3 B 0 e )

(usamos « para indexar 4-vetores e i para indexar 3-vetores). Fazendo xz,(t) = t, podemos

definir B
t
N

5
Lembrando que P/ = E, %=

o ps
T‘”‘Bzzpjgiﬁ(z—zn(t))-

n
n

Observamos que TP ¢é simétrico e
TP — E /dTPC”—I"(Si(x —z,(7)) (aqui z é 4-vetor).
n " d
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e portanto 7°? é um tensor.
Observe que

G = =X PO S 5, (1)

e APs(t) 5
= ST ) + Y TR @ - 2, ()

0 dl (1)
af o1 3 -
527 1 =G = 5 (z —x, (4-vetor)

= 263x—x ili;f"(t)

’ ~ . ’ . s 8
No caso que as particulas sio livres, P® =constante e T ¢ conservado, isto &, WT B(g) =
x

0. O mesmo ¢ valido no caso que as particulas interagem via colisoes estritamente localizadas
no espaco. Neste caso

Taﬁ 253 T —z, ))%ZPS@)

z.(t) é a localizagdo da c-ésima colisao no tempo t e n € c¢ significa que o somatdrio é to-
mado somente sobre particulas participando nas colisoes. Mas cada colisao conserva-se e assim
Y nee B(t) é independente do tempo.

T8 nao sera conservada com particulas sujeitas a forcas & distancia. Um exemplo envol-
vendo um gas com particulas carregadas com cargas e, é discutido no livro de Weinberg [18]
(sec@o 2.8) que envolve a redefini¢ao do tensor de energia-momento na forma que é novamente
simétrico e conservado. Precisamos de extensoes deste conceito quando discutimos a teoria da
relatividade geral e a formulagao da teoria de Einstein.

5.12.2 Propriedades do Tensor de Curvatura

O seguinte lema sera de utilidade em demonstrar a identidade de Bianchi.

Lema 3. Se a conexdo na variedade M" € simétrica, entao em uma vizinhanca de qualquer
7
ponto Py € M" existem um sistema de coordenadas locais (21, ...,2") para qualquer F}k(PO) =0.

Demonstracao. A regra de transformacao de F};j — fzq sob a transformacao de coordenadas
(x) — (2) é dada por

- — - 02P 027 0% 02P 02!

[ — P =T1". —I—

kg = M Oxi 929 025 ' Oxt 2524

Podemos supor que as Coordenadas do ponto Py sao zero em ambos sistemas de coordenadas.
Defina 2 por 2! = 2* — I' %4 '2%. Pelo Teorema da Funcao Implicita esta aplicacao ¢ inversivel

em uma vizinhanca do zero, dado que




segue-se que ' '
; 02P 0zl OzF 020 Bzt

i 9xi 029 025 | Ot 02524

sob esta mudanca de coordenadas e o resultado segue. O]

Agora é facil demonstrar o seguinte resultado

Teorema 20. (Identidade de Bianchi)
Para uma conexao simétrica temos que

7 7 % _
ki T B T B = 0

Demonstrag¢ao. Na vizinhanca de um ponto arbitrario Py € M introduzimos coordenadas de
tal forma que todos os simbolos de Christoffel sao zero neste ponto. Agora,

T 01’% _ (9ka

ki = Dk oxJ

e derivagao covariante na vizinhanga de F, coincide com derivagao normal. Assim, a relagao
do enunciado do teorema segue-se observando que

P,  OTL\  (OTh,  PTy\ | (0T 9T
- + - ) 4 (=l — =
orkoxt  Oxiox 0xloxi  OxkOxI oxioxk  Oxloxk

Existe uma generalizagao deste resultado para conexoes nao simétricas. O

Definimos R = gminkj. Lembrando as defini¢oes dadas na se¢ao 5.7 temos que

T(§,n) = Den — Dp& —[€,m)

R(&,m)¢ = Dy DEC — DeDyC + Die €.

Aqui supomos suficiente regularidade na variedade e conexdo para garantir que [£,7] e Dy,
sao bem definidas. Para uma discussao mais completa referimos o leitor ao livro Novikov e
Taimanov [9] (pédgina 371)

As seguintes propriedades sao validas para os tensores de curvatura:

P(l) Rlijk == fkj

P(2) Ry, + Rj, + Ry, = 0 se a conexao é simétrica e se a conexdo é associada com uma
métrica g;;

P(3) Rujr = —Ruiji e se adicionalmente é simétrica
P(4) Rujr = Rjra
P(1) segue imediatamente da definigao. P(2) segue da relagao
[D;, Dile; + [Dy, Dile; + [Dy, Djlex, =0
para vetores da base e, e;, e;. Da simetria de conexao

Diej = Djei Vei, €j,CL-
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e a relagao é equivalente a
(D;Dye; — Di.Die;) + (DpDie; — DiDjey,) + (D Djer, — D;Dyep)
que é trivialmente satisfeita. Para estabelecer P(3) é suficiente demonstrar que
9(R(ej,ex)z, 2) = g([Dy, Djlz, 2) = —g([D;, Di]z, 2).
Mas .
éajakg(z, z) = g(DjDyz, 2) + g(Dyz, D;z)

%&Cajg(z, 2) = g(DyDjz, 2) + g(D;z, Dyz).
Segue-se que
9([Dj, Dy)z, z) = 0.
Em termos de R;jx;, P(1) toma a forma
Rij = —Rijuk
e P(2) é reescrita como
Riji + Rijii + Riyy — Ri[jEkl] =0

Aqui [jkl] significa que somando sobre todas as permutagoes ciclicas dos indices. Finalmente
usando P(1), P(2) e P(3) obtemos

Ritjin) + Rugiji) — Rjry — Rujirg) = 2(Ruiji — Rjri) = 0,
dando P(4).

Introduzimos o tensor de Ricci via

Ry = Ry
dado no caso de conexao simétrica associada com uma métrica g
Ry = ori Ol + Il — DLl
As propriedades P(1) a P(4) implicam que
Rir. = Ry,

associada com o tensor de Ricci é a curvatura escalar R.
Da identidade de Bianchi e a propriedade P(1) segue-se que
R?jk,l - RZk,j + gkamll],h - O
e multiplicando por ¢ obtemos que
! !
Rj,l — RJ + Rj,l — 0
ou
_1OR
W2 Qg
o que ¢ equivalente a relagao
1
(Rji — §guR),l =0 (Equagao de Einstein)

O tensor

1
Gj = Rj — 591’13
é chamado o tensor de Einstein e é fundamental na formulacao da teoria classica de relatividade

geral.
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5.12.3 Teoria Elementar de Relatividade Geral

A teoria cléssica de relatividade geral (TRG) como foi desenvolvida nas maos de Einstein em
1915 é baseada em dois principios basicos: o principio de covariancia geral que afirma que
a métrica g, e derivadas de g, sao as quantidades que apareceu nas equacoes de fisica e a
exigéncia que estas equagoes deveriam deveriam reduzir as equagoes de relatividade especial no
caso de g, seja planos. Estes principios leva a formulagao: espaco-tempo é uma variedade M
com métrica de Lorentz g,, e a distribuicao de matéria em espaco tempo T, é relacionada a
curvatura de g, via a equagao de Einstein

1
Rab - §Rgab = 87TTab-

Como sempre em teorias fisicas-matematicas complexas justificamos esta equagao via uma
combinacao de argumentos matematicos e raciocinio fisico heuristico seguimos a discussao dada
no livro de Weinberg [18] subsequentemente veremos que novamente uma formulagao da TRG
via uma func¢ao de ac@o (de Hilbert) e principios variacionais fornece a maneira mais sucinta de
estabelecer a equacao de Einstein. A equacao de Einstein consiste de um sistema quase-linear
de segunda ordem de carater hiperbdlico para os componentes da métrica gg.

Particulas livres (pontuais) movimentam sobre geodésicas da métrica gpdrida® = ds>. E
esperado que para campos gravitacionais, "fracos”, o movimento de uma particula lenta é
descrito pelas equagoes de Newton. Assim, suponha qe |v| < ¢, v = %, 1 =1,2,3 e, do fato
que % =0 (%) junto com a hipdtese que

1
ik = i, + Pk, hip = O (—2) ;
c

com g9, a métrica de Minkowski. Entao,

ar = _ 1+0(12>dt: (1+0(12))dt
Cc C C

ik N g _3
i =0(c7), 7=1,2,3 e 770 =0(c), xg = ct.

Derivadas da segunda ordem em x° da métrica sao O(c™*). As equagoes geodésicas sao

d*z L do? da® 0
a2~ Mdrodr

i 1oy dg”" I dg™ B dg’*
oxk  OxJ ort )

com

jk_Qg

Segue-se que ' '
d*z ;. dad daF

iz Vg g Y

. dxd dF i 9 1
Uiqr g =T +0 <‘> ~

= L2084 (1) ~ 120

Também,

29 oxP 2) " 20
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(utilizando a forma da métrica de Minkowski) e concluimos que

dei ; 1 ahog

7

s W,

Por outro lado a equacao de Newton para o movimento de uma particula em um campo gravi-
tacional ¢ é

d*z' Oy

a2 Ox
com A¢ = 47Gp, onde G é a constante de Newton (G = 6,6670x 10~ em unidades cgs). Agora
recordamos que para matéria nao relativistica a densidade de energia ¢é igual a sua densidade

de massa (massa de resto) ou p = Ty. As equagoes acima sugerem que

wo=1+ 220 (1)

c? c?
com
Agog = —8’7TGp = —87TGT00.
Asssim, podemos especular que em geral deveriamos ter a relagao Gop = —877,5, com

(A) G,s uma combinagao linear da métrica e suas derivadas até ordem 2. Propriedades de-
sejaveis de T,p sao sua simétria e conservacao que também devera ser vélida para Gag
ou

(B) Gh,=0e
(C) GOO ~ Agoo.

A) significa que G, é obtido por contracao do tensor de curvatura R? , e as propriedades
g q o p s nvk prop
de antisimetria implica que somente resta o tensor de Ricci R, = R

ik € a curvatura escalar
R = RY,. Portanto, tomando G, na forma

G = CiRy + Cogu R

com C e Uy constantes, G, é simétrico. A identidade de Bianchi implica que

C
Gl = (71 + 02> R,

ese G, =0, entao C = —% ouR, =0. Masse R, =0,
GZ = (Cl + 402)R = —87TGT5

OR oTH
e R, = 0 implica que — = 0 ou —~
’ oxr” ox”

nao homogeénea. Segue-se que

= 0 que nao é verdade no caso de matéria nao relativista

1
G,uu = Cl (R,ul/ - §g,uz/R) .

Em um sistema nao relativistico,

1
Tyl < Too, |Gyl < Goo e Ry = giR.
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No caso de um campo fraco g;; ¢ a métrica de Minkowski e

3
R%Rkk—Rooz§R—Roo ou R%R()().

Concluimos que Ggy &~ 2C1 Ryy. No caso que o campo é estatico,

1 82900 1
R ~ 0 Rz o~ =< - =y Rz i0 — —A
0000 ) 050 2 OF O 040 5 goo

Goo ~ 201(R2'0i0 - Roooo) ~ ClAgoo ~ A900 ou (] =1

As equagoes de Einstein tem a forma
1
GHV = R/u/ - §QWR = _87TGT/“,.

Observando que

R —2R = —87GT"

via contracao de g"”,
R =38rGT)

1
R, = —87G(T,, — 5gWTQ),

uma outra forma equivalente das equacoes de Einstein. Observe que o tensor simétrico G/, tem
dez componentes independentes e as equacoes de Einstein consistem de dez equacoes algebri-
camente independentes. Mas observamos que as identidades de Bianchi Gy, = 0 significa que
existem somente seis equagoes funcionalmente independentes para determinar dez componentes
9w desconhecidos. Esta situacao ¢ andloga ao caso das equagoes de Maxwell indeterminadas

moédulo uma condigao de Calibre (para mais informacao veja [18] segao 7.5 ou [17]).

A métrica isotropica estatica
Supomos que é possivel determinar a métrica g,,, independente de t e envolvendo = = (z', 22, 2?),

dx, somente na forma dz?, x - dx e 2. Assim, obtemos
dr* = F(r)dt* — 2E(r)dt z - dz — D(r)(z - dz)* — C(r)dz?, r*=x-x.
Em termos de coordenadas esféricas x = (r,0, ¢),
dr? = F(r)dt* — 2rE(r)dtdr — r*D(r)dr* — C(r)(dr* + r?df + r’sen 0d¢?).

Via a transformacao
dd  E(r)

dr — F(r)
dr? = F(r)dt* — G(r)dr* — C(r)dr* + r*df* + r’sen *0d¢°.

t—>t+O(r)

Aqui
C’(r)r2 — 72,

dr® = B(r)dt* — A(r)dr? — r*(df + sen?0d¢?),

a forma de métrica padrao, com



B(r) = 14 2 <1 +— dc(r)>_2.

C(r) 2C(r) dr

Finalmente, com uma mudanca apropriada de r,
dr? = e’cdt? — erdr? — r*(d6? + sen?0d¢?).

Ponha 20 = ct, ' =r, 22 =0, 23 = ¢ e calcule os simbolos de Christoffel:

XN o _V 2
I, = o Iy = X I's; = —senf cos b,
Y, = %,e)‘”, I, =—re™?, Il = %e”A,
F%Q = F?:ﬂ = %7 F%B = cos b, Fgo = g’
rl,= %, Il = —rsen2fe?.

Aqui’ significa derivada com respeito a xy e "com respeito a r. As equagoes de Einstein 7,53 = 0
reduz a

Segue-se que A +r = f(t). Usando a transformagao

t—>/ et =1

e’cdt® — e () 2di? = e at?.
Assim, podemos supor que A + v = 0. As equagoes anteriores reduzem a

_1—6_)‘

r

A=0 e N

que integram a
A _1_ E
’

dr?

1—1s
-

— V*(d6? + sen?0d¢?).

dr? = (1 — %) Adt? —

Seja d7¢ o tempo préprio na métrica de Minkowski. Entao,

2GM 2GM

—d(et)? — —————dr?
c2r (ct) c2r — 2GM "

dr? = dr3 —
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escrevendo 1y = . Interpretando d7? como uma perturbagao fraca de d7é e no caso que

2
c
M > 0 podemos considerar dr* como um campo gravitacional produzido por uma distribuicao

esférica simétrica de massas. A métrica

2
dr* = (1 — ng) Adt* — J%TM — r*(df? + sen?0dy?)
é chamado a métrica de Schwarzschild (K. Schwarzschild, Sitzungsberichte Preuss, Akad. Wiss,
424, 1916). Para a Terra r, = 0,44cm e para o Sol, 7y, = 3Km. No caso que a densidade do
corpo € tal grande que seu tamanho é menor que o raio de Schwarzschild, o campo gravitacional
aparentemente tem uma singularidade no ponto r,. Mas calculando as quatros invariantes de
curvatura mostra que eles sdo bem difinidos em r = r,. Em 1960, M.D. Kruskal (Phys Rev,
119, 1943) exibiu um novo sistema de coordenadas modificando a topologia que tem métrica
nao-singular neste ponto:

com métrica

2 3M3 _
Di? = (%) exp (2G§\4) (dt” — dr'*) — r?df* — r?sen Od¢?.

A métrica é nao-singular dado que 72 > 0, isto é, r? > t'? — T2,
Considerando um planeta como uma particula livre que nao perturba a métrica seu movi-
mento pode ser descrito como uma geodésica em uma variedade com a métrica de Schwarzschild.

Ignorando os simbolos I ., os simbolos nao nulos restantes sao
affr

1 1 M 1
o= Ly = o= 55 (1= H)
2, = —senf cosf I3, = cosf
As equagodes geodésicas sao
d20  2dr df dip\ 2
— - = Ocos | — ) =0
ds? * rdsds 0O ( s )
d*p  2dr dy dy df
ATk )| Bk
ds?  rdsds = cos ds ds 0
*t  2M (0 2MN\Tdrdt 0
ds? = c2r? c2r dsds
oM\ ' fdr\? do\ > dip\ > oMY\ [ dt\>
(1.1 ary 2 (0N e 2g (Y o e I L B
( 027‘> (ds) : (ds) e (ds) e c2r ds
L T de d?0
Supomos que o planeta move inicialmente no plano 6 = 5 ou T 0, cosd =0e i 0.
. s s
Segue-se FEi 0,t=0,Viouf= g sempre e as equagao simplificam a
SZ
> 2drdy
ds?  rdsds
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d*t  2M (1 2M> dr dt

ds? ' cr dsds
oM\ ' [dr\? dip\ > dt\ >
1—— R R 21— = =1
-(-5) &) (@) < (-5) (&)
Integrando as duas primeiras dessas equagoes obtemos que
d¢ 2M\ dt
=h 1— =k
"ds ¢ ( ) ds
com h e k constantes. Eliminando ¢ e s das ultimas duas equacgoes anteriores obtemos que

L (dr\ 1/ 2M LR _ 1 2M
r2 \ dy r2 c2r h2 K2 c2r )’

.. - 1 . . .
Agora use o truque tradicional substituindo » = — e deriva a equacgao resultante com respeito
u

c2

a 1) para obter
d*u n M n 3Mu?
—tu=—=+—"-
di)? c2h? c?
2

M u
Para planetas do sistema solar gy > 3M —; e ignorando este tltimo termo obtemos a equagao
c c

de Newton para o movimento de um planeta. Assim, a primeira aproximacao a solucao de u é

u= 2]{:2(1 + ecos(yp —€)),

onde e é a excentricidade da drbita eliptica e £ é a longitude do periélio. Uma segunda apro-
ximagao ¢
3M*%)

u = 2h2( +€COS(¢ f Af)) com Ag: W,
o que indica que o eixo maior da drbita eliptica rodea em volta do foco (o Sol). O aumento de
A& corresponde a uma revolugao completa 1) = 27 é Gﬂ‘fhf . Para o planeta Merctrio o avanco do
periélio ¢é calculado a ser 42,9 segundo de arco por século, correspondendo bem com os nimeros
astronomicos de 43,5 segundo de arco por séculos. Um argumento mais preciso é dado na secao
6.10 do artigo de Trautman [16]. Isto constitui uma das previsoes clédssicas confirmando a teoria
(entre a mudanga vermelha gravitacional das linhas espectrais e a deflexdo de raios de luz pelo
campo gravitacional do Sol).

5.13 As equacgoes de Einstein e o funcional de Hilbert

Considere uma variedade M de dimensao 4 e métrica de Lorentz g;;. Localmente, a métrica
pode ser reduzida a métrica de Minkowski g?j e portanto g = detg;; < 0 e |g| = —g. O funcional
de agao S, introduzida por Hilbert tem a forma

S, = /D Ry/—gd*z <ou /D R\/Ed‘*:c).

Aqui D é um dominio limitado por duas hipersuperficie espaciais. Estudamos a variacao de S,
com variagao de métrica.
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Proposicao 12. (Hilbert)

§ [, Ry/|gld*x 1
L 547 = (Rz'j - §Rgz‘j) V9

1 i
0,59 = / (Rij - §R£/¢j) 397 /1gld*x
D
Demonstragdo. Seja A% o cofator do elemento g;, na matriz (g;,,). Temos

9= ZgikAik e 89 = 0gix A,

A" =gg* e bg9=g9"0gu.
De g% gi = o = 4,
9™ gix + 9" 0gsk = 0 e 89 = ggirdg™

o 1 o 1 ) ik__l — ) ik
6(v—g) = 2\/_—959—2\/_—gggzk59 =5V 99ik0g"™".

Similarmente para |g| = g. Seguimos ao resultado

1 .
6(v/g) = 5V 9] gixdg™.

Evidentemente
1 ) )
5/Rx/lg|d4x = /(Rm — 5 Rg)og"V/|gld'z + /ngéRik\/|g|d4x’

Fixe um ponto arbitrario p € M e seja v um vetor tangencial em P e suponha que z(t)
é a geodésia comegando em p = x(0) com velocidade inicial #(0) = v. Se x(1) é definida
coloque exp, (1) = x(1). A aplicagao exp : T,M — M ¢ chamada a aplicagao exponencial. Em
geral para B = {|v| < n}, n suficientemente pequeno, exp,(v) : B — n* é um difeomorfismo.
Podemos introduzir novas coordenadas em exp,(B) = U via P(a?,...,y°) se P = exp,(y), as
chamadas coordenadas geodesianas. No ponto P, I}, =0, 4,5,k =0,...,3. Agora observe que

or, ot

gikCSRik = 4 ( o 9k + FékF% — F;?Fgﬂm) gik

v B
= " (el - 5 r)

ir 0 i 0
= 9 k@(df‘ﬁk) -9 l%(éka)

0 i » ow'

O (gharty — glork) = 24
Ol (g zk) g 0 zk) or!
5F§k é um tensor, portanto w' é um tensor e divw é invariante sob mudanca de coorde-
nadas. Segue-se que
Vlglw')

w'

W =
, 1 0
zk(s o

, 0
[a*sravlgidts = [ Ziatelds = [ gl
z oD

pelo teorema de Stokes. Dado que por hipdtese a variacao da métrica é zero em 0D, esta
integral é zero e a variacao 0.5, ¢ como anunciado. O
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Em duas dimensoes o tensor de Riemann é determinado pelo componente Ris19 = —Roq12 €
2R 1212

—————. Observe que na auséncia de campos materiais
911922 — Ji2

via um célculo Ry = Rgp, R =

R
Ry — 5k = 0

e via contracao

R

R’,:—Eé’f:R—zR:—Rzo

ou
Ry, =0 Ricci plano

mas isto implica que M ¢ plano. Em geral R}, # 0.

Exercicios

1. Considere ¢;,..;,, 1; =1,...,n, j =1,...,n, tal que

1, se (i1, ...,1,) ¢ uma permutacao par de (1,...,n)
€iyi, = —1, se (i1, ...,1,) é uma permutagao impar de (1,...,n)
0, se dois indices coincidem.

Similarmente defina e/1"J» e defina

Jiedn _ jtedng,
o Gt =e €iy iy -

Mostre que

(a)

AT ai~” = det(anm)ejl...jn

7
611...Znajl In

i 1 e my Lg1-in
et ralt - ait = det(ay))e

(b) Utilizando (a) €;,..;, € €/*"I" sdo tensores relativos de pesos —1 e 1, respectivamente
(c) , .
5o 8
5,?1"'jn — .

irin

J1 Jn
jn ]n
(Sil AR 574n

(d) ag,..i,) = 5511.-."5:@(].1_‘417) por qualquer sistema de ( Z ) NUMEros A, ...i,)-

2. Recordamos que um médulo livre e um médulo que admite um base (ou o zero-médulo).
Seja Fy«w o espaco vetorial livre gerado por U x W e seja V' x W considerado como um
subconjunto de Fy«w via a imersao natural. Considere o subespaco K de Fy.w gerado
por elementos

(Oé.%‘ + Bwa) - Oé(ili',Z) - 5(y72>
(x,az + pw,7) — oz, z) — Bz, w).

Entao Fyxw /K com a projegao p : V x W — Fy«w /K é um produto tensorial de V' e
W canonicamente isomorfa com V ® W.
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. Seja E uma &algebra associativa sobre R com as propriedades que £ é uma algebra gra-

duada
E=E®oF &+, E; é um subespaco de E

e se A é multiplicacao em F
e; N\ €; € E/L'Jrj’ Vei € EZ', €; € E]’,

Ey=Re E; =V éum espaco vetorial real, E1e 1 € R gera E, tAx =0, nx A---Ax,, =0,
ry ANz, #0=n=0. Entdo F é isomorfo a A(V).

. Sejam T'(V') a algebra tensorial sobre V' e I, o ideal gerado por x @ x, x € V. Entao E é
isomorfa a T(V) /I,

. Suponha que V' contém uma superficie suave € e que F" é descontinua, mostre que em

3-dimensoes
// F'v,do = /// Fdr — // (F've)1 + (F'vp)odo
s v o

com os indices referindo aos lados de X..

. Se g = |gij|, mostre que

ori 9 o
o 1/0 0 0
i — g0 & ok = = gi@ gil'c_ Jik
i = 9 1 H, 27, k) 2 (Oaﬂ * oxrt  Oxzk

(em coordenadas locais), mostre que
, 1 Jg 0
Fl- = —(0— — —(w .
ik 2gax3 axj< g\/g)
(a) Se X" é um campo vetorial contravariante e
divX" =0 =X =g¢""Xmn
em termos do campo vetorial covariante associado X,.

(b) No caso que X, Op _ O

oz

divgrad ¢ = ¢""¢ mn = Ap.
. Considere o vetor contravariante

R =¢"X,; = curl X,.
Mostre que isto generaliza a nogao de curl.

. Observe que

L OXT o Xt D .
X, = S DX = S (log V)X
1 0

= ﬁax—m(\/ﬁXm)

1 0 0o
BY = e g (\@9 axa‘)'
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Se
w! = aldx’,
mostre que
WA A = MR A A da

com M;ll ]’: sendo o determinante correspondente a submatriz definida pelos elementos

nas intersecgoes das filas 21, - , jg.

Seja ds® = g;;(x)da’ ® da?. Mostre que /gdz' A --- A da™ é um tensor sob mudancas de
coordenadas com Jacobiano |g;j| = g > 0 e y/¢'dz' A -+ Ada™ = \Jgdz A --- A dz" sob
transformada de coordenadas locais © — .
Prove que no caso isotrépico

(ii) TZ] = (=p + A®)dy; + 2puej; (ver exercicio 3).

(iii) €55, = 2Avy + ——(V v).

(iv) Trjg = =22 + (A 4 ) 5= (V - v) + pdv;

As segoes de T (M), x : M — Ty (M) formam um médulo x (M) sobre F(M). Associado
com X hd uma curva integral local p(z,1)

d(pii’ﬂ = x(o(z,1))

o(z,0) =2z

ou coordenadas locais em M. Isto nos permite a introduzir a derivada de Lie de um
campo tensorial T;f;;f na direcao y via

iq i d iqei
LT3 5 = dt(go + 10575 o

Aqui oo = @it (ei,) @ -+ @ (e5,) @ @f (M) @ -+ - @ ] (e?t). Mostre que
Ly (R®S)=L,R®S+R® L,S

Lx(wl VAN "LUQ) = wal N wo + 1wy A wa2

Mostre que
LxLy — LyLx = Lixy)

Suponha que X é um espago vetorial em uma variedade de Riemann M com métrica g
e
Lxgix =0 (um campo de Killing).

Mostre que se ¢; € um grupo de isometrias agindo em M dependendo sobre um grupo de

— () ¢ um campo de Killing.

parametros em uma variavel ¢, entao X (z) = o
=0

Se X e Y sdo campos de Killing, mostre que [X, Y] é um campo de Killing. Para uma
discussao das implicagoes fisicas de vetores de Killing (a existéncia de simetrias globais)
referimos ao leitor os livros de Wald [17] e Weinberg [18].
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17. Se X € x(M) e a € A(M), a multiplicacdo interna (a esquerda) é

18.

19.

(ixa)( Xy, ..o, Xk—1) = (X, X1, ..., Xgx_1). Mostre que

(a) ix(’wl VAN ’LUQ) = (ZX X ’LU1) N wy + (—1)kw1 NixWws, Wy € Ak(M)
(b) LX:ixd+diX em A(M)

(c) dLx = Lxd em A(M)

(d) Z'[X7y} = LXiy — iyLX em A(M)

definida por

Trabalhando na categoria C*, defina um conexao afim V via X € T} (M) — Vx € Ty (M)

tal que

Vixtgy = fVx +gVy
Vx(fY)=fVx(Y)+ XfY

Vf,g€ F(M), X,Y € I'o(M). Defina I'}; localmente em M via

( ) Z rk i (voltando a nossa formulacao do texto).
Ox; (%ck

Defina torcao T e curvatura R via

T(X,)Y)=Vx(Y) = Vy(X) - [X,Y]
R(X,)Y)=VxVy —VyVx — Vixy]

e localmente em termos de bases

za j Zrk Xk
“ J ZRll_]Yk

(a) Estabelega as identidades de Bianchi

(b) Se V é associado com uma métrica pseudo-Riemanniana g, mostre que

g(R(X7 Y)Z7 V) = _g(R(X7 Y)‘/, Z)

g(R(X,Y)Z,V)=g(R(Z,V)X,Y).

Seja M uma variedade Riemanniana com tensor de curvatura R e
subespago vetorial de dimensdao 2 do espaco tangencial T*(M).
K(S) deve sua origem a Riemann, isto é,

9B, (Y, 2)Y, Z)
(Y, Z)|?

K(S)(p) = - peE M.

Aqui ||(Y, Z)]|| é a curva do paralelogramo gerado por Y, Z.
(a) Mostre que Y e Z sao ortonormais
K(S)(p) = —RyuY'Z°Y*Z!

dado que Rjju = gimR?}gl
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(b) Em geral mostre que £ e 1 sdo uma base ortonormal para S que se X = af + by e
Y = c€ + dn, entao o
K(S)(p) = —(ad — be)* Ry n’ €1
(c) Mostre que
1 o
(ad—bo) (girgit — gugir) ' E '
e K(5)(p) pode ser expresso como
R’ & '

KS)p) = (9jrgit — gngir)§nmIErnt

No caso que K(S)(p) =constante independentemente de S concluimos que R, =
K(gk94 — 9j19ik)- Referimos o leitor para todo este exercicio a se¢do 1.10 de [4] e
pagina 52,53.
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Apeéendice A
Teoria de Sturm-Liouville

A teoria de oscilacao para equacgoes diferenciais ordinarias foi atacado primeiro por Sturm em
seu trabalho publicado em J. de Math 1, 1836, pg 106. Considere

y' +g(x)y=0 qeCR) (A1)

Teorema de Comparagao A: Sey < 0 em (a,b) entdo Vu # 0 satisfazendo (A.1) tem no
mazximo um zero em (a,b)

Demonstrag¢ao. Suponha que u tem dois zeros xg, 1 consecutivos a < xg < x; < b (mas pode
ter ponto de acumulagao de zeros, veja teorema subseqiiente). Podemos supor que u'(xg) # 0
(se ndo u(x) = 0) e sem falta de generalidade que u'(z) > 0. Entéo, u(x) > 0 em um intervalo a

direita e u(x) > 0 em [zg, z1]. Segue-se que u” = —g(z)u(z) > 0 em [z, x1] = u'(zg) crescente
em [z, x1] e u(xy) — u(xy) = f;zl u'(x)dx > 0 ou 0 > 0 uma contradigdo. O caso u'(xg) < 0
pode ser tratado similarmente. O

Basicamente, vamos comparar a equacao (A.1) a equacoes y” 4+ cy = 0 com ¢ constante.
Conseqiientemente ¢é 1til considerar

V' +gl@y = 0 (A.2)
2"+ h(x)z = 0 (A.3)

Teorema de Comparacao B: Seja g < h para © > xy. Seja y solugio de (A.2) com data
inicial y(xo) = yo e y'(xo) = y, € y(z) > 0 em um intervalo a direita de xy. Seja z(z) a
solugdo de (A.3) satisfazendo z(xg) = yo, 2'(x0) = yy. Entdo y(x) > z(x) para x > xy dado que
z(x) > 0.

Demonstracao. (A.2) e (A.3), dao:

y'z—yz" = (h—g)yz
Integrando

y’z—yz’:/ (h—g)yzde >0 comyez

o

Segue-se que

d 'z —y2
dx "z 22
e ¥ crescente para = x9, % = 1 se yo # 0 ou £ — 1 no caso que yo = 0. O
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Coroléario 1: Se y(§) = 0 para algum & > x¢ entao z(n) = 0 para algum n dentro de xq e €.

Corolario 2: Se y(xg) e y'(xg) sejam tais que y(x) < 0 a direita em algum intervalo entdo
y(x) < z(x), dado que z(x) < 0.

Aplicagao: Se em (A.2) g(z) — —a*(a > 0) com x — oo entao qualquer solugao de (A.2)
estritamente positiva y > € > 0(x > ) satisfaz as desigualdades €% < y(z) < el No
ponto xy dado yo, ¥ tais que y(x) > € x> xg e

M2

(a=2) < —g(z) < (a+3)

comparando com as solucoes: vy = Aeb+? + Be™+% b, = a + 2, com y_ satisfazendo

y—(z0) = yo = Ae"~™ + Be "0 > ¢
Y (z0) = yo = Ab_e"" —b_Be >

Assim,
b_yo = Ab_e"™ +b_Be "=

e

b_yo + yo = 2Ab_e"-"0
ou )

Yo, Yo\ boae _

e, também,

b_yo — yp = 2b_Be "~
ou

Yo y(/) b_xo
7z _ 2 =B
Segue-se que
(Yo Yo b o) (YO Y0y b (a-a0)
-Gy Gy

Similarmente temos

_ (% y_(l) b+ (z—w0) Y _ y_(l) —bt(z—w0)

ey <y <yy Sey >e>0entao yy + % > 0. No caso contrario yo + % < 0 e temos
€ < 0 contradicao. Entao escolhendo xy suficientemente grande, segue-se que yy + % >0e
e(“*ﬁ)ﬂﬁ < y < €(a+n)m

Lema Técnico: & finito mas pode ser um ponto limite de zeros de uma solugdo de (A.1)
sey # 0.

Demonstra¢ao. Supondo que £ = limz,, y(x,) =0

= y(€) =0 e y/(§) = lim, ¢ X2 =0

e teorema de unicidade = y = 0. [
Teorema de Oscilagao A: Sejam u; e us solugoes linearmente independentes de (A.2)

entao dentro de cada dois zeros de uma solugao existe um zero da outra.
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Demonstracao. Sejam « e [ dois zeros consecutivos de uy. De

uy +gu; = 0
uy +guy = 0

temos que ujuy — uyuly = 0 e integrando [ujuy — uyuh]? = 0 ou u)(B)us(B) = u)(a)us(a).
Dado que « e [ sao dois zeros consecutivos uj(a) e u} () tem sinais opostos = ua(a) e ua(f)
tem sinais opostos = us(x) tem a menos um zero no intervalo a e /5 e viceversa. O

Teorema de Oscilagao B: Se 0 < m < g(x) < M para a < x < b e xy e 1 sGqo zeros
consecutivos em (a,b) de uma solugcio de (A.2) entao

™ ™

Ja ST U

Demonstrac¢ao. Podemos comparar a equacao z” + Mz = 0 a solucao z que é zero em x = xq e
!
tem z, =y, é z = \j’—%sen(m —x9)V M.
Observamos que
o+ =
T Vi
—y(zo + —=)y,cosm = / (M —g)yz e

VM 2o

Io+%
y(zo + ——)f) = / (M= g)yz>0

V M xo
= y(xg — \/LM) #0 (temos que y, # 0). Teorema de Comparacao B = x; — o > 757 Uma
demonstracao similar da a outra desigualdade.

Corolério: O numero n de zeros dentro do intervalo (xo,x) satisfaz *="\/m < n <

z—z0,/\f

s

Demonstracao. Imediata O

Observagao 16. O Teorema de Compara¢ao B e os coroldrios = primeiro zero de z(x) > xg €
a esquerda do primeiro zero de y(z). Vamos mostrar pela indu¢do que se haja mais zeros o zero
n-ésima G, de z(x) é a esquerda do zero n-ésiman, dey(x), supondo que (,—1 < Np—1. Seja y;(x)
a solugdo de A.2 que € zero em (,—1 e com a mesma derivada como z(x). Relembrando Teorema
de Comparacao B, (, € a esquerda do prozimo zero de y;(x). Pelo Teorema de Oscilag¢ao A,
y1(x) tem um zero dentro de n,—1 e N, € Cy < M.

Exemplo: Considere o problema y” + Ay = 0 com condi¢ées de fronteira y(0) = y(w) = 0.

y = Asenv Az + BcosvV \x

y(0)=0= B =0
ouy = AsenV/\z

Se y(m) =0, senVAr =0 e
A=12,223% ..

Os autovalores com autofungoes {sen(nx)}. Observe um fato interessante aqui que € carac-
teristica deste tipo do problema sen(nx) = 0 nos pontos 0, %, 2% {n=l)m nx

Snd m ot n ' n

ou tem n zeros
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= 27”, ..., "%} mo dntervalo (0,w]. Vamos mostrar que este tipo de comportamento é genérico.

Com um operador da forma:
d2
LO = @ eg> 0

O problema (Lo + Ag)y = 0 em [a,b] vai ter autovalores X\, — o0 tal que a autofuncdo
correspondente 1V, (x) tem n zeros em (a,b]. De fato esta propriedade de ter n zeros (uma
propriedade de oscilagdo vai caracterizar os autovalores A, ).

Isto é o conteido do seguinte resultado.

Teorema sobre Autofuncgoes: Seja g(z) > 0 em (a,b] e seja yx(z) a solugdo da equagao
y" + Ag(x)y =0 com yr(a) = 0,95\(a) = k # 0. Entao y(b) = 0 se e so se A toma os valores
A=A, A, ..., A\, = 00 comn — 00

Demonstrag¢ao. Primeiro observamos que o n-ésimo zero de y,(x) é uma fungao continua de \.
Vamos mostrar isto para A = a. En cerque o m-zero n,,(a) em um intervalo que nao contem
outro zero de y,(z). Entao y,(c) e yo(d) tem sinais opostos. Mas agora aplicando a observagao
sobre dependéncia continua das solugoes sobre um parametro. Segue-se que para A perto de «,
yr(c) e ya(d) tem sinais opostos e y,(x) tem um zero em (¢, d). Segue-se que um zero (dado) é
uma fungdo continua de A. A observacao 16 mostra que 7,,(\) decresce quando A cresce para
00. Deixe A tomar os todos valores em —oo em +o0o. Para A < 0 o Teorema da Comparacao A
assegura que y,(x) ndo tem zero salvo de a. Coroldrio do Teorema de Oscilagao B implica que o
numero de zeros de y,(z) em (a,b) — +00 com A — +oo. Entao existem valores Ay < Ay < ...
tal que um outro entra no intervalo. A fungao y,(z) para A = A\, tem zeros em a e ben — 1
zeros em (a, b). O

n2m? n2m?

Corolario 1: Se m < g(x) < M entao m <A < (b —a)?m

Demonstracao. Conseqiiencia imediata de Corolario do Teorema de Oscilagao B. O
Corolario 2: Os resultados do teorema acima estende a equagao

L) 2 + (alw) + Mgy = 0

com p(x) > 0,g(x) > 0.

~ ., . . x
Demonstracao. Faca uma mudanca de variaveis independentes & = fa d—i que transforma a

p(t)
equacao na forma
d*y
— +
dg?

e aplique uma analise similar a analise acima. O

(1(&) + Ag1(§))y =0

Observacao 17. Esta teoria cldssica tem varias generalizagoes geralmente precisando de uma
formulacao em termos de analise funcional. Veja por exemplo capitulos 7 a 10 em Coddington e
Levinson e a extensa se¢cao em Vol Il de Linear Operators de Dunford e Schwartz, Interscience
1963 (muitos resultados de pesquisa ate mais ou menos 1960).

Uma das propriedades mais importantes é ortogonalidade. Temos por exemplo denominando
por u,(x) a n-ésima autofuncao (determinado dentro de um constante).

(pur) + (g + A, =
(pu,) + (g + Ang)un, = 0
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Seque-se que [p(ul,tn — umt!)]% + A — M) f: Jumupdr =0 e fab gupmupdr =0 para m # n.

Un

No caso m = n, fab gu?dz > 0. Podemos normalizar , = P ond tal que fab gutdr = 1.

Muito mais pode ser demonstrado. De facto estamos no comego de uma extensao da teoria de
analise harmonica cldssica a teoria de series de Fourier generalizadas.
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Apeéendice B

Variaveis Complexas

[+ —f() _

Seja f(z) definida em D (dominio) 1—1 e suponha que f’(2) em cada ponto de D(3 limy o .
f'(2)). Dizemos que f(z) é regular em D

3f'(z) = escrevendo f(z) = u(z,y) +iv(zr,y),z = + iy

(a) 3 hmAz—>0 (u(w—l—Aa:Aya):—u(x,y) + iv(w-l—Aac,Ag/w)—v(J:,y)) _ f/(Z)
(b) Flimay 0 (u(937y+iiAAy;—u(x,y) + iv(r,y-l-iiAAy;—v(x,y)) — (2

Mas (a) é uy +iv, = f'(2)
e (b) é vy, —iu, = f'(2)
ou Uy = Uy, Uy = —Vy (B.1)

as equagoes de Cauchy-Riemann.

Suponha que f(z) = u(x,y) + iv(x,y) é tal que Ju,, v,,u,,v, € C(D) e satisfazem (B.1)
entdo f(z) é regular.

Au = Ayuy(z + Az, y + VAy) + Azu, (v + VAz,y);0 < ¥ < 1,0 < ¢ < 1 pelo teorema
de valor medio.
u, e u, sendo continuas observamos que

Au = Ax(u,(z,y) + €) + Ay(uy(z,y) + €)

e;¢ — 0 com |Az| = 0
Na mesma maneira
Av = Az(vg(x,y) + 1) + Ay(v,(z,y) + 1)

n;n" — 0 com |Az| — 0
Segue-se que

Aw = Au+iAv
= Ax(uy +ivy) + Ay(uy, +ivy) +o(|z]) com |Az| =0

utilizando (B.1) obtemos que

Aw = (Az + iAy) (u, + iv,) + o(|Az|) com |Az| =0
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Segue-se que
Aw = f(z+ Az) — f(2) = (Az + iAy) (ux + 1v,) + o(|Az])

dlima, % = Uy + 1V,
Seja x = ¢(t),y = ¥(t),a <t <  um arco de uma curva em C e suponha que ¢'(t) e ¢'(t)
existam e sejam continuas. Entao podemos definir o comprimento da curva

B
s= [ VT o

Seja z = ¢(t) + (), < t < B,¢(t),¥(t) € Cla, f] entao dizemos o arco definido sobre
a <1< éum arco de Jordan se z é um homeomorfismo. Uma curva fechada de Jordan é a
imagem homeomorfica de um arco [que pode ser parametrizado por £ = ¢, 0 < ¢ < 27].
Dizemos um arco de Jordan (curva fechada de Jordan) é regular se 2/(t) € Cla, 5](C|0, 27]).
Segue-se que podemos definir o comprimento de um arco regular de Jordan

B8
/ NCIOERIOE

Um contorno é um arco de Jordan continuo consistindo de um ntimero finito de arcos regulares.
Seja f(z) uma funcao continua sobre um arco regular L com equagoes z = p(t),y = ¢(t),a <
t < ( entao podemos definir a integral de f(z), (f(z) =u+ w).

8
/Lf(z)dz:/ (u+iv) (¢ (t) + ' (t))dt (B.2)

Sobre um contorno C' = J, L,

regular
/Cf(z)dz:z ’ f(2)dz (B.3)

Lema: Se f(z) é continua sobre um contorno L de comprimento | e |f(z)| < M entdo

| [ f(z)dz] < M1

Demonstracao.
B
| / fEa] < | [ i)+ it e)ar
B
M [P R
l

M

IN

IN

[]

Teorema: [O teorema de Cauchy (versao restrita)] Seja f(z) regular e f'(z) continua dentro
e sobre um contorno fechado C' entao

JRCCE (B.4)
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Demonstragao. Seja D = C° U dC' entao

/Cf(z)dz = /C(udx —vdy) +1 / (vdx + udy) (B.5)

C

0Q 9P
ox d

/de+Qdy_// (%——y)dxdy

aplicando este resultado em (B.5)

/Cf(z)dz _ // (——l——u)dxdyjti//jj(%—g—z)dxdy

utilizando (B.1). N

O teorema de Green diz que se P, (), sejam continuas em D entao

Sobre as condig¢oes do teorema acima temos
Teorema da Representagao de Cauchy: Seja f(z) regular sobre D, f'(z) continua sobre

D e(eD(C¢C) entao
f2)

2mi Cz—(

f(€) = (B.6)

kﬁ

(2)

Demonstragdo. Defina ¢(z) = 22 5,

que

na regiao indicada acima ¢ é regular e ¢’ continua, segue-se

JECCE
r
utilisando o teorema de Cauchy. Mas

[ oz [ o= [ o)+~ 1

Um calculo mostra que I, — I — 0 no limite.

_ 1[G

i Jpoos = o [ =g
RN I (S W (OB (5
S ) e
= I+J

pondo sobre T, z — ( = de¥

B f(C) 2 (5i€i6 o
=48 [ S = 1

21 det?

1
|| < ﬁm%xlf(z) — f(Q)]27d — 0, com J—0
m
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Teorema de Derivagao: Sob as condigoes acima sobre f(z)

710 = 5 [ ke (5.7

para qualquer contorno fechado de Jordan que contem o ponto z = (

Demonstragao. De (B.6)

f(C+hf)L—f(C) _ %L%(g_é_h_zi<>f<z)dz

1 f(2) hi(z) .
T 2mi C((z—c)2+(z—<)2(z—C—h>>d
L fz2) o

- 2mi C(z—()Qd 1

Mas |f(2)| < M sobre C, seja d = dist(¢,C) e tome |h| < &, entdo

h| Ml
|[|§‘2—‘m—>0 com |h| — 0
Ty

Corolario: Sob as condi¢oes do Teorema de Derivacao,

) = 2 /C (L (B3)

- 2mi z— ()t

O resultado de Cauchy sobre residuos

Considere uma fun¢ao analitica f(z) no disco D(0,a) regular salvo em um nidmero finito de
pontos 21, 29, ..., 2, interiores, na vizinhanca das quais tem um representagao

(B.9)

z—2z)%

¢(z) regular em D(0, a). Podemos introduzir um conjunto de circulos C,. de raio € e centro z,,

Figura B.1: Circulos em torno das singularidades
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r = 1,...,m que nao tem intesecgao e estao contidos em D(0,a), dado que € é suficientemente
pequeno. Segue-se podemos ligar os circulos C,. por uma segmentos lineares (tomando limite
de canais) e obter um novo contorno C'C,Cs...C,, sem singularidades no interior. Pelo Teorema

de Cauchy,
/Cf(z)dz — ;/CT f(2)dz = /cclcn f(2)dz = 0.

De B.9 obtemos

a
flz)dz = o(z)dz + /—Sdz
C, ( ) C, ( ) ; T(Z_ZT>S
— Z / _ % 4 (pelo teorema de Cauchy).
s=1 Cr (Z - ZT)S

Mas um calculo direto estabelece que

m 27
/ f(z)dz = Z asels/ e1=9%%d0 = omi
c, 0

s=1

(a1 é chamado o residuo de f(z) em z,). Segue-se que

/f dz—z z—2eres1duos da f(z) em a4

Referéncias Bibliograficas

E. G. Phillips, Functions of a Complex Variable, Oliver & Boyd, Edinburg, 1958.

Whittaker, E.T. & Watson, G. N., A course of modern analysis : an introduction to general
theory of infinite processes and of analytic functions Cambridge, 1944.
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Apéndice C

Método de Frobenius e Desigualdade
de Cauchy

Considere a equagao
w” 4+ p(z)w' + (2)w = 0.

Dizemos que zy é uma singularidade da equacao se é um ponto de singularidade de uma ou
ambas as fungoes p e q.

Chamamos zy um singularidade regular no caso que nao é uma singularidade de (z — zy)p(2)
nem (z — 20)?q(z) e no caso contrdrio dizemos que é uma singularidade irregular. Sem falta de
generalidade supomos que zy = 0. O teorema de Cauchy diz que zp(z) e z?p(z) sao regulares
em |z| < R:

2p(z) = Zprzr nao todas pg, qo, q zero
0

o0
2 r
2%q(z) = E q-2".
0
Buscamos uma solugao na forma
oo
w = z% E ayz"
0

seguindo a analise de Frobenius Journal fiir math. 76, 1873.
Observamos que as relagoes

aoF(a) =0 F(a) =ala—1) + poa + qo

(§]
n—1

anFla+n) ==Y a,(a+8)pnstdns) n>1
s=0

sao satisfeitas.
Suponha que as diferencas de raizes de F'(«)

a—a é um inteiro ou zero.

As relagoes podem ser escritas na forma

n—1

nn+a—a)a, =— Z as((a+ $)pn—s + Gn-s)-
s=0



Escrevendo b, = |a,|, 0 <n < §,0 = |a—a'| e T = |a|. Seja m o primeiro inteiro > J. Segue-se
que

m(m — 6)|a,| < |m(m +a—a)any|

= |Z a+8pm s T Qm— s)|

n—1

Z bs((s + Z)‘pmfsl + ‘QMfs’)'

s=0

IN

Seja

M = max |2p(2)|

|2|=r

N = max|z%q(2)| r < R.

|2|=r

As desigualdades de Cauchy implicam que

M
T T
ou
<X el < K = max(M, N)
n| > T an__ — Imax 5 .
- p

Introduzimos as relacoes de recorréncia relacionadas

n—1
1)b

n(n—290)b, =K (S+Z: )S, n>m

s=0 r

m—1
(s +7+1)bs
— )by, = K

mim = b = K )

e observamos que |a,| < b,. Um calculo simples d&

by (n—1)(n—-1-6) K(n—r7)

b1 n(n —o)r n(n —o)r
e
lim n = 1
n—oo b, _1 o r

Segue-se que o raio de convergéncia de »_ b,2" é r e dado que |a,| < b, o raio de convergéncia
de > a,z™ é menor que r, Vr < R, o que implica que é convergente em |z| < R. Concluimos
da equagao diferencial via legitimidade de operacoes de diferenciacao e multiplicacao de séries
de poténcias dentro de seu raio de convergéncia e o principio de continuacao analitica.

Citamos as observacoes de E. T. Whittaker e C. N. Watson em A Course of Modern Analysis,
C.U.P. 4" Edition, 1958 (p. 203).

” A mais geral equacao diferencial de segunda ordem que tem cada ponto, salvo de a1, as, as, a4
e 0o, como um ponto ordindrio, estes cinco pontos sendo pontos regulares com expoentes «.,
Bryr=1,2,3,4 em a, e expoentes j, i em oo pode ser verificada a ser

4

2 . 4 2
d_u+zl oy — ﬂrdu {Z oSy AZ +2Bz+c(z—ar)}u:0

2 — — 1
dz Z— ot (z —a,)? 11—,
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com A tal que p1 e 9 sao raizes de

4 4
M2+M{Z(ar+ﬁr)_3}+Zarﬁr+A:0

r=1 r=1

e B e C constantes.”

O teorema extraordindrio tem sido demonstrado por Klein! e Bocher? que todas as equacoes
lineares que ocorrem em certas areas da fisica matematica sao formas confluentes da equacao
especial deste tipo em que a diferenca dos dois expoentes em cada singularidade é % Pondo
Br =a, + %, r=1,2,3,4 e escrevendo 7 em lugar de z, a ultima equagao é

e 120, 4 oo +1) A2 428
u+z2 oz_u+{za(oz —|—2)+ T2+ T—i—C'(T_aT) =0

dz? T —a dz (1 —a,)? |

r=1

com \ ) \ iy ;
A= (;ar) —;az—ﬁrz;ar+ﬁ.

Esta equacao é chamada a equacao generalizada de Lamé.
Escrevendo a; = ay na equacao, a confluéncia das singularidades a;, as da origem a uma
singularidade em que os expoentes a e 3 sao dados pelas equagoes

a+ 0 =alag + az)
1 1
aff = a; (a1+§)+0é2 <a2+§)+D,

Aa% + 2Ba; + C

(a1 — az)(a1 — a4)

Via confluéncia das cinco singularidades a nossa disposicao, podemos obter seis equagoes clas-
sificadas em termos de

co1m
D =

a) singularidades com diferenga de expoentes %;
b) outras singularidades;

¢) singularidades irregulares.

(a) (b) (c)
(1) 3 1 0 Lamé
(IT) 2 0 1 Matheu
(I11) 1 2 0 Legendre
(IV) 0 1 1 Bessel
(V) 1 0 1 Weber, Hermite
(VI) 0 0 1 Stokes.

Se as unicas singularidades da equacgao diferencial

w” 4+ p(z)w' + q(z)w =0

1Uber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 1894
2Uber die Reihenentwicklungen der Potentialtheorie 1894
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sao singularidades regulares em &, n, 7, as funcoes

P(z) = (2 =&)(z = n)(z = 7)p(2)
Q(z) = (2 = &)*(z —m)*(= — 7)%a(2)

sao fungoes integrais.

O ponto a infinito nao sendo uma singularidade, 2z — 2?p(z) e 2*p(z) sao regulares a infinito.
Isto ¢ o caso se e somente se P(z) e Q(z) sao quadraticos em z e o coeficiente de z? em P ¢ 2.
Conseqlientemente podemos escrever

A B C

p(z) = + + , A+B+C=2
z2—& z—m z—T

(- = &)z =Mz = Talz) = g b

A equacao indicial da singularidade & é

Bk = 1)+ Ak + D/{(€ = m)( — 7)} = 0.
Se os expoentes em £ sejam « e o/, isto da

A=1l—-a—-d D= (&—n)(€—71)ad.
Similarmente se expoentes em 7 sao 3, ' e em tau, 7, v/,

B=1-3-8 E=@n-1)(n-¢&8F
C=1-v—v  F=@T- -
A+B+C=2=a+d +B+8 +7+7 =1

e a equacao tem a forma

2 l—a—a 1-8-08 1—y-+1d
w { a-o 1--F 1-v 7}_g_

dz? z—£ z—n Z—T dz
ol 55 v \Ewo-no9,
e e EET e A e R e e
Na notagao de Riemann,
& n 7
w=PJ a B v =z
a/ /8/ fy/
sob transformacoes fracionais lineares
M Gt Uy
(z=m)(E—7)
E n T 0 oo 1
P a B v oz = Pq a [ vt
a/ /8/ 7/ O/ ﬂ/ ,y/
0 00 1

= t*(1—1t)'P 0 a+B8+~y 0 t
o —a a+f +y =y
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ou ¢é suficiente discutir
t(l—t)w" + (c— (a+ b+ 1)t)w — abw = 0.
Esta equacao é chamada a equacao diferencial da funcao hipergeométrica.

Referéncias Bibliograficas
Ince, E. L., Ordinary Differential Equations, Dover, New York, 1956.
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Apeéendice D

Aplicacoes de Método de Frobenius

D.1 A equacao hypergeométrica generalizada

2
(1—2)663—2+(c—(a+b+1) )fl—zj—abwzo
Os pontos singulares finitos z =0e z =1
Equagao inicial (z = 0)
ala+c—1)=0

Se ¢ # 0, # inteiro negativo a teoria de Frobenius assegura a existéncia de uma solugao analitica
na vizinhanca de z = 0. Os coeficientes satisfazem

(a+n)(a+c—1+n)a, = (a+a+n—1)(a+b+n—1a,_1 e
MNa+a+n)(a+b+n)

= INa+1+n)(a+c+n)
As solugoes tem a forma
iFa+n (b+n) ,
z
s I'(c+ n)n!
Tla—c+1+n)T(b-c+1
ICZ (a—c+1+n)'(b—-c+ —i—n)zn
['(2—=c+n)n!

0
(convergéncia |z| < 1)
Definimos a fungao hypergeométrica F'(a, b, ¢) pela equacao

F(a)F(b) Fla.bc.2) OOFcH—n L'(b+n)z" =
[(c) [(c+n) n!

n=0

12| <1

As solucoes acima tem a forma

F(a,b,c,2) e 27 °F(14+a—c,1+b—c¢,2—c,2)

D.2 A equacao de Bessel

Pw  1dw V2
— 1——=)w=0
dz2+zdz+( 22)w

275



. . ~ e . 2
z = 0 singularidade regular; expoentes £% (equacao inicial o — 4)

4
9)
2 : r
w =z Crz
r=0

coeficientes determinados por
1
(a417)* — ZV2>CT +c¢_1=0

No caso que a = 3
(v+r)re.+c-1 =0, r>2

Ay
T D Hr 1)
. o0 (_Z)Qr
= A
v Zzgrlf(u—l—r—i—l)

converge 2| < R, VR
Defina a funcao de Bessel do primeiro tipo de ordem v por

W) = (1Y

27 —=rll(v+r+1)

(3)" = exp(rlog 3) e log 5 tem valor principal.

Se v #inteiro J,(z) e J_,(z) sdo solugdes linearmente independentes da equagao de Bessel.
No caso que v =inteiro, precisamos introduzir outra solucao linearmente independente Y,

definida via ; ;

cosurnd,(z) — J_.(z

Yn(I) — ].lnl M M( ) M( )

u—n sin vm

Agora seguimos discutindo a ortogonalidade para determinadas fungoes de Bessel. A equacgao
de Bessel J,, (i) tem zeros reais fin;,

Jo(pnt) =0 i=1,2, ...

U 7 Mame, S€¢ m #£ m’. Um calculo elementar utilizando a equagao de Bessel vai demonstrar

que
/ T (Bl g (B2 ) e = 0
0 a a

(um resultado devido a Lammel).
De fato

dJn Hnm;r . 2 2 )
(. (=) n (unmﬁ’> r— 2\ (M) =0, i=1,2.
dr dr a r @

Segue-se que

[ (i (o (2222))) o ()




Mas o primeiro termo é zero € finm, # fnm, implica o resultado.
Coloque A\ = £z ¢ considere as duas funcoes
a

Ri(r) = Ju(Mr) e Ry(r) = Ju(Ar).

Estas fungoes satisfazem as equagoes
d ([ dRy
— == Ay —
dr (T dr ) + ( 1"

TL2

o
d ( dR, . 0t
%(TW)—F(/\T—?)RQ—O

(02— 22) / rRy(r) Ro(r)dr + [r RoR, — RiRYJS = 0
0

Integrando

e, conseqiientemente,

/a RlRQTdT = —aJn()\a))\IJ’;L(AlaQ) - aQJn(/\la))\Jfr/z()\T)
0 /\1 Y
aJ,(Aa)\ J,(\a)

Fazemos A — \q, obtemos que

a (12
/ Rirdr = —J (\a)?
0

HomT

Em particular J, ( ) satisfaz

dado que

implica em J{(pom) = —J1(tom)-

Exercicios

1. Defina

_| @) gla)
st =| 15

Mostre que a condigao que f e g sdo linearmente independente é que A(f, g) # 0.

2. Mostre que se wy(z), wi(x) sdo duas solugdes de

W+ p(r)w’ + q(r)w =0,
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entao g
_A((")Oawl) +p('r>A(w07w1) =0

dx
ou seja,
Afwp, wr) = cexp <— /p(ac)dx)
3. Mostre que
2sinvm
A Jy 7’]*1/ = -
(o). Jof)) = =
[Dica: Utilize o exercicio 2.]
Observe que para x pequeno
(32)" 2
v = 1
hfa) = o (14 0)
G o
_ = 1
Tule) = 3y (14 06)

Al Jw) = (D(x)Jl,(x) = J,(2) ] (2))

Segue-se que
2sinvm

A(Jm J—u) = -

vx
e que J, e J_, sao linearmente independentes se v # inteiro.

D.3 Polindomios de Legendre

E facil confirmar fazendo a substituicao z = % que z = oo é um ponto singular regular da

equacao de Legendre
d*w dw
2 _
(1—=z )W —225+n(n+1)w =0

com expoentes n + 1 e —n. Tentando a solugao
_ ,—cC -1 —2
w=2z %(ap+az" +az " +...)

a solucao de expoente —n é

o (1_ nn—1) n(n—l)(n—Q)(n—3)Z_4)

- 220 — 1) 2.4(2n — 1)(2n — 3)
I m+1)(n+2) , m+1)(n+2)(n+3)(n+4)
Bz (1 T T Sen 1) 2.4.(2n + 3)(2n + 5) )
= Aw1 + ng
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. . ~ ’ « A . 1 ~
A primeira solu¢ao é um polinémio de grau n. Tomando A = 2,12(#)2 a solucao toma a forma

Pn(Z) _ Z (_1)T(2n — QT)! Zn—27"

nel(n — r)l(n — !
— 2"rl(n —r)l(n - 2r)!

onde p = 2 ou 3(n — 1) dado que n ¢ par ou fmpar. Por exemplo

Po(Z) = 1
Pl(Z) = Z
1
Py(z2) = 5(322—1)
1
P3(Z) = 5(523—32)
p
(_1)r d" oo
P, = n—2r
(2) ;W!(H_T)!dzn< )
1 d" & (=)l
B Z”n!dz";r!(n—r)!z
1 d . '
= an!@(z —1)" (A formula de Rodrigues)

Utilizando a formula de Cauchy segue-se que

1 (t? — 1)"dt

Pn -
(2) 2711 Jo 27(t — 2)(n + 1)

(A formula de Schlafli)

C contorno contendo o ponto t = z
Referéncias Bibliograficas

Webster, A. G., Partial differential equations of mathematical physics. 2nd ed. New York:
Dover, 1955.

279



Apeéendice E
Polinémios Ortogonais

Vamos comecar com alguns conceitos gerais. Definimos

(f.9) = /I fgdz, ICR(ouR")

(produto interno).

2

E facil mostrar que

(f.9)° < (£./)(g.9) (Schwarz)
considere 0 < [(Af + g)%dz = N(f, f) + 2\(f, g) + (9,9) = o resultado.

Defina
IFI1P = (f. f)

No caso que (f,g) = 0 dizemos que f e g sao ortogonais. Um sistema ¢y, s, ... de fungdes
tais que (¥n, ¥m) = dpm chamamos ortogonal
Exemplo: I = [0,27] e considere

1 cosx senx cos2x sen2x

Vorl mloymoyE o yE

Para fungoes com valores complexos modificamos a defini¢ao de (f, g) acima para (f,g) =
/, ; fgdx. A definigao de dependeéncia linear fica mesma. Temos a idéia de ortogonalizagao de
Gram-Schmidt utilizando o axioma de escolha.

E.1 A desigualdade de Bessel
Defina os coeficientes de Fourier
m = (fyom), m=12...

claramente

1f =) cmpml® >0
m=1
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0 < IIfIIQ—QZcm/fsomd:HZCi
m=1 m=1
= fP=2>c+>
m=1 m=1

n

ou > <P

m=1

tomando o limite m — oo

(o.)

> < IfIP

m=1
De fato > _| ¢mpm da a melhor aproximagao com combinagbes com ¢y, ..., @, (linear).

n n n
1F = vl = NP+ (g —en)* =D ey
m=1 m=1 m=1

que tem um minimo com y,, =¢,, m=1,2,...,n

No caso que
Yo =P vfer?
m=1

dizemos que 1, @, ... formam um sistema completo.

O teorema de Weierstrass
Se f € C%a,b],[a,b] C R, entao f pode ser uniformemente aproximado por polinomios.

E.2 Polinémios de Legendre

1 d"(IQ—l)")

Os polinomios de Legendre P,(z) satisfazem a equacao (P, (7) = 5im—gm

((@* = 1y) —n(n+1)y =0

[ou sao autofungoes de operador —((z? — 1)y)’ com autovalor n(n + 1)]. Também sabemos a
relacao de recorréncia

P e
\/1—2u3:+u2 Z

1 1 o0
frd anpmxun'l}m
V1 —=2ux +u2v1—2zv+ 02 Z (z)Pp()

e integrando com respeito u em (—1,1)

1 l 1+ uw
0 =
A/ UWw gl — Juw

que implica



Segue-se que

5
P (z)}e_
o1 (@)=

{

é um sistema ortonormal com respeito L*(—1,1).
Aplicando Weierstrass Ve > 0,Vt € C°[-1,1],3 3" _ a,,a™ tal que

n
1f = ama™|| <€
m=0

Mas Y " amx™ = " YmPo(z) com yn, =Y _am(z™, P,), e aplicando o resultado sobre
melhor aproximacao

||f_ Z(fapm)PmH <€
m=0

Isto sendo verdade para cada f € C°[—1,1] = que sistema é completo a L?[—1,1].

E.3 Os Polinomios de Hermite

Os Polinémios de Hermite H,(z) sao os polindmios ortogonais no espago [~ f (z)%e " dz < oo.
Introduzindo a funcao de geracao

>\ H,(z)
242 x? —(t—z)2 o n n
v =ce =ec"e = E 0 o t

Segue-se que
.2
n z2 d"e ™

o™
o = (1 S

= Oz

H,(x)

H,(z) satisfaz
H!(x) —2zH](z) 4+ 2nH,(z) =0 ou

—(H! —2zH]) = 2nH,

~ ~ 2 ,
H, sao as autofuncoes do operador L = —dd? + 2:13% com autovalores 2n em L?(—o00,0). E
possivel mostrar que

/ H,(2)H,(z)e " dz = 2"nI/T0pm e
2

H,(zx)e™ 7T

V2mm!/T

E.4 Os Polinomios de Laguerre

oo
sao ortogonais em / |fIPdx < oo
oo

Definimos .
L,(z) = ex% (x"e™")

Observamos que

e 1t 2. Ly(7)
1—t nZ:o n! ¥
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~ ~ 2
Sao as autofungdes do operador —(z-L; + (1 — z)-L) com autovalores n.

E possivel mostrar que
/ e " Lp(2) Lyn(x)dz = (n))*6,m e
0

_EL o0
b, = w sao ortogonais em / |f P < oo
V! 0

Vamos mostrar que o sistema de funciones de Laguerre é completo. Observamos que

1 —Llxt, = n
g:l_te27t :nzzotgpn(l')
« Ly,
©On = e 2 (27)
n!
0 N N
/0 (g(z,t) — ZO:t”gon(m))de =1 g zo:t% — 0 com N — oo para |¢| < 1

o0 1 oo
[/ Fate = e [T glengnis =
0 1_t2 0

o= %}—f’; toma todos os valores em (0,00) com ¢t em (—1,1).Segue-se que fungoes do tipo e~**
podem ser aproximadas em 0 < z < oo por polinomios de Laguerre, pondo e * = ¢, f(z) — k(§)

tal que % € L?(0,1), k(¢) pode ser aproximado por polinomios h,, () = ag + a1€ + - -+ + a,&"

em L%(0,1) e f(z) pode ser aproximado por v/&h(€) = e 2(ag + aje™™ + - - - + a,e” ") e conse-
quentemente por combinacgoes lineares de fungoes de Laguerre. Isto é suficiente para mostrar o
resultado.

Para polinomios de Hermite escreva f = f1 + f2, fi par, f» impar e faca a substituicao x = u?
para cada destas fungoes reduzindo o problema ao problema para fungoes de Laguerre.

Referéncias Bibliograficas

Copson, E. T., An Introduction to the Theory of Functions of a complex variables, Oxford,
1955.

Courant, R., Hilbert, D., Methods of Mathematical Physics Interscience, New York, 1953.

Webster, A. G., Partial differential equations of mathematical physics. 2nd ed. New York:
Dover, 1955.
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Apeéendice F
Nocoes Algébricas: Fracoes Parciais

Discutimos alguns conceitos de algebra. Para maiores detalhes o leitor devera consultar textos
tais como J. W. Archbold, Algebra, Pitman, 1958, § 8.2,5.2 ou J. E. Littlewood, A University
Algebra, Heinemann, 1958, p 154.

Considere polinomios de grau > 1, a(z) com coeficientes reais. Se a(x) = b(x)c(z), b, ¢
polinomios reais com grau > 1, dizemos que a é redutivel em R e b e ¢ sao fatores ou divisores
de a. Se a = bc implica que b ou ¢ é constante, a é chamado irredutivel ou primo.

Proposicao 13. Cada polinomio real de grau > 1 pode ser expresso como um produto finito
de fatores lineares e fatores quadrdticos reais primos. Dizemos que a(x) e b(x) sdo co-primos
se nao existe um fator comum deles.

Proposicao 14. Se a(x), b(z) sao polinémios reais co-primos de grau m e n > 1, cada po-
linémio f(x) real de grau < m + n tem uma representagdo na forma

f = Ba+ Ab,

onde A e B sdo polinomios de grau < n e m respectivamente.

O 1ltimo resultado embasa o método de fracoes parciais.
Se a e b sao polinomios reais co-primos de grau m,n > 1 e f é um polinomio real de grau

< m+ n, entao a funcao racional p tem uma representacao unica na forma

a

f_

ab  a + b
Pela proposicao 14

f = Ba+ Ab
e por divisao

f A B

ab a b

No caso que f tem grau > m + n, divida para obter
f=abg+r, grau r <m-+n

e, assim,

f_ +r_ +A+B
ab_q ab_q a b

pelo resultado acima.
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Suponha agora que um dos fatores acima, b, é redutivel, ou b = cd e ¢ e d sao co-primos.
Aplicando o resultado acima de novo obtemos que

B C D

J— + J—
b c d
e continuamos o processo.
Se ay, ..., a, sao co-primos de grau nq,...,n, e f de grau n, existe uma representacao
f Ay A

aq - Qp aq Qg

¥ a com grau pu, ny = ku, grau A, < kp. Por divisao obtemos

Suponha que ¢; = a
Ay =d" g+,

¢1, r1 polindmios reais com grau ¢; < p e grau r; < (k— 1)p.
Similarmente, 7, = a*2qy + 79, grau 7, < (ko) e, continuando,

ry = a" g3+
Tk—2 = QaQx—1 + Tk—1
re—1 = 1-q, grau de cada q < p.

Por adicao obtemos
Pt a1 + g

€ segue que

—:—+——|—---+%, com grau q; < [.
ak  a  a? ak

Combinando todos estes resultados chegamos ao resultado final que deverd ser lembrado:
Suponha que temos
f

g_ﬁ’ grau f < grau ¢ e ¢ = QFL?,

onde ) um polindmio real quadratico irredutivel e L um polinémio real linear. Pela regra acima

S oar | ap as er+ fi exx + fr
SSI ottt vt o

No texto utilizamos este resultado na avaliacao de integrais, chamado o método de fragoes
parciais.
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Apéndice G
Tabelas de Transformadas

Para conveniéncia do leitor incluimos uma lista de transformadas elementares. Maiores in-
formagoes poderiam ser obtidos nos livros de Bateman (Bateman Harry, Higher transcendental
functions, 3V., McGraw-Hill, New York, 1953-1955.) e Magnus (Magnus, W., Oberhettinger
F., Soni, R.P., Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics, 3
Ed., Springer-Verlag, Berlin, 1966.).
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G.1 Transformadas de Fourier

1 - —ifx
f(x):E/_%F(f)e v dg

PO == [ fa)eds

f(z) F(¢)
sin(ax) E) £<a
L 02 E>a
plwe p<1<gq i ePwtd) _ pia(wtd)
0 T<p, T>q (2m)= §
e~ CrTIT x>0 i
0 r <0 (27)2 (w + € + ic)
e R(p) >0 (2p) te s
cos(pz?) (2p)~ = cos (ﬁ ! )
dp 4
sin(pz?) (2p) "2 sin (5—2 + lﬂ')
p 4

2:T(1 — s) sin (3s7)

mafg[ts
1 B
B R |
e (e + €)%+ al
] (a? +€2)3
cosh(az) rca<n 2\ 2 cos (32) cosh (5¢)
cosh(mz) T cosh & + cosa
sinh(ax) e 132 sina
sinh(7x) " " 2w ) cosh¢ + cosa
(a® — 2?)72 lz| < a 1 \2
0 |z| > a 2" Jo(ag)
sin[b(a? + 22)2] 0 £ > b
(a? + 22)> (37)2 Jolay/B? —€2) [¢[<b
P,(z) lz| <1 n 1
0 ’l" >1 v Jn+;(£)
cos(bva? — x2) 2] <
: x| <a
o (10)} Do/ ET )
0 |z| > a
cosh(bva? — 2) 2] < a
(a2 — 22)2 (37)% Jo(ar/€2 = )
0 lz| > a
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G.2

Transformadas Cosseno

r0 =2 [ Fe@anienie | re@ =2 [ esienns
f(z) Fe(€)
1 O<z<a 2 2 sin(éa)
0 T >a T &
w1 0<p<l (2) rersin (5m)
7r 2
cos(x) 0<z<a ( 1 )é {sin[a(l —&)] N sinfa(1 + f)]}
0 r>a 2 1-¢ 14+¢
] 2\ 1
; (%1) L+ ¢
sech () 15 e
p— P
cos (%ﬁ) % cos (%52) + sin (%§2>
sin %xz % cos (552) — sin (%§2>
— 2\ 1
T L EEa AR} A

288




G.3 Transformadas Seno

@) =2 | Fs@sintearas Fe©) =2 [ fa)siniéardo
(z) Fs(f)1
B 2\ 1
€ ) 1+&
re e ¢
sin() 1 o ‘1+§
v (2m)p Cl1—¢
2\ — 1
AP e P S 2 VOBV A3
2 0<p<t (2) rsin (Gor)
T 2
_— 2 apinle
xTre 1
w2 (p? + )i
1 & £
e 4a 21a
cos(az?)
= (5) ().
i da 2ma
3% 2 £ %[cos(Qaé)% —sm(?af)%]
0 0<z<a T3
(ng — az)% Tr > a (5) JO af
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G.4 Transformadas de Laplace

10 =5 [ otweran | o) = [ s ra
f(t) ¢(p)

t" L(n41p "t

t"e~ 4t F(n;— D(p+q) ™t
cos(at) 0 _5 )

sin(at) (pz n aj)

t cos(at) 8;2 _T_ ZQ;

tsin(at) (p22—cil—pa2)

72 cos(2at?)

sin(2at?)
« 3 1
it agla)<g | (2) et
1 a v 1
J,(at R -1 = = (a® +p°)?
(@) B> (G5) @
1
t”J,(at) R(v) > —3 72l v+ —> (2a)"(p* + a®)™" 2
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G.5

Transformadas de Mellin

1 ct+100 00
flz) = — F(s)x™*ds F(s) = / f(z)z* tda
2mi Cc—100 0
f(x) F(s)
err p°I(s) R(s) >0
1 27T (s 4 Ly 41
J]QJI,(ZL‘) 5 1(2 - 2 . 4)
: (%V —35+17)
)
2 2
. (1
sin(z) ['(s) sin (§s7r>
1
cos(x) ['(s) cos <§s7r
2Ll (s + L) T (3 — s
cos(z).J, (x) R(v) > —3 (12 T (12 ™ )1 (zr 1) 1 1
(L+3v —151) (1(5 — ¥ 15)3) (1(5 +)§V — 35)
) 27 m2l (58 +sv+35) 0 (5 —s
sin(z)J, (z) R(v) > _% 1 1 y 21 21 21 1 1
F(1+§V——3)F(1—§V—is)F(i—FiV—is)
(1+az) ! meossec (7S)
_ I(s)I'(p —s)
1+2)"  R(p)>0 P )
(1+2)7  Rp) Tor
(1+2%)~! g Treossec (§7r5>
1 0<z<a CL_S
0 T >a s
(1—a)r ! 0<z<l1 I'(s)L'(p)
0 r>1, R(p)>0 (s + p)
0 0<z<1 L'(p—s)I'(1 —p)
(x—1)7? r>1, 0<R({p) <l I'l—ys)
In(1+ ) T cossec (sm)
I'(s)I'(a—s)T'(b—s)T'(c)
Fi(a,b b
2Fi(e biei—z) - R(e,0) >0 (e — )T (@) ()
U (v +1s) () | —a?
—p2x P Lo 1 a
J,(ax)e pT(1+s) M <2V+ 25,V+ ! )
F(S—i-V)(%) . l_i_l l_i__ +1
J,(ax)e P* pT(1+v) 27 27 Tt TRV T Y
v+ 158
1
Ci(x) s 'T(s) cos <§s7r)
1
Si(x) — = s 1T'(s) sin <§s7r>
1 1 1
—1 — tan" () —7ms !sec <—s)
2 2
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G.6 Transformadas de Hankel

f@) = [ erntenas Fis) = [ afe)leonts
0 0
6 N0
14 O 1%
D L
1 O<zr<a a
0 T >a 0 Ejl(ga)
)
(a Ox) x0><ax<a 0 §J1(§a)—2§iJo(§a)

o2 ¢&T (v +ip) 11 £?
xH 26 > —1 2V+1p21/+22ﬂr(1 n V) 1F1 (27/ + 2“7 v+ 1; —%)
IL‘V€7px2 > —1 2p)7 11 6_%

2“§”F( pt 5 1+ )F(l—i— SI+ y)
J— o 1| (@+pE e+ (3)
N (TR DR S R 52
241 2/~L 9 2 9 M 52

i | 2T G At sv)
o > -1 el (L 14 1)
0 @+t
e 0 p(& +p?)
p—20—PT 1 &+p*)2—p

£

e ] I »

v § & rpr)
e ™ 1 §E +pY)

a
— 0 e~
(a® + 2?)2
sin(azx) 0 0 £>a
x (a® — €2)2 0<é<a

‘ a

sin(ax) . (e o) E>a
z 0 E<a
sin(x) 0 sin~* (%) E>1

x? 1

571' g <1
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G.7

Transformadas Cosseno Fourier Finita

- 2 o= - NI _ @ nwT
f(x) = =f(0) + - ch(n) cos (—> fe(n) = / f(z) cos (—) dx
a a o a 0 a
f(z) fe(n)
1 a n =
0 n=1,2,3,
1
1 O<z<—=a 0 n =
2 2a . (1 i
1 §a<:c<a —sin | onw n=1,2,
1
~a n=>0
x 2 Q2
— - -1 =1,2,..
gm) (-0 -1 =12,
—a’ n=>0
x? 3 .
2a n B
7r2n2(_1> n= 1727
1
—a n=
(1 B £>2 394
a
2,2 n=1,2,
1
3 Za4 n=>0
xz 4 n 4
3a*(—1) 6a "
7.‘.22,”]%2 + 7T4TL4[(_1) - 1] n = 1727
kx a n _kn
‘ k2a? + n’n? (1) .
coshlc(a — )] a’c
sinh(ca) c2a?® + n?m?
: a’k . ka
sin(kx) T R Y [(—=1)" cos(ka) — 1] n # —
0 n=m
mmrx
sin m inteiro ma n+m
< a ) 7T(7”L2 mg) [( 1) - 1] n 7é m
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G.8

Transformadas Seno Fourier Finita

Z fs ) sin (nmz) / f(x sm n7r:1:
f(x) fs(
1 1+ ()]
p)
-1 nt1 @
x (=) —
P T
a I .
T 0<zr<=-a 2a2 1
1 2 5 5 sin (—mr)
a—z Sa <z<a n 2
- S 2= ()]
T, 5 27T3n3
) NG
’ (-1) o (n3 n
6a*
2 2 n+1
I((I -z ) (2_13) 303
a n
r(a — ) o [1—(=1)"]
kx nna n _ka
e TL27T2+I€2CL2 [1 (_1) € ]
nmwa B ka
cos(kx) T ST [1—(=1)"cos(ka)] n # —
1—(=D)"™] n+#m
cos (mmv) m um inteiro m(n? — mQ)[ (=1) ] 7
a 0 n=m
ma o 0 n#m
sin < ) m um inteiro 1
a Ea n=m

G.9 Transformadas Hankel Finita

ZfJ gz

|/,.(a

u xéz)

| ) - / £ (2) T (2} de

Quando a soma é tomada sobre todos os zeros positivos de J,(a&;)

flz) | nw fi(n)

. au+1
X > —1 T‘Ilﬁ-l(a&)
C 0 ng(afl)
a2 — 5(72 0 %Jl(a l)
‘]M(ax) Z id /
Juloa) |~ 7t G g &)
Jo(ax) §ia

hfoa) | " | @ g Mt
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