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Prefácio

As presentes notas tratam com aqueles aspectos de análise vetorial e tensorial essencial
para o estudo de modelos matemáticos clássicos em diversas áreas, como mecânica do cont́ınuo,
dinâmica dos fluidos e para futuros estudos de equações diferenciais parciais. Em parte for-
mam um complemento às disciplinas tradicionais de cálculo. No contexto das particularidades
de um curso de bacharelado em matemática aplicada é preciso dar uma formação ao mesmo
tempo rápida e completa nos tópicos necessários nas aplicações dando, ao mesmo tempo, al-
guma exposição de noções geométricas crescentemente importantes. Uma disciplina baseada
nestas notas foi ministrada em suas ocasiões desde 1997 e é fact́ıvel completar os primeiros
três caṕıtulos em uma disciplina de 60 horas (4 horas por semana). Um número considerável
de exerćıcios está agregado ao texto no fim das seções. Também, uma discussão relativamente
completa é dada de tensores homogêneos isotrópicos e aplicações em elasticidade e fluidos no
caṕıtulo 5.
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2.3.4 Polinômios Harmônicos (sólidos) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

2.4 Exemplos de Problemas de Fronteira . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
2.4.1 Gravitação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
2.4.2 Movimento Irrotacional de um Fluido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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3.4 Funções não Diferenciáveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
3.5 Transformadas Integrais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

3.5.1 Convoluções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
3.5.2 Transformadas de Derivadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
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Referências Bibliográficas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

5 Algebra Tensorial e Cálculo Tensorial 201
5.1 Tensores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
5.2 Tensores Associados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
5.3 Tensores Relativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
5.4 Operador de Hodge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
5.5 Variedades Diferenciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
5.6 Conexões Afim e Diferenciação Covariante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218
5.7 Variedades Riemanianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
5.8 A formulação tensorial dos teoremas de Green e Stokes . . . . . . . . . . . . . . 225
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Caṕıtulo 1

Cálculo Vetorial e Teoria do Potencial

1.1 Superf́ıcies

Uma superf́ıcie pode ser descrita como um conjunto de pontos satisfazendo uma equação da
forma F (x, y, z) = 0 (impĺıcita) ou via equações paramétricas

x = f(u, v)

y = g(u, v) , (u, v) ∈ D ⊆ R2. (1.1)

z = h(u, v)

Normalmente f, g e h são Cr(D) em (u, v). Os parâmetros u e v são chamados de ”coordenadas
curviĺıneas”.

Exemplo 1.

x = u+ v

y = u− v , (u, v) ∈ R2.

z = 4uv

Via eliminação de u e v, x2 − y2 = z. A superf́ıcie é representada na figura 1.

Figura 1.1: Representação geométrica das equações 1.2

Como no caso das curvas, as equações paramétricas das superf́ıcies não são únicas. Por
exemplo, se x = ucoshv, y = usenhv e z = u2, então eliminando (u, v) ∈ R2 resulta na equação

x2 − y2 = z , z ≥ 0

1



Estas observações motivam a seguinte definição: Duas representações paramétricas são re-
lacionadas por uma transformação de parâmetros da forma

u′ = ϕ(u, v) v′ = ψ(u, v). (1.2)

Essa transformação é não singular se ϕ e ψ são injetoras e

∂(ϕ, ψ)

∂(u, v)
̸= 0 em D (domı́nio de definição de (u, v)) (1.3)

Se D′ corresponde a D sob a transformação (1.2), (1.3) é uma condição necessária e suficiente
para que a transformação (1.2) admita inversão perto de cada ponto de D′. A transformação
é localmente injetora, mas pode não existir globalmente.

Seja
r = (x, y, z) = (f(u, v), g(u, v), h(u, v)) (1.4)

e denotamos

r1 =
∂r

∂u
,

r2 =
∂r

∂v
.

Um ponto ordinário é definido como um ponto r em que

r1 × r2 ̸= 0 ou posto

(
f1 g1 h1
f2 g2 h2

)
= 2.

Isto significa que u e v são determinados unicamente na vizinhança de um ponto ordinário.
Transformações não singulares levam pontos ordinários em pontos ordinários. De fato,

r1 × r2 =

(
∂r

∂u′
ϕ1 +

∂r

∂u′
ψ1

)
×
(
∂r

∂v′
ϕ2 +

∂r

∂v′
ψ2

)
=

∂(ϕ, ψ)

∂(u, v)

(
∂r

∂u′
× ∂r

∂v′

)
=
∂(ϕ, ψ)

∂(u, v)
r′1 × r′2

e, como
∂(ϕ, ψ)

∂(u, v)
̸= 0, então r1 × r2 ̸= 0 =⇒ r′1 × r′2 ̸= 0.

Um ponto que não é ordinário é chamado singular.

Definição 1. Uma representação R em R3 é de classe r (Cr(R)) se a superf́ıcie representada
por R pode ser coberta por um conjunto de domı́nios {Vj} tal que cada Vj é dado por equações
paramétricas de classe r.

Definição 2. Duas representações R1 e R2 são r-equivalentes se em cada Vj ∩ Vk existe uma
mudança de parâmetros de R1 a R2 não singular. Esta relação é uma relação de equivalência.

Definição 3. Uma superf́ıcie S de classe r em R3 é uma r-equivalência na classe de repre-
sentações.
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1.2 Curvas sobre superf́ıcies

Suponha que r = r(u, v) é a equação de superf́ıcie de classe r definida sobre D e u = U(t),
v = V (t) é uma curva de classe s em D. Então, r(t) = r(U(t), V (t)) é uma curva sobre a
superf́ıcie com classe min(r, s). As equações u = U(t) e v = V (t) chamam-se as equações
curviĺıneas da curva.

Suponha que v = c(constante). Então, r = r(u, c) descreve uma curva, a curva paramétrica
r = c. Existe uma curva para cada valor de c. Similarmente, u = c da origem as curvas
r = r(c, v). Sobre cada ponto da superf́ıcie existe uma e somente uma curva paramétrica
de cada sistema. Seja P ≡ (u0, v0), então (u0, v0) é unicamente determinado por P e existe
somente duas curvas paramétricas u = u0 e v = v0 sobre P . O vetor tangente a v = c com u ↑
está na direção r1 e o vetor tangente u = c com v ↑ na direção r2.

É uma conseqüencia do fato que r1×r2 ̸= 0 que as curvas paramétricas de sistemas diferentes
não tem contato tangencial. Duas curvas paramétricas sobre P são ortogonais se r1 · r2 = 0
em P. Se esta condição é satisfeita em cada ponto (u, v) ∈ D, os dois sistemas de curvas são
ortogonais.

Para curva geral u = U(t), v = V (t) o vetor tangente está na direção

dr

dt
= r1

du

dt
+ r2

dv

dt
(1.5)

Consequentemente, levando em conta o fato que r1 e r2 são não nulos e independentes
(r1 × r2 ̸= 0), o vetor tangente à curva sobre a superf́ıcie em P pertence ao plano contendo os
vetores r1 e r2 em P . Este é o plano tangencial.

O vetor normal à superf́ıcie em P é o vetor normal ao plano tangencial em P e é perpendi-
cular a r1 e r2. A orientação é fixada via a convenção que se N for o vetor normal unitário, r1,
r2 e N têm orientações a mão direita (positiva). Segue-se que

N =
r1 × r2
H

, onde H = |r1 × r2| ̸= 0. (1.6)

Observamos que a mudança de parâmetros como em (1.2) implica que N′ ∥ ∂r

∂u′
× ∂r

∂v′
e a

orientação é a mesma se
∂(ϕ, ψ)

∂(u, v)
> 0 e oposto se

∂(ϕ, ψ)

∂(u, v)
< 0. O Jacobiano é cont́ınuo em

D e não nulo, o que significa que tem o mesmo sinal e a mudança de parâmetros preserva a

orientação se
∂(ϕ, ψ)

∂(u, v)
> 0 em um ponto em D (ou não preserva se

∂(ϕ, ψ)

∂(u, v)
< 0 em um ponto).

Exemplo 2. A esfera descrita em coordenadas polares de raio a e centro O é

r = a(sen u cos v, sen u sen v, cosu)

Os pólos u = 0 e u = π são singularidade artificiais e o domı́nio de u, v é 0 < u < π e
0 < v < 2π. As curvas

v = constante ⇒ são meridionais

u = constante ⇒ são paralelos,

Os sistemas são ortogonais, isto é, r1 ·r2 = 0 em cada ponto. A direção N está na direção para
fora da esfera.
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Exemplo 3. Superf́ıcie de revolução com eixo de revolução OZ.
Curva geradora no plano XOZ,

x = g(u), y = 0, z = f(u)

v é o ângulo de revolução em volta de OZ. As equações paramétricas são

r = (g(u) cos v, g(u)sen v, f(u)).

O domı́nio é 0 ≤ v ≤ 2π e imagem de u.

v = constante ⇒ são meridionais,

u = constante ⇒ são paralelas,

r1 = (g′ cos v, g′sen v, f ′),

r2 = (−gsen v, g cos v, 0),

e r1 · r2 = 0 ∀ u, v. O vetor normal N é dado por

N =
r1 × r2
H

=
(−f ′ cos v,−f ′sen v, g′)

(f ′2 + g′2)
1
2

1.3 Métricas sobre superf́ıcies

Dado r = r(u, v), considere a curva φ: u = U(t), v = V (t). Então r = r(U(t), V (t)) descreve φ
e a distância s sobre φ é dada por(

ds

dt

)2

=

(
dr

dt

)2

=

(
r1
du

dt
+ r2

dv

dt

)2

(1.7)

= E

(
du

dt

)2

+ 2F

(
du

dt

)(
dv

dt

)
+G

(
dv

dt

)2

(1.8)

onde E = r21, F = r1 · r2 e G = r22. (1.7) pode ser escrita na forma compacta

ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2, (1.9)

que é a primeira forma quadrática fundamental.
Geometricamente isto pode ser dado a interpretação de ”distância infinitesimal”de (u, v) a

(u+ du, v + dv). Lembrando que

(r1 × r2)
2 = r21r

2
2 − (r1 · r2)2 (1.10)

temos que E > 0, G > 0 e H2 = EG− F 2 > 0.

Exemplo 4. Considere z = u2 − v2, x = u e y = v, então

r1 = (1, 0, 2u),

r2 = (0, 1,−2v),

E = r21 = 1 + 4u2,

F = r1 · r2 = −4uv,

G = r22 = 1 + 4v2,

H =
√
(EG− F 2) = (1 + 4u2 + 4v2)

1
2
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1.3.1 Ângulo de intersecção de curvas paramétricas

As direções paramétricas são dadas por r1 e r2. O ângulo Ω (0 < Ω < π) de intersecção é dado
por

cosΩ =
r1 · r2
|r1||r2|

=
F√
EG

(1.11)

senΩ =
|r1 × r2|
|r1||r2|

=
H√
EG

(1.12)

1.3.2 Elementos de área na superf́ıcie

Figura 1.2: Elemento de área da superf́ıcie

Na figura 1.3.2, a área aproximada de um elemento é dada por

|r1du× r2dv| = Hdudv

Isto mostra a introdução do elemento de área dS1 via

dS = Hdudv (1.13)

Exemplo 5. Dados

r = ((b+ a cosu) cos v, (b+ a cosu)sen v, asen v),

E = a2, F = 0, G = (b+ a cosu)2,

H = a(b+ a cosu), 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 2π

então a área é

Área =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

a(b+ a cosu)dudv = 4π2ab

1É dif́ıcil definir precisamente o conceito de área via aproximação, por exemplo, via triangulação interior e
exterior, como foi demostrado por Schwarz, Werke p.309.
Veja Vol. II Theory of Function of Real Variable, J. Pierpont, Dover Publications, p.603.
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1.4 *Observações sobre superf́ıcies e orientações

Considere um conjunto M ⊂ Rn com a seguinte propriedade: ∀x ∈M ∃ um W aberto ⊆ Rn e
ϕ ∈ Ck(W ) tal que M ∩W = {x ∈ W ;ϕ(x) = 0} e Dxϕ tem posto n ∀x ∈ W . Então, dizemos
que M define uma variedade de dimensão r = m− n e classe Cq. De fato, podemos escrever

ϕ =

 ϕ1(x1, ..., xm, xm+1, ..., xm+r)
...

ϕm(x1, ..., xm, xm+1, ..., xm+r)


tal que

∂(ϕ1, ..., ϕm)

∂(x1, ..., xm)
̸= 0

Utilizando o teorema da função impĺıcita,

x1 = x1(xm+1, ..., xm+r),
...

xm = xm(xm+1, ..., xm+r), x ∈ U ⊂ W

Claramente, o espaço tangencial Txϕ = N(Dxϕ). Um vetor n é normal a M em x0 se n · h =
0∀h ∈ Tx0ϕ.

Considere um abertoD com fronteira ∂D tal que x0 ∈ ∂D e U é uma vizinhança de x0 tal que
∂D ∩U é uma variedadede dimensão n− 1. Dizemos que D é situado em um lado da fronteira
∂D em U se existe uma função ϕ de classe C1 em U tal que Dxϕ ̸= 0∀x ∈ U e

∂D ∩ U = {x ∈ U : ϕ(x) = 0}

e
D ∩ U = {x ∈ U : ϕ(x) < 0}.

Se ∂D é uma variedade de dimensão n − 1 e cada x0 ∈ D possui uma vizinhança de forma
anteriormente descrita, então dizemos que D está situada em um lado de sua fronteira.

Suponha que n ̸= 0 é um vetor normal a fronteira ∂D em x. n é o vetor normal exterior no
ponto x se existe δ > 0 tal que x + tn ∈ D, para −δ < t < 0 e x + tn ∈ D

c
para 0 < t < δ.

Suponha que D está situado a um lado de sua fronteira, então n(x) = ∇ϕ é o vetor normal
unitário exterior a D no ponto x.

Coloque φ(t) = ϕ(x + tn(x)), então φ(0) = 0 e φ′(0) = ∇ϕ(x) · n(x) = |∇ϕ|2 > 0. Existe
δ > 0 tal que φ(t) < 0 para −δ < t < 0 e φ(t) > 0 para 0 < t < δ. Segue-se que ∇ϕ é um vetor

normal exterior no ponto x e n(x) =
∇ϕ
|∇ϕ|

é um vetor normal unitário exterior a D no ponto

x. Do fato que ϕ é C1, n é cont́ınuo em ∂D ∩ U .

Observação 1. (Na linguagem de formas)
Introduzindo a orientação (e1, ..., en) em Rn, defina ∗ν por β×ν = (β, ∗ν)e1×· · ·×en ∀β, onde
(β, λ) =

∑
[λ] β

λxλ, β =
∑

[λ] β
λeλ, x =

∑
[λ] x

λeλ. De fato, se ν =
∑
νiei e ∗ν =

∑
αi ∗ ei,

αi = (−1)n+iνi, então ∗ν define uma orientação induzida na fronteira ∂D e (∗ν, ν) define uma
orientação em D.

Considere D ⊆ R2, D compacto, com ∂D uma curva de Jordan γ (homeomorfica a um
ćırculo) que é seccionalmente diferenciavel. Seja D0 o interior de tal curva (isto existe pelo
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teorema de Jordan e Brouwer). Suponha que o vetor normal n(τ) e vetor tangente t(x) são
positivamente orientados (e1, e2), onde n(τ) é o vetor normal exterior. Lembre-se do termo de
ı́ndice

I(x, x0) =

{
+1 x0 ∈ D0

0 x0 ∈ Dc

Considere um campo vetorial (a1(x), a2(x)) = a(x) ∈ C1(D), tal que
∂a1
∂x1

+
∂a2
∂x2

é integrável

a Riemann em D e tal que a(x) ∈ C0(D).

Teorema 1. (Teorema de Green)∫
+γ

a1dy − a2dx =

∫
+γ

a · n dτ =

∫
D

div a dxdy (1.14)

Demonstração. Restringimos a demonstração a uma caso em que x é cortado em cada linha
paralela aos eixos OX, OY em dois pontos

Figura 1.3: Representação da curva γ.

Observe que ∫ x2(y)

x1(y)

∂a1
∂x

dx = a1(x1(y), y)− a2(x2(y), y)

e ∫
D

∂a1
∂x

dxdy =

∫ x2

x1

a1(x1(y), y)dy −
∫ x2

x1

a2(x2(y), y)dy

=

∫ x2

x1

a1(x1(y), y)dy +

∫ x1

x2

a2(x2(y), y)dy

=

∫
+γ

a1dy,

utilizando resultados sobre cálculos de integrais múltiplas de Riemann por integrais iteradas de
Riemann.

Similarmente ∫
D

∂a2
∂y

dxdy = −
∫
+γ

a2dx

e o resultado é estabelecido.
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Exemplo 6. Coloque a1 = x e a2 = 0, segue-se que

|D| =
∫ ∫

D

dxdy =

∫
γ

xdy

Similarmente,

|D| =
∫
γ

ydx

Observação 2. Considere uma aplicação de D ↪→ D′ via u = u(x, y), v = v(x, y) tal que a

aplicação é injetora e
∂(u, v)

∂(x, y)
> 0.

Segue-se que se γ′ = ∂D′ a orientação de γ é

|D′| =
∫
+γ′

udv =

∫
+γ

u(vxdx+ vydy) =

∫
D

∂(u, v)

∂(x, y)
dxdy

aplicando o Teorema de Green.

Observação 3. As idéias básicas de geometria diferencial e superf́ıcies evoluiram no século XIX
nas mãos de Gauss, Riemann e Darboux, para assumir formulações mais modernas na noção
de variedade de Weyl no contexto de superf́ıcie de Riemann. Esta noção de variedade envolve
o conceito de um atlas de cartas. A versão semi-clássica dada aqui funciona adequadamente.
Resumimos a seguir aspectos centrais.

Consideramos uma espaço vetorial finito X (Sobre R ou C) com base {e1, ..., en}. Tal base
determina uma orientação. Duas bases {e1, ..., en} e {e′1, ..., e′n} são equivalentes sob orientação
definindo L : X → X por Lej = e′j, detL > 0. Uma aplicação C ′ f : U ⊂ X ↪→ X, U aberto,

preserva orientação se
∂(f1, ..., fn)

∂(x1, ..., xn)
> 0.

Em geral uma Ck-variedade real de dimensão n é descrita por um atlas de cartas (U,φ),
U ⊆ Rn. No caso que duas cartas admisśıveis (U,φ) e (V, ψ) emM satisfazem ou U ∩V = ϕ ou
que ψ ◦φ−1 : φ(U ∩V ) ↪→ ψ(U ∩V ) preserva orientação, dizemos que as cartas são compat́ıveis
sob orientação. Se todas as cartas são compat́ıveis sob orientação o atlas de M é orientado.

Considere Rn
− = {ξ : ξ ≤ 0}, A ⊆ Rn

− é relativamente aberto se existe um aberto U ⊆ Rn

tal que A = U ∩ Rn
−. A definição de um Ck-variedade real de dimensão n com fronteira ∂M e

feito em termos da existência de um atlas de cartas (U,φ) tal que φ(U) é relativamente aberto
em Rn

−. Um ponto x ∈M é um ponto de fronteira ou um ponto interior se ϕ(x) se é um ponto
de fronteira ou um ponto interior de Rn

−.
Existe o seguinte resultado técnico:

Suponha que M ∈ Rn é uma Ck-variedade orientado de dimensão n com fronteira ∂M . Então
o atlas orientado para M induz um atlas orientado para ∂M .

De fato, localmente uma vizinhança de x ∈ ∂M é descrito por ϕ ◦ ψ−1 da forma

(0, ξ2, ..., ξn) ↪→ (0, η2(ξ1, ..., ξn), ..., ηn(ξ1, ..., ξn)).

Sabemos do fato que M é orientado que

∂(η1, ..., ηn)

∂(ξ1, ..., ξn)
> 0.
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Claramente, em ∂M ,

0 = η1(0, ξ2, ..., ξn),

ηj = ηj(0, ξ2, ..., ξn) j = 2, ..., n,

segue-se que

0 <
∂(η1, ..., ηn)

∂(ξ1, ..., ξn)

∣∣∣∣
∂M

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂η1
∂ξ1

∂η2
∂ξ1

· · · ∂ηn
∂ξ1

0
...

0 ∂η2
∂ξn

· · · ∂ηn
∂ξn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
=

∂η1
∂ξn

∂(η2, ..., ηn)

∂(ξ2, ..., ξn)
(dentro e sobre a fronteira).

Agora, observamos que

η1 ≤ 0 para todo ξ1 ≤ 0 ⇒ ∂η1
∂ξ1

≥ 0.

Mas a relação acima implica que
∂η1
∂ξ1

> 0 e assim
∂(η2, ..., ηn)

∂(ξ2, ..., ξn)
> 0 ou que (ξ2, ..., ξn) →

(η2, ..., ηn) preserva orientação.
Com estas preliminares sobre variedades e orientação introduzidas apresentamos uma versão

clássica do Teorema de Stokes, sendo essencialmente aquela do livro de Courant.

1.5 Integração sobre superf́ıcies: heuŕısticas

O contra-exemplo de Schwarz dá um aviso dos cuidados que uma teoria geral de integração
sobre superf́ıcies requer. Aqui superamos estas dificuldades supondo um relativamente alto
grau de regularidade utilizando uma definição anaĺıtica de área.

Considere a área da superf́ıcie S representada por

z = f(x, y), (x, y) ∈ D ⊆ R2

D contido numa curva de Jordan e f ∈ C1(D). Considere uma cobertura de D por uma grade
(mh, nk) e superf́ıcies contidas nas curvas C1, C2, C3 e C4,

C1 = f(x, nk) mh ≤ x ≤ (m+ 1)h

C2 = f((m+ 1)h, y) nk ≤ y ≤ (n+ 1)k

C3 = f(x, (n+ 1)k) mh ≤ x ≤ (m+ 1)h

e
C4 = f(nh, y) nk ≤ y ≤ (n+ 1)k

A área Smn é aproximada pela área do quadrilátero ∆mn com vetores P1 = (mh, nk, f(mh, nk)),
P2 = ((m + 1)h, nk, f((m + 1)h, nk)), P3 = ((m + 1)h, (n + 1)k, f((m + 1)h, (n + 1)k)) e
P1 = (mh, (n+ 1)k, f(mh, (n+ 1)k)). Colocando τmn = f(mh, nk), o plano tangente T em P1

é

z − τmn =
∂f

∂x
(mh, nk)(x− ξm) +

∂f

∂y
(mh, nk)(y − ηn)

pondo ξm = mh e ηn = nk.
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Figura 1.4: Representação de um segmento de área Smn.

Supondo que T faz o ângulo αmn com o plano-xy e que Dmn é a área da projeção de ∆mn

no plano-xy. Segue-se que
Dmn = ∆mn cos (αmn).

Mas é fácil calcular que

cos (αmn) =
1√

1 +
∂f(ξm, ηn)

∂x

2

+
∂f(ξm, ηn)

2

∂y

e assim que

∆mn = Dmn

√
1 +

∂f

∂x

2

(ξm, ηn) +
∂f

∂y

2

(ξm, ηn).

Somando estas áreas sobre os pontos da grade interno a D no limite m,n→ ∞, temos∑
m,n

∆mn → A =

∫ ∫
D

√
1 + |∇f |2dxdy

Esta argumentação heuŕıstica sugere que definimos a área da superf́ıcie S por

|S| =
∫ ∫

D

√
1 + |∇f |2dxdy,

e definimos a
dσ =

√
1 + |∇f |2dxdy

como o elemento de área da superf́ıcie z = f(x, y).
Suponha que S é representada implicitamente por

φ(x, y, z) = 0

e sobre S, ∂φ
∂z

̸= 0, por exemplo ∂φ
∂z
> 0. Assim, localmente z = z(x, y) sobre S e segue-se que

∂z

∂x
= −∂φ

∂x

/∂φ
∂z

,
∂z

∂y
= −∂φ

∂y

/∂φ
∂z
,

dando a expressão e

|S| =
∫ ∫

D

√(
∂φ

∂x

)2

+

(
∂φ

∂y

)2

+

(
∂φ

∂z

)2/∂φ
∂z
dxdy
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Nesta discussão, um papel especial foi dado à coordenada z, mas podemos igualmente ter
representado a área por integrais da forma∫ ∫ √

1 +

(
∂x

∂y

)2

+

(
∂x

∂z

)2

dydz ou

∫ ∫ √
1 +

(
∂y

∂x

)2

+

(
∂y

∂z

)2

dxdz,

levando no caso impĺıcito a∫ ∫ √
|∇φ|2

/∂φ
∂y
dxdz e

∫ ∫ √
|∇φ|2

/∂φ
∂x
dydz

Estas expressões definidas de fato dão a mesma área.
Aplique a transformação

x = x(y, z)

y = y

a integral ∫ ∫
D

√
|∇φ|2

/∂φ
∂z
dxdy

onde x = x(y, z) é obtida da equação φ(x, y, z) = 0. Mas
∂(x, y)

∂(y, z)
=
∂φ

∂z

/∂φ
∂x

e segue-se que

∫ ∫
D

√
|∇φ|2
∂φ
∂z

dxdy =

∫ ∫
D′

√
|∇φ|2
∂φ
∂x

dydz

É mais elegante supor que S é uma superf́ıcie com uma representação paramétrica regular:

x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v),

(u, v) ∈ R ⊆ R2, tal que(
∂(x, y)

∂(u, v)
,
∂(y, z)

∂(u, v)
,
∂(z, x)

∂(u, v)

)
̸= 0 , (u, v) ∈ R

Suponha que em R,
∂(x, y)

∂(u, v)
> 0. Do teorema da função Inversa,

u = u(x, y)

v = v(x, y)

e

∂u

∂x
=

∂ψ

∂v

/∂(x, y)
∂(u, v)

,

∂v

∂x
= −∂ψ

∂u

/∂(x, y)
∂(u, v)

,

∂u

∂y
= −∂φ

∂v

/∂(x, y)
∂(u, v)

,

∂v

∂y
=

∂φ

∂u

/∂(x, y)
∂(u, v)

.
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Utilizando,

∂z

∂x
=

∂z

∂u

∂u

∂x
+
∂z

∂v

∂v

∂x
,

∂z

∂y
=

∂z

∂u

∂u

∂y
+
∂z

∂v

∂v

∂y
,

obtemos que

√
1 + |∇z|2 = 1

∂(x,y)
∂(u,v)

√(
∂(x, y)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(y, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(z, x)

∂(u, v)

)2

.

Por mudança de variáveis,∫ ∫
D

√
1 + |∇z|2dxdy =

∫ ∫
R

1
∂(x,y)
∂(u,v)

√(
∂(x, y)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(y, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(z, x)

∂(u, v)

)2
∂(x, y)

∂(u, v)
dudv

=

∫ ∫
R

√(
∂(x, y)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(y, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(z, x)

∂(u, v)

)2

dudv

=

∫ ∫
R

√
J2
1 + J2

2 + J2
3dudv

Observe que dado que a representação é regular, um Ji ̸= 0 e a apropriada integral projetada
é igual ao valor da representação paramétrica.

A primeira forma quadrática fundamental de geometria diferencial,

ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2,

com

E =

(
∂φ

∂u

)2

+

(
∂ψ

∂u

)2

+

(
∂χ

∂u

)2

,

F =
∂φ

∂u

∂φ

∂v
+
∂ψ

∂u

∂ψ

∂v
+
∂χ

∂u

∂χ

∂v
,

G =

(
∂φ

∂v

)2

+

(
∂ψ

∂v

)2

+

(
∂χ

∂v

)2

,

resulta na representação
EG− F 2 = J2

1 + J2
2 + J2

3 .

Vale a pena observar que considerando o produto vetorial rudu×rvdv = (J1, J2, J3)dudv, temos
a noção da área orientada com valor absoluto

|rudu× rvdv| =
√
J2
1 + J2

2 + J2
3dudv

Até o presente momento restringimos nossa atenção ao caso de superf́ıcies de dimensão dois
imersas em R3. Podemos generalizar isso da seguinte maneira:

Considere uma superf́ıcie representada por

x1 = φ1(u1, ..., ur)
... , (u1, ..., ur) ∈ D ⊆ Rr, r ≤ n,

xn = φn(u1, ..., ur)
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tal que x = φ(u) ∈ C1(D). Considere a matriz
∂x1
∂u1

∂x2
∂u1

· · · ∂xn
∂u1

...
. . .

∂x1
∂ur

∂x2
∂ur

· · · ∂xn
∂ur


É posśıvel formar desta matriz menores Dν , ν = 1, ...,

(
n
r

)
, e é posśıvel considerar que uma

aproximação quadrilateral ∆ da área da superf́ıcie tem projeções em r = 1, ...,
(
n
r

)
direções.

Isto leva-nos a uma definição da área A de uma r-dimensional superf́ıcie

A =

∫
· · ·
∫
D

√∑
(Dν)2du1 · · · dur

Vamos demonstrar que essa definição é totalmente apropriada para o caso r = n− 1.
Suponha que S pode ser representado como

φ(x1, ..., xn) = 0 ,
∂φ

∂xn
̸= 0,

com área

|S| =
∫

· · ·
∫

|∇φ|
∂φ
∂xn

dx1 · · · dxn−1.

(com a mesma argumentação heuŕıstica usada no caso n = 3), ou por

xi = ψi(u1, .., un−1), i = 1, ..., n− 1, u ∈ D,

Observe que

Di =
∂(x1, ..., xi−1, xi, ..., xn)

∂(u1, ..., un−1)
=

1

∂(u1, ..., un−1)

∂(x1, ..., xi−1, xi, ..., xn)

.

Sabendo que

Dν

Dn

=
∂(x1, ..., xν−1, xν+1, ..., xn)

∂(u1, ..., un−1)

/∂(x1, ..., xn−1)

∂(u1, ..., un−1)

=
∂(x1, ..., xν−1, xν+1, ..., xn)

∂(x1, ..., xn−1)

e que ∂φ
∂xn

∂xn
∂xi

+ ∂φ
∂xn

= 0, i = 1, 2, ..., n− 1, conclúımos que

Dν

Dn

= ±∂xn
∂xν

= ± ∂φ

∂xν

/ ∂φ
∂xn

,

expandindo em termos da mesma fila.
Observe que

|S| =

∫
· · ·
∫
D

|∇φ|
∂φ
∂xn

∂(x1, ..., xn−1)

∂(u1, ..., un−1)
du1 · · ·un−1

=

∫
· · ·
∫
D

|∇φ|
∂φ
∂xn

Dndu1 · · ·un−1.
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O resultado é válido se
|∇φ|
∂φ
∂xn

Dn =
√∑

D2
i

ou se

|∇φ|2 =

(
∂φ
∂xn

)2
D2
n

∑
D2
i ,

o que é o caso, lembrando do Teorema de Binet-Cauchy (Archbold [2], § 8.2,5.2 ou Littlewood
[9] página 154) que afirma que

n∑
i=1

D2
i =

∣∣∣∣∣
(
∂x

∂u1
, ...,

∂x

∂un−1

)T (
∂x

∂u1
, ...,

∂x

∂un−1

)∣∣∣∣∣
1.6 Os Teoremas da Divergência e de Stokes

Suponha que uma região V com fronteira ∂V admite uma disseção regular relativa aos eixos

(OX,OY )OZ no seguinte sentido: V = ∪Fi=1Vi, onde cada Vi tem fronteira ∂V ′
i3, ∂V

2
i3 descrita

por x3 = φ
(3)
1 (x1, x2), z = φ

(3)
2 (x1, x2) e uma superf́ıcie ciĺındrica com geradores paralelos a OZ

e tal que o plano tangencial existe e não é perpendicular ao plano XOY , salvo talvez na curva
∂V ′

2 ∩ ∂V 2
2 . Similarmente para disseções relativas a OX e OY . Também, supomos que V tem

conteúdo de Jordan finito.
Podemos introduzir como nas seções anteriores as integrais de superf́ıcie

∫
∂V3

fdx1dx2, etc.

Teorema 2. Teorema da Divergência:
Suponha que (X1, X2, X3) ∈ C1(V ∩C0(V )) e V tem uma disseção regular com respeito aos

eixos (OX1, OX2, OX3). Então,∫ ∫
∂V

X1dx2dx3 +X2dx1dx3 +X3dx1dx2 =

∫ ∫ ∫
V

div(X1, X2, X3)dx1dx2dx3

Demonstração. É suficiente demonstrar que∫ ∫ ∫
Vi

∂X1

∂x1
dx1dx2dx3 =

∫ ∫
∂Vi

X1dx2dx3

Seja Σ
(1)
i a projeção do elemento da disseção Vi no plano X2OX3. Entre por um teorema

conhecido do teorema da integral de Riemann, temos que∫ ∫ ∫
Vi

∂X1

∂x1
dx1dx2dx3 =

∫ ∫
Σ

(1)
2

dx2dx3

∫ φ
(2)
2

φ
(1)
2

∂X1

∂x1
dx1

=

∫ ∫
Σ

(1)
2

[
X1(x2, x3, φ

(1)
2 (x2, x3))−X1(x2, x3, φ

(1)
1 (x2, x3))

]
dx2dx3

=

∫ ∫
∂Vi

X1dx2dx3,

com relações semelhantes para as disseções com respeito aos outros eixos. Somando em i
obtemos o resultado.

A seguir demonstraremos uma versão clássica do teorema de Stokes reduzindo a demons-
tração essencialmente a uma aplicação do teorema de Green em duas dimensões, o mesmo sendo
uma conseqüência do Teorema Fundamental do Cálculo.
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1.6.1 O Teorema de Stokes

Considere D ⊆ R2 compacto com ∂D uma curva de Jordan (homeomorfo a um ćırculo), que é
seccionalmente diferenciável. Seja D0 o interior de ∂D e suponha que (n(τ), (t(τ)) são positi-
vamente orientados, n(τ) sendo o vetor normal exterior, τ ∈ [0, 1]. Considerem superf́ıcies S
compostas de imagem da região D, limitadas por curvas fechadas C = ∂S,

S = φ(D), φ injetora e diferenciável

φ(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v)),

tal que a orientação é preservada coerentemente. Isto é dizer que se S = φ1(D1) e S = φ2(D2),

D2 = φ−1
2 φ1(D1), então

∂(φ−1
2 , φ1)

∂(u, v)
> 0 e (D1, ∂D1) tem orientação positiva.

Figura 1.5: Representação geométrica

.

Considere o campo vetorial A = (a1, a2, a3) e a integral de superf́ıcie
∫ ∫

S
A · νdS, com ν o

vetor normal de S (positivamente orientado).∫ ∫
S

A · νdS =

∫ ∫
S

a1dx2dx3 + a2dx3dx1 + a3dx1dx2

Pelo resultado sobre transformações de integrais∫ ∫
S

A · νdS =

∫ ∫
D

(
a1
∂(x2, x3)

∂(u, v)
+ a2

∂(x3, x1)

∂(u, v)
+ a3

∂(x1, x2)

∂(u, v)

)
dudv

Agora vamos escolher

A = ∇×B =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

B1 B2 B3

∣∣∣∣∣∣
e escrever

∂(x2, x3)

∂(u, v)
= ∆1, etc.

Segue que ∫ ∫
S

∇×BdS =

∫ ∫
D

∣∣∣∣∣∣
∆1 ∆2 ∆3
∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

B1 B2 B3

∣∣∣∣∣∣ dudv
Observe que agrupando termos em B1 obtemos

−∂B1

∂x2

∂(x1, x2)

∂(u, v)
− ∂B1

∂x3

∂(x1, x3)

∂(u, v)
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e somando

0 ≡ ∂B1

∂x1

∂(x1, x1)

∂(u, v)
,

equivale a

∂x1
∂v

(
∂B1

∂x1

∂x1
∂u

+
∂B1

∂x2

∂x2
∂u

+
∂B1

∂x3

∂x3
∂u

)
− ∂x1

∂u

(
∂B1

∂x1

∂x1
∂v

+
∂B1

∂x2

∂x2
∂v

+
∂B1

∂x3

∂x3
∂v

)

=
∂(B1, x1)

∂(u, v)
, etc.

Conclúımos que∫ ∫
S

∇×B · dS =

∫ ∫
D

(
∂(B1, x1)

∂(u, v)
+
∂(B2, x2)

∂(u, v)
+
∂(B3, x3)

∂(u, v)

)
dudv

Mas aplicando o Teorema de Green em duas dimensões (Teorema de Stokes!) obtemos que, por
exemplo, ∫ ∫

D

∂(B1, x1)

∂(u, v)
dudv =

∫
∂D

B1
∂x1
∂u

du+B1
∂x1
∂v

dv

=

∫
C

B1
∂x1
∂τ

dτ

e similarmente para os termos envolvendo B2, B3. Somando, finalmente conclúımos que∫ ∫
S

∇×B · dS =

∫
C

B ·
(
∂x1
∂τ

,
∂x2
∂τ

,
∂x3
∂τ

)
dτ

=

∫
C

B · dS.

Demonstramos o teorema de Stokes:

Teorema 3. Teorema de Stokes
Suponha que S é uma superf́ıcie C1 bordada pela curva C seccionalmente diferenciável, S e

C sendo coerentemente orientadas e B ∈ C1(D), D aberto, D ⊃ S. Então∫ ∫
S

∇×B · dS =

∫
C

B · ds.

Aplicação

Considere o ćırculo C = (cosφ, sen φ, 0), 0 ≤ φ ≤ 2π no plano xy e seja Ω o ângulo sólido
gerado pelo disco x2 + y2 ≤ 1, z = 0, no ponto P = (x, y, z) = r. Suponha que P descreve a
curva fechada orientada Γ que não cruza o ćırculo C e seja p o número de vezes que Γ cruza o
disco x2+ y2 < 1, z = 0 de cima (z > 0) para baixo (z < 0) e n o número de vezes que cruza de
baixo (z < 0) para cima (z > 0). Supondo que P começa no ponto P0 em Γ com Ω = Ω0, mostre
que P movendo em Γ voltará a P0 com um valor Ω = Ω1 satisfazendo Ω1 − Ω0 = 4π(p − n).
Utilizando o exerćıcio 3 observe que

∇Ω = −
∫
C

(r′ − r)× dr′

|r− r′|3
, r′ ∈ C
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e

Ω1 − Ω0 =

∫
Γ

dΩ =

∫
Γ

∇Ω · dr

= −
∫
Γ

dr

∫
C

(r′ − r)× dr′

|r′ − r|3

= −
∫
Γ

∫
C

(r′ − r) · (dr× dr′)

|r′ − r|3
.

Finalmente concluimos que

−
∫
Γ

∫
C

(r′ − r) · (dr× dr′)

|r′ − r|3
= 4π(p− n) (Gauss).

Este resultado pode ser interpretado como o número de voltas que Γ faz ao redor de C.
Considerando Γ e C como linhas obtemos como uma condição necessária que Γ e C possam ser
separadas, mas esta condição não é suficiente.

Existem outras interpretações f́ısicas alternativas da fórmula acima. Recordamos que con-
forme a lei de Biot-Savart, o campo magnético induzido por uma corrente unitária I fluindo
em C é dado por

H(r) =
1

c

∫
C

(r− r′)× dr′

|r− r′|3

Segue-se que
1

4π
c

∫
Γ

H(r)dr =
c

4π

∫
S(Γ)

(∇×H(r)) · dS =

∫
S(Γ)

ν · dS,

sendo S(Γ) é uma superf́ıcie com borda Γ, e a contribuição ao fluxo é dado somente aos pontos
onde C intersepta S(Γ).

Nós, estruturas com elos e entrelaçamentos ocorrem em diversas áreas da ciência, tal como
f́ısica de plasmas (contenção de plasmas), f́ısica de poĺımeros, biologia molecular e a teoria de
cordas cósmicas e tem origem nos resultados originais de Kelvin sobre a invariança de nós de
tubos de vórtices entrelaçados em fluxos de fluidos governados pelas equações de Euler.

Considere um campo magnético B(x, t), ∇ · B = 0, carregado por advecção de um fluido
com velocidade v,

∂B

∂t
= ∇× v ×B

e se

dγ

dt
= v(γ(x, t), t)

γ(x, 0) = x,

B(γ(x, t), t) = Πt
0e
u(γ(x,s),s)B0(x), (Cauchy)

u =

(
∂vi
∂xj

)
.

Esta expressão para B estabelece uma correspondencia topologica entre B0(x) e B(γ, t) preser-
vando nós e entrelaçamentos na estrutura do campo magnético. Se A é um vetor potencial para
B, B = ∇×A, então a helicidade H do campo B, H =

∫
A · ∇ ×Adx, é uma generalização

de invariante de Hopf, chamado por Arnold o ”invariante assintótica de Hopf”. H ̸= 0 significa
que há entrelaçamento em média das linhas de forças.
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Novas invariantes foram introduzidas por H. K. Moffatt (The Energy spectrum of knots e
links, Nature, 347, 1990, 367-369).

Em biopoĺımeros, é considerado que um anel fechado de DNA pode ser caracterizado por
duas invariantes topológicas: o tipo de nó formado pela dupla hélice como um todo e o en-
trelaçamento de uma corda com outra.

Descrevemos um parâmetro de torsão Tw pelo número de voltas que uma corda faz em torno
da outra. J. White demonstrou que

Lk = Tw +Wr,

onde Lk coincide com a integral de Gauss para as duas cordas e é uma invariante topológica e

Wr =
1

4π

∫
C

∫
C

(dr1 × dr2) · (r1 − r2)

|r1 − r2|3

Veja seção 42 de livro de A. Yu. Grosberg A. R. Khokhlov (Statistical Physics of Macromole-
cular, AIP, New York, 1994).

1.7 Definição intŕınsica de operadores vetoriais

Os teoremas de divergência e de Stokes são úteis na medida que podemos dar definições inva-
riantes de operadores como div, curl e ∆. Heuristicamente, temos do enunciado do teorema de
Stokes que ∫

C

u · dS =

∫
S

∇× u · dS ∼ |S|(∇× u)(P0), P0 ∈ S,

se diâmetro de S é pequeno e ∇× u é cont́ınua em S. Similarmente,∫
∂V

u · dS ∼ (divu)(P0)|V |,

se diâmetro de V é pequeno. Isto sugere a definição de div e curl via

curlu = lim
|S|→0

∫
S
∇× u · dS

|S|
e

divu = lim
|V|→0

∫
∂V

u · dS
|V|

,

que são claramente independentes do sistema de coordenadas.
Considere o sistema de coordenadas curviĺıneas definido via

xi = xi(ξ1, ξ2, ξ3), i = 1, 2, 3, a : D1 → D,

onde u é sobrejetora e injetora, com D1 e D regiões abertas de conteúdo de Jordan finito.
Suponha que associado com x há a primeira forma quadrática fundamental,

ds2 = h21dξ
2
1 + h22dξ

2
2 + h23dξ

2
3 .

Isto é dizer que o sistema é ortogonal.
Evidentemente,

∇ξ =

(
1

h1

∂

∂ξ1
,
1

h2

∂

∂ξ2
,
1

h3

∂

∂ξ3

)
.
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Suponha que o paraleleṕıpedo

T1 =


u1 ≤ ξ1 ≤ u2,
v1 ≤ ξ2 ≤ v2,
w1 ≤ ξ3 ≤ w2,

é mapeado na região T definida pelas superf́ıcies

U1 = {x1 = u1} V1 = {x2 = v1} W1 = {x3 = w1}
U2 = {x1 = u2} V2 = {x2 = v2} W2 = {x3 = w2}.

Então ∫ ∫
∂T

a · dS =

∫ ∫ ∫
T

divadx1dx2dx3

=

∫ ∫ ∫
T1

diva
∂(x1, x2, x3)

∂(ξ1, ξ2, ξ3)
dξ1dξ2dξ3

=

∫ ∫ ∫
T1

diva h1h2h3 dξ1dξ2dξ3

onde ∂T = U1 ∪ V1 ∪W1 ∪ U2 ∪ V2 ∪W2.
Mas∫ ∫

∂T

a · dS ∼
∫ ∫

∂T1

(a1h2h3dξ2dξ3 + a2h1h3dξ1dξ3 + a3h1h2dξ1dξ2)

=

∫ ∫ ∫
T1

[
∂

∂ξ1
(a1h2h3) +

∂

∂ξ2
(a2h1h3) +

∂

∂ξ3
(a3h1h2)

]
dξ1dξ2dξ3

Aplicando o Teorema de Divergência, continuidade e a arbritariedade do paraleleṕıpedo T1,

diva =
1

h1h2h3

(
∂

∂ξ1
(a1h2h3) +

∂

∂ξ2
(a2h1h3) +

∂

∂ξ3
(a3h1h2)

)
.

No caso que a = ∇φ, obtemos

div∇φ = ∆φ =
1

h1h2h3

[
∂

∂ξ1

(
h2h3
h1

∂φ

∂ξ1

)
+

∂

∂ξ2

(
h1h3
h2

∂φ

∂ξ2

)
+

∂

∂ξ3

(
h1h2
h3

∂φ

∂ξ3

)]
.

Podemos tratar similarmente com curl.∫
S

adS =
3∑
j=1

∫
S(j)

a(j) · dS(j)

=
3∑
j=1

curlaj|Sj|

O cálculo curla pode ser efetuado na seguinte maneira: Considere

lim
|S↓|→0

∫
Cj

a(j) · dS
|Sj|

, Cj = ∂Sj formado, por exemplo, por (W1, U2, V2,W2).

Em particular considere a integral curviĺınea do vetor (a2h2, a3h3) na borda de

Sj1 =

{
v1 ≤ ξ2 ≤ v2
w1 ≤ ξ3 ≤ w2
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com |Sj1| ∼ h2h3∆v∆w. Segue-se que

lim
∆v→0,∆w→0

∫
∂Sj(a2h2, a3h3) · (dξ2, dξ3)

∆v∆wh2h3
=

∂
∂ξ2

(a3h3)− ∂
∂ξ3

(a2h2)

h2h3
= (curlaj)1,

onde ∆v = v2 − v1 e ∆w = w2 − w1. Os outros componentes podem ser calculados da mesma
maneira. Vamos resumir alguns casos especiais importantes:

1. Coordenadas ciĺındricas (r, θ, z).

ds2 = dr2 + r2dθ2 + dz2,

h1 = 1, h2 = r, h3 = 1,

∇φ =

(
∂φ

∂r
,
1

r

∂φ

∂θ
,
∂φ

∂z

)
,

∇a =
1

r

(
∂

∂r
(arr) +

∂

∂θ
(aθ) +

∂

∂z
(azr)

)
,

∆φ =
1

r

(
∂

∂r

(
r
∂φ

∂r

)
+

∂

∂θ

(
1

r

∂φ

∂θ

)
+

∂

∂z

(
r
∂φ

∂z

))
=
∂2φ

∂r2
+

1

r

∂φ

∂r
+

1

r2
∂2φ

∂θ2
+
∂2φ

∂z2
,

∇× a =

(
1

r

[
∂

∂θ
az −

∂

∂z
aθr

]
,
∂

∂z
ar −

∂

∂r
az,

1

r

[
∂

∂r
aθr −

∂

∂θ
ar

])
.

2. coordenadas esféricas.

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2sen2 θdψ2,

h1 = 1, h2 = r, h3 = rsen θ,

∇φ =

(
∂φ

∂r
,
1

r

∂φ

∂θ
,

1

rsen θ

∂φ

∂ψ

)
,

∇a =
1

r2sen θ

(
∂

∂r
(arr

2sen θ) +
∂

∂θ
(aθrsen θ) +

∂

∂ψ
(aψr)

)
,

∆φ =
1

r2sen2 θ

(
∂

∂r

(
r2sen θ

∂φ

∂r

)
+

∂

∂θ

(
sen θ

∂φ

∂θ

)
+

∂

∂ψ

(
1

sen θ

∂φ

∂ψ

))
,

=
∂2φ

∂r2
+

2

r

∂φ

∂r
+

1

r2
∂2φ

∂θ2
+

cot θ

r2
∂φ

∂θ
+

1

r2sen2 θ

∂2φ

∂ψ2
,

=
∂2φ

∂r2
+

2

r

∂φ

∂r
+
LBφ

r2
,

onde

LB =
∂2φ

∂θ2
+ cot θ

∂φ

∂θ
+

1

sen2 θ

∂2φ

∂ψ2

é o operador de Laplace-Beltrami na esfera.

∇× a =



1

r2sen2 θ

(
∂

∂θ
(aψrsen

2 θ)− ∂

∂ψ
(aθr)

)
1

rsen θ

(
∂ar
∂ψ

− ∂

∂r
(aψsen θ)

)
1

r

(
∂

∂r
(aθr)−

∂

∂θ
ar

)


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1.8 Aplicações do Teorema de Divergência a teoria do

potencial

1.8.1 As identidades de Green

Suponha que V satisfaz as condições do teorema de divergência e φ, ψ ∈ C2(V̄ ), então∫
V

div (φ∇ψ)dx =

∫
∂V

φ
∂ψ

∂n
dS

Também, div (φ∇ψ) = ∇φ∇ψ + φ∆ψ, ou∫
V

∇φ∇ψdx+
∫
V

φ∆ψdx =

∫
∂V

φ
∂ψ

∂n
dS

(Primeira identidade de Green).

Trocando o papel de φ e ψ, obtemos:∫
V

∇φ · ∇ψdx+
∫
V

ψ∆φ =

∫
∂V

ψ
∂φ

∂n
dS (1.15)

e subtraindo ∫
V

φ∆ψ − ψ∆φdx =

∫
∂V

(
φ
∂ψ

∂n
− ψ

∂φ

∂n

)
(Segunda identidade de Green)

Suponha que P0 ∈ V 0(interior de V ) e que r = |x − x0|, x0 =
−−→
OP0. Considere a esfera

σ = B(x0, ϵ), ϵ < dist(P0, ∂V ), e a região exterior a bola V̂ = V \σ. Claramente,

∆

(
1

r

)
= 0 em V̂ (cálculo direto)

e podemos aplicar a segunda identidade de Green a
(
1
r
, φ
)
, obtendo

−
∫
V

1

r
∆φdx =

∫
∂V

(
φ
∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r

∂φ

∂n

)
dS +

∫
∂σ

(
φ
∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r

∂φ

∂n

)
dS

Mas em ∂B, r = ϵ,
∂

∂n

(
1

r

) ∣∣
r=ϵ

= − ∂

∂r

(
1

r

) ∣∣
r=ϵ

=
1

r2
∣∣
r=ϵ

=
1

ϵ2
,
∂φ

∂n
= −∂φ

∂r
(direção do

vetor normal externo a ∂B está na direção −r̂), dS = ϵ2dw. Segue-se que∫
∂B

(
φ

ϵ2
+

1

ϵ

∂φ

∂r

)
ϵ2dw =

∫
Ω

(
φ+ ϵ

∂φ

∂r

)
dw → 4πφ(P0)

se ϵ→ 0, utilizando a continuidade de
∂φ

∂r
.

Também ∫
V̂

1

r
∆φ→

∫
V

∆φ

r

(é aqui que precisamos de φ ∈ C2(V ) e não φ ∈ C2(V ) ∩ C1(V )).
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Consequentemente, obtemos

4πφ(P0) = −
∫
V

∆φ

r
dx+

∫
∂V

(
1

r

∂φ

∂n
− φ

∂

∂n

(
1

r

))
dS, P0 ∈ V 0 (1.16)

(Terceira Identidade de Green).

No caso que P0 ∈ V
C
, a segunda identidade de Green pode ser aplicada diretamente a(

1

r
, φ

)
dando

0 = −
∫
V

∆φ

r
dx+

∫
∂V

(
1

r

∂φ

∂n
− φ

∂

∂n

(
1

r

))
dS.

Suponha que δ =dist(0, ∂V ) → +∞ e

lim sup
δ→∞

∫
∂V

(
1

r

∂φ

∂n
− φ

∂

∂n

(
1

r

))
dS → 0

então

4πφ(P0) = − 1

4π

∫
∆φ

r
dx

dado que a última integral existe.
Suponha que φ é harmônica: (∆φ ≡ 0 em V ). Colocando φ = ψ na primeira identidade de

Green obtemos que ∫
V

|∇φ|2dx =

∫
∂V

φ
∂φ

∂n
dS

e se φ = 0 em ∂V ou
∂φ

∂n
= 0 em ∂V conclúımos que ∇φ = 0 em V (via continuidade). No caso

que V é simplesmente conexo, conclúımos que φ =constante em V e se φ = 0 em ∂V , então
φ = 0 em V .

Este resultado dá um resultado de unicidade para o problema de Direchlet. De fato, supondo
que ∆φ1 = ∆φ2 = 0 em V e φ1 = φ2 em ∂V . Colocando τ = φ1 − φ2, então ∆τ = 0 em V e
τ = 0 em ∂V e assim τ ≡ 0 em V .

Se φ e ψ são harmônicas, da segunda identidade de Green:∫
∂V

(
φ
∂ψ

∂n
− ψ

∂φ

∂n

)
dS = 0

e pondo ψ = 1, obtemos que

−
∫
∂V

∂φ

∂n
dS = 0.

Observamos também que da terceira identidade de Green,

4πφ(P0) =

∫
∂V

(
1

r

∂φ

∂n
− φ

∂

∂n

(
1

r

))
dS, P0 ∈ V 0

0 =

∫
∂V

(
1

r

∂φ

∂n
− φ

∂

∂n

(
1

r

))
dS, P0 ∈ V

C

(Teorema de representação de Poisson)
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Considere a bola B(P0, r), segue se que

4πφ(P0) =
1

r

∫
∂B

∂φ

∂n
dS +

1

r2

∫
∂B

φdS =
1

r2

∫
∂B

φdS (Teorema do valor médio),

ou

φ(P0) =
1

4πr2

∫
∂B

φdS,

utilizando que
∫
∂B

∂φ
∂n
dS = 0 para φ harmônica. (O teorema de Gauss)

Considerando a região V2\V1 com fronteiras ∂V2, ∂V1, com vetores normais exteriores n2,
n1 e supondo φ harmônica em V2\V1, sendo válida as condições do teorema da divergência,
segue-se que

0 =

∫
V

div∇φdx = −
∫
∂V1

∂φ

∂n1

dS +

∫
∂V2

∂φ

∂n2

dS

ou ∫
∂V1

∂φ

∂n1

dS =

∫
∂V2

∂φ

∂n2

dS.

Do teorema da Representação, pondo φ ≡ 1,∫
∂V

∂

∂n

(
1

r

)
dS =

{ −4π, P0 ∈ V 0

0, P0 ∈ V
C

Considere a bola B(0, R). Observe que
1

r
, r = |x− x0|, x0 ∈ B(0, R) e

1

|x|
são harmônicas em

B(0, R)C . Assim ∫
∂B

1

r

∂

∂n

(
1

|x|

)
− 1

|x|
∂

∂n

(
1

r

)
dS = 0.

Segue-se que

− 1

R3

∫
Ω

dw =
1

R

∫
∂B

∂

∂n

1

r
dS = −4π

R
ou ∫

∂B

∂

∂n

1

r
dS = −4π.

1.9 Estimativas a priori e prinćıpio do máximo

Teorema 4. Suponha que φ harmônica em V 0 e φ ∈ C0(V̄ ), então o máximo e o mı́nimo de
φ são assumidos em ∂V .

Demonstração. Suponha que φ assuma seu valor máximo em x0 ∈ V 0, ou seja, φ(x) ≤ φ(x0),
∀x ∈ V .

Considere B(x0, ρ) ⊂ V 0. Pelo teorema do valor médio para funções harmônicas, sabemos
que

φ(x0) =
1

4πρ2

∫
S(x0,ρ)

φ(x)dS ≤ 1

4πρ2

∫
S(x0,ρ)

φ(x0)dS = φ(x0).

Se pelo menos num ponto y ∈ S(x0, ρ) valer φ(y) < φ(x0), pela continuidade de φ segue que
φ(x0) < φ(x0), que é uma contradição. Assim, em S(x0, ρ), φ(y) ≡ φ(x0). Suponha que
ρ̄ = ρ(x0, ∂V ), então φ(x) = φ(y), x ∈ B(x0
rho)). Concluimos que: para y ∈ ∂V ∩ S(x0, ρ̄)) ̸= ϕ, φ(y) = φ(x0).
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Teorema 5. Suponha que φ é harmônica em V 0 e φ ∈ C0(V̄ ) e V é conexo. Se o máximo ou
o mı́nimo de φ assumido em V 0, então φ é uma constante.

Demonstração. Suponha que o máximo é assumido em um ponto x0 ∈ V 0. Tome um ponto
y ∈ V 0 tal que y ̸= x0. Ligue x0 a y por um caminho poligonal L (Isso é posśıvel, pois V é
conexo). Coloque ρ̄0 = dist(x0, ∂V ) e suponha que x1 é a última intersecção de L com B(x0, ρ̄0)
na direção x0 a y. Como no teorema anterior, φ(x1) = φ(x0). Coloque ρ̄1 = dist (x1, ∂V ) e x2 a
última intersecção de L com B(x1, ρ̄1), novamente φ(x2) = φ(x0). Segundo esta maneira, para
m ≤

[
|L|
/
dist (L, ∂V )

]
+ 1, y ∈ B(xm, ρ̄m), ρ̄m = dist (xm, ∂V ) e φ(y) = φ(x0). Segue-se que

φ(x) ≡ maxy∈∂V φ(y), x ∈ V .
O valor deste resultado reside no seguinte:

Teorema 6. Suponha que φ1, φ2 são harmônicas em V 0, φ1 ≤ φ2, x ∈ ∂V , φ1, φ2 ∈ C0(V̄ ) e
V é conexa. Então φ1(x) ≤ φ2(x) em V .

Demonstração. Coloque φ = φ1 − φ2, então φ ≤ 0 em ∂V e φ é harmônica em V 0. Segue-se
que

φ ≤ max
x∈∂V

φ ≤ 0

e o resultado é demonstrado.
Similarmente se φ1 ≥ φ2 em ∂V concluimos φ1 ≥ φ2 em V (Considere −φ1 e −φ2).
Recordamos um número de identidades vetoriais de freqüente utilização:

1. ∇×∇φ = 0;

2. ∇ · ∇ × a = 0;

3. ∇×∇× a = ∇(∇ · a)−∆a;

4. ∇(λa) = ∇λa+ λ∇a;

5. ∇ · (λa) = ∇λ · a+ λ∇ · a;

6. ∇× (λa) = ∇λ× a+ λ∇× a;

7. ∇ · (a× b) = b · ∇ × a− a · ∇ × b;

8. ∇× (a× b) = b · ∇a− a · ∇b+ a∇ · b− b∇ · a;

9. ∇a · b = b · ∇a+ b×∇× a+ a · ∇b+ a×∇× b.

Estas identidades podem ser estabelecidas por cálculo direto e ficam como exerćıcio.

1.10 Diversos Exemplos na Teoria Potencial

a) Temos ∇r2 = 2r∇r = 2r ou ∇r = r

r
, r ̸= 0 e ∇

(
1

r

)
= − 1

r2
∇r = − r

r3
, r ̸= 0. Segue-se que

∇ · ∇
(
1

r

)
= ∆

(
1

r

)
= −div

( r

r3

)
= −

(
1

r3
div r+ r · ∇ 1

r3

)
= −

[
3

r3
+ r ·

(
− 3

r4
r̂

)]
= 0.
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b) A velocidade v de qualquer ponto P (r) de um corpo ŕıgido rodando com velocidade
angular ω em volta de um ponto O movimentando com velocidade v0 é dada por

v = v0 + ω × r.

Segue-se que
∇× v = ∇× (ω × r) = 2ω.

c) Vamos colocar φ ≡ 1 no teorema de representação de Poisson. Assim, conclúımos que

4π = −
∫
∂V

n · ∇
(
1

r

)
· dS Integral de Gauss

= −
∫
∂V

n · r̂
r2

dS = −
∫
∂V

dS cos θ

r2
P0 ∈ V 0.

Mas cos θdS é a área projetada no plano ⊥ r e
cos θ

r2
é a área interceptada na esfera unitária

com centro P0 cone elementar com vértice em P0 e linhas geradoras passando na fronteira de
dS. Isto é dizer o ângulo sólido gerado em P0 por dS.

d) Suponha que F = ∇φ e ∆φ = −4πρ em V . Aplicando o teorema da divergência temos
que ∫

∂V

F · dS =

∫
V

divFdx = −4π

∫
V

ρdx

Lembrando por exemplo na teoria de Gravitação de Newton a força F exercida por uma
part́ıcula de massa m em O e de massa unitária no ponto r é

F = −mr

r2
= ∇

(m
r

)
,

onde m
r
é chamado o potencial em r da part́ıcula m em O.

Tendo diversas part́ıculas m1, m2, ..., mk em O1, O2, ..., Ok, com distâncias r1 = |r−O1|,
..., r1 = |r−O1|, o efeito é aditivo:

F =
k∑
i=1

∇
(
mi

ri

)
= ∇

(
k∑
i=1

mi

ri

)

Ponha

V =
k∑
i=1

mi

ri

e observe que

∆V =
k∑
i=1

mi∆

(
1

ri

)
, ri ̸= 0, i = 1, ..., k

= 0
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Observe que o trabalho feito no campo de força movendo a part́ıcula m do ∞ a um ponto de
referência P em um caminho C∫ P

∞
F · dr =

∫ P

∞
∇
(m
r

)
· dr =

[m
r

]P
∞

=
m

r

independe do caminho C. Um exemplo de força conservativa.

e) Suponha que temos uma distribuição de massa cont́ınua em uma região com densidade ρ.
Tratamos com uma aproximação a distribuição ρi∆i em células com centro Oi e com potencial∑

i

ρi∆i

|r −Oi|
.

Supondo que ρ é cont́ınua em Ṽ e V tem conteúdo de Jordan Finito2, podemos formar a integral
(generalizada) de Riemann:

I =

∫
V

ρ(y)dy

|x− y|
.

Claramente, para F = m∇
(
1

r

)
,

∫
∂V

F · dS = −m
∫
∂V

cos θdS

r2
= −4πm

e para F =
∑k

i=1 ∇
(
mi

ri

)
, ∫

∂V

F · dS = −4π
k∑
i=1

mi

e com mi = ρi∆i, ∫
∂V

F · dS = −4π
k∑
i=1

ρi∆i.

No limite temos heuristicamente que∫
∂V

F · dS = −4π

∫
V

ρdx,

e utilizando a equação F = ∇φ e o teorema da divergência∫
V

∆φdx = −4π

∫
V

ρdx.

Podemos supor o mesmo resultado para subregiões regulares U ⊂ V e utilizando continui-
dade de ∆φ e ρ

∆φ = −4πρ (a equação de Poisson).

2Coincide com Volume definido pela Integral de Riemann
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f. Seja PR um ponto de referência e considere dois caminhos C1 e C2 ligando PR a P e tal
que C1 ∪ (−C2) formam a fronteira de uma superf́ıcie S regular. Então∫

C1

−
∫
C2

F · dr =

∫
C1

−
∫
C2

∇
(m
r

)
· dr

=

∫
S

∇×∇
(m
r

)
· dS = 0

Mais geralmente, ∫
C1

−
∫
C2

F · dr =

∫
C1

−
∫
C2

∇Φ · dr

=

∫
S

∇×∇ΦdS = 0

g) Em dinâmica de fluidos, para fluxos irrotacionais é costumeiro introduzir o potencial φ
de velocidade

u = −∇φ

e similarmente em eletrodinâmica
E = −∇φ

em certas circunstâncias.

h) Em f́ısica clássica é considerado que pólos magnéticos isolados não acontecem, mas estão
encontrados em pares m e −m separados por uma distância l, ml é chamado o momento dipólo.

Figura 1.6: Aqui p′ = (x′, y′, z′) e p = (x, y, z)

.

O potencial φ em P é dado por

φ = −m
r
+

m

r +∆r
= ml

(
1

r +∆r
− 1

r

)/
l.

Segue que

φ ∼ ŵµ · ∇
(
1

r

)
= µŵ

[
∂x′

∂l

∂

∂x′

(
1

r

)
+
∂y′

∂l

∂

∂y′

(
1

r

)
+
∂z′

∂l

∂

∂z′

(
1

r

)]
,
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onde µ = ml. Mas

∂

∂x′

(
1

r

)
= − 1

r2
∂

∂x′
((x′ − x)2 + (y′ − y)2 + (z′ − z)2)

= − 2

r2
x′ − x

2r
=
x− x′

r3
, etc.

Também ŵ =

(
∂x′

∂l
,
∂y′

∂l
,
∂z′

∂l

)
e φ = −µŵ · r

r3
, considerando r na direção de P a P ′, é o

potencial em P .

Se existe uma densidade de dipolos magnéticos p, o potencial φ em P é −
∫
V

p · r
r3

dx.

Observe que ∫
∂V

p · dS
r

=

∫
V

∇ ·
(p
r

)
dx

=

∫
V

∇ · pdx
r

−
∫
V

p · r
r3

dx

Segue-se que

φ = −
∫
V

divpdx

r
+

∫
∂V

p · dS
r

.

Uma distribuição superficial de dipolos cuja direção é sempre normal a superf́ıcie S é cha-
mada uma casca (ou camada) magnética. Se τ é a densidade de dipolos por unidade de área,

o potencial associado ao dipolo τdS é −τ dS · r
r3

e se dS · r = dSr cos θ, então

φ = −τ cos θdS
r3

= −τ r
3dω

r3
= −τdω

com dω sendo o ângulo sólido subentendido em P por dS. O potencial da camada é assim (τ
uniforme)

−
∫
τdω = −τΩ

com Ω sendo o ângulo gerado pela camada em P . Observe que φ cresce de −2πτ a +2πτ
passando do lado (poço) ao lado (fonte).

Do exemplo e) resolvemos:
∇ · b′ = −4πt

com

b′ = ∇
(∫

tdx

r

)
e segue-se que

∇× b′ = ∇×∇
(∫

tdx

r

)
= 0

j) Considere o problema de costruir b0 tal que

∇× b0 = a, diva = 0.
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Suponha que diva = 0 em um paraleleṕıpedo. Construa

α =

(∫ z

z0

a2dz − ϑ(x, y)

)
i+

(
−
∫ z

z0

a1dz

)
j+ 0 · k.

Então
(∇× α)1 = a1, (∇× α)2 = a2

e

(∇× α)3 = −
∫ z

z0

(
∂a1
∂x

+
∂a2
∂y

)
dz +

∂ϑ

∂y

=

∫ z

z0

∂a3
∂z

dz +
∂ϑ

∂y

= a3(x, y, z)− a3(x, y, z0) +
∂ϑ(x, y)

∂y
.

Se escolhemos

ϑ(x, y) =

∫ y

y0

a3(x, y, z0)dy

então,
(∇× α)3 = a3.

Assim,

b =

(∫ z

z0

a2(x, y, z)dz −
∫ y

y0

a3(x, y, z0)dy

)
i−
∫ z

z0

a1(x, y, z)dzj+ 0 · k

é uma solução de ∇× b = a.

Mas em geral divb ̸= 0. Coloque t =
divb

4π
. Do exemplo i) construimos b′ satisfazendo

∇× b′ = 0 e ∇ · b′ = −4πt

Coloque b0 = b+ b′, então

∇× b0 = ∇× b+∇× b′ = a

e
∇ · b0 = ∇ · b+∇ · b′ = 0.

b0 é chamado o potencial vetorial de a.

k) Da terceira identidade de Green e exemplo c)

φ(P0) =

∫
V

ρ

r
dx+

1

4π

∫
∂V

(
1

r

∂φ

∂n
− φ

∂

∂n

(
1

r

))
dS, P0 ∈ V 0

Por outro lado,
φ

4π
pode ser interpretado como a distribuição superficial de uma camada dupla

(ou dipolos) de densidade φΩ. Também do exemplo e), o termo envolvendo
1

4π

∂φ

∂n
pode ser

interpretado como a distribuições superficiais de camada simples de densidade
1

4π

∂φ

∂n
. Segue-se

que a terceira identidade de Green tem uma interpretação f́ısica bastante transparente e tal
representação poderia ter sido postulado nesta base.

29



1.11 Linhas de Campo e Tubos de Força

Considere um campo vetorial a(x) definido em uma região V ⊆ Rn. Uma linha de campo é
uma curva γ tal que

dγ1
a1

=
dγ2
a2

= · · · = dγn
an

.

No caso que a é um campo de velocidade, referimos a linhas de fluxo. Se a : x ∈ V ↪→ Rn é
uma função, duas linhas de campo não podem ter intersecções sem coincidirem.

As linhas de campo juntas definem um tubo de campo (ou tubo de força).

Figura 1.7: Volume Ω definido pelo tubo de força e as seções σ1 e σ2.

Considere o volume Ω definido pelo tubo de força e as seções σ1 e σ2. Se div a = 0 em Ω,
pelo teorema de Gauss, ∫

Σ

a · dΣ = 0.

Nas paredes do tubo a · dΣ = 0 e assim∫
σ1

a · dΣ+

∫
σ2

a · dΣ = 0

ou ∫
σ

a · dΣ = constante em uma seção σ de Σ.

= a força do tubo (Conceito devido a Faraday).

Um tubo unitário é um tubo de força unitária.∫
S
a · dS calculada sobre uma superf́ıcie fechada S define o excesso de força dos tubos de

sáıda sobre aqueles de entrada. No caso que div a = 0 em S0,
∫
S
a · dS = 0, o que implica a

força de entrada é igual a força de sáıda. Em outros termos: tubos de força não podem originar
nem terminar em uma região onde diva = 0.

Um ponto onde tubos de força tem origem é chamado uma fonte e onde termina um
sorvedouro. Uma fonte onde tubos de força total 4πm originam é chamada uma fonte de força m
e um sorvedouro onde tubos unitários de força total 4πm terminam é chamado um
sorvedouro de força m. Podemos encarar um sorvedouro de força m como sendo uma fonte de
força −m.

Suponha que diva = 0 em S0 exceto em uma fonte P0 ∈ S0 de forçam, então
∫
S
a·dS = 4πm

(medindo o excesso de força dos tubos de sáıda sobre os tubos de entrada).
Considere um campo de velocidade u definido em uma região V , u ∈ C1

B(V ). As linhas de
fluxo são definidas por

dx1
u1

=
dx2
u2

=
dx3
u3
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e as linhas de vorticidade por

dx1
∂u3
∂x2

− ∂u2
∂x3

=
dx2

∂u1
∂x3

− ∂u3
∂x1

=
dx3

∂u2
∂x1

− ∂u1
∂x2

.

1.12 Cinemática dos Fluidos

Existem essencialmente duas descrições de cinemática de fluidos:

1. Aquela de Euler que especifica em cada ponto P = (x, y, z) ∈ D ⊆ R3 e tempo t, um
campo de velocidades u(x, y, z, t); a massa espećıfica ρ(x, y, z, t); as forças resultantes
f(x, y, z, t) atuando no fluido e o tensor de tensões τij(u).

2. Matematicamente a descrição de Lagrange consiste em observar o movimento de um
elemento fixo de um fluido e seguir sua evolução: Isto é descrever a trajetória γ(t) de um
elemento inicialmente localizado no ponto (x0, y0, z0) em t = 0, ou seja

dγ

dt
= u(γ, t)

xi(0) = x0i, x01 = x, x02 = y, x03 = z.

Em geral, uma quantidade H descrevendo alguma propriedade do fluido pode ser descrita
nas formulações Euleriana e Lagrangeana:

HL(x, y, z, t) = HE(γ(x, y, z, t), t)

(Lagrangeana) (Euleriana)

Observe que

dHL(x, y, z, t)

dt
=

(
∂HL

∂x

)
γ

∂γ1
∂t

+

(
∂HL

∂y

)
γ

∂γ2
∂t

+

(
∂HL

∂z

)
γ

∂γ3
∂t

+

(
∂HL

∂t

)
γ

= u(γ, t) · ∂HL

∂x
(γ, t) +

∂HL

∂t
,

leva a relação
DH

dt
=

(
u · ∇H +

∂H

∂t

)
(γ, t).

Observe que salvo que u não depende explicitamente do tempo, as trajetórias do fluido
definidas por

dxi
dt

= ui(x1, x2, x3, t), i = 1, 2, 3

xi(0) = xi0

não coincidem necessariamente com as linhas do fluxo.
Para conveniência vamos escrever a solução das equações não-autônomas acima por γi(x0, t),

assim

dγi
dt

= ui(γi(x0, t), t), i = 1, 2, 3

xi(0) = xi0.
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Suponha que ui é C
1, então

d

dt

(
∂γi
∂xj

)
=

(
∂ui
∂γk

)(
∂γk
∂xj

)
(
∂γi
∂xj

)
(0) = δij

e vamos escrever a matriz Jacobiana J =
[
∂γi
∂xj

]
. Assim,

dJ

dt
=

[
∂ui
∂γk

]
(γi(x0, t), t)J

J(0) = [δij].

Um teorema bem conhecido de Liouville 3 afirma que

d(detJ)

dt
= traço

[
∂ui
∂γk

]
detJ

detJ(0) = 1,

e segue-se que

detJ = exp

(
traço

[
∂ui
∂γk

])
t

= exp (divu) t.

Por exemplo, a aceleração a de um fluido é dada por

a(x, y, z, t) =
Du

dt
= u · ∇u+

∂u

∂t
(x, t),

onde
Du

dt
é chamada derivada material por razões evidentes.

Da identidade (9) da seção (1.9)

a =
Du

dt
= u · ∇u+

∂u

∂t
=

∇(u2)− 2u×∇× u

2
+
∂u

∂t

e introduzindo a vorticidade ω = ∇× u

a =
Du

dt
=
∂u

∂t
+

∇(u2)

2
− u× ω.

1.13 Leis de conservação de um fluido

Considere o volume V0. A massa do fluido neste volume é
∫ ∫ ∫

V0
ρdx e a massa do fluido que

atravessa um elemento de área de superf́ıcie por unidade de tempo é ρu · ndS. Segue-se por
conservação de massa que:∫ ∫

∂V0

ρu · dS = − ∂

∂t

∫ ∫ ∫
V0

ρdx = −
∫ ∫ ∫

V0

∂ρ

∂t
dx.

3Hale, Jack K.. Ordinary differential equations. 2 and. New York: Robert E. Krieger, 1980. xvi, 361 p. : il.
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Pelo teorema da divergência,∫ ∫
∂V0

ρu · dS =

∫ ∫ ∫
V0

div (ρu)dx = −
∫ ∫ ∫

V0

∂ρ

∂t
dx.

Sob adequadas condições de continuidade conclúımos que

∂ρ

∂t
+ ρdivu+ u · ∇ρ = 0 ou

Dρ

dt
+ ρdivu = 0.

No caso que há uma fonte no interior de V0, temos que

Dρ

dt
+ ρdivu = 4πτ.

O fluido é chamado incompresśıvel se
Dρ

dt
= 0.

Considere um elemento do fluido contido no volume V com superf́ıcie ∂V , sujeito a forças
de volume F por unidade de massa, que movimenta com o fluido. A massa do elemento é

constante e igual a
∫
V
ρdx e a taxa de aumento de momento é

∫
V

du

dt
ρdx. No caso de fluidos

clássicos e não viscosos, o fluido exerce uma força −
∫
∂V
pndS, com p a pressão e n o vetor

normal a ∂V . Utilizando mecânica newtoniana, segue-se que∫
V

du

dt
ρdx =

∫
V

Fρdx−
∫
∂V

pndS

=

∫
V

(ρF−∇p)dx.

Sob adequadas condições de regularidade segue-se que

du

dt
= F− ∇p

ρ
=
∂u

∂t
+ u∇u (equação de Euler).

No caso barotrópico com p = p(ρ),

∇p
ρ

= ∇(P ) , P (p) =

∫ p dp

ρ
.

Suponha que F é conservativa, ou seja

F = −∇V.

Segue-se que
du

dt
= −∇(V + P ).

1.14 Teorema de Transporte de Reynolds

Seja D uma região simplesmente conexa que contém uma região V com força de volume F por
unidade de massa. A força total agindo sobre part́ıculas movimentando em V é

F(t) =

∫ ∫ ∫
V (t)

F (y, t)dy, V (t) = γ(V )

=

∫ ∫ ∫
V

F (γ(x, t), t) · Jdx,
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onde J é o determinante Jacobiano. Segue-se que

d

dt
F(t) =

d

dt

∫ ∫ ∫
V

F(x, t)Jdx

=

∫ ∫ ∫
V

(
dF(x, t)

dt
J + F(x, t)

dJ

dt

)
dx.

Se lembrarmos o resultado da seção (1.11),

d

dt
F(t) =

∫ ∫ ∫
V

(
dF

dt
(x, t)J + FdivuJ

)
dx

=

∫ ∫ ∫
V (t)

(
∂F

∂t
+ u · ∇F+ divuF

)
dx

=

∫ ∫ ∫
V (t)

∂F

∂t
dx+

∫ ∫ ∫
∂V (t)

Fu · ndS.

1.15 Circulação e Teorema de Kelvin

Considere um contorno fechado C descrito por s = s(τ), 0 ≤ τ ≤ 1, s(0) = s(1), s(τ) retificável
e sua imagem C(t) = γ(s(t), t). Definimos a circulação

Γ(t) =

∫
C(t)

u · dS =

∫
C

u(γ(s(t)), t)dγ(s(t), t).

Segue-se que
dΓ(t)

dt
=

∫
C

du(γ, t)

dt
· dγ + u(γ, t)d

(
dγ(s(t), t)

dt

)
.

Mas por definição,
dγ

dt
= u(γ0, t)

e segue-se que

dΓ(t)

dt
=

∫
C

du(γ, t)

dt
· dγ + u(γ, t)d (u(γ(t), t))

=

∫
C

(
du(x, t)

dt
· dγ +

1

2
d(u2(γ))

)
=

∫
C

du(γ, t)

dt
· γ(s(t), t).

Suponha que o fluido é clássico, não viscoso, barotrópico (p = p(ρ)) e com forças externas
conservativas. Da seção (1.13), segue-se que

dΓ(t)

dt
=

∫
C

−∇(V + P ) · dγ(s(t), t) = 0.

Sob as condições enumeradas acima é válido o teorema de Kelvin:

Teorema 7. A circulação de uma curva fechada retificável movimentando com o fluido é cons-
tante.

Como corolários deste resultado podemos afirmar que
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Corolário 1. Se o movimento é inicialmente irrotacional, então a circulação é zero para cada
circuito fechado, continuando ser zero sobre circuitos movimentando com o fluido e assim o
fluxo continua sendo irrotacional.

Corolário 2. Tubos de vorticidade e linhas de vorticidade movimentam-se com o fluido.

1.16 Dinâmica de Vórtices

Observamos que em duas dimensões a condição div v = 0 e equivalente a condição v = −∇φ
(em regiões simplesmente conexa) e as condições equivalente de corrente v = (∂yψ,−∂xψ).
Neste caso a vorticidade ω = ∂xv − ∂yu = −∆ψ.

A equação de vorticidade tem a forma

Dω

dt
= ∂tω + v · ∇ω = 0 em D

∆ψ = −ω ∂ψ

∂n
= 0 em ∂D

v = (∂yψ,−∂xψ).

Considere o potencial φ = −kθ
2π

= − k

2π
tan−1

(y
x

)
, uma função multivalente que não é

definida em r = 0. As linhas de corrente são ćırculos concentricos devido ao fato que −∂φ
∂r

= 0

e a velocidade do fluido em qualquer ponto (r ̸= 0) é −1

r

∂φ

∂θ
ou

k

2πr
. A circulação

∫
C
u·ds sobre

um ćırculo com centro na origem é
∫ 2π

0

k

2π
dθ = k. A função de corrente é dada por ∆ψ = −k

e consequentemente por

ψ = − k

2π
log(r).

Em geral, N vórtices centrados nos pontos rj com circulação kj tem funções corrente

− kj
2π

log |r − rj| = ψj. O campo de velocidades induzido pelo j−ésimo vórtice (ignorando

a interação com os outros vórtices) é

vj = (∂yψj − ∂xψj) =
kj
2π

(
− y − yj
|r− rj|2

,
x− xj
|r− rj|2

)
Supondo que os vórtices se movimentam, produzindo um campo de velocidades

v(x, t) =
N∑
j=1

vj(x, t),

com vj dado como acima, permitindo os centros dos vórtices movimentar. É plauśıvel que cada
vórtice deveria movimentar via a interação com o campo de velocidade agregado dos centros
dos vórtices, isto é

dxj(t)

dt
= − 1

2π

N∑
i ̸=j

kj
yj − yi
r2ij

,

dyj(t)

dt
=

1

2π

N∑
i̸=j

kj
xj − xi
r2ij

, rij = |ri − rj|.
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A dinâmica portanto é obtida escolhendo os valores da circulação kj, j = 1, 2..., N e os
pontos iniciais dos centros dos vórtices r0i , i = 1, 2, ..., N e resolvendo as equações acima. A
circulação total k é conservada e k =

∑
kj.

O fato que é importante é que estas equações formam um sistema hamiltoniano: Defina

H = − 1

4π

∑
i̸=j

kikj log |ri − rj|.

Segue-se que

∂H

∂yj
= kj

dxj
dt
,

−∂H
∂xj

= kj
dyj
dt
, i = 1, ..., N

introduza x′i =
√
|kj|xi e y′i =

√
|kj|sgn kiyi, i = 1, ..., N . Então

dx′i
dt

=
∂H

∂y′i
,

dy′i
dt

= −∂H
∂x′i

e
dH

dt
=
∑ ∂H

∂x′i

dx′i
dt

+
∑ ∂H

∂y′i

dy′i
dt

= 0.

Consequentemente, H é uma constante do movimento. Segue-se que se os kj’s, j = 1, ..., N têm
o mesmo sinal, não podem haver colisões, isto é, se |xi − xj| ̸= 0, i ̸= j em t = 0, esta situação
é preservado, porque caso contrário H → ∞.

Esta situação pode ser generalizada ao caso de N vórtice em uma região D com fronteira
∂D, com a nova condição que o fluxo vj do j-ésimo vórtice devera satisfazer vj · n = 0 em ∂D.
Isto é equivalente a escolher a função de corrente ψj, para o j-ésimo vórtice satisfazendo

∆ψj = −ωj = −kjδ(r− rj)

∂ψj
∂n

= 0 em ∂D,

ou escolhendo ψj a ser −kjG(r − rj) com G a função de Green para o problema de Neumann
e resolvendo

dxj
dt

= − kj
2π

∑
i̸=j

∂yjG(rj − ri)

dyj
dt

=
kj
2π

∑
i̸=j

∂xjG(rj − ri)

(xj(0), yj(0)) = (x0, y0) em t = 0.

Para maiores informações referimos ao livro por A. J. Chorin, J. E. Marsden. A mathema-
tical Introduction to Fluid Mechanics, Springer-Verlag, Berlin, 1979 (p. 87-89).

36



1.17 Eletromagnetismo

Faremos algumas observações sobre as equações de eletromagnetismo supondo que o leitor tem
previo contato com o assunto através de disciplinas elementares de f́ısica.

Em meios materiais acontece o fenômeno de polarização do meio e a necessidade de in-
trodução do deslocamento elétrico D que é expresso em termos de campo elétrico E do meio e
o vetor de polarização via a relação

D = E+ 4πP.

O termo elementar eletrostático dos meios macroscópicos dielétricos nos leva a Lei de Coulomb
envolvendo a densidade de carga ρ

∇D = 4πρ.

Na interface S dos meios materiais com campos (E1,D1), (E2,D2) e carga superficial de den-
sidade σ distribúıda em S, as relações de fronteira

(D2 −D1) · n21 = 4πσ

e
(E2 − E1)× n21 = 0

são satisfeitas, onde n21 é o vetor unitário normal à interface orientado da região 1 para a região
2.

Com respeito a magnetostática, é geralmente suposto que não existem cargas magnéticas
livres e a entidade básica é o dipolo magnético. O torque mecânico N exercido pelo campo
magnético B sobre o dipolo magnético com momento magnético µ satisfaz N = µ × B. Con-
servação de carga exige que seja satisfeita a equação da continuidade

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0.

No caso de fenômenos magnéticos estacionários

∇ · J = 0

e

∇×B =
4π

c
J.

Aplicando o teorema de Stokes a superf́ıcie S bordada pela curva C,∫
C

B · ds =
∫
S

∇×B · dS =
4π

c

∫
S

J · dS.

Uma vez que a integral de superf́ıcie de densidade de corrente é a corrente total I que passa
pela curva fechada C, a lei de Ampère pode ser escrita na forma∫

C

B · ds = 4π

c
I.

As leis básicas de magnetostática, na forma diferencial são

∇×B =
4π

c
J,

∇ ·B = 0.
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Observe que se ∇ ·B = 0 é satisfeito em todos os pontos de uma região simplesmente conexa
com fronteira regular podemos introduzir o potencial vetorial A via

B(x) = ∇×A(x).

De fato em geral

A(x) =
1

c

∫
J(x′)dx′

|x− x′|
+∇Φ(x).

Para uma dada indução magnética, o potencial vetorial pode ser transformado viaA → A+∇Φ,
uma transformação de calibre (Gauge transformation) entre a carga ρ e a densidade de corrente
J.

Biot e Savart (em 1820) estabeleceram as leis básicas experimentais relacionadas a indução
magnética B às correntes. Supondo que ds seja um elemento de comprimento na direção de
fluxo de corrente de um fio fino carregando uma corrente I e r o vetor dirigido do elemento ao
ponto de observação P , então

dB = kI
ds× r

|r|3
.

Esta lei pode ser escrita na forma integral,

B =
1

c

∫
J(r′)× r− r′

|r− r′|3
dr′

=
1

c
∇×

∫
J(r′)

|r− r′|
dr′

e imediatamente ∇ ·B = 0.
Também,

∇×B =
1

c
∇×∇×

∫
J(r′)

|r− r′|
dr′.

Utilizando a identidade ∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∆A,

∇×B =
1

c
∇
∫

J(r′) · ∇
(

1

|r− r′|

)
dr′ − 1

c

∫
J(r′)∆

(
1

|r− r′|

)
dr′.

Utilizando as identidades

∇
(

1

|r− r′|

)
= −∇′

(
1

|r− r′|

)
junto com

∆

(
1

|r− r′|

)
= −4πδ(r− r′),

obtemos que

∇×B =
4π

c
J+

1

c
∇
∫

∇′ · J(r′)
|r− r′|

dr′.

A equação básica agora toma a forma

∇×∇A =
4π

c
J

ou

∇(∇ ·A)−∆A =
4π

c
J.
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Utilizando a escolha divA = 0 (Calibre de Coulomb),

∆A = −4π

c
J.

Faraday (1831) estabeleceu a relação entre o fluxo magnético através de um circuito C
bordando um superf́ıcie S, F =

∫
S
B·dS e a força eletromotriz em torno do circuito ϵ =

∫
C
E·dS.

É mostrado que a lei de Faraday assume a seguinte forma∫
C

E · dS = −1

c

d

dt

∫
S

B · dS

ou o teorema de Stokes na forma diferencial

1

c

∂B

∂t
= −∇× E.

Segue-se neste desenvolvimento que as leis básicas de eletricidade e magnetismo, em forma
macroscópica e em unidades gaussianas, derivadas de observações em estado permanentes,
exceto a Lei de Faraday, são as seguintes:

1. Lei de Coulomb, ∇ ·D = 4πρ;

2. Lei de Ampère, ∇×H =
4π

c
J;

3. Lei de Faraday, ∇× E+
1

c

∂B

∂t
= 0;

4. Ausência de pólos magnéticos livres, ∇ ·B = 0;

5. Lei da Conservação,
∂ρ

∂t
+∇ · J = 0.

Certamente (3) e (5) não podem ser sacrificados. Observe da Lei de Ampère

4π

c
∇ · J = ∇ · ∇ ×H = 0 ou ∇ · J = 0,

mas isso é incompat́ıvel com (5) se
∂ρ

∂t
̸= 0. Por outro lado observe que

∂ρ

∂t
+∇ · J = ∇

(
J+

1

4π

∂D

∂t

)
= 0.

A partir desta observação, Maxwell modificou o conjunto das equações. Sugeriu a redução ao
caso de correntes estacionárias, substituindo

J −→ J+
1

4π

∂D

∂t

e modificou a Lei de Ampère na forma:

∇×H =
4π

c
J+

1

c

∂D

∂t
.

Com esta modificação as equações assumem a forma
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1.17.1 As equações de Maxwell

∇ ·D = 4πρ

∇×H =
4π

c
J+

1

c

∂D

∂t
∇ ·B = 0

∇× E +
1

c

∂B

∂t
= 0.

com as condições de fronteira apropriadas4:

(D2 −D1) · n = 4πσ,

n× E2 − E1 = 0,

(B2 −B1) · n = 0,

n× (H2 −H1) =
4π

c
k,

k sendo a corrente superficial.
Consideremos as equações de Maxwell no espaço R e com D = 0. De ∇B = 0, introduzimos

o vetor potencial A
B = ∇×A

e a lei de Faraday é

∇×
(
E+

1

c

∂A

∂t

)
= 0,

o que implica a existência de um potencial escalar φ tal que

E+
1

c

∂A

∂t
= −∇φ

ou

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
.

Obtemos assim

∆φ+
1

c

∂

∂t
(∇ ·A) = −4πρ

∆A− 1

c2
∂2A

∂t2
−∇

(
∇ ·A+

1

c

∂φ

∂t

)
=

4π

c
J.

B é invariante sob a transformação

A −→ A+∇Λ

e nesta circunstância o campo elétrico também é invariante se

φ −→ φ+
1

c

∂Λ

∂t

4Determinadas integrando as equações de Maxwell
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de tal modo que se escolhemos

∇ ·A+
∂φ

∂t
= 0 (a condição de Lorentz)

∆φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= −4πρ

∆A− 1

c2
∂2A

∂t2
= −4π

c
J.

Agora é posśıvel satisfazer esta condição dado que existe uma função de calibre Λ resolvendo

∆Λ− 1

c2
∂2Λ

∂t2
= −

(
∇ ·A+

1

c

∂φ

∂t

)
.

Observe que

A −→ A′ = A+∇Λ

φ −→ φ′ = φ+
1

c

∂Λ

∂t

satisfaz a condição de Lorentz se (A,φ) satisfaz

∆Λ− 1

c2
∂2Λ

∂t2
= 0.

Noutro lado, utilizando o calibre de Coulomb ∇ ·A = 0,

∆φ = −4πρ,

φ =

∫
ρ(x′, t)

|x− x′|
dx′

e

∆A− 1

c2
∂2A

∂t2
= −4π

c
J+

1

c
∇
(
∂φ

∂t

)
.

As equações para φ e A tem essencialmente a mesma estrutura da equação com onda com fonte
σ conhecida,

∆φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= −4πσ(x, t),

onde c é a velocidade de propagação.

1.18 *Potenciais de Retardamento

A fórmula de Kirchhoff: Considere

�u+ σ(x, y, z, t) = 0 em V.

Seja Q o ponto (x0, y0, z0), r = |x− x0|, x ∈ V . Introduza

v(x, y, z, t) = u
(
x, y, z, t− r

c

)
.

É fácil verificar que se R = (x0, y0, z0), P = (x, y, z), r = |P −Q|,

∆v +
2r

c

∂

∂x

(
x− x0
r2

∂v

∂t

)
+

∂

∂y

(
y − y0
r2

∂v

∂t

)
+

∂

∂z

(
z − z0
r2

∂v

∂t

)
+ [σ] = 0
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onde [σ] = σ
(
x, y, z, t− r

c

)
. Multiplique por

1

r
e integre em um volume W contido em V .

No caso que Q /∈ W , Q no interior de S2, ∂W = ∂(S1 ∪ S2), S1 sendo a superf́ıcie externa.
Deixando o diâmetro de S2 tender a zero, o valor da integral sobre S2 é

vQ

∫
S2

∫
∂

∂n

(
1

r

)
dS = 4πvQ.

Neste caso temos que

4πuQ =

∫
[σ]

r
dx−

∫
S1

∫
v
∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r

∂v

∂n
− 2

cr

∂v

∂t

∂r

∂n
dS,

com
∂v

∂n
=

[
∂u

∂n

]
− ∂r

∂n

[
∂n

∂t

]
,

obtendo finalmente

4πuQ =

∫
[σ]

r
dx−

∫ ∫
[u]

∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r

[
∂u

∂n

]
− 1

c1

∂r

∂n

[
∂u

∂t

]
dS (Kirchhoff).

Quando u e σ são independentes de t, obtemos que

4πuQ =

∫
σ

r
dx−

∫
S1

∫
u
∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r

∂u

∂n
dS (Kirchhoff).

Supondo que S1 expande ao infinito (se posśıvel), simplificações são posśıveis. Suponha, por

exemplo, que para |x| grande, u(x, y, z, t) = 0 para t < t0. Evidentemente t − 1

c
sempre cai

abaixo do valor de t0 quando r é suficientemente grande e assim todas as quantidades [ ] = 0.
Também,

∫
S1

−→ 0 no caso que u, ∂u
∂t

−→ 0, r −→ ∞ tal que u = O
(
1
r

)
, ∂u
∂t
, ∂u
∂r

= O
(

1
r2

)
.

Nestes casos,

4πuQ =

∫
[σ] ̸=0

[σ]

r
dx

(Esta fórmula foi dada por G. Kirchhoff, Berlin Sitzungsber S., 641,1882 Wied Ann Bd XVIII
1983, Ges. Abh. Bd II 523)

1.19 Energia do campo eletromagnético

O trabalho Wi feito para trazer uma carga pontual ai do infinito ao ponto xi em um campo
elétrico descrito pelo potencial φ é dado por Wi = aiφ(xi). Se o potencial corresponde a uma
seqüência de n− 1 cargas qi, i = 1, ..., n− 1,

φ(xi) =
n−1∑
j=1

qj
|xi − xj|

e a energia potencial total

W =
n∑
i=1

Wi =
n∑
i=1

∑
j<i

qiqj
|xi − xj|
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e a energia de distribuição de carga continua

W =
1

2

∫ ∫
ρ(x)ρ(x′)

|x− x′|
dxdx′ =

1

2

∫
ρ(x)φ(x)dx

Utilizando a equação de Poisson
∆φ = −4πρ,

então

W = − 1

8π

∫
φ∆φdx

=
1

8π

∫
|∇φ|2dx

=
1

8π

∫
|E|2dx,

um resultado descrevendo a energia no vácuo.
Em geral

δW =
1

4π

∫
δρ(x)φ(x)dx

e de

∇ ·D = 4πρ, δρ =
1

4π
∇ · (δD)

e

δW =
1

4π

∫
E · δDdx.

Agora, imaginem D variando de seu valor inicial O a valor final D, então

W =
1

4π

∫
dx

∫ D

0

E · δD

e com relação linear entre E e D

E · δD =
1

2
δ(E ·D)

e

W =
1

8π

∫
E ·Ddx.

Considere um tubo de corrente elementar, de área de seção reta ∆σ seguindo uma curva
fechada C bordando a superf́ıcie S. O aumento do trabalho efetuado contra a força eletromotriz
é

δW =
J∆σ

c

∫
S

nδBdS

=
J∆σ

c

∫
S

∇× δA · ndS

=
J∆σ

c

∫
C

δA · dS.

Mas
J∆σdS = Jdx
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e somando sobre todos subcircuitos elementares obtemos que

δW =
1

c

∫
C

δA · Jdx

Utilizando a lei de Ampère

∇×H =
4π

c
J

δW =
1

4π

∫
δA · ∇ ×Hdx

e

δW =
1

4π

∫
(H · ∇ × δA+∇ ·H× δA)dx.

Supondo a distribuição de campos é localizada

δW =
1

4π

∫
(H · ∇ × δA

e no caso que há uma relação linear entre H e B,

H · δB =
1

2
δ(H ·B)

e variando H de 0 a H,

W =
1

8π

∫
H ·Bdx.

Vamos agora considerar a situação geral através das equações de Maxwell. Vamos postular
que a densidade de energia u campo eletromagnético é dadp por

u =
1

8π
(E ·D+B ·H)

e mostrando que isto admite uma interpretação consistente.
Para uma carga única q, a taxa de realização do trabalho pelos campos eletromagnéticos

externos E e B é qvE com v a velocidade da carga. Quando existe uma distribuição continua
de carga e corrente a taxa total de realização de trabalho em um volume finito V é

∫
V
J ·Edx.

Utilizando a Lei de Ampère-Maxwell∫
V

J · Edx =
1

4π

∫
V

(
cE · ∇ ×H− E · ∂D

∂x

)
dx.

Utilizando
∇ · E×H = H · ∇ × E− E · ∇ ×H

e a lei de Faraday∫
V

J · Edγ = − 1

4π

∫
V

(
c · ∇(E×H) + E · ∂D

∂r
+H · ∂B

∂r

)
dx

ou

−
∫
V

J · Edγ =

∫
V

(
∂u

∂t
+

c

4π
∇ · E×H

)
dx

ou
∂u

∂t
+∇ · S = −J · E (Poynting)
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com S = c
4π
E×H.

S representa um fluxo de energia e é denominado o vetor de Poynting (1884). O resultado
dado acima pode ser colocado em palavras na forma:

Taxa temporal de variação de energia eletromagnética em um determinado volume mais a
energia que flui através das superf́ıcies do volume por unidade de tempo é igual ao negativo
trabalho total realizado pelos campos sobre fontes dentro do volume.

1.20 *Reflexão e Refração de ondas eletromagnéticas em

uma interface plana de dielétricos

Consideramos dois meios separados pela superf́ıcie interfacial z = 0, com permeabilidades e
constantes dielétricas µ e ϵ abaixo da superf́ıcie e µ′ e ϵ′ acima. Consideramos uma onda plana
de vetor k e freqüência ω incidente à interface a partir do meio µ e ϵ dando origem as ondas
refratadas e refletindo com vetores k e k′. Aqui n é o vetor normal unitário na direção do eixo
OZ.

Figura 1.8: Meios separados pela superf́ıcie z = 0

Tentamos uma solução das equações de Maxwell em cada meio

�E = 0, �B = 0.

(
ou E = Ξeikñ·x−iωt, B = Υeikñ·x−iωt, k2n̂ · ñ =

µϵω2

c2
, n̂ · ñ) .

Na forma:
Onda Incidente:

E = E0e
2kx−iωt

B =
√
µϵ

k× E

|k|

Onda Refratada:

E′ = E′
0e
ik′x−iωt

B′ =
√
µ′ϵ′

k′ × E′

|k′|
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Onda Refletida:

E′′ = E′′
0e
ik′′x−iωt

B′′ =
√
µϵ

k′′ × E′′

|k|

k = |k| = |k′′| = ω

c

√
µϵ

k′ = |k′| = ω

c

√
µ′ϵ′

Coloque n =
√
µϵ e n′ =

√
µ′ϵ′. A variação espacial e temporal de todos os campos deve ser a

mesma em z = 0, o que implica que

(k · x)z=0 = (k′ · x)z=0 = (k′′ · x)z=0

e que todos os três vetores de onda estão contidos no mesmo plano e

ksen r = k′sen r = k′′sen r.

Dado que k′′ = k, i′ = r′ e
sen i

sen r
=
k′

k
=

√
µ′ϵ′

µϵ
=
n′

n
(a lei de Snell).

Também, as componentes normais de B e D e tangenciais de E e H são cont́ınuas, o que
significa que,

(ϵE+ E′′
0 − ϵ′E′

0) · n = 0

(k × E0 + k′′E′′
0 − k′ × E′

0) · n = 0

(E0 + E′′
0 − E′

0)× n = 0(
1

µ
k× E0 + k′′ × E′′

0 −
1

µ
k′ × E′

0

)
× n = 0.

No caso E perpendicular ao plano de incidência, obtemos o seguinte

E0 + E ′′
0 − E ′

0 = 0√
ϵ

µ
(E0 − E ′′

0) cos i
′ −

√
ϵ′

µ′E
′
0 cos r = 0

e
E ′

0

E0

=
2n cos i

n cos i+ µ
µ′

√
n′2 − n2sen2 i

e
E ′′

0

E0

=
n cos i− µ

µ′

√
n′2 − n2sen2 i

n cos i+ µ
µ′

√
n′2 − n2sen2 i

.

No caso E paralelo ao plano de incidência,

cos i(E0 − E ′′
0)− cos rE ′

0 = 0√
ϵ

µ
(E0 + E ′

0)−

√
ϵ′

µ′E
′
0 = 0
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e
E ′

0

E0

=
2nn′ cos i

µ
µ′
n2 cos i+ n

√
n′2 − n2sen2 i

e
E ′′

0

E0

=

µ
µ′
n′2 cos i− n

√
n′2 − n2sen2 i

µ
µ′
n′2 cos i+ n

√
n′2 − n2sen2 i

.

1.21 *Dipolo Elétrico Oscilante

Figura 1.9: No caso estático, φ = µ cos θ
r2

, µ = eh

Suponha que φ é uma função de t. Precisamos supor que uma corrente flui de −e a e para
manter a conservação de carga, a corrente I = φ̇ = ḟ

h
.

A solução de Kirchhoff é dada por

A =
1

c

∫
i(z − τ

c
)dx

r
.

Consideramos, heuristicamente que temos I = iS, S uma seção, τ = I
S
k e i = ḟ

Sh
k.

Assim,

A =
1

c

τ(z − τ
c
)

r
Sh

=
ḟ(z − r

c
)

cr
k

e

divA =
∂Az

∂z
=

∂

∂z

(
ḟ

cr

)
.

Lembramos que

divA+
1

c

∂φ

∂t
= 0

e

1

c

∂φ

∂t
= − ∂

∂z

(
ḟ

cr

)
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e

φ = − ∂

∂z

(
f

r

)
+ ψ(z),

ψ(z) refere a uma situação eletrostática e ignoramos.

φ =
z

r

∂

∂r

(
f

r

)
=
z

r

(
ḟ

cr
+
f

r2

)
.

Em coordenadas esféricas

A1 = A2 cos θ

Aθ = −A2sen θ

Aφ = 0,

ou

A =

(
ḟ cos θ

cr
,− ḟsen θ

cr
, 0

)

φ = cos θ

(
ḟ

cr
+
f

r2

)

H = ∇×A =
1

r2sen θ

∣∣∣∣∣∣∣
r̂ rθ̂ rsen θ̂
∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂φ

ḟ cos θ
cr

− ḟsen θ
c

0

∣∣∣∣∣∣∣
=

(
0, 0,

1

r

∂

∂r

(
−ḟ
c

)
sen θ +

ḟ

cr
sen θ

)

=
sen θ

r

(
0, 0,

ḟ

c2
ḟ

cr

)

E = −∇φ− 1

c
A

Er = − ∂

∂r

(
cos θ

(
ḟ

cr
+
f

r2

))
+

1

c

∂

∂t

(
ḟ

cr
cos θ

)

Eθ = −1

r

∂

∂θ

(
cos θ

(
ḟ

cr
+
f

r2

))
+

1

c

∂

∂t

(
ḟ

cr
sen θ

)

Eφ = − 1

rsen θφ
φ
∂

∂θ

(
cos θ

(
ḟ

cr
+
f

r2

))
ou

Er = − cos θ

(
f̈

c2r
+

2ḟ

cr2
+

2f

r3
− f̈

c2r

)

Eθ = sen θ

(
f

cr2
+
f

r3
+

f̈

c2r

)
Eφ = 0.
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Em uma distância grande de oscilador

H ∼
(
0, 0,

t′′sen θ

c2r

)
E ∼

(
0,
E ′′sen θ

c2r
, 0

)
.

O vetor de Poynting

P =
c

4π
E×H

=
c

4π

∣∣∣∣∣∣
r̂ θ̂ φ̂
Er Eθ 0
0 0 Hφ

∣∣∣∣∣∣
=

c

4π
(EθHφ,−ErHφ, 0)

Pr =
c

4π

sen2 θ

r

(
f̈

c2
+
ḟ

cr

)(
f̈

c2r
+

ḟ

cr2
+
f

r3

)

Pθ =
c

4π

2sen θ cos θ

r

(
f̈

c2
+
ḟ

cr

)(
ḟ

cr2
+
f

r3

)

a média por unidade de tempo e r grande é

P̄r ∼
1

4π

sen2 θ

c3r2

P̄θ ∼ 0.

e no caso de um dipolo, µ = f0senωt,

P̄r ∼ 1

4π

sen2 θ

c2r2
f 2
0ω

4senωt2

=
1

8π

f 2
0ω

4sen θ

c3r2

Isto significa que não há radiação na direção do oscilador. Maior radiação acontece perpendi-
cular ao dipolo, θ = π

2
. A radiação total em média∫

P · dS =
f 2
0ω

4

8πc3

∫ π

0

sen θ

r2
2πr2sen θdθ

=
f 2
0ω

4

4c3
4

3
=
f 2
0ω

4

3c3
.

Freqüência de oscilação ν = ω
2π

e potência de transmissão depende sobre a quarta potência de
freqüência.
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1.22 *Relações entre Mecânica clássica e Mecânica Quântica

O caminho dos raios de luz são trajetórias ortogonais às superf́ıcies de onda. Desprezando o
fenômeno de difração, podemos calcular o caminho dos raios em função do principio de Fermat:

δ

∫ P1

P0

nds = δ

∫ P1

P0

1

u
ds = 0 (1.17)

onde u é a velocidade de fase (fazendo o ı́ndice de refração como uma função de posição).
Entretanto, se o objeto em análise for da ordem de magnitude de uma onda de luz, o uso de
ótica geométrica simples é inadequada e o fenômeno relacionado com difração não poderá mais
ser descrito em termos de raios de luz.
Um prinćıpio extremal similar (Hamilton) é aplicado para os caminhos de part́ıculas que obe-
decem à Mecânica Clássica. A analogia com a ótica torna-se particularmente evidente se res-
tringimos as órbitas de comparação àquelas com a mesma energia total. Isso é equivalente a
passar do Prinćıpio de Hamilton para o de Maupertuis. Do Prinćıpio de Hamilton para uma
part́ıcula, temos

0 = δ

∫ t1

t0

(2T − E)dt = δ

∫ t1

t0

2T = δ

∫ t1

t0

mv2dt (1.18)

Introduzindo o caminho da part́ıcula como uma variável de integração no lugar do tempo,
obtemos

0 = δ

∫ t1

t0

mv
ds

dt
dt = δ

∫ t1

t0

mvds = δ

∫ t1

t0

vds (1.19)

pois m = constante
Comparando (1) e (2), percebemos que se quisermos associar ondas com part́ıculas movendo-se
com as leis da Mecânica do mesmo modo que as ondas de luz estão associadas com os raios de
luz, precisamos fazer u ∝ 1

v
de modo que o Prinćıpio de Fermat seja válido para as ondas de

matéria. No que segue, continua-se a discussão feita em Joos [7] (pag. 693-696).
Seja U a energia potencial, T a energia cinética e E a energia total, então a relação

E − U = T =
1

2
mv2 v =

√
2

m
(E − U) (1.20)

Além disso,

u =
1

v
=

√
m
2√

E − U
=

C√
E − U

⇒ u =
C√
E − U

(1.21)

onde C =
√

m
2
.

Em 1924, de Broglie sugeriu que a distribuição de part́ıculas como os elétrons deveriam ser
calculados por uma teoria ondulatória. A energia de um fóton e igual a ~ν e a massa m é dada
por ~ν = mc2, onde c é a velocidade da luz. A velocidade de um fóton é igual a c e seu momento
é mc = λν/c. O comprimento de onda λ das ondas associadas com o fóton é igual a c/ν. A
proposta de de Broglie é que relações semelhantes são validas para elétrons e ondas associadas.
Desta forma, procuramos introduzir uma freqüência E = ~ω onde ~ = 1, 05459.10−27 é a
constante de Planck e ω é a freqüência de onda. Dessa forma,

u =
C√

~ω − U
(1.22)

Isso significa que a velocidade de fase u depende de ω, logo, existe dispersão quando ondas são
introduzidas. Num meio de dispersão é necessário distinguir entre a velocidade de fase u e a
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velocidade de grupo ug = v. Portanto, recordamos a noção de velocidade de grupo. Considere
a onda dada por ψ = sen 2π

λ
(x − ut), λ sendo o comprimento da onda e u a velocidade da

onda. Coloque k = 2π
λ
, ω = 2πu

λ
= 2πν. Suponha que examinamos a interferência de ψ com ψ′,

correspondendo a k′, ω′:

ψ + ψ′ = sen

(
k + k′

2
x− ω + ω′

2
t

)
cos

(
k − k′

2
x− ω − ω′

2
t

)
e pondo δk = k − k′, δω = ω − ω′

ψ + ψ′ = cos

(
δk

2
x− δω

2
t

)
sen (kx− ωt) , δk, δω ≪ 1.

Definimos a velocidade de grupo ug =
δω
δk

ou

ug ∼
d
(
u
λ

)
d
(
1
λ

) =
du
dλ

λd 1
λ

+ u = −λdu
dλ

+ u

=
dν

d
(
1
λ

) =
dhν

d
(
h
λ

) .
Assim temos,

1

ug
=
d(ω

u
)

dω
=

1

v
=

1√
2
m
(E − U)

⇒ ω

u
=

∫
dω√

2
m
(~ω − U)

(1.23)

Resolvendo a integral, obtemos

1

~
√

2m(~ω − U) ⇒ u =
~ω√

2m(~ω − U)
(1.24)

O comprimento de onda da matéria é dada por

λ =
u

ω
=

~√
2m(~ω − U)

=
~√

2m(E − U)
(1.25)

e numa região livre de forças (gravitacionais), temos

λ =
~√
2mE

=
~
mv

(1.26)

pois

E =
1

2
mv2 ⇒ v2 =

2E

m
⇒ 2mE = (mv)2 ⇒

√
2mE = mv (1.27)

Passando de uma região onde U = 0 para uma onde o potencial U existe, corresponde a entrar
na região cujo ı́ndice de refração é

n =

√
E − U

E
(1.28)

Se u é uma função de posição, temos um meio com ı́ndice de refração variável na qual as
trajetórias ortogonais das superf́ıcies de onda são curvas.
Se o comprimento da onda de Broglie de um elétron que é atravessado por uma diferencia de
potencial V é calculado por (1.26), obtemos com Wilson [14] (pag. 96) ou 5.12.1

V e = m0c
2{ 1√

1− (v
c
)2

− 1} (1.29)
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onde m é dada por m = m0 +
V e
c2
,m0 é a massa de um elétron em repouso e v é a velocidade

do elétron. Substituindo (1.26) em (1.29) e fazendo algumas simplificações, obtemos

λ =
~c√

V e(2m0c2 + V e)
(1.30)

Notar que quando V e
2m0c2

é pequeno, teremos

λ =
~√

2V em0

≃ 10−8

√
150

V
(1.31)

Isso mostra que os elétrons cuja velocidade é de centenas de volts ou milhares de volts estão
associados com os comprimentos de ondas dos raios-x.
Se quisermos modelar o fenômeno de difração em ótica, devemos usar a equação diferencial de
onda

∂2Ψ

∂t2
= u2∆Ψ (1.32)

onde

u =
~ω√

2m(~ω − U)
=

E√
2m(E − U)

(1.33)

Resolvendo (1.32), temos

Ψ = ψe
2πi(

E

~
)t

(1.34)

Substituindo (1.34) em (1.32), obtemos a famosa equação de Schrödinger

∆ψ +
8π2m

~2
(E − U)ψ = 0 (1.35)

Essa equação tem o mesmo significado em mecânica atômica que tem a equação de Hamilton-
Jacobi

H(
∂S

∂qk
, qk) = E (1.36)

em mecânica celeste.
Deveria ser enfatizado que o principio de correspondência evidente aqui tem que ser aplicado
com cuidado. De fato, problemas podem ser encontradas com os operadores introduzidos
(veja, por exemplo, o livro de Abraham & Marsden [1], seção 5.4 onde onde é encontrado uma
discussão do artigo de Van Hove, Sur certaines representations unitaires de un groupe infini de
transformations,Mem de l’Acad, Roy de Belgique) (Classe des Sci) t. XXVI 61-102.

1.23 *Comutadores e Simetria para Certos Operadores

de Schrödinger

O prinćıpio de correspondência associa com o momento clássico P o operador 1
i
~∇q. Introdu-

zindo o comutador de operadores [A,B] = AB −BA, observamos que

[qi, pj] = i~δij (1.37)

[qi, qj] = 0

[pi, pj] = 0
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com esta interpretação.
O momento angular L de uma part́ıcula localizada em q em volta de 0 é dada por

L = q× p. (1.38)

Calculando os comutadores dos operadores Li

[L1, L2] = (q2p3 − q3p2)(q3p1 − q1p3)− (q3p1 − q1p3)(q2p3 − q3p2)

= q2p1(p3q3 − q3p3) + q1p2(q3p3 − p3q3)

= i~(q1p2 − q2p1) = i~L3,

com cálculos similares para [L2, L3] e [L3, L1], obtendo

[L1, L2] = i~L3, (1.39)

[L2, L3] = i~L1,

[L3, L1] = i~L2.

Em coordenadas cartesianas

L2 − L3 = i~
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
, etc, (1.40)

enquanto em coordenadas esféricas

L1 = i~
(
senφ

∂

∂θ
+ cos θ cosφ

∂

∂φ

)
, (1.41)

L2 = i~
(
− cosφ

∂

∂θ
+ cot θsenφ

∂

∂φ

)
,

L3 = i~
∂

∂φ
.

Se definimos L2 = L2
1 + L2

2 + L2
3, calculamos

[L3, L
2] = L3L

2
1 − L2

1L3 + L3L
2
2 − L2

2L3 (1.42)

= i~(L1L2 + L2L1)− i~(L2L1 + L1L2) = 0.

Durante esta discussão temos sido propositalmente vago sobre o domı́nio e ação dos operadores

envolvidos. Evidentemente, quando utilizamos o prinćıpio de correspondência q −→ ~
i

∂

∂q
,

implicitamente supomos que a ação dos operadores é sobre algum espaço de funções envolvendo
q. Mas é importante observar que as relações de comutação (1.39) e (1.42) poderiam ser
postuladas independentemente desta representação, permitindo novas representações e noções,
inclusive ”spin”,

[M1,M2] = i~M3, [M2,M3] = i~M1, (1.43)

[M3,M1] = i~M2, [M2,Mi] = 0.

Observe que na representação de Schrödinger,

L2 = −~2
(

1

sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂

∂θ

)
+

1

sen2 θ

∂2

∂φ2

)
(1.44)

= −~2∆B,
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onde ∆B é o operador de Laplace-Beltrami definido sobre funções na esfera.
Considere duas part́ıculas com coordenadas r1, r2 e massas m1, m2. O hamiltoniano H tem

a forma

H =
p21
2m1

+
p22
2m2

+ V (|r1 − r2|), (1.45)

no caso que o potencial depende somente da distância entre as part́ıculas.
Na representação de Schrödinger isto leva a equação de Schrödinger:(

− ~2

2m1

∆1 −
~2

2m2

∆2 + V (|r1 − r2|)
)
ψ(r1, r2) = E∗ψ(r1, r2) (1.46)

introduz as variáveis M = m1 +m2, MR =
m1r1 +m2r2
m1 +m2

, r = r1 − r2 de tal modo que R são

as coordenadas do centro de massa e r as coordenadas relativas. Então,

∇1 = ∇r +
m1

M
∇R e ∇2 = ∇r +

m2

M
∇R.

Segue-se que
1

m1

∆1 +
1

m2

∆2 =
1

µ
∆r +

1

M
∆R,

com µ a massa reduzida,
1

µ
=

1

m1

+
1

m2

. A equação de Schrödinger agora assume a forma

(
− ~2

2M
∆R − ~2

2µ
∆r

)
Φ(r,R) = E∗Φ(r,R). (1.47)

Buscando soluções de (1.47) na forma Φ(r,R) = ϕ(r)ψ(R), reduzimos o problema a resolução
dos problemas

− ~2

2M
∆Rψ(R) = E ′ψ(R) (1.48)

e

− ~2

2µ
∆rϕ(r) + V (r)ϕ(r) = Eϕ(r), (1.49)

onde E + E ′ = E∗. Claramente (1.48) corresponde ao movimento de uma part́ıcula livre de
massa M e (1.49) ao movimento relativo.

Na forma de (1.49), vamos examinar dois hamiltonianos: o oscilador harmônico isotrópico
em Rn, n ≤ 3

H =
p2

2m
+
mω2

2
r2, r2 =

∑
x2 (1.50)

e o átomo de hidrogênio

H =
p2

2m
− Ze2

4πϵ0r
. (1.51)

Considere o oscilador em uma dimensão e introduza as variáveis y =
√

mω
~ x. Defina

a =

√(
~ω
2

)(
y +

∂

∂y

)
(operador de aniquilação)

e

at =

√(
~ω
2

)(
y − ∂

∂y

)
(operador de criação).
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Observe que [a, at] = ~ω e

aat = H +
~ω
2
ω, (1.52)

ata = H − ~ω
2
ω.

Suponha que H tem uma autofunção un com autovalor En,

Hun = Enun,

então, de (1.52),

a(atun)−
~ω
2
un = Enun

ou

ata(atun) =

(
En +

~ω
2

)
(atun).

Assim,

H(atun) =

(
En +

~ω
2

)
(atun)

e
Hun+1 = En+1un+1

com
un+1 = atun e En+1 = En + ~ω.

Segue-se que
un = (at)nu0 e En = E0 + n~ω.

Finalmente, obtemos que

atau0 =

(
E0 −

~ω
2

)
u0 = 0

se

E0 =
~ω
2

e au0 = 0

ou se

u0 = e−
y2

2 .

Analisando (1.49), observamos que

[H,L2] = 0, [H,L3] = 0, [L2, L3] = 0.

Interpretamos estas relações de comutação como significando que autofunções comuns existem
para os operadores. Isto sugere que inicialmente estudamos o problema mais geral dado em
(1.39) e a relação [M2,M3] = 0. De novo introduzimos operadores auxiliares

M+ = M1 + iM2 (1.53)

M− = M1 − iM2.

Observamos que

[M3,M+] = ~M+, (1.54)

[M3,M−] = −~M−,

[M+,M−] = 2~M3.

(1.55)
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Dado que [M2,M3] = 0, introduzimos autofunções uβ,m tal que

M2uβ,m = ~βuβ,m (1.56)

e
M3uβ,m = ~muβ,m, uβ,m ̸= 0. (1.57)

De (1.57),
M+M3uβ,m = ~mM+uβ,m (1.58)

e pelas relações (1.39)

M+M3 = M3M+ − [M3,M+]

= M3M+ − ~M+

e utilisando (1.58)
M3(M+uβ,m) = ~(m+ 1)(M+uβ,m), (1.59)

onde uβ,m+1 = M+uβ,m ̸= 0 é a nova autofunção com autovalor m + 1. Assim, geramos novas
autofunções e autovalores até m = mmax, e neste caso uβ,mmax = 0. Argumentando em uma
maneira similar com M−M3, observamos que

M3(M−uβ,m) = ~(m− 1)M3uβ,m = ~(m− 1)uβ,m−1

e geramos novas autofunções com autovalores m′ até um mı́nimo m = mmin, uβ,mmin
= 0.

Observe que

M−M+ = M2
1 +M2

2 + i[M1,M2] (1.60)

= M2 −M2
3 − ~M3.

Segue-se que
(M2 −M2

3 − ~M3)uβ,mmax =M−M+uβ,m = 0 (1.61)

e de (1.56) e (1.57)

(β −m2
max −mmax)uβ,mmax = 0 ou β = mmax(mmax + 1). (1.62)

Similarmente,
M+M− =M2 −M3 + ~M3

e
(β −m2

min +mmin)uβ,mmin
= 0 ou β = mmin(mmin − 1). (1.63)

De (1.62) e (1.63)
(mmim +mmax)(mmim −mmax + 1) = 0 (1.64)

e mmim = −mmax.
Mas mmim e mmax diferem por um inteiro,

mmax −mmim = 2j, j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, · · · . (1.65)

Combinando (1.65) com (1.64), segue-se que

− j ≤ m ≤ j, j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, · · · e β = j(j + 1) (1.66)
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de (1.62). Noutro lado L é associado com (1.37) e (1.38) e somente os valores inteiros de j.
Na representação de Schrödinger,

L3u =
~
i

∂u

∂φ
= λu (1.67)

tem solução
λm = m~, um = eimφ (1.68)

e buscando soluções de
∆BY = βY

na forma
Y = Θeimφ,

obtemos
1

sen θ

∂

∂θ

(
sen θ

∂Θ

∂θ

)
− m2Θ

sen2 θ
+ βΘ = 0 (1.69)

e sabemos que β = ~l(l + 1), l inteiro positivo. Evidentemente nada disso acontece por acaso.
De fato Li, i = 1, 2, 3 são geradores do grupo de rotações e a invariância dos operadores sob
rotações é refletida na separação de variáveis.

Soluções de (1.49) são buscadas na forma R(r)Ylm(θ, φ)(
− ~2

2µ

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

~2l(l + 1)

2µr2
+ V (r)

)
Rnl(r) = EnRnl(r) (1.70)

e colocando Rnl(r) =
Xnl(r)

r
, obtemos(

− ~2

2µ

∂2

∂r2
+

~2

2µ

l(l + 1)

r2
+ V (r)

)
Xnl(r) = EnXnl(r). (1.71)

Utilizando o potencial de Coulomb, V (r) = −Ze
2

r
,(

− ~2

2µ

∂2

∂r2
+

~2l(l + 1)

2µr2
− Ze2

r

)
Xnl(r) = EnXnl(r). (1.72)

Voltando a (1.43) é posśıvel verificar que podemos ter representações matriciais, por exemplo,
nos casos

• j =
1

2
,

M1 =
~
2

(
0 1
0 0

)
, M2 =

~
2

(
0 −i
i 0

)
, M3 =

~
2
=

(
1 0
0 −1

)
M2 =

3

4
~2
(

1 0
0 1

)
, (as matrizes de ’spin’ de Pauli).
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• j =
3

2

M1 =
~
2


0

√
3 0 0√

3 0 2 0

0 2 0
√
3

0 0
√
3 0

 , M2 =
~
2


0 −

√
3i 0 0√

3i 0 −2i 0

0 2i 0 −
√
3i

0 0
√
3i 0

 ,

M3 =
~
2


3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −3

 , M2 =
15

4
~


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

1.24 A equação de Calor e Invariança de Grupo

Consideramos o processo da condução de calor em espaço descrito pela temperatura T (x, y, z, t).
Se dS é um elemento de superf́ıcie localizado no ponto (ξ, η, ζ) com normal n, a quantidade de
calor dW que passa dσ por unidade de temperatura é dada pela lei de Fourier

dW =WndS = W · ndS = −k∂T
∂n

dS,

onde k é o coeficiente de condutividade térmica, W é a densidade de fluxo térmico. Segue-se
que W = −k∇T . Considere uma região V com fronteira ∂V = S e que c seja o coeficiente de
calor espećıfico, ρ a massa espećıfica e F a injeção de calor por unidade de volume. Segue-se

que a taxa de mudança da quantidade Q de calor na região V ,
dQ

dt
, satisfaz

dQ

dt
=

∫
V

cρ
∂T

∂t
dx = −

∫
S

W · dS+

∫
V

Fdx.

Utilizando o teorema de divergência e a lei de Fourier∫
V

cρ
∂T

∂t
dx = −

∫
S

divWdx+

∫
V

Fdx

e dado que V é arbitrário (e com algumas condições de continuidade))

cρ
∂T

∂t
= div (K∇T ) + F (x, t).

No caso que a região é homogênea (c, ρ, k constantes),

∂T

∂t
= k∆T +

F (x, t)

cρ
,

sendo K =
k

cρ
o coeficiente de condutividade de temperatura.

Suponha que a região V está imersa em um meio de tal modo que a temperatura externa a
superf́ıcie S é mantida em TS. A lei de Esfriamento de Newton afirma que

∂T

∂n
= −h(T − TS), a condição de fronteira.
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Além disso, suponha que no tempo inicial t = 0,

T (x, 0) = T0(x) condição inicial.

As três equações constituem um problema evolutivo. No caso de um problema estacionário
(independente de t) as equações reduz à forma

a2∆T +
F (x)

cρ
= 0

∂T

∂x
= −h(T − TS)

(Uma equação de Poisson com condição de fronteira mista não-homogênea).

1.24.1 O método de Similitude e a equação de calor

Considere a equação de calor em Rn. Evidentemente existe neste problema simetria esférica (a
simetria geométrica), o que sugere que buscamos uma solução dependendo de r, r2 = x21+x

2
2+

· · ·+ x2n. Mas além disso existe simetria f́ısica no sentido que a equação

∂T

∂t
= k∆T

é invariante sob transformações r −→ r′ = αr, t −→ t′ = α2t, T −→ T ′ = βT + γ, em
particular, sob o subgrupo de transformações

r −→ r′ = αr, t −→ t′ = α2t, T −→ T ′ = αmT.

Isto é dizer que buscamos soluções T (r, t) invariante sob estas transformações. Observe que

X =
r2

t
e

T

tm/2
são invariantes sob estas transformações e buscamos a solução na forma T =

tm/2f(X), X =
r2

t
. Substituiindo esta expressão na equação de calor obtemos que

4kXf ′′ + (2kn+X)f ′ − m

2
f = 0

(corresponde a equação hipergeométrica confluente x→ −ξ).

Utilisando a variável ξ =
r2

4kt
(que é adimensional) leva a uma expressão mais simples

T = tm/2f(ξ),

ξfξξ +
(
ξ +

n

2

)
fξ −

m

2
f = 0.

O calor total Q é proporcional a∫ ∞

0

T (r, t)rn−1dr ouaαmαn = αm+n ou at
(m+n)

2 .

Um caso especial acontece quando Q = constante ou m = −n. Ponha n = 2h, segue-se que

0 = ξfξξ + (ξ + h) fξ + hf = ξ(fξ + f)ξ + h(fξ + f).
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Para obter que T (r, t) → 0 com r → ∞ é necessário que f e fξ → 0 com ξ → ∞. Mas f(ξ) = e−ξ

é uma solução satisfazendo esta conclusão (é a única solução). Segue-se que T (r, t) = ct−
n
2 e−

r2

4kt .
Esta forma de solução é normalmente obtido utilizando transformadas de Fourier. Para maiores
informações consulte o livro por G. Birkhoff5 (Caṕıtulo V §80). Outros problemas podem ser
tratados pelo mesmo método. Seguimos a discussão do apêndice 3, Caṕıtulo 3 de Tijonov e
Samarsky.

Considere o problema unidimensional

∂T

∂t
= a2

∂2T

∂x2
, x ∈ (−∞,∞), t > 0,

T (x, 0) =

{
T0 se x > 0
0 se x < 0.

}
e busca a solução na forma

T (x, t) = T

(
x

2
√
t

)
= T0f

(
x

2
√
t

)
.

Coloque z =
x

2
√
t
. Observe que

∂2T

∂x2
= T0

d2f

dz2
1

4t
e

∂T

∂t
= − xT0

4t3/2
df

dz
= −T0

z

2t

df

dz
e por substituição na equação de calor

a2
d2f

dz2
= −2z

df

dz
,

Sujeito as condições f(−∞) = 0 e f(∞) = 1. Por integração

a2
f ′′

f ′ = −z ⇒ f ′ = ce−
z2

a2

e

f = c

∫ z

−∞
e−

ξ2

a2 dξ = c1

∫ z
a

−∞
e−ζ

2

dζ.

Se f(∞) = 1, c1 =
1√
π
. Segue-se que

T (x, t) =
T0√
π

∫ x

2
√

a2t

−∞
e−ξ

2

dξ.

Introduzindo a função (integral de erro),

Φ(x) =
2√
π

∫ x

0

e−ξ
2

dξ,

temos a expressão

T (x, t) =
T0
2

(
1 + Φ

(
x

2
√
a2t

))
.

5Birkhoff, G. Hydrodynamics: a study in logic, fact and similitude, 2nd.ed.rev., Princeton University Press,
Princeton, New Jersey, 1960
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Se o valor inicial é

T (x, 0) =

{
T0 se x > x̄
0 se x < x̄

Uma análise similar vai dar a solução

T (x, t) =
T0
2

(
1 + Φ

(
x− x̄

2
√
a2t

))
e no caso o valor inicial é

T (x, 0) =


0 se x > x2
T0 se x1 < x < x2
0 se x < x1

e a solução é

T (x, t) =
T0
2

(
Φ

(
x− x1

2
√
a2t

)
− Φ

(
x− x2

2
√
a2t

))
.

Esta condição inicial corresponde a uma quantidade total de calor Q = cρ(x2 − x1)T0. Se
Q = cρ,

T (x, t) = − 1

x2 − x1

1

2

(
Φ

(
x− x2

2
√
a2t

)
− Φ

(
x− x1

2
√
a2t

))
e no caso limite, x2 − x1 → 0 ((x2 − x1)T0 = 1),

T (x, t) = − ∂

∂ξ

(
1

2
Φ

(
x− ξ

2
√
a2t

))
ξ=x1

,

temos uma concentração de calor no ponto x1 com temperatura infinita. Efetuando a derivação,

T (x, t) =
1

2
√
π

1√
a2t

e−
(x−x1)

2

4a2t .

Exerćıcios (Green e Stokes)

1. Seja Σ uma superf́ıcie regular com borda uma curva fechada Γ e suponha que A = (a, b, c) /∈
Γ ∪ Σ. Considere o elemento de superf́ıcie dS no ponto M = (x, y, z) de Σ. Observe (veja

exemplo c) que o ângulo sólido definido pelo cone elementar com vértice A e base dS é
cos θdS

r2
,

r = |MA|, cos θ = MA · n
|MA|

, com n o vetor normal unitário em M . Interprete Ω =
∫ ∫

Σ

cos θdS

r2

como um ângulo sólido e mostre que

Ω = Ω(a, b, c) =

∫ ∫
Σ

(a− x)dydz + (b− y)dzdx+ (c− z)dxdy

((a− x)2 + (b− y)2 + (c− z)2)3/2
.

2. Mostre que o valor de Ω(a, b, c) é independente de Σ dado que a borda é mantida fixa.
Intregrando sobre o exterior da superf́ıcie, mostre que se Σ é fechada, então Ω é 4π ou 0
dependendo se A pertence ao interior do volume definido por Σ ou ao exterior. (Dica: Verifique
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que div(x,y,z)

(
τ

|τ |3

)
= 0, com τ = (a− x, b− y, c− z), e aplique a fórmula de Gauss (exemplo

c)).

3. Mosque que ∇(a,b,c)Ω(a, b, c) = −
∫
Γ

τ × dτ

|τ |3
independe de Σ e depende somente de Γ.

(Dica: Observe que div(x,y,z)

(
∂

∂a

τ

|τ |3

)
= 0, também verifique que

∂

∂a

(
τ

|τ |3

)
=

(
∂w

∂y
− ∂v

∂z
,
∂u

∂z
− ∂w

∂x
,
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
,

com u = 0, v =
z − c

|τ |3
, w = −y − b

|τ |3
e aplique o teorema de Stokes).

4. Mostre que se A está no lado do vetor normal exterior de σ que Ω(a, b, c) → −2π com
(a, b, c) → (a0, b0, c0) ∈ Σ.

5. Considere o Laplaciano ∆ associado com a métrica

ds2 = k2(dξ2 + dη2 + dζ2)

e v satisfazendo

∆v =
∂

∂ξ

(
k
∂v

∂ξ

)
+

∂

∂η

(
k
∂v

∂η

)
+

∂

∂ζ

(
k
∂v

∂ζ

)
= 0.

Mostre que u =
√
kv é uma solução de ∆u = 0 se ∆xv = 0 e ∆ξk

1/2 = 0.

Conseqüentemente, mostre que via inversão v =
1

R
u
( x

R2
,
y

R2
,
z

R2

)
é uma solução de ∆v = 0

se ∆xu = 0, onde x =
ξ

R2
, y =

η

R2
, z =

ζ

R2
, R2 = ξ2 + η2 + ζ2 e k2 = R−4.

6. a) Mostre que utilizando a representação de Poisson em R3 que se ∆u = 0 e |u| ≤ M ,
segue-se que u =constante (Liouville).

b) Utilizando a parte a) mostre que uma função real harmônica em R3 é constante ou uma
aplicação de R3 em R1.

7. Considere n part́ıculas fixas no plano se atraindo com uma força central de magnitude
1
r
. Mostre que não existem mais de n − 1 pontos de equiĺıbrio para uma part́ıcula no campo

(Dica: As posições são (x, y), (xj, yj), j=1,...,n introduzem variáveis complexas z = x + iy e
z = xj + iyj).

Exerćıcios (Aplicações)

8. Mostre que uma superf́ıcie fechada ŕıgida Σ sujeita a uma pressão uniforme direcionada no
interior V 0 de Σ fica em equiĺıbrio. (Dica: Sendo n′ o vetor normal direcionado no interior de
Σ, a mecânica elementar exige que∫ ∫

Σ

n′dS = 0 e

∫ ∫
Σ

x× n′dS = 0,

com x o vetor de posição de dS. Agora considere∫
Σ

u · n′dS = −
∫
V 0

divu,
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com u = (1, 0, 0), u = (0,−z, y), etc).
9. Suponha que as linhas de corrente de um fluido com velocidade u e divergência divu = 0

são as intersecções das superf́ıcies C2, f1 =constante e f2 =constante. Mostre que existe uma
função C1, λ, tal que u = λ∇f1 ×∇f2 e que

∂(λ, f1, f2)

∂(x, y, z)
= 0 e λ = F (f1, f2).

10.Para um fluido movendo em um tubo de seção variável β, mostre que se v é a velocidade
no ponto P e s o comprimento do tubo até este ponto, então a equação da continuidade é

∂(βρ)

∂t
+

∂

∂s
(βρv) = 0.

11. Se a vorticidade ω = ∇ × v em cada ponto de um fluido incompresśıvel é constante
mostre que ∆v = 0.

12. a) Seja vm a velocidade no ponto r relativo a um sistema de referência rodando em
volta da origem O com velocidade angular ω. Mostre que a equação de Euler tem a forma:

∂vm
∂t

+ vm · ∇vm + 2ω × vm +
∂ω

∂t
× r+ ω × (ω × r) = F − 1

ρ
∇p.

b)Mostre que se ω é constante, as equações toma a forma no caso incompresśıvel (divvm = 0)

∂vm
∂t

+ 2vm × (ωm + ω) = F −∇
(
p

ρ
+

1

2
Q2

)
,

onde
Q2 = v2

m − ω2r2 + (ω · r)2.

c) Mostre que no caso que o movimento é incompreenśıvel, barotrópico, com p(ρ) =
∫ p dξ

ρ(ξ)
,

F = −∇v e v = −∇φ, então

p+ v +
1

2
v2
m + ω × r · vm − ∂φ

∂t
= c(t).

13. Mostre que a energia cinética de um sistema finito de vórtices em um fluido infinito ao
resto no infinito tem a mesma forma

T = 2ρ

∫
v · r× (∇× v)dx.

14. Seja (rj, ϑj), j = 1, ..., F as coordenadas polares no tempo t de um sistema de vórtice

de força µ1, µ2, .... Mostre
∑

i µir
2
i =constante e

∑
i µir

2
i

∂θi
∂t

= 1
2π

∑
i̸=k µiµk.

15. Utilizando o Teorema de Gauss, mostre que na superf́ıcie de um condutor, a derivada
normal do campo elétrico E satisfaz

1

E

∂E

∂n
= −

(
1

R1

+
1

R2

)
,

com R1 e R2 os raios de curvatura principais da superf́ıcie.

16. Considere um fluido homogêneo, incompresśıvel e irrotacional. Mostre que ∆v2 ≥ 0 e
∆p ≤ 0.

63



Exerćıcios (Teoria Potencial)

17. Considere um corpo sólido com centro de massa G e momentos de inércia principais em
volta de G, A, B, C. Supondo que a massa do corpo é m e I é o momento de inércia em volta
da linha GP ligando G a um ponto distante P e R = |GP |, mostre que o potencial V em P é
aproximadamente

V ∼ γm

R
+ γ

A+B + C − 3I

R3
.

18. Oito massas estão colocadas nos pontos (±1,±1,±1). Mostre que em distâncias grandes
da origem

V ∼ 8γm

r
− 14γm

r9
(5(x4 + y4 + z4)− 3r4).

19. A massa espećıfica σ de uma casca esférica fina S, de centro O com massa total M é

σ =
1

|OQ|
, onde Q é um ponto de S. Mostre que o potencial V no ponto P , r = |OP |, P

externo a S, é dado por

V =
M

r

∞∑
n=0

(a
r

)n Pn(cos θ)
2n+ 1

.

20. O potencial eletrostático de um sistema é dado por ϕ = A(x2 + y2 + z2)−
3
2 tan−1 y

x
.

Mostre que as linhas de força pertencem as superf́ıcies

x2 + y2 + z2 = B(x2 + y2)
2
3 .

21. Uma superf́ıcie condutora ligada a terra, que tem a equação

r = a

(
1 +

∞∑
n=2

ϵnPn(cos θ)

)
é colocada em um campo elétrico uniforme E paralelo ao eixo de simetria do condutor. Se
quadrados e produtos dos ϵn podem ser negligenciados, mostre que o potencial ϕ é dado por

ϕ ∼ Ea

({(
1 +

6

r

)(a
r

)2
− n

a

}
Pn(cos θ)+

+ 3
∞∑
n=1

(
n

2n− 1
ϵn−1 +

n+ 1

2n+ 3
ϵn+1

)(a
r

)n+1

Pn(cos θ)

)

22. Prove que se Vn é uma função homogênea de x, y, z, de grau n e r2 = x2 + y2 + z2,
então

∆(rmVn) = m(m+ 2n+ 1)rm−2Vn + rm∆Vn.

Deduza o teorema de Kelvin, que se Vn é uma função harmônica, então r−2n−1Vn também é
harmônica.

23. Prove que se Vn é uma função homogênea de x, y, z, de grau n que satisfaz a equação
de Laplace, então

∂p+q+sVn
∂xp∂yq∂zs

é uma função homogênea de grau n− p− q − s satisfazendo a equação de Laplace.
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24. Prove que se Vn(x, y, z) é uma função integral racional homogênea de grau n, a função{
1− r2

2(2n− 1)
∆ +

r4

2 · 4(2n− 1)(2n− 3)
∆2 − · · ·

}
Vn(x, y, z),

é uma função harmônica.[Dica: utilize os exerćıcios 22 e 23].

25. Um número de cargas pontuais ek são representados no plano cartesiano pelas coorde-
nadas (ξk, ηk, ζk). Mostre que dentro de alguma esféra em torno da origem em que não existem
cargas o potencial eletrostático é dado por

ϕ(x, y, z) =
∞∑
n=0

rnSn

quando

Sn =
∑
k

ek

ρn+1
k

Pn(µk),

r = (x2 + y2 + z2)1/2, ρk = (ξ2k + η2k + ζ2k)
1/2, µk =

ξkx+ ηky + ζkz

ρkr
.

Mostre que se ϕ é uma função simétrica de x2, y2 e z2, então Sn = 0 para n = 1, 2 e 3.
Procure expressões para o potencial eletrostático próximo da origem, com corretos termos

em r4, para:
a) Seis cargas iguais a e nos seis pontos (±a, 0, 0); (0,±a, 0); (0, 0,±a).
b) Oito cargas iguais a −e nos oitos pontos (±b,±b,±b).
Mostre que para a ordem considerada as intensidades elétricas são as mesmas se 8a5 =

81
√
3b5. [P2 =

1
2
(3µ2 − 1) e P4 =

1
8
(35µ4 − 30µ2 + 3) podem ser assumidos.]

26. Uma massa m está em um ponto cuja distância da origem é a. Mostre que seu potencial
em uma suficiente grande distância r da origem é{

1− (a · ∇) +
1

2!
(a · ∇)2 − 1

3!
(a · ∇)3 + · · ·

}
γm

r

quando ∇ é o operador vetorial com as componentes
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
.

27. Temos visto na seção 1.8.1 via a terceira representação de Green a importância de
camadas simples e duplas na teoria de potencial. Assim, estamos induzidos a examinar as
propriedades dos potenciais

V (x) =

∫
S

σ(y)dS(y)

|x− y|
, x /∈ S,

e

W (x) =

∫
S

χ(y)
∂

∂xy

(
1

|x− y|

)
dS(y), x /∈ S.

Localizando em volta de um determinado ponto da superf́ıcie ξ e utilizando o teorema de Gauss
(1.15) e o resultado (1.16) mostre que se S divide R3 em uma região exterior De e interior Di,
então

Wi = lim
x→ ξ
x ∈ Di

W (x) = 2πχ(ξ) + P−
∫
S

χ(y)
∂

∂xy

(
1

|ξ − y|

)
dS(y)
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We = lim
x→ ξ
x ∈ De

W (x) = −2πχ(ξ) + P−
∫
S

χ(y)
∂

∂xy

(
1

|ξ − y|

)
dS(y)

enquanto V satisfaz (
∂V

∂x

)
i

(ξ) = −2πσ(ξ) + P−
∫
S

σ(y) cosψ

|ξ − y|2
dS(y),

(
∂V

∂x

)
e

(ξ) = 2πσ(ξ) + P−
∫
S

σ(y) cosψ

|ξ − y|2
dS(y),

aqui cosψ = n(ξ) · y − ξ

|y − ξ|
, y ∈ S, y ̸= ξ, e P−

∫
S
significa a integral principal (veja o livro de

Webster [12]). Considere agora o problema de Dirichlet,

∆W = 0 em Di e De

sujeito a condição W = Vs em S. Neumann resolve este problema utilizando o potencial duplo

W =

∫
S

σ(y)
∂

∂

(
1

r

)
dS.

Com as relações de salto observamos que o problema de Dirichlet para Di é resolvido para W
com σ satisfazendo a equação integral

Vs(ξ) = 2πχ(ξ) + P−
∫
S

χ(ξ)
∂

∂xy

(
1

|ξ − y|

)
dS(y).

A análise de problemas deste tipo foi feita primeiro por Fredholm em Stockholm - Öfersigt-
Kongl Vetenskaps Akad 1900, Acta Mathematica XXVII, p 365, 1903 e depois por D. Hilbert
em artigos publicados em Göttinger Nachrichten 1904-5. Referimos o leitor para o livro de
Courant e Hibert [4] caṕıtulo 2 para maiores informações e o livro [12].
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Caṕıtulo 2

Problemas de Fronteira e Evolutivos

2.1 Simetria e soluções especiais do problema de Dirich-

let para o Laplaciano

O Laplaciano em três dimensões em coordenadas esféricas tem a forma

∆u =
1

r2 sin θ

(
∂

∂r

(
r2 sin θ

∂u

∂r

)
+

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

∂

∂φ

(
1

sin θ

∂u

∂φ

))
=

∂2u

∂r2
+

2

r

∂u

∂r
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
(2.1)

Vamos buscar uma solução da equação de Laplace que é o produto de uma função de r por
uma função de θ, φ, u = R(r)Y (θ, φ). Conseqüentemente obteremos

d2R

dr2
Y +

2

r

dR

dr
Y +

R

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

R

r2 sin2 θ

∂2Y

∂φ2
= 0. (2.2)

Multiplicando por r2

RY
, obtemos de (2.2)

1

Y

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

Y sin2 θ

∂2Y

∂φ2
= −

{
r2

R

d2R

dr2
+

2r

R

dR

dr

}
= c (constante). (2.3)

Obtemos
d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+

c

r2
R = 0, (2.4)

com ponto singular em r = 0. Procurando uma solução na forma

R =
∑

akr
k, (2.5)

obtemos que ∑
ak (k(k − 1) + 2k + c) rk−2 = 0

ou
k(k + 1) + c = 0.

Pondo c = −n(n+ 1), obtemos k = n e k = −(n+ 1) e as solução são rn e r−(n+1), ou seja

ArnYn +BYnr
−(n+1)
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são as soluções de (2.1), onde Yn satisfaz

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Yn
∂θ

)
+

1

sin θ

∂2Yn
∂φ2

+ n(n+ 1)Yn = 0, (2.6)

a equação originalmente derivada por Laplace.
Pondo µ = cos θ, dµ = − sin θdθ e (2.6) é equivalente a forma

∂

∂µ

(
(1− µ2)

∂Yn
∂µ

)
+

1

1− µ2

∂2Yn
∂φ2

+ n(n+ 1)Yn = 0. (2.7)

No caso que Yn é independente de φ, temos de (2.7), Yn = Pn

d

dµ
(1− µ2)

dPn
dµ

+ n(n+ 1)Pn = 0, (2.8)

ou

(1− µ2)
d2Pn
dµ2

− 2µ
dPn
dµ

+ n(n+ 1)Pn = 0, (2.9)

que é a equação de Legendre.
É posśıvel determinar que uma solução tem a forma de um polinômio de ordem n, que se

chama o polinômio de Legendre Pn(µ).

Figura 2.1:
1

d
=

1√
r2 + r′2 − 2µrr′

=
1√

x2 + y2 + (z − r′)2
, onde µ = cos θ

Considerando como uma função de z,
1

d
tem uma expansão de Taylor

1

d
= f(z − r′) = f(z)− r′

(
∂f

∂z

)
r′=0

+
r′2

2!

(
∂2f

∂z2

)
r′=0

+ · · · .

Quando r′ = 0, 1
d
= 1

r
, ∂f
∂z

= ∂
∂z

(
1
r

)
, o que significa que

1

d
=

1

r
− r′

∂

∂z

(
1

r

)
+

1

2!
r′2

∂2

∂z2

(
1

r

)
+ · · ·+ (−1)n

n!
r′n

∂n

∂zn

(
1

r

)
. (2.10)

Agora multiplicando e dividindo cada termo por rn+1, temos

1

d
=

1

r

{
P0 +

r′

r
P1 +

(
r′

r

)2

P2 + · · ·+
(
r′

r

)n
Pn

}
, (2.11)
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onde definimos

P0 = 1, Pn =
(−1)n

n!
rn+1 ∂

n

∂zn

(
1

r

)
. (2.12)

Claramente Pn são polinômios em µ = cos θ = z
r
.

Podemos observar que

r

d
=

(
1− 2

r′

r

(
µ− r′

2r

))−1/2

e pelo teorema binomial

r

d
=

∞∑
s=0

1
2
· 3
2
· 5
2
· · ·
(
1
2
+ s− 1

)
s!

(
2
r′

r

)s(
µ− r′

2r

)s
(2.13)

e desenvolvendo o último fator(
µ− r′

2r

)s
=

s∑
t=0

(−1)ts(s− 1) · · · (s− t+ 1)

t!
µs−t

(
r′

2r

)t
,

temos
r

d
=

∞∑
s=0

s∑
t=0

(−1)t2s−t 1
2
· 3
2
· · ·
(
1
2
+ s− 1

)
t!(s− t)!

(
r′

r

)s+t
µs−t. (2.14)

Escolhendo os termos para que s+ t = n, temos para o coeficiente de

(
r′

r

)n
, escrevendo

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

n!
=

(2n!)

2n(n!)2
,

Pn =
(2n!)

2n(n!)2

(
µn − n(n− 1)

1 · 2 · (2n− 1)
µn−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2 · 4(2n− 1)(2n− 3)
µn−4 + · · ·

)
. (2.15)

Ou seja,

P0(µ) = 1,

P1(µ) = µ,

P2(µ) =
1

2
(3µ2 − 1),

P3(µ) =
1

2
(5µ3 − 3µ),

P4(µ) =
1

8
(35µ4 − 30µ2 + 3),

P5(µ) =
1

8
(63µ5 − 10µ2 + 15µ),

...

Observando que

∆

(
1

d

)
= 0 r ̸= r′,

podemos identificar os polinômios de (2.15) com os de (2.9). Claramente podemos definir Pn
como os coeficiente de potências de αn no desenvolvimento em potências de α de

(1− 2αµ+ α2)−1/2 = 1 + P1(µ)α + P2(µ)α
2 + · · · .
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Esta função é chamada função de geração dos polinômios Pn(µ).

Outras fórmulas para Pn(µ)
Observando que

(µ2 − 1)n = µ2n − nµ2n−2 +
n(n− 1)

2!
µ2n−4 + · · ·

e derivando n vezes obtemos que

dn

dµn
(µ2 − 1)n = 2n(2n− 1) · · · (n+ 1)µn − n(2n− 2)(2n− 3) · · · (n− 1)µn−2 + · · ·

e
1

2n
1

n!

dn

dµn
(µ2 − 1)n =

(2n)!

2n(n!)2

(
µn − n(n− 1)

1 · 2 · (2n− 1)
µn−2 + · · ·

)
= Pn (2.16)

(A fórmula de Rodrigues).
A fórmula (2.16) tem uma conseqüência interessante: para qualquer função diferenciável y,

y′ sempre tem um zero dentro de dois zeros consecutivos de y, mas (µ2− 1)n tem n zeros iguais
a 1 e n iguais a -1, consequentemente Pn(µ) tem n zeros dentro de -1 e 1.

Observando que

1

(1− 3αµ+ α2)1/2
= (1− αeiθ)−1/2(1− αe−iθ)−1/2

=
∞∑
n=0

αnPn

=

(
1 +

1

2
αe−iθ +

1

2
· 3
2
· 1
2!
α2e−2iθ +

1

2
· 3
2
· 5
2
· 1
3!
α3e−3iθ + · · ·

)
=

∞∑
k=0

1 · 3 · 5 · · · (2k − 1)

2kk!
αke−ikθ

∞∑
j=0

1 · 3 · 5 · · · (2j − 1)

2jj!
αjeijθ.

Pondo k + j = n

Pn(µ) =
∑ 1 · 3 · 5 · · · (2k − 1) · 1 · 3 · 5 · · · (2n− 2k − 1)

2kk!2n−k(n− k)!
e(n−2k)iθ.

Somando termos k = p, k = n− p, obtemos∑ ·1 · 3 · 5 · · · (2p− 1) · 1 · 3 · 5 · · · (2n− 2p− 1)

2np!(n− p)!
2 cos(n− 2p)θ

e finalmente

Pn(cos θ) = 2
1 · 3 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
{cosnθ+ (2.17)

+
1 · n

1 · (2n− 1)
cos(n− 2)θ +

1 · 3n(n− 1)

1 · 2 · (2n− 1)(2n− 3)
cos(n− 4)θ + · · ·

}
a fórmula dada por Laplace e Legendre.
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2.2 Relações de recorrência para harmônicas esféricas

Temos que

(1− 2αµ+ α2)−1/2 =
∞∑
n=0

αnPn(µ)

e pela diferenciação com respeito a α

(µ− α)(1− 2µα + α2)−3/2 =
∞∑
n=0

nαn−1Pn(µ)

ou

(µ− α)
∞∑
n=0

αnPn(µ) = (1− 2µα + α2)
∞∑
n=0

nαn−1Pn(µ).

Segue-se (comparando os coeficientes de αn) que

µPn(µ)− Pn−1(µ) = (n+ 1)Pn+1(µ)− 2nµPn(µ) + (n− 1)Pn−1(µ)

ou
(n+ 1)Pn+1(µ)− (2n+ 1)µPn(µ) + nPn−1(µ) = 0

e para n = 0,
P1(µ)− µP0(µ) = 0 (Ossian Bonnet).

Derivando com respeito a µ, temos

α(1− 2µα + α2)−3/2 =
∞∑
n=0

αn
dPn(µ)

dµ

ou

α
∞∑
n=0

αnPn(µ) = (1− 2µα + α2)
∞∑
n=0

αn
dPn(µ)

dµ

e conseqüentemente

Pn(µ) =
dPn+1

dµ
+
dPn−1

dµ
− 2µ

dPn
dµ

.

Multiplicando a derivada com respeito a α por α e a derivada com respeito a µ por (µ− α) e
comparando os coeficientes, temos

(µ− α)
∞∑
n=0

αn
dPn
dµ

=
∞∑
n=0

nαnPn(µ)

ou

µ
dPn
dµ

− dPn−1

dµ
= nPn

e eliminando µ
dPn
dµ

,

dPn+1

dµ
− dPn−1

dµ
= (2n+ 1)Pn.

Pondo n = 0, 1, ... e somando

1 + 3P1(µ) + 5P2(µ) + · · ·+ (2n+ 1)Pn(µ) =
dPn+1

dµ
+
dPn
dµ

.
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2.3 Ortogonalidade

Introduza ϕ por

ϕ(r) = z

∫ 1

−1

(1− µ2)r
drPm
dµr

drPn
dµr

dµ.

Pn(µ) satisfaz

(µ2 − 1)
d2Pn
dµ2

+ 2µ
dPn
dµ

− n(n+ 1)Pn = 0

e derivando r − 1 vezes obtemos que

(µ2 − 1)
dr+1Pn
dµr+1

+ 2rµ
drPn
dµr

− (n+ r)(n− r + 1)
dr−1Pn
dµr−1

= 0.

Multiplicando esta equação por −(−µ2)r−1 podemos escrever

d

dµ

(
(1− µ2)r

drPn
dµr

)
= −(n+ r)(n− r + 1)(1− µ2)r−1d

r−1Pn
dµr−1

.

Integrando ϕ(r) por partes,

ϕ(r) =
dr−1

dµr−1
Pm

drPn
dµr

(1− µ2)r
∣∣+1

−1
−
∫ +1

−1

dr−1Pm
dµr−1

d

dµ

[
(1− µ2)r

drPn
dµr

]
dµ.

Claramente, []1−1 = 0 utilizando a relação anterior, o que implica que

ϕ(r) = (n+ r)(n− r + 1)ϕ(r − 1)

e conseqüentemente

ϕ(r) = (n+ r)(n− r + 1)(n+ r − 1)(n− r + 2)ϕ(r − 2)

= (n− r + 1)(n− r + 2) · · · (n+ r)ϕ(0)

=
(n+ r)!

(n− r)!
ϕ(0).

Claramente utilizando a equação de Legendre

[(µ2 − 1)(PnP
′
m − PmP

′
n)]

+1
−1 + n(n+ 1)−m(m+ 1)

∫ +1

−1

Pm(µ)Pn(µ)dµ = 0.

Conseqüentemente, se n ̸= m, ∫ +1

−1

Pm(µ)Pn(µ)dµ = 0.

A função

(1− µ2)r/2
drPn
dµr

= sinr θ
drPn(cos θ)

d(cos θ)r

é chamada a função associada de Legendre de ordem r e grau n e é denominada P r
n(µ) e pela

diferenciação tem a forma

P r
n(µ) =

2n!

2nn!(n− r)!
(1− µ2)r/2

[
µn−r − (n− r)(n− r + 1)

2 · (2n− 1)
µn−r−2+

+
(n− r)(n− r − 1)(n− r − 2)(n− r − 3)

2 · 4 · 2n− 1 · 2n− 3
µn− r − 4 · · ·

]
.
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Assim conclúımos que

ϕ(r) =

∫ +1

−1

P r
nP

r
mdµ = 0, se m ̸= n,

e mais tarde vamos demonstrar que de fato

ϕ(0) =

∫ +1

−1

Pm(µ)Pn(µ)dµ =
2

2n+ 1
, se m = n,

ou ∫ +1

−1

P r
n(µ)

2dµ =
2

2n+ 1

(n+ r!)

(n− r)!
.

Pondo r = 0 obtemos a fórmula para Pn. Vamos obter a equação diferencial satisfeita por
P r
n(µ). Derivando

dP r
n

dµ
= (1− µ2)r/2

dr+1Pn
dµr+1

− rµ(1− µ2)r/2−1d
rPn
dµr

,

d2P r
n

dµ2
= (1− µ2)r/2

dr+2Pn
dµr+2

− 2rµ(1− µ2)r/2−1d
r+1Pn
dµr+1

−

− [r(r − µ2)r/2−1 − r(r − 2)µ2(1− µ2)r/2−2]
dr+1Pn
dµr+1

.

Formalmente obtemos

(1− µ2)
d2P r

n

dµ2
− 2µ

dP r
n

dµ
+ n(n+ 1)P r

n = (1− µ2)r/2
[
(1− µ2)

dr+2Pn
dµr+2

− 2(r + 1)µ
dr+1Pn
dµr+1

+

+

(
n(n+ 1)− r +

r2µ2

1− µ2

)
drPn
dµr

]
.

Agora derivando a equação de Legendre r vezes obtemos que

(1− µ2)
dr+2Pn
dµr+2

− 2(r + 1)µ
dr+1Pn
dµr+1

− (r(r + 1)− n(n+ 1))
drPn
dµr

,

ou a equação acima pode ser reduzida a forma

(1− µ2)r/2
[
r(r + 1)− r +

r2µ2

1− µ2

]
drPn
dµr

=
r2

1− µ2
P r
n

e P r
n satisfaz a equação

(1− µ2)
d2P r

n

dµ2
− 2µ

dP r
n

dµ
+

(
n(n+ 1)− r2

1− µ2

)
P r
n = 0.

2.3.1 Esféricas Harmônicas em geral

Voltamos a equação de Laplace

∂

∂µ
(1− µ2)

∂Yn
∂µ

+
1

1− µ2

∂2Y n

∂ϕ2
+ n(n+ 1)Yn = 0.

Tentamos uma solução na forma
Yn = Θ(µ)Φ(ϕ)

74



e conseqüentemente obtemos

1− µ2

Θ

d

dµ
(1− µ2)

dΘ

dµ
+ n(n+ 1)(1− µ2) = − 1

Φ

d2Φ

dϕ
= constante = k2

ou seja,
d2Φ

dϕ2
+ k2Φ = 0,

que tem a solução
Φ = A cos kϕ+B sin kϕ

e
d

dµ
(1− µ2)

dΘ

dµ
+ n(n+ 1)Θ =

k2

1− µ2
Θ,

que tem as seguintes soluções particulares

cos kϕ(sin θ)k
dkPn
dµk

sin kϕ(sin θ)k
dkPn
dµk

.

Podemos tomar k = 0, 1, 2, ..., dando as esferas harmônicas

k = 0 Pn

k = 1 cosϕ sin θ
dPn
dµ

, sinϕ sin θ
dPn
dµ

,

k = 2 cos 2ϕ sin2 θ
d2Pn
dµ2

, sin 2ϕ sin2 θ
d2Pn
dµ2

,

...

k = n cosnϕ sinn θ
dnPn
dµn

, sinnϕ sinn θ
dnPn
dµn

.

Cada uma das soluções

cos kϕ sink θ
dkPn
dµk

, sin kϕ sink θ
dkPn
dµk

é zero para θ = 0, θ = π e para n − k outros valores dando n − k paralelos de latitude.
Também sinhϕ = 0 para ϕ = 0, π

k
, · · · , k−1

k
π, k+1

π
, · · · , 2π, dando k meridianos (cos kϕ = 0, ϕ =

π
2k
, · · · , 2k−1

2k
2π). Então os valores zeros destas harmônicas dão k-meridianos fazendo ângulos

iguais e n−k paralelos dividindo a esfera em retangulares esféricos. Chama-se estas harmônicas
as harmônicas esféricas de grau n e tipo k. Como todas estas harmônicas são independentes
(linearmente), a harmônica geral de grau n é uma combinação linear delas, ou seja

Vn = rn
n∑
k=0

(Akn cos kϕ+Bkn sin kϕ) sin
k θ
dkPn
dµk

.

Aplicando o teorema de Green a duas funções harmônicas u, v em Ω,∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dω = 0.
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Tomando Ω = S(0, r) e 
u = un = rnYn

∂u

∂r
= −nrn−1Yn

v = vm = rmYm
∂v

∂r
= −mrm−1Ym

e obtemos

rn+m−1(m− n)

∫ ∫
YmYndω = 0.

Em m ̸= n ∫ ∫
YmYndω = 0

ou ym são ortogonais.
Em particular

dω = 2π sin θdθ∫ ∫
PmPn sin θdθ = 0

ou

∫ +1

−1

Pm(µ)Pn(µ)dµ = 0 µ = cos θ

(os mesmos resultados como aqueles derivados das equações de Legendre).
Aplicando o teorema de Green à função

vp =
1

4π

∫ ∫ (
v
∂
(
1
d

)
∂n

− 1

d

∂v

∂n

)
dω.

Temos que
1

d
=

1

r

∞∑
s=0

(
r′

r

)s
Ps(µ) r′ < r µ = cos(r, r′).

Pondo vm = rm 1
m
,

vm(p) =
1

4π

∫ 2π

0

∫ 2π

0

{
rm

1

m

∞∑
s=0

(s+ 1)
r′s

rs+2
Ps(µ) +mrm−2Ym

∑(
r′

r

)s
Ps(µ)

}
r2 sin2 θdθdϕ

P ≡ (r′, θ′, ϕ′) vm(p) = r′mYm(θ, ϕ
′).

Isto implica que ∫ π

0

∫ 2π

0

Ym(θ, ϕ)Ps(µ) sin θdθdϕ = 0 se s ̸= m

e se s = m ∫ π

0

∫ 2π

0

Ym(θ, ϕ)Pm(µ) sin θdθdϕ =
4π

2m+ 1
Ym(θ

′, ϕ′)

µ = cos(r, r′) = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos(ϕ− ϕ′).

Tomando para Ym, Pm e pondo θ′ = 0,

Y (θ′, ϕ) = Pm(1) = 1
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e ∫ +1

−1

P 2
m(µ)dµ =

2

2m+ 1
.

Suponha que temos de resolver o problema de considerar em B(0, a), (n = 3)

∆u = 0 u = f(θ, ϕ) sobre |r| = a.

A expansão deve ter a forma

u =
∞∑
n=0

(r
a

)n( n∑
h=0

P (k)
n (µ)(Ank cos kϕ+Bnk sin kϕ)

)
.

Claramente obteremos utilizando

∫ 2π

0

cosmϕ sinhϕdϕ =


0 se m ̸= k
π se m = k > 0
2π se m = k = 0∫ 2π

0

cosmϕ cos kϕdϕ = 0

∞∑
n=0

P k
n (µ)λkπAnk =

∫ 2π

0

f(θ, ϕ) cos kϕdϕ,

{
λk = 2 se k = 0
λk = 1 se k ̸= 1.

Multiplicando por P k
m(µ)dµ

∫ +1

−1

P k
mP

k
ndµ =


0 se m ̸= n

(n+ k)!

(n− k)!

2

2n+ 1
se m = n

(n+ k)!

(n− k)!

2λkπ

2n+ 1
Ank =

∫ +1

−1

∫ 2π

0

f(θ, ϕ) cos kϕP k
ndµdϕ

e

Ank =
(n+ k)!

(n− k)!

2n+ 1

2λkπ

∫ π

0

∫ 2π

0

f(θ, ϕ) cos kϕP k
n sin θdθdϕ

e

Bnk =
(n+ k)!

(n− k)!

2n+ 1

2λkπ

∫ π

0

∫ 2π

0

f(θ, ϕ) sin kϕP k
n sin θdθdϕ.

Seja u harmônica em Ω e B(x0, a) ⊂ Ω, x0 ∈ Ω. Pela representação de Poisson

u(x, y, z) =
a

4π
(a2 − r2)

∫ ∫
f(ω)dω

(a2 + r2 − 2ar cos γ)3/2
,

onde
cos γ = cos θ cosα + sin θ sinα cos(ϕ− α)
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com

(x, y, z) = (r, θ, ϕ)

aω = (a, α, β).

Sabemos que

(1− 2h cos γ + h2)−1/2 =
∞∑
0

hnPn(cos γ)

e
1− h2

(1− 2h cos γ + h2)3/2
=

∞∑
0

(2n+ 1)hnPn(cos γ).

Segue-se que

u(x, y, z) =
1

4π

∫ ∫
f(ω)

∞∑
0

(2n+ 1)
rn

an
Pn(cos γ)dω,

|P (cos γ)| ≤ 1. Segue-se que a série dentro da integral é absolutamente convergente para
0 ≤ r ≤ b < a e a convergência é uniforme. Integrando termo a termo

u(x, y, z) =
1

4π

∞∑
0

(2n+ 1)
rn

an

∫ ∫
f(ω)Pn(cos γ)dω,

Pn é um polinômio de grau n em cos γ, ou seja,

rn
∫ ∫

f(α, β)Pn(cos γ)dω

é um polinômio homogêneo de grau n em x, y, z que satisfaz a equação de Laplace. Segue-se que
u é uma série de termos polinomiais convergindo uniforme e absolutamente em r ≤ b. Segue-se
que u é anaĺıtica em qualquer esfera contida em Ω.

De fato, é posśıvel mostrar que

Pn(cos γ) = Pn(cos θ)Pn(cosα) + 2
n∑

m=1

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ)Pm

n (cosα) cosm(ϕ− β)

e

u(x, y, z) = A0 +
∞∑
1

rn

{
AnPn(cos θ) +

n∑
m=1

(Amn cosmϕ+Bm
n sinmϕ)Pm

n (cos θ)

}
,

com

An =
2n+ 1

2πan

∫ π

0

dα

∫ 2π

0

dβ sinαPn(cosα)f(α, β),

Amn =
2n+ 1

2πan
(n−m)!

(n+m)!

∫ π

0

dα

∫ 2π

0

dβ sinαPn(cosα) cosmβf(α, β),

Amn =
2n+ 1

2πan
(n−m)!

(n+m)!

∫ π

0

dα

∫ 2π

0

dβ sinαPn(cosα) sinmβf(α, β).

Pela inversão podemos considerar o problema de Direchlet em uma região exterior a uma esfera

r = a. De fato,
1

r
u

(
a2x

r2
,
a2y

r2
,
a2z

r2

)
é harmônica dentro da esfera r = a. Segue-se que
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aplicando o resultado para o problema interior dado acima obtemos que o problema exterior
tem a representação (em r > a):

u(x, y, z) =
A0a

r
+

∞∑
1

an+1

rn+1

{
AnPn(cos θ) +

n∑
m=1

(Amn cosmϕ+Bm
n sinmϕ)Pm

n (cos θ)

}
,

com as mesmas constantes.

Constrúımos soluções fundamentais para o Laplaciano{
cnr

2−n n > 2
c2 log r n = 2.

Em geral dizemos que Fn é uma solução fundamental se
∆Fn = 0 x ̸= 0
Fn ∼ cnr

2−n n > 2
F2 ∼ c2 log r n = 2.

com

cn = − 1

(n− 2)ω
, ω =

∫
|x|=1

dS

c2 =
1

2π
.

[Em geral, no ponto x0, tomamos Fx0 = F (x− x0)]
Teorema: Dados n > 2 e u ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω) tais que

∆u = g.

Então, para qualquer x0 ∈ Ω, temos que

u(x0) =

∫
∂Ω

Fx0(x)
∂u

∂n
(x)− u(x)

∂Fx0(x)

∂n
dS −

∫
Ω

Fx0(x)g(x)dx,

onde Fx0(x) é uma solução fundamental para o Laplaciano no ponto x0.

Figura 2.2: B(x0, ρ) = {x ∈ Rn; |x − x0| ≤ ρ}, ρ suficientemente pequeno e dist(B(x0, ρ), ∂Ω) > 0,
B(x0, ρ) ⊂ Ω.
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Demonstração. Aplicando o teorema de Green em B(x0, ρ)
C ∩ Ω, temos que∫

BC∩Ω
(F∆u− u∆F )dx =

∫
∂Ω

(
F
∂u

∂n
− u

∂F

∂n

)
dS −

∫
|x−x0|=ρ

(
F
∂u

∂n
− u

∂F

∂n

)
dS.

Levando em conta que
Fx0 ∼ Fx(x− x0), quando x→ x0,

obtemos que ∫
BC∩Ω

Fx0∆udx =

∫
BC∩Ω

(Fx0∆u− u∆Fx0)dx

=

∫
∂Ω

(
Fx0

∂u

∂n
− u

∂Fx0
∂n

)
dS

−
∫
|x−x0|=ρ

(
Fx0

∂u

∂n
− u

∂Fx0
∂n

)
dS, ρ→ 0.

Mas

∂Fx0
∂n

=
1

(n− 2)ωn

n∑
j=1

(2− n)
xj − x0j
|x− x0|n

xj − x0j
|x− x0|

= − 1

ωn
|x− x0|−n+1,

o que implica que

−
∫
|x−x0|=ρ

u
∂Fx0
∂n

dS =
ρ−n+1

ωn

∫
|x−x0|=ρ

udS

=
ρ−n+1

ωn
ρn−1

∫
Sn

u(x0 + ρω)dω

=
1

ωn

∫
Sn

u(x0 + ρω)dω

∼ u(x0), ρ→ 0.

Finalmente ∫
|x−x0|=ρ

Fx0
∂u

∂n
dS =

ρ2−n

(n− 2)ωn

∫
|x−x0|=ρ

∂u

∂n
dS

=
ρ

(n− 2)ωn

∫
Sn

∂u

∂n
(x0 + ρω)dω

∼ 0, ρ→ 0 (u ∈ C2(Ω)).

Conseqüentemente obtemos que

u(x0) =

∫
∂Ω

(
Fx0(x)

∂u

∂n
− u(x)

∂Fx0
∂n

)
dS −

∫
Ω

Fx0(x)g(x)dx.
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Agora vamos obter uma solução fundamental G dentro da bola B(0, r), com uma proprie-
dade adicional,

G ∼ Fn x ∼ y

G = 0 |y| = r

G = Fn(x− y)− a

(n− 1)ωn
|y − bx|2−n, |x| ≤ r, |y| ≤ r e bx ̸= y,

∆yG = 0 x ̸= y e bx ̸= y.

Aqui x é um parâmetro e vamos escolher b tal que bx ̸= y.

Fn(x− y) = a
|y − bx|2−n

(n− 2)ωn
, |y| = r

ou
1

a
|x− y|2−n = |y − bx|2−n, |y| = r

ou
|bx− y|2 = a2/(n−2)|x− y|2, |y| = 2.

Segue-se que
b2|x|2 − 2b(x · y) + r2 = a2/(n−2)(|x|2 − 2(x · y) + r2)

ou
(1− a2/(n−2))r2 = (a2/(n−2) − b2)|x|2 + 2(b− a2/(n−2))(x · y).

Escolhendo b = a2/(n−2), obtemos que

(1− b)r2 = b(1− b)|x|2 ⇒ b = 1 ou b = r2/|x|2.

Vamos escolher b = r2/|x|2 ou a = (r/|x|)n−2,

G(x, y) =
1

(n− 2)ωn

[
|x− y|2−n −

(
|r|
r

)2−n ∣∣∣∣ r2|x|2
x− y

∣∣∣∣2−n
]
.

Pondo ρ = |x− y|, obtemos que

∂ρ

∂yj
= −xj − yj

ρ

∂

∂yj
ρ2−n = (n− 2)ρ1−n

xj − yj
ρ

,

∂

∂yj
|x− y|2−n =

n− 2

|x− y|n
(xj − yj)

e

∂

∂yj
G =

1

(n− 2)ωn

[
∂

∂yj
|x− y|2−n −

(
|x|
r

)2−n
∂

∂yj

∣∣∣∣ r2|x|2
x− y

∣∣∣∣2−n
]

=
1

ωn

 xj − yj
|x− y|n

−
(
|x|
r

)2−n r2

|x2|xj − yj∣∣∣ r2|x|2x− y
∣∣∣n
 .

Quando |y| = r,

|x− y| = |x|
r

∣∣∣∣ r2|x|2
x− y

∣∣∣∣ (de G = 0, |y| = r)
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e
∂

∂yj
G =

|x|2 − r2

ωn|x− y|n
yj
r2
, nj =

yj
r2
,

∂

∂n
G =

n∑
j=1

∂

∂yj
Gnj =

|x|2 − r2

ωn|x− y|n

e finalmente temos a expressão

u(x) =
r2 − |x|2

rωn

∫
|y|=r

u(y)

|x− y|n
dSy −

∫
|y|≤r

G(x, y)g(y)dy.

Esta fórmula de representação sugere o teorema seguinte:
Representação de Poisson: Seja f(x) ∈ C(S(0, r)), então a função definida por

u(x) =


r2 − |x|2

rωn

∫
|y|=r

f(y)

|x− y|n
dS |x| < r

f(x) |x| = r

pertence a C(B(0, r)) ∩ C2(B(0, r)) e é a solução do problema de Dirichlet em B(0, r)

∆u = 0 |x| < r
u = f |x| = r

(2.18)

Demonstração. Se |x| < r e y ∈ Ω e tal que |y| = r, |x− y| ̸= 0 e podemos calcular que

∂

∂xj

(
r2 − |x|2

|x− y|n

)
= (r2 − |x|2) ∂

∂xj
(|x− y|−n) + ∂

∂xj
(r2 − |x|2)|x− y|−n

e

∂2

∂x2j

(
r2 − |x|2

|x− y|n

)
= (r2 − |x|2) ∂

2

∂x2j
(|x− y|−n) +

+ 2
∂

∂xj
(r2 − |x|2) ∂

∂xj
|x− y|−n + ∂2

∂x2j
(r2 − |x|2)|x− y|−n.

Segue-se que

∆

(
r2 − |x|2

|x− y|n

)
= (r2 − |x|2)∆|x− y|−n +

+ ∆(r2 − |x|2)|x− y|−n + 2
n∑
j=1

∂

∂xj
(r2 − |x|2) ∂

∂xj
|x− y|−n.

Temos que

∂

∂xj
(r2 − |x|2) = −2xj

∆(r2 − |x|2) = −2x.
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Também

∂

∂xj
|x− y|−n = −n(xj − yj)

|x− y|n+2

∂2

∂x2j
|x− y|−n = −n

[
(xj − yj)

(
−(n+ 2)(xj − yj)

|x− y|n+4

)
+ |x− y|−n−2

]
e

∆|x− y|−n =
2n

|x− y|n+2
.

Conseqüentemente calculamos que

∆

(
r2 − |x|2

|x− y|n

)
=

1

|x− y|n+2

[
2n(r2 − |x|2)− 2n|x− y|2 + 4n(|x|2 − x · y)

]
= 0.

Isto implica que ∆u = 0 para |x| < r. Observamos que v ≡ 1 em B(0, r) é a solução de ∆v = 0
em Ω com v(x) = 1 sobre δB(0, r). Neste caso a fórmula de Poisson dá

1 =
r2 − |x|2

rωn

∫
|y|=r

1

|x− y|n
dS. (2.19)

Sejam ρ > 0, ρ < r
2
, x0 ∈ S(0, r) e x ∈ B(0, r) tal que |x − x0| < ρ

2
. Utilisando a fórmula de

Poisson para u(x) segue-se que

u(x)− f(x0) =
r2 − |x|2

rωn

∫
|y|=r

f(y)− f(x0)

|x− y|n
dS

=
r2 − |x|2

rωn

(∫
Σ1

f(y)− f(x0)

|x− y|n
dS +

∫
Σ2

f(y)− f(x0)

|x− y|n
dS

)
,

onde

Σ1 = {y ∈ Rn; |y| = r} ∩ {y ∈ Rn; |y − x0| ≤ ρ}
Σ2 = {y ∈ Rn; |y| = r} ∩ {y ∈ Rn; |y − x0| > ρ}.

Então ∣∣∣∣r2 − |x|2

rωn

∫
Σ1

f(y)− f(x0)

|x− y|n
dS

∣∣∣∣ ≤ r2 − |x|2

rωn
max
y∈Σ1

|f(y)− f(x0)|
∫
Σ1

dS

|x− y|n
≤ max

y∈Σ1

|f(y)− f(x0)|

utilisando 2.19. Se y ∈ Σ2 e |x− x0| ≤ ρ
2
, temos

|x− y| ≥ |y − x0| − |x− x0| ≥ ρ− ρ

2
=
ρ

2

e
r2 − |x|2

|x− y|n
=

(r − |x|)(r + |x|)
|x− y|n

≤ 2r(r − |x|)(
ρ
2

)n .

Segue-se que, ∣∣∣∣r2 − |x|2

rωn

∫
Σ2

f(y)− f(x0)

|x− y|n
dS

∣∣∣∣ = 4||f ||L∞S((0,r))r
n−1(

ρ
2

)n (r − |x|)

83



e finalmente que

|u(y)− f(x0)| ≤ max |f(y)− f(x0)|+ 4||f ||L∞S(0,r)
rn−1(
ρ
2

)n (r − |x|).

Dado ϵ, claramente podemos escolher ρ e δ tais que

max
y∈Σ1

|f(y)− f(x0)| <
ϵ

2

e

4||f ||L∞(S(0,r))
rn−1(
ρ
2

)n (r − |x|) < ϵ

2

e isto significa que n é cont́ınua em B(0, r) e assim u(x) = f(x) para |x| = r.

2.3.2 Unicidade

Considere o problema 2.18 em uma região Ω: Se

∆u1 = ∆u2 = 0 em Ω

u1 = u2 = f em ∂Ω

então com w = u1 − u2,

∆w = 0 em Ω

w = 0 em ∂Ω.

Vamos supor que Ω é suficientemente regular para aplicação do teorema de Green. Então∫
Ω

w∆wdx+

∫
Ω

|∇w|2dx =

∫
∂Ω

w
∂w

∂n
dS

e segue-se que ∫
Ω

|∇w|2dx = 0

o que leva a

w = constante (em Ω)

= 0 (pois w = 0 em ∂Ω)

2.3.3 *Analiticidade

Dizemos que uma equação diferencial linear P em Ω é hipoeĺıptica se dado um aberto U ⊂ Ω
e uma distribuição u ∈ U , u é C∞ em U se Pu for C∞ U .

Teorema 8. (Schwartz)
Se houver uma solução fundamental E de P que é C∞ em Rn − 0, P (D) é hipoeĺıptica em

Rn.
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Demonstração. U aberto ⊂ Rn. u distribuição em U tal que P (D)u = f ∈ C∞(U), x0 qualquer
ponto de U . Basta mostrar que u é C∞ em alguma vizinhança de x0. x0 ∈ U0 ⊂ U , U0 aberto
U0 compacto e g ∈ C∞

c (U), g = 1 em U c.

P (D)(gu) = gP (D)u+ v = gf + v

v = 0 em U c e fora do suporte de g (Leibnitz).

Então temos que

E ∗ P (D)(gu) = P (D)E ∗ gu = gu

ou gu = E ∗ gf + E ∗ v
gf ∈ C∞

0 , E ∗ gf ∈ C∞.

É suficiente mostrar que E ∗ v é Cz∞ em uma vizinhança de x0. Escolha ϵ > 0 tal que

Vϵ = {x ∈ Rn; d(x,Rn − U) > ϵ}

em uma vizinhança de x0. Seja

ζϵ(x) =

{
1 |x| < ϵ

2

0 |x| > ϵ
, ζϵ(x) ∈ C∞.

Escrevemos

E ∗ v = ζϵE ∗ v + (1− ζϵ)E ∗ v, (1− ζϵ)E ∗ v é C∞ em Rn

Pelas propriedades de convolução

supp ζϵE ∗ v ⊂ supp ζϵE + supp v

supp ζϵE ∗ v ⊂ ϵ− vizinhança do suporte de v.

v = 0 em U c.

Conseqüentemente,

ζϵE ∗ v = 0 em Vϵ e E ∗ v é C∞ em Vϵ.

Teorema 9. Se existe uma solução fundamental E de P (D), P (D) com coeficientes constantes,
que é anaĺıtica em Rn−{0}, então P (D) é anaĺıtica e hipoeĺıptica em Rn (muda C∞ → anaĺıtica)

Demonstração. Toma P (D)u = f anaĺıtica em U . Escolha uma vizinhança W de x0 em U
suficientemente pequena. O Teorema de Cauchy-Kowaleski (veja Exemplo 4 deste caṕıtulo) diz
que P (D)h = f tem uma solução anaĺıtica em W . Então P (D)(u − h) = 0 em W . Tome U ′

tal que U
′ ⊂ W , U

′
compacto e g ∈ C∞

0 (W ) tal que g = 1 em U c. Assim v = P (D)g(u − h),
g(u − h) = E ∗ v. Temos que mostrar que E ∗ v é anaĺıtica na vizinhança de x0 levando em
conta que v = 0 em U c. Escrevemos que

E ∗ v = ζϵE ∗ v + (1− ζϵ)E ∗ v
= 0 Vϵ = {x; d(x,R− U c) > 0}
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v é C∞ e w = (1− ζϵ)E ∗ v é C∞,

Dαw = Dα(1− ζϵ)E ∗ v = (1− ζϵ)D
αE ∗ v + T ∗ v,

onde suppT ⊂ supp∇ζϵ e T ∗ v = 0 em Vϵ. (1− ζϵ)D
αE é C∞ em Rn.

Dαw =

∫
K

(1− ζϵ(y))D
αE(y)u(x− y)dy

K = {y ∈ Rn; |y| ≥ ϵ
2
, y ∈ V ϵ − supp v}. K é um compacto de Rn − {0} onde E é anaĺıtica.

Obtemos

1

α
r
|α|
K |Dαw| ≤ c sup

y∈K
r
|α|
K (DαE(y)) ∈ |v(y)|dy x ∈ Vϵ, c = sup

Rn

|ζϵ|

Isso implica que w é anaĺıtica em Vϵ.

Observação 4. Em coordenadas esféricas

∆f =
∂2f

∂r2
+

(n− 1)

r

∂f

∂r
,

caso f seja função de r somente. Então a relação

∆F = δ(x) (2.20)

é válida se

F (r) =


1

2π
log r, n = 2

− 1

(n− 2)

1

|Sn−1|
1

rn−2
n ≥ 2.

A demonstração da relação (2.20) é um cálculo. Temos que mostrar que para qualquer φ ∈
C∞

0 (Rn),
⟨F,∆φ⟩ = ⟨∆F, φ⟩ = φ(0) (2.21)

Observamos que

⟨u, φ⟩ =

∫
u(r)φ(x)dx

=

∫ ∫
u(r)φ(rω)rn−1drdw

= |Sn−1|
∫ ∞

0

u(r)φ∗(r)r
n−1dr, (2.22)

onde

φ∗(r) =
1

|Sn−1|

∫
Sn−1

φ(rw)dw.
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Utilizando (2.22) podemos obter de (2.21)

⟨F,∆φ⟩ = |Sn−1|
∫ ∞

0

F (r)∆φ∗r
n−1dr

= |Sn−1|
∫ ∞

0

F (r)

(
d

dr
+
n− 1

r

)
dφ∗

dr
rn−1dr

= |Sn−1|
∫ ∞

0

F (r)
d

dr

(
rn−1φ′

∗(r)
)
dr

= |Sn−1|
{[
rn−1F (r)φ′

∗(r)
]∞
0
−
∫ ∞

0

F ′(r)φ′
∗(r)r

n−1dr

}
= −|Sn−1|

{∫ ∞

0

F ′(r)φ′
∗(r)r

n−1dr −
∫ ∞

0

φ′
∗(r)dr

}
= φ∗(0) = φ(0).

Então se podemos determinar F (r) tal que

rn−1dF

dr
= |Sn−1|−1 r > 0

temos que
⟨u,∆φ⟩ = ⟨∆u, φ⟩ = φ(0).

Mas a escolha das funções indicadas acima faz garante precisamente isto.

Teorema 10. (Weyl)
O operador de Laplace é anaĺıtico e hipoeĺıptico.

O cálculo de |Sn−1|.
Ponhamos

In =

∫
Rn

exp (−x2)dx n ≥ 1

In = In1 e em coordenadas polares,

In = |Sn−1|
∫ ∞

0

exp (−r2)rn−1dr.

Se n = 1, |Sn−1| = 2

I2 = 2π

∫ ∞

0

exp (−r2)rdr = π

I1 =
√
π

LIn = |Sn−1|
∫ ∞

0

e−ss−1+n
2 ds

= |Sn−1|Γ
(n
2

)
onde

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−zsz−1ds Re z > 0 (Função de Euler)

|Sn−1| = 2πn/2

Γ
(
n
2

) .
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Se n = 2p,

|S2p−1| = 2πp

(p− 1)!
.

Se n = 2p+ 1,

Γ
(n
2

)
= Γ

(
p+

1

2

)
= Γ

(
p− 1

2

)
· · · 1

2
Γ

(
1

2

)
e

Γ

(
1

2

)
=

2I1
|s0|

= I1 =
√
π

e

|S2p| = 2p+1πp

1 · 3 · · · (2p− 1)
.

2.3.4 Polinômios Harmônicos (sólidos)

Considere o polinômio homogêneo de grau n

un =
∑

p+q+r=n

apqrx
pyqzr,

apqr =
1

p!q!r!

∂nun
∂xp∂yq∂zr

, p+ q + r = n.

Podemos reescrever un na forma

un = a000z
n + (a10(n−1)x+ a01(n−1)y)z

n−1 + · · ·+
+ (a(n−1)00x

n−1 + a(n−2)10x
n−2y + · · ·+ a0(n−1)0y

n−1)z +

+ (an00x
n + a(n−1)10x

n−1y + · · ·+ a0n0y
n),

zn tem um coeficiente, zn−1 tem dois, até z0 tem n+1. Conseqüentemente, o total de coeficiente

é 1 + 2 + · · · + (n + 1) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
. No caso ∆un = 0, há relações entre os coeficientes.

∆un é um polinômio homogêneo de grau n − 2, portanto tem no máximo
n(n− 1)

2
termos

independentes. Assim, o polinômio un deverá ter pelo menos
(n+ 1)(n+ 2)

2
− (n− 1)n

2
= 2n−1

termos independentes.
Observe que

apqr =
1

p!q!r!

∂n−2

∂xp∂yq∂zr−2

(
∂2un
∂z2

)
=

1

p!q!r!

∂n−2

∂xp∂yq∂zr−2

(
−∂

2un
∂x2

− ∂2un
∂y2

)
= β1ap+2,q,r−2 + β2ap,q,r−2, r ≥ 2.

Iterando este processo, finalmente expressamos apqr como combinação de coeficientes da
forma apq0, p+ q = n e, apq1, p+ q + 1 = n. O número de coeficientes do primeiro tipo é n+ 1
e do segundo n. Segue-se que o número de polinômios harmônicos esféricos (sólidos) de grau
n é exatamente 2n + 1 e o número de polinômios harmônicos esféricos de superf́ıcie Yn(θ, ϕ) é
2n+ 1, dado que un = rnYn(θ, ϕ), um resultado obtido antes.
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2.4 Exemplos de Problemas de Fronteira

No caṕıtulo 1, seção 1.8, discutimos diversos problemas de fronteira e evolutivos, entre eles
o problema de Dirichlet para a equação de Laplace. Será conveniente resumir resultados que
estabelecemos no caṕıtulo 1.

2.4.1 Gravitação

Expressando a força de Gravitação por massa em termos de um potencial ψ,

F = ∇ψ

e se a densidade de massa é ρ, o potencial satisfaz a equação de Poisson,

∆ψ = −4πρ,

com as condições sobre superf́ıcie S separando duas regiões V1 e V2,

ψ1 = ψ2
∂ψ2

∂n
− ∂ψ1

∂n
= −4πσ (Problema de Transmissão)

2.4.2 Movimento Irrotacional de um Fluido

A velocidade v do fluido pode ser expressa em termos do potencial de velocidade ψ,

v = −∇ψ

e nos pontos onde não existem fontes sorvedouras

∆ψ = 0.

Numa superf́ıcie de um corpo material ŕıgido S movimentando com velocidade U, a velocidade
relativa normal

n · (v −U) = 0.

Segue-se que ∂ψ
∂n

= −U · n em S. Isto é complementado por uma equação para a pressão: a
equação de Bernoulli (seção 1.13).

2.4.3 Eletrostática

Um campo elétrico E pode ser expresso na forma

E = −∇ψ,

com o potencial eletrostático ψ satisfazendo a equação de Poisson

∆ψ = −4πρ,

com ρ a densidade de carga elétrica. ψ é constante sob condutores S e

∂ψ

∂n
= −4πρ
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com σ a densidade de carga de superf́ıcie. A carga total Q em S é dado por

− 1

4π

∫
S

∂ψ

∂n
dσ,

ψ tem singularidades salvo em cargas isoladas ou dipolos elétricos. Perto de uma carga q,

ψ ∼ q

r
,

r sendo a distância da carga q. Na vizinhança de um dipolo de momento µ no vácuo,

ψ ∼ µ · r
r3

.

2.4.4 Dielétricos

Em dielétricos, ψ satisfaz,
div (k∇ψ) = −4πρ,

k é a constante dielétrica. No caso, temos duas regiões com constantes dielétricas k1 e k2,
separadas por uma superf́ıcie S

div (k1∇ψ1) = −4πρ1,

div (k2∇ψ2) = −4πρ2,

ψ1 = ψ2 e k1
∂ψ1

∂n
= k2

∂ψ2

∂n
em S

(novamente um problema de transmissão). Se S é um condutor

k1
∂ψ1

∂n
− k2

∂ψ2

∂n
= −4πσ

2.4.5 Magnetostática

O campo magnético H pode ser expresso via

H = −∇ψ

e se µ é a permeabilidade magnética, ψ satisfaz

div (µ∇ψ) = 0.

Em uma superf́ıcie S dividindo regiões magnéticas distintas com potenciais ψ1 e ψ2

ψ1 = ψ2 e µ1
∂ψ1

∂n
= µ2

∂ψ2

∂n
(Problema de transmissão).

Na vizinhança de um dipolo magnético de momento µ em vácuo, ψ ∼ µ·r
r3
.

2.4.6 Correntes Estacionários

O vetor de corrente j satisfaz
j = −σ∇ψ,

σ sendo a condutividade e ψ satisfaz

div (σ∇ψ) = 0.
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2.4.7 Fluxo de Calor

A temperatura T satisfaz no caso não dependente do tempo a equação

div (k∇T ) = 0,

com k a condutividade térmica
∂T

∂n
= −h(T − T0)

com radiação da superf́ıcie em um meio com temperatura T0(x) em S.

Vamos discutir alguns casos simples ilustrando estes problemas.

Exemplo: fluidos

Considere em esfera ŕıgida de raio a colocada em um fluxo de fluido (irrotacional, ideal, com
divergente zero) com velocidade V k a infinito. Determine a velocidade V do fluido.

A velocidade V k pode ser determinada pelo potencial ψ1, −
∂ψ1

∂z
= V e ψ1 = −V z.

Vamos tentar resolver o problema com um potencial

ψ = ψ1 + ϕ = −V z + ϕ.

Observe que z = r cos θ em coordenadas esféricas (r, θ, ϕ) e

∆ψ = ∆ϕ = 0.

Em r = a,
∂ψ

∂r
= −V cos θ +

∂ϕ

∂r
= 0

ou
∂ϕ

∂r

∣∣∣∣
r=a

= V cos θ = V P1(µ).

Vamos supor que o ϕ ∼ 0 com r → ∞. Tente uma solução na forma

ϕ =
∞∑
n=0

Bn

rn+1
Pn(µ).

Segue-se que

∂ϕ

∂r

∣∣∣∣
r=a

= −(n+ 1)
∞∑
n=0

Bn

an+2
Pn(µ) = V P1(µ)

ou − 2B1

a3
= V e B1 = −V a

3

2
.

Portanto

ϕ = −V a
3

2r2
cos θ e ψ = −V

(
r +

a3

2r2

)
cos θ.
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Segue-se que

Vr = −∂ψ
∂r

= V

(
1− a3

r3

)
cos θ

e

Vθ = −1

r

∂ψ

∂θ
= −V

(
1 +

a3

2r3

)
sin θ.

Exemplo: Eletrostática

Considere uma esfera insulada uniforme D de constante dielétrica k e raio a carregando em
sua superf́ıcie uma carga de densidade Pn(cos θ). Mostre que o interior da esfera contribui

8π2λ3a3kn

(2n+ 1)(kn+ n+ 1)
a energia eletrostática.

A energia é dada por

ε =
k

8π

∫
D

|E|2dx (veja seção 1.19).

Podemos calcular que

ε =
k

8π

∫
∂D

ψ
∂ψ

∂r
dσ, E = −∇ψ.

E = −∇ψ1 dentro de D e E = −∇ψ2 fora de D com potenciais que satisfazem

∆ψ1 = 0 em D

∆ψ2 = 0 em DC

ψ1 é finito em D

ψ2 → 0 com r → ∞

ψ1 = ψ2, k
∂ψ1

∂r
− ∂ψ2

∂r
= 4πλPn(cos θ) em r = a.

Isto sugere que tomamos

ψ1 = A
(r
a

)n
Pn(cos θ)

e

ψ2 = B
(a
r

)n+1

Pn(cos θ).

A condição de transmissão indica que A = B e(
nk

a
+
n+ 1

a

)
A = 4πλ

ou

ψ1 =
4πaλ

kn+ n+ 1

(r
a

)n
Pn(cos θ).

Segue-se que

ε =
k

8π

∫
D

ψ
∂ψ1

∂n
dS

=
k

8π

16π2a2λ2

(kn+ n+ 1)2
n

a
2πa2

∫ π

0

sin θPn(cos θ)Pn(cos θ)dθ.
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Mas ∫ π

0

sin θ|Pn(cos θ)|2dθ =
∫ +1

−1

Pn(µ)
2dµ =

2

2n+ 1
,

por cálculos feitos anteriormente.

2.4.8 Coordenadas Cartesianas

Consideramos alguns outros problemas envolvendo separação de variáveis.

Considere o problema

∆ψ = 0 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c,

ψ = 0 em x = 0, x = a, y = 0, y = b e em z = 0

ψ = f(x, y) em z = c, 0 < x < a, 0 < y < b.

Tentamos soluções da forma ψ = XY Z:

X ′′ = −m
2

a2
X, X(0) = X(a) = 0,

Y ′′ = −n
2

b2
Y, Y (0) = Y (b) = 0,

Z ′′ =

(
m2

a2
+
n2

b2

)
Z, Z(0) = 0,

ou seja,

ψmn =
1

2
(Amne

γ2mn +Bmne
−γ2mn) sin

(πmx
a

)
sin
(πny

b

)
,

γ2mn =
m2

a2
+
n2

b2
.

Z(0) = 0 implica em Amn +Bmn = 0 e assim

ψ =
∑

Amn sinh(γmnz) sin
(πmx

a

)
sin
(πny

b

)
.

A condição de fronteira ψ(x, y, c) = f(x, y) implica que

f(x, y) =
∑

Amn sinh(γmnc) sin
(πmx

a

)
sin
(πny

b

)
.

Utilisando as condições de ortogonalidade das funções trigonométricas,

4

λ

∫ λ

0

sin

(
πmθ

λ

)
sin

(
πm′θ

λ

)
dθ = δmm′ , λ > 0

segue-se que

Amn =
4

ab
csc(γmnc)

∫ a

0

∫ b

0

f(x, y) sin
(πmx

a

)
sin
(πny

b

)
dxdy

e

ψ =
∞∑
m=1

∞∑
n=1

Amn sin
(πmx

a

)
sin
(πny

b

)
sinh(γmnz).
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2.4.9 Equação de Laplace em Coordenadas Ciĺındricas

Considere a equação de Laplace em coordenadas ciĺındricas (r, θ, z),

∂2ψ

∂r2
+

1

r

∂ψ

∂r
+

1

r2
∂2ψ

∂θ2
+
∂2ψ

∂z2
= 0.

Observe que esta equação tem soluções da forma

R(r)e±mzeinθ,

com R(r) satisfazendo a equação de Bessel

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+

(
m2 − n2

r2

)
R = 0,

com soluções linearmente independente Jn(mr) e Nn(mr) (as funções de Bessel e Neumann).
Assim, podemos formar combinações lineares

R =
∑
m

∑
n

(AmnJn(mr) +BmnNn(mn)).

Observe que Nn(mr) → ∞ com t → 0. No caso que tratamos com problemas em qual ψ é
limitada em r = 0 é necessário que Bmn = 0. No caso de problemas com simetria em volta do
eixo z, podemos tomar n = 0 e considerar soluções na forma ψ =

∑
AmJ0(mr)e

−mz, supondo
ψ → 0 com r → 0 e z → ∞.

Exemplo

∆ψ = 0 em 0 ≤ r ≤ 1, z ≥ 0

ψ → 0 com z → ∞ (2.23)

ψ = 0 em r = 1 (2.24)

ψ = f(r) em z = 0, 0 ≤ r ≤ 1. (2.25)

(2.23) e (2.24) são satisfeitas por soluções da forma

ψ(r, z) =
∑

AmJ0(λr)e
−λmr,

com λm satisfazendo J0(λm) = 0. Assim,

f(r) =
∑
m

AmJ0(λmr)

e da teoria de funções de Bessel (veja Tichonov Samarsky, Apêndice D)

Am =
z

J1(λ)2
=

∫ 1

0

rf(r)J0(λr)dr.
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2.4.10 Exemplo

Considere o problema

∆u = −4πρ x ∈ D

Bu = f x ∈ ∂D (Condição de Fronteira)

Aqui

Bu =



u Dirichlet

∂u

∂n
Neumann

∂u

∂n
+ hu Robin

Para fixar as idéias consideramos o problema de Dirichlet não homogênea

∆u = −4πρ x ∈ D

u = f x ∈ ∂D.

Sabemos via a teoria potencial (veja caṕıtulo 1, seção 1.10) que

uρ(x) =

∫
V

ρ(y)dy

|x− y|
resolve a equação

∆uρ = −4πρ.

Introduza w = u− uρ, observe que

∆w = −4πρ x ∈ D

w = f − uρ x ∈ ∂D.

Agora, considerando o caso particular com

D = {x; 0 < a < b}, ∂D = S(0, a) ∪ S(0, b)

e
f = f1, em S(0, a) e f = f2, em S(0, b).

Segue-se que

w = w1 = f1 − uρ|r=a em r = a

w = w2 = f2 − uρ|r=b em r = b

Passando para coordenadas esféricas,

z = r cos θ, x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ

w1 = w1(a, θ, ϕ), w2 = w2(b, θ, ϕ).

Sabemos que deveŕıamos buscar a solução w na forma

w =
∞∑
n=0

rn
n∑

m=0

(A1
nm cosmϕ+B1

nm sinmϕ)Pm
n (cos θ) +

+
∞∑
n=0

r−(n+1)

n∑
m=0

(A2
nm cosmϕ+B2

nm sinmϕ)Pm
n (cos θ).
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Segue-se que

w1(a, θ, ϕ) =
∞∑
n=0

an
n∑

m=0

(A1
nm cosmϕ+B1

nm sinmϕ)Pm
n (cos θ) +

+
∞∑
n=0

a−(n+1)

n∑
m=0

(A2
nm cosmϕ+B2

nm sinmϕ)Pm
n (cos θ)

=
∞∑
n=0

n∑
m=0

(anA1
nm + a−(n+1)A2

nm) cosmϕP
m
n (cos θ) +

+
∞∑
n=0

n∑
m=0

(anB1
nm + a−(n+1)B2

nm) sinmϕP
m
n (cos θ)

Agora,

w1(a, θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

wc1,nm cosmϕPm
n (cos θ) +

+
∞∑
n=0

n∑
m=0

ws1,nm sinmϕPm
n (cos θ)

e obtemos:

wc1,nm = anA1
nm + a−(n+1)A2

nm

ws1,nm = anB1
nm + a−(n+1)B2

nm.

Similarmente,

wc2,nm = bnA1
nm + b−(n+1)A2

nm

ws2,nm = bnB1
nm + b−(n+1)B2

nm.

Assim, temos as equações para determinar A e B:(
an a−(n+1)

bn b−(n+1)

)(
A1
nm

A2
nm

)
=

(
wc1,nm
wc2,nm

)
e (

an a−(n+1)

bn b−(n+1)

)(
B1
nm

B2
nm

)
=

(
ws1,nm
ws2,nm

)
levando a (

A1
nm

A2
nm

)
=

(
an a−(n+1)

bn b−(n+1)

)−1(
wc1,nm
wc2,nm

)
e (

B1
nm

B2
nm

)
=

(
an a−(n+1)

bn b−(n+1)

)−1(
ws1,nm
ws2,nm

)
Isto é evidentemente a metodologia geral para resolver estes problemas. Em casos espećıficos

é mais fácil obter a solução uρ por inspeção. Considere, por exemplo, o caso 4πρ = x2 + z2 e
u = 0 em ∂D. Então,

w = u− uρ = u+

(
x4

12
+
z4

12

)
w|∂D =

x4

12
+
z4

12

∣∣∣∣
∂D
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Fazendo,

x = r sin θ cosϕ, z = r cos θ,

x4 = r4 sin4 θ cos4 ϕ, z4 = r4 cos4 θ.

Sabendo que

cos 2ϕ = 2 cos2 ϕ− 1

então

cos2 ϕ =
1 + cos 2ϕ

2

ou seja,

cos4 ϕ =

(
1 + cos 2ϕ

2

)2

=
1 + 2 cos 2ϕ+ (cos 2ϕ)2

4

Precisamos calcular
f = sin4 θ cos4 ϕ+ cos4 θ

em termos de Pm
n (cos θ) cosmϕ, dando w1 =

1

12
a4f e w2 =

1

12
b4f . Para isso, observamos que

1 =
1

105

dnPn
dµn

1 =
1

3

d2P2

dµ2

µ2 =

(
15

2

d2P2

dµ2
+
d2P4

dµ2

)
1

35

µ2 =
1

35

d2P4

dµ2
+

1

42

d2P2

dµ2
.

Primeiro, observe que

µ4 =
8

35
P4 +

6

7

(
2P2 + P0

3

)
− 3

35
P0

=
8

35
P4 +

4

7
P2 +

1

5
P0

µ2 =
2P2 + P0

3
(1− µ2)2 = 1− 2µ2 + µ4

= P0 − 2

(
2P2 + P0

3

)
+

(
−4

3
+

4

7

)
P2 +

8

35
P4

=
8

15
P0 −

16

21
P2 +

8

35
P4

cos4 ϕ =
1 + 2 cosϕ+ 1+cos 4ϕ

2

2

=
3

4
+ cos 2ϕ+

1

4
cos 4ϕ.
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Segue-se que

sin4 θ cos4 ϕ =
3

4
sin4 θ + sin4 θ cos 2ϕ+

1

4
sin4 θ cos 4ϕ

=
3

4
(1− µ2)2 + (1− µ2) sin2 θ cos 2ϕ+

1

4
sin4 θ sin 4ϕ

=
3

4

(
8

15
P0 −

16

21
P2 +

8

35
P4

)
+

+

(
1

3

d2P2

dµ2
− 1

35

d2P4

dµ2
− 5

µ2

d2P2

dµ2

)
sin2 θ cos 2ϕ+

+
1

420

d4P4

dµ4
sin4 θ cos 4ϕ

=
2

5
P0(µ)−

4

7
P2(µ) +

6

35
P4(µ) +

3

14
P

(2)
2 (µ) cos 2ϕ

− 1

35
P

(4)
2 (µ) cos 2ϕ+

1

420
P

(4)
4 (µ) cos 4ϕ

f = sin4 θ cos4 ϕ+ cos4 θ

=
3

5
P0(µ) +

1

5
P4(µ) +

2

7
P4(µ) +

3

14
P

(2)
2 (µ) cos 2ϕ− 1

35
P

(2)
4 (µ) cos 2ϕ+

+
1

420
P

(4)
4 (µ) cos 4ϕ.

Segue-se que temos de calcular coeficientes para n = 0, m = 0; n = 4, m = 0; n = 2, m = 2;
n = 4, m = 2; n = 4, m = 4, via(

A1
00

A2
00

)
=

3

5

(
1 a−1

1 b−1

)−1( a4

12
b4

12

)
;

(
A1

22

A2
22

)
=

3

14

(
1 a−5

1 b−5

)−1( a2

12
b2

12

)

(
A1

40

A2
40

)
=

2

7

(
1 a−9

1 b−9

)−1( 1
12
1
12

)
;

(
A1

42

A2
42

)
= − 1

35

(
1 a−9

1 b−9

)−1( 1
12
1
12

)
(
A1

44

A2
44

)
=

1

420

(
1 a−9

1 b−9

)−1( 1
12
1
12

)
.

2.4.11 *O espectro do átomo de Hidrogênio

Na discussão dada no caṕıtulo 1, seção 1.23, introduzimos a equação de Schrödinger em um

campo potencial radial V (r). No caso V (r) = −ze
2

r
examinamos a existência de estados χ

correspondendo a energia negativa E < 0. No caso z = 1, temos o caso do átomo de hidrogêneo.
Os resultados dependem essencialmente sobre a teoria de polinômios generalizados de Laguerre
Lsq(p) que satisfazem a equação

ρ(Lsq)
′′ + (s+ 1− ρ)(Lsq)

′ + (q − s)(Lsq) = 0.

Lembramos que a equação satisfeita por χ é

− ~2

2µ

1

r2
d

dr

(
r2
dχ

dr

)
− Ze2

r
χ+

e(e+ 1)~
2µr2

χ = Eχ, E < 0, 0 < r <∞.
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No que segue é conveniente definir

α2 =
8µ(E)

~
, λ =

2µZe2

α~2
=
Ze2

~

(
µ

2|E|

)1/2

, ρ = αr,

para reescrever a equação na forma

1

ρ2
d

dρ

(
ρ2
dχ

dρ

)
+

(
λ

ρ
− 1

ψ
− l(l + 1)

ρ2

)
χ = 0, 0 < ρ <∞.

Análise assintótica e outras considerações motivam a introdução de uma nova variável depen-
dente L(ρ) via

χ(ρ) = ρle−ρ/2L(ρ),

que satisfaz a equação

ρL′′ + (2(ρ+ 1)− ρ)L′ + (λ− l − 1)L = 0.

Se fazemos a identificação s = 2l + 1, λ = n e q = n+ l, a solução χ tem a forma

χnl = ρle−ρ/2L2l+1
n+l (ρ).

Lembramos que os polinômios de Laguerre satisfazem as relações de ortogonalidade

∫ ∞

0

Lsn(x)L
s
m(x)e

−xxsdx =


0, m ̸= n, s > −1

Γ(n+ s+ 1)

n!
m = n

.

Conseqüentemente, nosso caso dará∫ ∞

0

e−ρρ2l
(
L2l+1
n+l (ρ)

)2
ρ2dρ =

2n(n+ l)3

(n− l − 1)!

e as autofunções normalizadas de energia são dadas por

ψnlm(r, θ, ϕ) = χnl(r)Ylm(θ, ϕ)

χnl(r) = −

{(
2Z

na0

)3
n− l − 1

2n((n+ l)!)3

} 1
2

e−
ρ
2ρ

1
2L2l+1

n+l (ρ)

a0 =
~2

µe2
, ρ =

2Z

na0
r.

Os ńıveis de energia são dados por

En = − Z2ee

2a0n2
.

Observe que

χ10(r) =

(
Z

a0

) 3
2

2e
−Zr

a0

χ20(r) =

(
Z

2a0

) 3
2
(
2− Zr

a0

)
e
− Zr

2a0

χ21(r) =

(
Z

2a0

) 3
2 Zr

a0
√
3
e
− Zr

2a0 .
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Finalmente observamos que os ńıveis de energia dependem somente de n e são degenerados com
respeito a l e m. De fato, l pode variar de 0 a n− 1 e para cada valor de l, m pode variar de
−l a l. Segue-se que

n−1∑
l=0

(2l + 1) = 2
n(n− 1)

2
+ n = n2.

Esta degeneração foi obtida no caṕıtulo 1 utilizando técnicas qualitativas, mas a forma expĺıcita
de En depende evidentemente de uma análise mais profunda1.

O leitor deveria consultar para mais detalhes os livros de Schiff, Merzbacher e Weyl referenci-
ados na seção 1.23 e como uma referência geral o livro de Tychonov e Semarsky é recomendado.

2.5 Equação do Calor

Tipicamente a equação de difusão satisfaz

∂θ

∂t
=

1

ρc
div (k∇θ) + F (x, t), x ∈ D, t > 0

= Lθ + F (x, t)

Bθ =
∂θ

∂n
+ hθ = θ0(x, t) x ∈ ∂D t > 0,

θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ D,

com solução θ(x, t). Podemos associar com este problema o problema auxiliar

∂θ

∂t
= Lθ + F (x, s), x ∈ D, t > 0,

Bθ = θ0(x, s) x ∈ ∂D t > 0,

θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ D,

com solução θ(x, t, s), t > 0. Observe que a condição de fronteira é

Bθ =

{
θ0(x, s), t > s
0 0 < t < s

tem a solução θ(x, t− s, s), t > s. Considere o problema de fronteira, s′ > s,

Bθ =


0 0 < t < s
θ0(x, s) s < t < s′

0 t > s′
.

Pela linearidade este problema tem a solução

θ = θ(x, t− s, s)− θ(x, t− s′, s′) t > s′

∼ ∂θ(x, t− s, s)

∂t
(s′ − s) ∼ ∂θ(x, t− s)

∂t
∆t.

Somando as contribuições obtemos no limite

θ =
∂

∂t

∫ t

0

θ(x, t− s, s)ds,

1Métodos mais avançados de simetria de grupos poderão dar resultados equivalentes aqueles obtidos para o
oscilador harmônico utilizando técnicas de algebra de Lie (veja o livro de Gilmore citado na seção 1.23)
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a conhecida fórmula de Duhamel.
Suponha que o problema

Lθ = 0 x ∈ D

Bθ = θ0(x, s) x ∈ ∂D

tem a solução θ1(x, s), então Θ = θ(x, t, s)− θ(x, s) resolve

∂Θ

∂t
= LΘ+ F (x, s)

BΘ = 0

Θ(x, 0, s) = θ0(x)− θ1(x, s).

Este último problema reduz a resolução de dois problemas:

∂Θ1

∂t
= LΘ1

BΘ1 = 0

Θ1(x, 0, s) = θ0(x)− θ1(x, s).

e

∂Θ2

∂t
= LΘ1 + F (x, s)

BΘ2 = 0.

Finalmente, conclúımos argumentando como anteriormente da fórmula de Duhamel que

θ(x, t) = θ1(x, t) +
∂

∂t

∫ t

0

Θ1(x, t− s, s)ds+

∫ t

0

Θ2(x, t− s, s)ds.

2.5.1 Regiões Infinitas: Heuŕısticas

Temos estabelecido na discussão em caṕıtulo 1, seção 1.24, que a função

u(x, y, t− t0) =
Q

cρ
√
4π2a2(t− t0)

exp

(
− (x− y)2

4a2(t− t0)

)
é a temperatura em x no tempo t correspondendo a uma quantidade de calor Q = cρ localizada
no ponto y no tempo inicial t0.

Consideramos uma distribuição inicial no tempo t0 de temperatura Tt0(y) = f(y), y ∈
(−∞,∞). Suponha que

R1 =
∞∪

j=−∞

[yj, yj +∆yj).

Então em cada intervalo [yj, yj + ∆yj), se ∆yj é pequeno, há uma correspodente distribuição
inicial de calor cρTt0(yj)∆yj e pelo prinćıpio de superposição de efeitos aplicáveis aos problemas
lineares uma resultante contribuição a temperatura

Tj(x, t) = Tt0(yj)∆yj
1√

4πa2(t− t0)
exp

[
− (x− yj)

2

4a2(t− t0)

]
∆yj.
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A temperatura final

T (x, t) ∼
∑

Tt0(yj)
1√

4πa2(t− t0)
exp

(
− (x− yj)

2

4a2(t− t0)

)
∆yj

→ 1√
4πa2(t− t0)

∫ ∞

−∞
exp

(
− (x− y)2

4a2(t− t0)

)
f(y)dy.

Este argumento heuŕıstico sugere que a temperatura é dado por

T (x, t) =
1√

4πa2(t− t0)

∫ ∞

−∞
exp

(
− (x− y)2

4a2(t− t0)

)
f(y)dy.

A convolução de duas funções f e g definidas em (−∞,∞) é dado por

f ∗ g =
∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)dy.

Defina G(x, t) por

G(x, t) =
1√

4πa2t
exp

(
− x2

4a2t

)
,

então
T (x, t) = (G(·, t) ∗ f(·))(x). (2.26)

É posśıvel demonstrar com rigor que (2.26) resolve o problema de evolução

∂T

∂t
= a2

∂2T

∂x2
, x ∈ (−∞,∞), t > 0

T (x, t)|t=0 = f(x).

Já discutimos em termos gerais a resolução de diversos problemas de fronteira e evolução para
a equação do calor utilizando a fórmula de Duhamel e aqui fazemos alguns cálculos espećıficos
envolvendo a região [0,∞).

Primeiro é fácil verificar que se f(y) = −f(−y) e

T (x, t) = (G(·, t) ∗ f(·))(x),

então T (0, t = 0) e T (x, 0) = f(x). Mas

T (x, t) =
1√

4πa2t

∫ 0

−∞
e−

(x−y)2

4a2t f(y)dy +
1√

4πa2t

∫ ∞

0

e−
(x−y)2

4a2t f(y)dy

=
1√

4πa2t

∫ ∞

0

(
e−

(x−y)2

4a2t − e−
(x+y)2

4a2t

)
f(y)dy, x ∈ (0,∞), t > 0

T (x, 0) = f(x)

T (0, t) = 0.

Se a condição inicial é tomada no tempo t = s,

T (x, t) =
1√

4πa2(t− s)

∫ ∞

0

(
e
− (x−y)2

4a2(t−s) − e
− (x+y)2

4a2(t−s)

)
f(y)dy, x ∈ (0,∞), t > s,

T (x, s) = f(x)

T (0, t) = 0.
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Agora, observe se f(y) = µ0 = constante

T (x, t) = µ0Φ

(
x√

4a2(t− s)

)
T (x, s) = µ0

T (0, t) = 0.

Segue-se que

Θ = µ0 − µ0Φ

(
x√

4a2(t− s)

)
satisfaz as condições de fronteira e inicial

Θ(x, s) = 0 e Θ(0, t) = µ0 t > s.

Prosseguindo como em seção anterior

Θ(x, s) =

∫ t

0

∂Θ

∂t
(x, t− s)µ(s)ds.

Também, modificando levemente a análise não é dif́ıcil estabelecer que o problema

∂T

∂t
= a2

∂2T

∂x2
+ f(x, t), x ∈ (0,∞), t > 0

T (x, 0) = 0 T (0, t) = 0.

tem solução

T (x, t) =
1√
4πa2

∫ ∞

0

∫ t

0

1√
t− s

{
e
− (x−y)2

4a2(t−s) − e
− (x+y)2

4a2(t−s)

}
f(y, s)dyds.

2.5.2 A equação do calor em separação de variáveis

Considere o problema

∂T

∂t
= k∆T, x ∈ D t > 0

T (x, 0) = T0(x), x ∈ D

T (x, t) = Tb(x), x ∈ ∂D, t > 0.

Suponha que temos uma solução TD do problema

∆T = 0, x ∈ D

T = Tb, x ∈ ∂D.

e introduza Θ = T − TD. Então,

∂Θ

∂t
= k∆Θ, x ∈ D, t > 0

Θ(x, 0) = Θ0(x) = T0(x)− TD(x), x ∈ D

Θ(x, t) = 0 x ∈ ∂D.
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Vamos procurar soluções na forma
Θ = ψe−kλ

2t,

então

−∆ψ = kλ2ψ

ψ = 0 em ∂D.

Suponha que este problema tem uma solução

−∆ψn = kλ2nψn,

com funções {ψn}∞n=1 ortonormais em L2(D), então buscamos a solução para Θ na forma

Θ =
∞∑
n=1

anψne
−kλ2nt

satisfazendo

Θ0(x) =
∞∑
n=1

anψn

com
an = (Θ0, ψn), n = 1, 2, ...

Concretamente, considere o problema

∂T

∂t
= k∆T, 0 < r <∞, t > 0

T (x, 0) = f(r, θ)

T (x, t) = 0 r = a.

Buscamos soluções independentes de ϕ (m = 0), portanto envolvendo somente Pn(µ) e R(r),

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
+

(
λ2 − n(n+ 1)

r2

)
R = 0

é satisfeita por funções de Bessel
Jn+ 1

2
(λr)(λr)−

1
2 .

A condição de fronteira força a condição

Jn+ 1
2
(λa) = 0

satisfeita por valores λn1, λn2, ..., λni → ∞, λn > 0.
Assim, a solução pode ser tomada na forma

T (x, t) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

cnm(λnmr)
− 1

2Jn+ 1
2
(λnmr)Pn(cos θ)e

−kλ2nmt.

Utilizando as relações de ortonormalidade dos polinômios de Legendre e funções de Bessel
conclúımos que

cnm =
(2n+ 1)λ

1
2
nm

a2(J ′
n+ 1

2

(λnma))2

∫ a

0

r
3
2Jn+ 1

2
(rλnm)dr

∫ 1

−1

Pn(µ)f(r, θ)dµ.
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O livro Applied Mathematics in Chemical Engineering, de Mickley et al ([2]), aborda a
questão do problema encontrado freqüentemente em engenharia qúımica de diversas fases com
vários componentes colocado em contato em uma determinada situação experimental: dado
as condições iniciais se quer determinar o estado do sistema em determinado ponto (após
certo tempo de contato) ou o tamanho do equipamento (tempo de contato preciso) para um
determinado estado exigido. Este problema pode incluir qualquer operação de seguinte tipo:

• Conservação de componentes materiais, no caso que reações qúımicas são presentes,
relações estequiométricas;

• A primeira lei da termodinâmica;

• Taxas de reação: transferência de calor, de massa e de reação qúımicas;

• Processos de equiĺıbrio em fronteiras interfaciais entre fases.

As vezes podemos chegar as equações padronizadas com interpretações distintas do comum.
Considere o seguinte exemplo: um tubo cilindro de raio R e comprimento L com paredes
cobertas de um catalizador, com temperatura Tw Um gás A passa o tubo a mesma temperatura.
O gás reage com as paredes através de uma reação de primeira ordem irreverśıvel A → B (de
superf́ıcie)

−dNA

dt
= kaCa,

−dNA

dt
moles de A reagindo por unidade de tempo, k constate de reação, a área projetada

do catalizador em contato com o gás reagente, Ca concentração de A (moles por unidade de
volume) na vizinhança da superf́ıcie do catalizador.

O gás A com concentração inicial Ci será passado pelo tubo com velocidade constante V .
Após atingir um estado permanente a concentração de gás saindo do tubo Cm pode ser medida.
Supomos que não há gradiente de velocidade radial presente no fluxo. Segue-se que o transporte
radial de A tem de ser por difusão molecular com coeficiente de difusão D.

Modelagem:

Figura 2.3: Representação Geométrica

Conservação de material na direção axial com respeito A:

• Taxa de entrada: V 2πrdrC −D2πrdu
∂C

∂r
= ϵ (difusão);
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• Taxa de sáıda: V 2πrdrC +
∂

∂x
(V 2πrdrC)dx − (D2πrdx

∂C

∂r
+ ∂

∂r
(D2πrUx∂C

∂r
)dx) (até

primeira ordem).

No estado permanente, taxa de acumulação é zero: taxa de entrada=taxa de sáıda. Segue-se

∂C

∂x
=
D

V

(
∂2C

∂r2
+

1

r

∂C

∂r

)
.

Onde vem a reação?
Nas condições de fronteiras devida a formulação do problema

C = Ci em x = 0
∂C

∂r
= 0 r = 0 simetria.

∂C

∂r
= −K

D
C em r = R, O < x < 1, reação qúımica em r = R.

Aqui x está substituindo t e temos um problema inicial e de fronteira para uma equação
parabólica, mas a interpretação f́ısica é totalmente alterada. Este método foi estudado por
Baron, Manning e Johnston ([1]) para estudar a oxidação do dióxido de enxofre na presença de
pentodióxido de vanádio. De fato, é posśıvel estabelecer a relação

Cm
Ci

=
∑
j

4β2e−λ
2
jx/α

2

λ2j(λ
2
j + β2)

,

com

λj = β
J0(λj)

J1(λj)
, β =

kR

D
, α = R

√
V

D
,

obtendo β como uma função de Ci, Cm com α constante.

2.6 A equação da onda

Na seção 1.17.1 obtemos a equação da onda para a propagação de oscilações eletromagnéticas.
Inúmeros outros exemplos existem. Considere a passagem de uma onda de som em um gás
perturbando o estado de equiĺıbrio em qual a pressão e massa especifica são P0 e ρ0, respecti-
vamente. No ponto (x, y, z) ao tempo t suponha que a pressão e massa espećıfica são

P = P0 + c2P0s

e

ρ0 = (1 + s),

onde s é a condensação e c2 =
(
dP
∂ρ

)
0
, sendo que o ı́ndice 0 indica o estado de equiĺıbrio.

As equações de um gás ideal é

ρ
∂v

∂t
= −∇P

e supondo que s << 1, v · v << 1,

ρ0
∂v

∂t
= −c2ρ0∇s
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e a equação da continuidade

ρ0
∂s

∂t
+ ρ0divv = 0.

No caso que a gás é irrotacional, v = −∇ϕ e obtemos

∇
(
∂ϕ

∂t
− c2s

)
= 0

e
∂s

∂t
= ∆ϕ.

Eliminando s nas equações obtemos

1

c2
∂2ϕ

∂t2
= ∆ϕ.

Amesma equação é obtida por vibrações de corda, cabos, onda de som longitudinal, membranas,
vibrações longitudinais de barras, etc. Não discutimos outras situações detalhadamente. O
leitor deverá consultar os livros de Sneddon [3] ou Tychonov e Samarsky [4] para maiores
informações.

Consideramos a forma mais simples da equação da onda

1

c2
∂2y

∂t2
=
∂2x

∂x2
−∞ < x <∞, t > 0.

Introduza novas coordenadas

X = −ct+ x

Y = ct+ x

a equação assume a forma
∂2y

∂X∂Y
= 0.

Trivialmente, esta última equação tem solução

y = f(x+ ct) + g(x− ct)

com f, g funções arbitrárias.
Evidentemente, no tempo inicial t = 0, temos de especificar o deslocamento y = y0(x) e a

velocidade
∂y

∂t

∣∣∣∣
t=0

= v0(x). Assim, determinamos que

y0(x) = f(x) + g(x)

e
v0(x) = cf ′(x)− cg′(x).

Segue-se que via integração

f(x)− g(x) =
1

c

∫ x

b

v0(ξ)dξ

com algum valor arbitrário de b e por conseqüência que

f(x) =
1

2
y0(x) +

1

2c

∫ x

b

v0(ξ)dξ
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e

g(x) =
1

2
y0(x)−

1

2c

∫ x

b

v0(ξ)dξ.

Finalmente,

y(x, t) =
1

2
(y0(x+ ct) + y0(x− ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
v0(ξ)dξ,

que é a solução de d’Alembert da equação da onda em uma dimensão.
Considere agora a equação da onda em três dimensões com simetria esférica. Isso é dizer

que buscamos ϕ satisfazendo
1

c2
∂2ϕ

∂t2
=
∂2ϕ

∂r2
+

2

r

∂ϕ

∂r
.

Coloque ϕ = ψ
r
, obtendo

1

c2
∂2ψ

∂t2
=
∂2ψ

∂r2

com solução da forma

ψ = f
(
t− r

c

)
+ g

(
t+

r

c

)
e

ϕ =
f
(
t− r

c

)
+ g

(
t+ r

c

)
r

.

r−1f
(
t− r

c

)
representa uma onda divergente e se ϕ =

1

4πr
f(r− ct) é o potencial de velocidade

de um gás,

u = −∂ϕ
∂r

=
1

4πr2
f
(
t− r

c

)
+

1

4πrc
f ′
(
t− r

c

)
.

Segue-se que o fluxo total através de uma esfera de centro na origem e raio pequeno ϵ é

4πϵ2u = f(t) +O(ϵ).

Neste caso dizemos que há uma fonte pontual de força f(t) situado na origem e o ϕ dado
acima é o potencial de tal fonte pontual. A diferença de pressão no instante t e o valor de
equiĺıbrio é dada por

P − P0 = ρ
∂ϕ

∂t
=

ρ

4πr
f ′
(
t− c

r

)
.

Consideramos exemplos de aplicação do método de separação de variáveis a equação da onda.
Considere o problema

1

c2
∂2z

∂t2
= ∆z 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, t > 0

z|t=0 = f(x, y)
∂z

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

z = 0 na fronteira.

Buscamos soluções elementares da forma

z = X(x)Y (y)e±ikct,

obtendo

X ′′ + k21X = 0,

Y ′′ + k22X = 0, k21 + k22 = k2.

108



Dado que X = 0 em x = 0, a e Y = 0 em y = 0, b, tomamos a solução na forma de combinações
das soluções z = Az+ +Bz− de

z±(x, y, t) =
∑
mn

Amnsen
(mπx

a

)
sen

(nπy
b

)
{cos kmnct± isen (kmnct)} ,

aqui k2mn = π2

(
m2

a2
+
n2

b2

)
.

As condições iniciais implicam que A+B = 1

f(x, y) =
∑
mn

Amnsen
(mπx

a

)
sen

(nπy
b

)
e

0 =
∂z

∂t

∣∣∣∣
t=0

= A
∂z+
∂t

∣∣∣∣
t=0

+B
∂z−
∂t

∣∣∣∣
t=0∑

mn

(
Amnsen

(mπx
a

)
sen

(nπy
b

))
kmnc(A−B)i

o que implica A = B =
1

2
e

z(x, y, t) =
∑
mn

Amnsen
(mπx

a

)
sen

(nπy
b

)
cos (kmnct) ,

com

Amn =
4

ab

∫ a

0

∫ b

0

f(x, y)sen
(mπx

a

)
sen

(nπy
b

)
dxdy.

Considere agora o problema

1

c2
∂2z

∂t2
=
∂2z

∂r2
+

1

r

∂z

∂r
+

1

r2
∂2z

∂θ2
, t > 0,

no cilindro 0 ≤ r ≤ a,

z|r=a = 0

z(r, θ, 0) = f(r)
∂z

∂t
(r, θ, 0) = 0.

Separação de coordenadas leva aos problemas

z = R(r)Θ(θ)e±ikct

r2

R

(
d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+ k2R

)
+

1

Θ

d2Θ

dθ2
= 0

e

d2Θ

dθ2
+m2Θ = 0,

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+

(
k2 − m2

r2

)
R,
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com soluções Θ = e±imθ (m inteiro) e R = Jm(kr). A condição de fronteira significa que

Jm(ka) = 0 com k = km1, km2, ...

kmi ≥ 0, obtendo soluções da forma

z =
∑
mn

AmnJm(kmnr) exp±imθ ± ikmnct.

Dado que a solução depende somente de r e t, podemos tomar m = 0 e como no exemplo acima
resolve o problema na forma

z(x, t) =
∑
n

AnJ0(knr) cos(knct), kn = k0t,

An
2

a2(J1(kna))2

∫ a

0

rf(r)J0(Knr)dr

utilizando as propriedades de ortogonalidade das funções de Bessel (apêndice C).

2.7 Exemplos miscelâneos avançados

Exemplo 1

Observação: Os exemplos 1 e 2 requerem conhecimento de variáveis complexas.
A fórmula de Poisson em duas dimensões pode ser escrita no ćırculo unitário C, z = x+iy =

reiθ,

u(x, y) =
1

4π

∫ 2π

0

eiθ
′
+ z

eiθ′ − z
f(θ′)dθ +

1

4π

∫ 2π

0

eiθ
′
+ z̄

eiθ′ − z̄
f(θ′)dθ

e podemos definir uma função anaĺıtica F (z), ReF (z) = f(θ) em C tal que F = u+ iv

iv = ib0 +
1

2π

∫ 2π

0

eiθ
′
+ z

eiθ′ − z
f(θ′)dθ′

(funções conjugadas, outra expressão de v

v = b0 +
1

π

∫ 2π

0

r sin(θ − θ′)f(θ′)dθ

1− 2r cos(θ − θ′) + r2
,

é a fórmula de Schwarz).
Sejam P e P ′ pontos inversos com respeito o ćırculo C e PP ′ = c. Invertendo com respeito

o ćırculo com centro P ′ e raio c, o ponto no ćırculo C transforma em um ponto S ′. (Suponha
que P ′ está fora de C e S dentro de C). Sejam dS e dS ′ elementos de arcos em S e S ′,
respectivamente, e sejam as coordenadas polares de P e P ′, (r, θ) e (r′, θ′), respectivamente,
onde rr′ = 1. O ćırculo C inverte em um ćırculo com centro P e raio (a′ · l = cr)

PS ′ = c
PS

P ′S
= c

l − r

r′ − l
=
cr

l
= a′.

Também r2P ′S2 = PS2 = (r2+ l2−2r cos(σ− θ)), onde (l, σ) são as coordenadas polares de S.
Escrevendo

dσ′ =
c2dS

a′P ′S2
=

cdσ

rP ′S2
=

rcdσ

1− 2r cos(σ − θ) + r2
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e rc = 1− r2 a fórmula de Poisson tem a forma:

v =
1

2π

∫ 2π

0

v′dσ′,

que é uma conseqüência direta da fórmula de Gauss.

Exemplo 2

Suponha que Ω tem fronteira C (fechada e regular). Pelo teorema de aplicação de Riemann
sobre aplicações conformais, existe uma função anaĺıtica única F (z), regular em Ω, tal que
ζ = F (z) aplica Ω conformalmente em |ζ| < 1 transformando um ponto z0 dentro de C na
origem e levando uma direção dada na direção positiva do eixo real.

A transformação

ζ =
a(z − z0)

a2 − zz̄0
, |z| < a

leva |z| ≤ a em |ζ| ≤ 1, ζ(z0) = 0. Esta aplicação leva a função harmônica u(x, y) no plano-z
em U(ξ, η) harmônica em |ζ| ≤ 1 e u(x0, y0) = U(0, 0).

Pelo teorema de Gauss,

U(0, 0) =
1

2π

∫
Γ

U(ξ, η)dσ Γ = {|ζ| = 1}

e

u(x0, y0) =
1

2π

∫
C

U(ξ, η)
dσ

dS
dS

s é o comprimento de arco em C, |z| = a, z = aeiϕ, z0 = reiθ, r < a,

dσ

ds
=

∣∣∣∣dζds
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a(a2 − |z|2)

a(a2 − zz̄0)2

∣∣∣∣ = a2 − r2

a(a2 − 2ar cos(θ − ϕ)) + r2

e

u(x0, y0) =
1

2π

∫ 2π

0

u(r cosϕ, r sinϕ)
a2 − r2

a(a2 − 2ar cos(θ − ϕ)) + r2
dϕ,

a fórmula de Poisson.

Exemplo 3 (Extensão do Prinćıpio do Máximo)

(i) Mostre que se
Aλ2 + 2Bλµ+ Cµ2 ≥ 0

e
αλ2 + 2Bβµ+ γµ2 ≤ 0,

então
Aα+ 2Bβ + Cγ ≤ 0.

(ii) Sejam Ω um aberto em R2 e L o operador elétrico

Lu = Auxx + 2Buxy + Cuyy +Dux + Euy,
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A(x, y)λ2 + 2B(x, y)λµ+ C(x, y)µ2 ≥ 0 ∀λ, µ
com coeficientes cont́ınuos. No seguinte vamos supor que

u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω);

Lu ≥ 0 em Ω

e u(x) ≤ u(x0) para algum x0 ∈ Ω, ∀x ∈ Ω.

Observamos que pondoM = u(x0), ∃ um ćırculo C tal que C ⊂ Ω e para algum ponto x1 ∈ ∂C,
u(x1) = M e u(x) < M para x ∈ C0. Introduzimos ćırculos K, raio R, K1 com raio R1 < R e
centro x1 como na figura 2.7.

Figura 2.4: ∂K1 = Si ∪ S0

Pondo r2 = x2 + y2 e tomando a origem de K como a origem de coordenadas introduzimos
a função

h(x, y) = e−αr
2 − e−αR

2

, α > 0.

Observe que ∃ϵ > 0 tal que

u ≤M − ϵ sobre Si (2.27)

e u ≤M sobre S0.

Mostre que escolhendo α suficientemente grande,

Lh > 0 em K1 (2.28)

e L(u+ δh) > 0 se δ > 0.

h(x, y) < 0, x ∈ S0 (2.29)

e h(x1) = 0.

Pondo v(x, y) = u+δh e escolhendo δ pequeno (via (2.27)) v < M sobre Si. Mostre que v < M
sobre S0 (via (2.28) e (2.29)) e conseqüentemente que v < M sobre ∂K1 e v(x1) =M .

Mostre utilizando (2.29) que

vxxλ
2 + 2vxyλµ+ vyyµ

2 ≤ 0 (2.30)

e finalmente da parte (i) que
u(x) ≡M em Ω.

(Argumento de E. Hopf, Berlin Sitzungsbers, 141 (1927))
Este exerćıcio pode ser estendido a n−dimensões e tem aplicação nesta forma em geometria

diferencial.
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Exemplo 4 (Teoria de existência para problemas hiperbólicos)

A questão de existência para problemas hiperbólicos - a utilização de Cauchy-Kowalewski.
Considere o problema

�u = f, f ∈ L2 em Ω = Ωt0

u = f0,
∂u

∂t
= f1 sobre S0 (2.31)

f0 tendo a primeira derivada em L2(S0)

e F1 ∈ L2(S0)

Figura 2.5: Representação Geométrica.

Ponhamos

||u||1T =

{∫
ST

{
u2 +

(
∂u

∂t

)2

+
n−1∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2
}
dx

} 1
2

u(T, x) = u(0, x) +

∫ T

0

∂u

∂t
(t, x)dt

⇒ |u(T, x)| ≤ |u(0, x)|+ T
1
2

(∫ T

0

(
∂u

∂t

)2

dt

) 1
2

ou

∣∣∣∣∂u∂t f
∣∣∣∣ ≤ 1

2

{(
∂u

∂t

)2

+ f 2

}
.

Conseqüentemente ∃ constantes k1, k2, k3 tal que para T ≤ t0

||u||1T ≤ k1||u||10 + k2

∫ T

0

||u||1tdt+ k3||f ||Ω,

onde

||f ||Ω =

(∫
Ω

f 2dxdt

) 1
2
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e ∫
Ω

=

∫ T

0

∫
ST

.

Ponhamos

y(T ) =

∫ T

0

||u||1tdt = ||u||1Ω.

Então a desigualdade acima tem a forma

y′ ≤ a(T ) + by,

onde b = k2 ≥ 0 e
a = k1||u||10 + k3||f ||Ω ≥ 0.

a(T ) crescendo com T e é limitada por a(t0); y(0) = 0. Conseqüentemente

y ≤ y0,

onde y0 resolve
y′ = a(T ) + by, com y0(0) = 0 (Gronwall)

e em particular

y(T ) ≤ a0
b
(ebT − 1).

Mais precisamente para T ≤ t0, ∃ c1 e c2 tal que

||u||1Ω ≤ c1||u||10 + c2||f ||Ω.

Dado estas desigualdades podemos prosseguir na seguinte maneira: resolve via o teorema de
Cauchy-Kowaleski (Courant & Hilbert, Methodos of Mathematics Physics, Vol II, Interscience,
New York, 1989) o problema (2.31) para funções anaĺıticas Fn e dados de Cauchy anaĺıticas
f0n e f1n. Um resultado de J. Leray (Hyperbolic Differential Equations, Institute for Advanced
Study, Princeton NJ 1953) mostra que a soluções anaĺıticas locais definem uma solução analitica
global. O espaço H ′(Ω) (o espaço de Banach com a norma natural sobre funções em L2(Ω),
com primeira derivada em L2(Ω) - veja De Figueredo, Projeto Euclides, Análise de Fourier e
Equações Diferenciais Parciais, seção 5.11) é completo.

O que basta com a desigualdade para mostrar a convergência em H ′(Ω) de uma sequência
de soluções anaĺıticas (fn) tende a f em H ′(Ω), (f0n) tende a f0 em H ′(S0) e (f1n) tende a f1
em L2(S0). Enta solução é uma solução no sentido de distribuições (veja De Figueiredo).

Exemplo 5 (Problemas mal postos)

Certos problemas podem ser formulados, mas não são estáveis sobre perturbação (Not well
posed). O seguinte exemplo é de Jacques Hadamard , Lectures an Cauchy’s problem in linear
partial differential equations, Dover Publications 1952.

Considere o problema de Cauchy para uma equação eĺıptica.

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

u(0, y) = 0

∂u

∂x
(0, y) = u1(y) = An sinny
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(An pequeno com n→ ∞, por exemplo An =
1

np
).

O problema tem solução

u =
An
n

sinny sinhnx→ ∞

rapidamente com n → ∞ se x ̸= 0. Conseqüentemente o problema é instável. De fato, a idéia
expressa em Courant e Hilbert, Methods of Mathematical physics vol 1 Interscience New York
1953 p 227, que problemas mal postos no sentido de Hadamard não expressam fenômenos f́ısicos
consistentes, não subsiste mais como é observado por C. A de Moura em tratamento numérico de
problemas inversos, mini curso Atas 25o seminário Brasileiro de Análise, São José dos Campos,
1987, 261-296. Lá é dado uma lista de exemplos tiṕıcos (tomografia computadorizada entre os
exemplos) e referências.

Exemplo 6 (Método das Imagens)

O método de imagens (veja Sir. James Jeans, The Mathematical Theory of Eletricity and
Magnetism, C. U. P. 5a edição, 1960 caṕıtulo 8).

(a) Pense em um plano condutor S

Figura 2.6: Plano Condutor

O problema é calcular a carga induzida em S por

v =


e

r
− e

r′
r = |AP |, r′ = |A′P |

0 em S

∆ = 0 salvo em A.

Temos que a densidade de carga é dada por

4πρ = R = − ∂V

∂x

∣∣∣∣
x=0

= − ∂

∂x

{
e√

(x− a)2 + y2 + z2
− e√

(x+ a)2 + y2 + z2

}∣∣∣∣∣
x=0

= − 2ae

(a2 + y2 + z2)3/2
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ou
σ = − ae

2πr3
.

Este é o exemplo mais simples do método de imagens. O prinćıpio é encontrar um sistema
de cargas elétricas tal que uma certa superf́ıcie coincide com a equipotencial v = 0. Depois
interprete esta superf́ıcie S como um condutor (o potencial é zero). As cargas dentro deste
equipotencial podem ser substitúıdas pela estrato equivalente de Green:

vp =

∫∫
S

{
−

1
4π

∂v
∂n

r
+

v

4π

∂

∂n

(
1

r

)}
dS.

No caso S é um equipotencial v = 0,

vp =

∫∫
S

−
1
4π

∂v
∂n

r
dS.

=

∫∫
S

σ

r
dS,

onde σ é uma densidade de eletricidade σ = − 1
4π

∂v
∂n

(na direção do vetor normal exterior).

(b)

Figura 2.7: Σ e Σreal.

Tomando coordenadas polares, escrevemos θ = 0 e θ =
π

n
. Suponha que a carga esteja na

posição (r, θ). Descobrimos que cargas

e em (r, θ),

(
r, θ +

2π

n

)
,

(
r, θ +

4π

n

)
, · · ·

−e em (r,−θ),
(
r,−

(
θ +

2π

n

))
,

(
r,−

(
θ +

4π

n

))
, · · ·

da o potencial zero em θ = 0 e θ =
π

n
.

(c) Coeficientes de capacidade e indução:
Considere vários condutores, S1, S2, ..., Sn, com cargas E1, E2, ..., En e potenciais V1, V2, ..., Vn.

O sistema é linear e simétrico

V1 = p11E1 + p21E2 + p31E3 + ...

V2 = p12E1 + p22E2 + p13E3 + ...
...
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e pij = pji. Similarmente

E1 = q11V1 + q21V2 + q31V3 + ...

V2 = q12V1 + q22V2 + q13V3 + ...
...

e qij = qji, sendo os p′s conhecidos como coeficientes de potencial e qi ̸=j como coeficientes de
indução e qii coeficientes de capacidade.

Considere esferas A e B com raios a, b e centros a distancia o um do outro, queremos
encontrar o campo quando ambos não estão com cargas.

Suponha que

V1, E1 ↔ A↔ q11

V2, E2 ↔ B ↔ q22

são coeficientes de capacidade e
q12 = q21

é o coeficiente de indução. As equações acima indica que com

V2 = 0, V1 = 1, E1 = q11, e E2 = q12.

É suficiente resolver casos particulares como esta parte resolve o problema em geral via linea-
ridade. Então considere: A a V1 e B a V2 = 0. Tome carga V a em A de potencial uniforme
V sobre A, mas não zero sobre B. Reduz o potencial acima de B a zero superpondo um se-

gundo campo −V ab
c

no ponto inverso B′ de A na esfera B. Isto perturba o potencial em A.

Introduzimos uma carga
V ab

c

a

c− b2

c

em A′.

Figura 2.8: BB′ = b2

c e AA′ = a2

a− b2

c

.

E continue desta maneira. Este procedimento pode ser formalizado seguindo Poisson e
Kirchhoff.

Sejam As a posição s−ésima da série de pontos A′, A′′, ... e Bs a s−ésima da série de pontos
B′, B′′, .... As é a imagem (inversão) de Bs na esfera A de raio a e Bs de As−1 na esfera B de
raio b. Sejam as = AAs, bs = BBs e as cargas em As e Bs, es, e

′
s, respectivamente.

as(c− bs) = a2 (Inversão)

bs(c− as−1) = b2 (Inversão)

es = − a

a− bs
e′s e′s = − b

c− as−1

e′s−1.
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Conseqüentemente,

es =
ab

(c− bs)(c− bs−1)
es−1

e′s =
ab

(c− as−1)(c− bs−1)
e′s−1

e

es
es−1

=
ab

(c− bs)(c− as−1)
=
as
a

bs
b
=
asc− a2

ab

es
es+1

=
(c− bs+1)(c− as)

ab
=
c(c− as)

ab
− b

a
.

Via adição obtemos:
es
es−1

+
es
es+1

=
c2 − a2 − b2

ab
.

Pondo us =
1
es
,

us+1 −
c2 − a2 − b2

ab
us + us−1 = 0 (2.32)

e similarmente a mesma equação de diferenças tem que ser satisfeita por u′s =
1
e′s
. A solução de

(2.32) pode ser tomada na forma
us = Aαs +Bβs,

onde α e β são ráızes de

t2 − c2 − a2 − b2

ab
t+ 1 = 0.

O produto destas ráızes é 1, e tomando α a ráız menor que 1, podemos supor que us é dada
por

us = Aαs +
B

αs
,

com

es =
αs

Aα2s +B
e

e′s =
αs

A′α2s +B
.

Segue-se que

q11 = a+ e1 + e2 + · · · = a+
∞∑
s=1

αs

Aα2s +B
.

e

q12 = e′1 + e′2 + ... =
∞∑
s=0

αs

A′α2s +B′ .

Lembre-se que

e0 =
1

A+B
= α,

e1 =
α

Aα2 +B
=

a2b

c2 − b2

118



e
1

−ξ2
=
B

ξ
=

1

α(1− ξ2)
, com ξ =

a+ bα

c
.

Conseqüentemente

es =
aαs(1− ξ2)

1− ξ2α2r

e

q11 = α(1− ξ2)

{
1

1− ξ2
+

α

1− α2ξ2
+

α2

1− ξ2α4
+ · · ·

}
.

Para determinar A′ e B′, observe que

e′1 =
α

A′α2 +B′ = −ab
c

e′2 =
α2

A′α4 +B
= − a2b2

c(c2 − a2 − b2)

e

q12 = −ab
c
(1− α2)

(
1

1− α2
+

α

1− α4
+

α2

1− α6
+ · · ·

)
Cada série é da forma ∑ as

1− ξ2a2s
.

Poisson determinou expressões integrais para estas séries. De fato,∫ ∞

0

sin pt

e2πt − 1
=

1

t

(
ep + 1

ep − 1

)
− 1

2p

e pondo p = log ξ2a2s,

as

1− ξ2a2s
=

1

2
as − as

log ξ2a2s
− 2

∫ ∞

0

as sin log ξ2a2s

e2πt − 1
dt

e∑ as

1− ξ2a2s
=

1

2(1− a)
−
∑ as

2 log ξ + 2s log a
−

− 2

∫ ∞

0

∑ as sin(2 log ξ + 2s log a)t

e2πt − 1
dt

=
1

2(1− a)
−
∫ ∞

0

ξ2t

1− a2t+1
dt− 2

∫ ∞

0

sin(2t log ξ)− a sin(2t log ξ
a
)

(e2πt − 1)[1− 2a cos(2t log a) + a2]
dt

Cálculos numéricos foram feitos por Russell Proceedings Physical Society 23 (1911) página 352.

Exemplo 7 (Sistema de Coordenadas ortogonais)

(Veja Jeans citado acima, seções 277 a 283)
Suponha o sistema de superf́ıcie

φ(x, y, z) = λ

ψ(x, y, z) = µ são ortogonais

χ(x, y, z) = ν.
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Então, podemos supor (localmente) que pontos são determinados por (λ, µ, ν) e queremos a
expressão da distância ds de (λ, µ, nu) do ponto vizinho (λ+δλ, µ+δµ, ν+δν). A ortogonalidade
implica

ds2 =
dλ2

h21
+
dµ2

h22
+
dν2

h23
.

A equação de Laplace tem a forma:

∆v =
∂

∂λ

(
h1
h2h3

∂v

∂λ

)
+

∂

∂µ

(
h2
h3h1

∂v

∂µ

)
+

∂

∂ν

(
h3
h1h2

∂v

∂ν

)
= 0

(Lembre-se que ∆v = div (grad v) e a interpretação geométrica de div).
Por exemplo, considere o sistema

x2

a2 + θ
+

y2

b2 + θ
+

z2

c2 + θ
= 1. (2.33)

(2.33) é uma equação para θ (de grau 3) com ráızes λ, µ, ν. Claramente, a expressão

(a2 + θ)(b2 + θ)(c2 + θ)

[
x2

a2 + θ
+

y2

b2 + θ
+

z2

c2 + θ
− 1

]
é uma função racional de θ de grau 3, coeficiente de θ3 sendo −1. É zero quando θ = λ, µ, ν.
Isso significa que a expressão é identicamente igual a

−(θ − λ)(θ − µ)(θ − ν)

ou pondo θ = −a2 na identidade

x2(b2 − a2)(c2 − a2) = (a2 + λ)(a2 + µ)(a2 + ν).

Fixando µ e ν e variando λ

2
dx

x
=

dλ

a2 + λ

e conseqüentemente

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (elemento da normal λ = constante)

=
1

4

∑(
x

a2 + λ

)2

(dλ)2

=
1

4
(dλ)2

∑
a,b,c

(a2 + µ)(a2 + ν)

(a2λ)(b2 − a2)(c2 − a2)

=
1

4
(dλ)2

(λ− µ)(λ− ν)

(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)
=

(dλ)2

h21
,

onde

h21 =
4(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ)

(λ− µ)(λ− ν)
.

Introduzimos
∆λ =

√
(a2 + λ)(b2 + λ)(c2 + λ).

Segue-se que
h1
h2h3

=
∆λ

2∆µ∆ν
(µ− ν)

√
−1

120



e equação de Laplace tem a forma

∂

∂λ

(
(µ− ν)

∆λ

∆µ∆ν

∂v

∂λ

)
+

∂

∂µ

(
(ν − λ)

∆µ

∆ν∆λ

∂v

∂µ

)
+

∂

∂ν

(
(λ− µ)

∆ν

∆λ∆µ

∂v

∂µ

)
= 0.

Multiplicando por ∆λ∆µ∆ν , obtemos

(µ− ν)∆λ
∂

∂λ

(
∆λ

∂v

∂λ

)
+ (ν − λ)∆µ

∂

∂µ

(
∆µ

∂v

∂µ

)
+ (λ− µ)∆ν

∂

∂ν

(
∆ν

∂v

∂ν

)
= 0.

Introduzimos novas variáveis

α =

∫ λ dλ

∆λ
, β =

∫ µ dµ

∆µ
, γ =

∫ ν dν

∆ν

e a equação pode ser escrita

(µ− ν)
∂2v

∂α2
+ (ν − λ)

∂2v

∂β2
+ (λ− µ)

∂2v

∂γ2
= 0. (2.34)

Uma solução particular de (2.34) é

v = A+Bα A,B constantes.

Os equipotencias são elipsóides confocais

S =

{
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0

}
.

Condutor λ = 0 com potencial v = 1 e v = 0 em λ = ∞.
Segue-se que 1 = A

e 0 =

∫ ∞

0

dλ

∆λ

B + λ

ou B = − 1∫∞
0

dλ
∆λ

e conseqüentemente

v = 1−
∫ λ
0

dλ
∆λ∫∞

0
dλ
∆λ

=

∫∞
0

dλ
∆λ

−
∫ λ
0

dλ
∆λ∫∞

0
dλ
∆λ

=

∫∞
λ

dλ
∆λ∫∞

0
dλ
∆λ

.

Exerćıcios (Problemas Eĺıpticos)

1. Mostre que a equação

∆u =
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
= 0

tem solução da forma (Arn + Br−n)e±inθ com A, B e n constantes. Resolva o problema de
fronteira

∆u = 0 |r| < a

u|r=a = A+Bsen θ
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2. Mostre que o problema

∂2v

∂r2
+

1

r

∂v

∂r
+

1

r2
∂2v

∂θ2
= 0 em a < r < b, 0 < θ <

π

2

v = θ
(π
2
− θ
)

r = a, 0 ≤ θ ≤ π

2

v = 0 r = b, 0 ≤ θ ≤ π

2
v = 0 θ = 0, a ≤ r ≤ b

v = 0 θ =
π

2
, a ≤ r ≤ b

tem solução

v =
2

π

∞∑
n=0

{(
r
b

)4n−2 −
(
b
r

)4n−2(
a
b

)4n−2 −
(
b
a

)4n−2

}
sen (4n− 2)θ

(2n− 1)3

3. Um fluxo de um fluido irrotacional, ideal, com divergência zero, tem potencial de velo-
cidade rnYn(θ, ϕ). Mostre que o potencial de velocidade ψ do fluxo perturbado pela colocação
de uma esfera sólida no raio a na origem é

ψ =

(
1 +

n

n+ 1

a2n+1

r2n+1

)
rnYn(θ, ϕ).

4. Mostre que a solução do problema

∆u = 0 0 < α ≤ θ ≤ β < 2π

u = 0, θ = α

u =
∑

anr
n, θ = β,

é dada por

u =
∞∑
n=0

an
Qn(cosα)Pn(cos θ)− Pn(cosα)Qn(cos θ)

Qn(cosα)Pn(cos β)− Pn(cosα)Qn(cos β)
rn.

Observação:

Qn(µ) =
1

2
Pn(µ) log

µ+ 1

µ− 1
−

p∑
s=0

2n− 4s+ 1

(2s+ 1)(n− s)
Pn−2s−1(µ)

é a segunda solução independente da equação de Legendre. Aqui 1
2
(n−p) ou n

2
−1 dependendo

sobre se n é ı́mpar ou par. Qn(µ) é singular em µ = 1 (θ = 0). Observe que entre os cones
θ = α e θ = β, Qn(µ) é não singular e consideramos ambos Pn e Qn.

5. Um dipolo elétrico com momento µ é colocado no centro de uma esfera uniforme vazia
(condutor) de raio a que é isolada e que tem carga total e. Se v1 é o potencial dentro da esfera
e v2 o potencial fora da esfera, mostre que

v1 =
e

a
+
µ cos θ

r2
− µr cos θ

a3

e
v2 =

e

r
.
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6. Resolva o problema

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 8x,

u|r=a = 0

em um disco r ≤ a.

7. Se a carga q é distribúıda sobre um condutor na forma de uma esfera com raio a, centro
O, o potencial é equivalente a concentração da carga no centro O por V = − q

r
. Três esferas

concentrais (condutoras) com raios (a < b < c) são mantidas com os potenciais iguais nos
condutores com raios a e c e com o condutor de raio c mantido no potencial O.

Figura 2.9: Representação Geométrica.

Isto é equivalente ao problema

∆ϕ = 0 em B1 ∪B2 ∪B3

ϕ|r=a = ϕ|r=c = V

ϕ|r=b = 0

Resolva este problema.

8. (a) Seja u uma função harmônica no aberto G de R2 e B(x0, R) ⊂ G, mostre utilizando
o teorema de Green que
(i)

u(x0) = Γ−1

∫
S(0,1)

u(x0 +Rω)dω

e que
(ii)

u(x0) = |B(x0, R)|−1

∫
B(x0,R)

u(x)dx.

(b) Observe que se u é cont́ınua e (ii) é satisfeita, então u ∈ C1(G), com

(∂α)(x0) = |B(x0, R)|−1

∫
∂B(x0,R)

u(x)dσx, α = 1, ..., k,

com dσα = nα normal exterior. Aplicando o teorema de Green, mostre que ∂αu satisfaz (ii)
para α = 1, 2, ,. Se (ii) é verdadeira para todas B(x,R) ⊂ G, mostre que u é harmônica em G.
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Exerćıcios (Equação do Calor)

9. Considere a equação do calor

∂T

∂t
= k∆T em 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c,

T = 0 nos lados

T (x, y, z, 0) = f(x, y, z).

Mostre que

T (x, y, z, t) =
8

abc

∞∑
m=1

∞∑
n=1

∞∑
q=1

F (m,n, q)e−µtsen
(mπx

a

)
sen

(nπy
b

)
sen

(qπz
c

)
,

onde

F (m,n, q) =

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

f(x, y, z)sen
(mπx

a

)
sen

(nπy
b

)
sen

(qπz
c

)
dxdydz

e

µ = kπ2

(
m2

a2
+
n2

b2
+
q2

c2

)
.

10. Resolva o problema

∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
t > 0, −a < x < a.

satisfazendo as condições:

(i) T → 0 com t→ ∞,

(ii) T = 0 em x = ±a,
(iii) T = x em t = 0 e − a < x < a.(

T =
2a

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
sen

(nπx
a

)
exp

(
−n

2π2t

a2

))

11. Considere o problema

∂T

∂t
= k∆T em a < r < b

T |r=b = 0

T |r=a = qes
2t, q, s constantes.

Obtenha uma posśıvel solução. (Dica: Consulte seção 2.5)
12. Considere a superf́ıcie da terra como sendo o plano z = 0 e considere a equação do calor

∂T

∂t
= k∆T em z < 0, t > 0,

T (x, y, 0) = θ0 + θ1 cosωt.
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Investigue a penetração da variação desta temperatura na terra e mostre que na profundidade
z a temperatura flutua entre

θ0 − θ1 exp (z
√
ω/2k) e θ0 + θ1 exp (z

√
ω/2k)

13. Mostre que a solução T (r, t) do problema

∂2T

∂r2
+

2

r

∂T

∂r
=

1

k

∂T

∂t
0 < r < a, t > 0

T (r, 0) = T0 = constante 0 ≤ r ≤ a

∂T

∂r
+ hT = 0, em r = a, t > 0.

pode ser expressa na forma

T (r, t) =
2a2T0h

r

∞∑
n=1

(−1)n−1 (ξ
2
n + (ah− 1)2)

1
2 sen

(
rξn
a

)
e−tξ

2
n/a

2

ξ2n + ah(ah− 1)ξn
,

onde 0 ≤ ξ1, ξ2, ... satisfazem
ξ + (ah− 1) tan ξ = 0.

Exerćıcios (Equação da onda)

14. Prove que a energia total de uma corda fixada nos pontos x = 0, x = l e executando
pequenas vibração transversais é

W =
1

2
T

∫ 1

0

{(
∂y

∂x

)2

+
1

c2

(
∂y

∂t

)2
}
dx.

Mostre que se
y = f(x− ct) 0 ≤ x ≤ l,

então a energia da onda é igualmente dividida entre energia potencial e energia cinética.

15. Procure a solução do problema

1

c2
∂2V

∂t2
=
∂2V

∂x2
0 < x < a, t > 0

V = 0 em x = 0 ou x = a, t > 0
∂V

∂t
= 0 em t = 0, 0 ≤ x ≤ a

V = E em t = 0, 0 ≤ x ≤ a,

quando a, c e E são constantes.

16. Procure uma solução de
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂t2
= xt
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satisfazendo a condição u =
∂u

∂t
= 0 em t = 0.

17. Uma corda de comprimento l, com extremos fixos, esta inicialmente em repouso na
forma da curva y = A sin

(
mπx
l

)
. Em t = 0 inicia-se as vibrações com resistências do meio.

Dado que a equação diferencial que governa as vibrações é

c2
∂2y

∂x2
=
∂2y

∂t2
+ 2k

∂y

∂t
,

mostre que, depois de passar o tempo t,

y = Ae−kt
{
cosm′t+

k

m′ sinm
′t

}
sin
(mπx

l

)
,

onde

m′ =
m2π2c2

l2
− k2.

18. Uma esfera elástica uniforme de raio a e densidade ρ está vibrando radialmente sob
nenhuma força externa. O deslocamento radial u satisfaz a equação

(λ+ 2µ)

(
∂2u

∂r2
+

2

r

∂u

∂r
− 2u

r2

)
= ρ

∂2u

∂t2
,

onde λ e µ são constantes elásticas e a componente radial de atrito é

σr = (λ+ 2µ)
∂u

∂r
+ 2λ

u

r
.

Prove que o peŕıodo dos modos normais de vibração são 2πa
c1ξ

, quando c21 = (λ + 2µ)/ρ e os ξ′s
são as ráızes positivas da equação transcedental

4ξ cot ξ = 4− β2ξ2

em que β2 = (λ+ 2µ)/µ.
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Caṕıtulo 3

Séries de Fourier e Transformadas

Estudaremos o problema da expansão de funções em intervalos limitados nos termos de funções
periódicas. Para simplicidade será útil tomar o intervalo canônico (0, 2π). Vamos supor que a
função sob consideração f(x), está definida em (0, 2π) e depois pela periodicidade este domı́nio
é estendido a (−∞,+∞),

f(x+ 2π) = f(x).

Escrevendo formalmente a expansão,

f(x) =
1

2
a0 +

∞∑
n=1

an cosnx+ bn sennx (3.1)

e observamos as relações ∫ 2π

0

cosmx cosnxdx =

{
π se n = m
0 se n ̸= m,∫ 2π

0

cosmx sennxdx = 0,∫ 2π

0

senmx sennxdx =

{
π se n = m
0 se n ̸= m.

,

obtemos

am =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cosmxdx (3.2)

bm =
1

π

∫ 2π

0

f(x) senmxdx (Euler-Fourier) (3.3)

Na equação (3.1) temos duas questões: a convergência da série e, caso essa convirja, a sua
relação com a função f . Claramente (como sempre) o primeiro passo é o estudo da soma
parcial associada com a série

sn(x) =
1

2
a0 +

n∑
m=1

am cosmx+ bm senmx.
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Seja 0 ≤ x < 2π. Temos

sn(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)dt+
1

π

n∑
m=1

cosmx

∫ 2π

0

f(t) cosmtdt+ senmx

∫ 2π

0

f(t) senmtdt

=
1

π

∫ 2π

0

{
1

2
+

n∑
m=1

cosm(x− t)

}
f(t)dt

=
1

2π

∫ 2π

0

sen
(
n+ 1

2

)
(x− t)

sen x−t
2

f(t)dt.

Pondo t = x+ u,

sn(x) =
1

2π

∫ 2π−x

−x

sen
(
n+ 1

2

)
u

sen u
2

f(x+ u)du.

Mas o integrando tem peŕıodo 2π, ou seja, toma os mesmos valores nos intervalos (2π − x, 2π)
e (−x, 0) e também os mesmos valores nos intervalos (−2π, x−2π] e (0, x]. Conseqüentemente,

sn(x) =
1

2π

∫ 2π

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

sen u
2

f(x+ u)du. (3.4)

Esta fórmula é chamada integral de Dirichlet.
Claramente (3.4) pode ser escrita na forma simétrica

sn(x) =
1

2π

∫ π

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

sen u
2

(f(x+ u) + f(x− u))du. (3.5)

Obtém-se isto escrevendo u = −v em (π, 2π),∫ −π

−2π

sen
(
n+ 1

2

)
v

sen v
2

f(x− v)dv =

∫ π

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

sen u
2

f(x− u)du,

pela periodicidade.
Suponha que f = 1. Então, a0 = 2 e todos os outros coeficientes são zero e

1 =
1

2π

∫ π

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

sen u
2

2du. (3.6)

Multiplicando (3.6) por S e subtraindo (3.5), obtemos

sn − s =
1

2π

∫ π

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

sen u
2

(f(x+ u) + f(x− u)− 2s)du. (3.7)

Uma condição necessária e suficiente para sn −→ s é, então, que a integral em (3.7) tenda a
zero quando n tende a +∞. O problema da convergência é o problema de determinar sob quais
condições a integral tende a zero, e caso isto ocorra, então sn(x) converge a f(x) em algum
sentido.

O lema seguinte é crucial no desenvolvimento da teoria.

Lema 1. Lema de Riemann-Lebesgue: Seja f integrável em (a, b), então∫ b

a

f(x) cosλxdx −→ 0 e

∫ b

a

f(x)sen λxdx −→ 0

quando λ −→ ∞.
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Demonstração. Suponha que f tem uma derivada limitada sobre (a, b). Então∫ b

a

f(x) cosλxdx =

[
f(x)

senλx

λ

]b
a

− 1

λ

∫ b

a

f ′(x)senλxdx

= O

(
1

λ

)
.

No caso geral, um resultado da teoria de Lebesgue, diz que existe uma função absolutamente
cont́ınua φ tal que ∫ b

a

|f(x)− φ(x)|dx < ϵ.

Então, ∣∣∣∣∫ b

a

(f(x)− φ(x)) cosλxdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)− φ(x)|dx < ϵ

para todos os valores de λ e pela primeira parte∣∣∣∣∫ b

a

φ(x) cosλxdx

∣∣∣∣ < ϵ (λ > λ0).

Portanto ∣∣∣∣∫ b

a

f(x) cosλxdx

∣∣∣∣ < 2ϵ (λ > λ0).

Uma demonstração similar é posśıvel para a integral com senx.

Observação 5. Uma função f(x) é dita ser absolutamente cont́ınua em (a, b) se dado ϵ > 0,
podemos encontrar δ > 0 tal que

n∑
ν=1

|f(xν + hν)− f(xν)| ≤ ϵ,

para cada conjunto de intervalos distintos disjuntos (xν + hν) tais que
∑n

ν=1 hν ≤ δ.

Observação 6. Uma função f(x) é dita de variação limitada em (a, b) se para

a = x0 < x1 < · · · < xn = b
n−1∑
ν=0

|f(xν+1)− f(xν)| ≤M,

independentemente do modo de divisão de (a, b).

Observação 7. Cada função f de variação limitada pode ser escrita na forma

f(x) = φ(x)− ψ(x),

onde φ e ψ são funções limitadas e não decrescentes.

Observação 8. Uma função absolutamente cont́ınua é de variação limitada.
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Observação 9. Uma condição necessária e suficiente para uma função satisfazer o teorema
fundamental do cálculo é que ela seja absolutamente cont́ınua (Titchmarch, Pág. 364).

Uma conseqüência do lema de Riemann-Lebesgue é que o coeficiente de Fourier tende a zero.
Outra conseqüência é que o comportamento da série de Fourier para um valor de x depende
apenas do comportamento da função na vizinhança deste ponto.

Seja δ um número positivo, δ < π e ponha g(t) = f(t) para x− δ < t < x+ δ e g(t) = 0 no
resto do intervalo (x− π, x+ π). Denominaremos as somas parciais da série de Fourier de g(t)
de sn. Então

Sn =
1

2π

∫ π

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

sen u
2

(g(x+ u)− g(x− u))du

=
1

2π

∫ δ

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

sen u
2

(f(x+ u) + f(x− u))du.

Conseqüentemente,

sn − Sn =
1

2π

∫ π

δ

sen
(
n+ 1

2

)
u

sen u
2

(f(x+ u) + f(x− u))du.

Mas
cosec

u

2
(f(x+ u) + f(x− u))

é integrável sobre (δ, π) se δ > 0 e pelo lema de Riemann-Lebesgue sn − Sn −→ 0. Portanto, o
comportamento de sn depende apenas de f(t) no intervalo (x − δ, x + δ). É esta propriedade
que permite que a série represente uma função arbitrária. Em geral, a série representa uma
função no ponto como um tipo de limite de seu valor médio em (x− δ, x + δ) e é igual a f(x)
somente se f é suficientemente simples.

Observação 10. {f(u)}(u<x) é monótona. Isto significa que existe limu−→x φ(u) = f(x −
0). Da mesma forma se f = φ − ψ, então limu−→x,u<x φ − limu−→x,u<x ψ = f(x − 0) existe.
Simultaneamente, para f(x + 0), claramente, φ(u) −→ 0. Então, podemos escrever φ(u) =
φ1(u) − φ2(u), onde φ1 e φ2 são funções positivas crescentes de u. Cada uma destas funções
tente ao mesmo limite quando u −→ 0, e subtraindo uma constante podemos supor que este
limite é zero.

Supomos que δ é suficientemente pequeno para assegurar que φ(u) tem variação limitada
em (0, δ). Então ∫ δ

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

u
φ(u)du = J1 − J2,

onde

J1 =

∫ δ

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

u
φ1(u)du, J2 =

∫ δ

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

u
φ2(u)du.

Dado ϵ, escolheremos η tal que φ1(η) < ϵ. Pelo segundo teorema do valor médio temos∫ η

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

u
φ1(u)du = φ1(η)

∫ η

ξ

sen
(
n+ 1

2

)
u

u
du (0 < ξ < η)

= φ1(η)

∫ (n+ 1
2
)η

(n+ 1
2
)ξ

sen v

v
dv.

131



A última integral é limitada para todos os valores de n, ξ e η. Isto implica que∣∣∣∣∣
∫ η

0

sen
(
n+ 1

2

)
u

u
φ1(u)du

∣∣∣∣∣ ≤ Aϵ.

Com este valor fixo de η, pelo lema de Riemann-Lebesgue temos∣∣∣∣∣
∫ δ

η

sen
(
n+ 1

2

)
u

u
φ1(u)du

∣∣∣∣∣ ≤ ϵ, n > n0.

Isto implica que J1 −→ 0 e J2 −→ 0 da mesma maneira.

Observação 11. A série de Fourier de f(x) converge uniformemente em qualquer intervalo
interior a um intervalo onde f(x) é cont́ınua e de variação limitada.

Demonstração. Podemos escrever f(x) = f1(x)− f2(x), onde f1(x) e f2(x) são cont́ınuas e não
decrescente. Então pela propriedade de continuidade uniforme, podemos encontrar η tal que

|f1(x+ h)− f1(x)| < ϵ (|h| < η),

onde a escolha de η depende apenas de ϵ e não do valor de x no intervalo. Referindo-se à
demonstração do teste de Jordan, isto implica a convergência uniforme da integral tratada na
sua demonstração. Temos também que demonstrar que as partes da integral de Dirichlet que
mostramos tender à zero realmente tendem uniformemente a zero.

3.1 O Fenômeno de Gibbs

Defina G(x) por G(x) =
∫ x
0

sen v

v
dv. Observe que as integrais de

sen v

v
sobre os intervalos

(kπ, (k + 1)π) decresce em valor absoluto e são de sinal alternados para k = 0, 1, 2, · · · . Isto
demonstra que a curva y = G(x) tem uma forma ondulatória com máximos em 2π, 4π, 6π, · · · .
Note que a soma parcial sn(x) de φ(x) =

1

2
(π − x) é

∑n
ν=1

sen νx

ν
, 0 < x < 2π, não converge

uniformemente na vizinhança de x = 0, φ(x) sendo descont́ınua neste ponto (veja o exerćıcio
9)

sn(x) +
x

2
=

∫ x

0

Dn(t)dt =

∫ nx

0

sen t

t
dt+O(1). (3.8)

Conseqüentemente, sn(x) são uniformemente limitado e

sn(x) =

∫ nx

0

sen t

t
dt+Rn(x), com |Rn(x)| < ϵ se |x| < δ e n > n0(ϵ). (3.9)

Substituindo x = π
n
em (3.9) segue-se que

sn(
π

n
) −→ G(π) > G(∞) =

π

2
.

Conclúımos que sn(x) tende a φ(x) para cada x em 0 < x < 2π, mais as curvas y = sn(x)
passando em x = 0 têm pontos de acumulação no intervalo 0 ≤ y ≤ G(π)

G(π)

G(∞)
=

2

π

∫ π

0

sen t

t
dt = 1.179.
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Chamamos este fenômeno ”o fenômeno de Gibbs”.
Isto pode ser descrito genericamente na seguinte maneira: Suponha que {fn(x)} converge

para x0 < x ≤ x0 + h ao limite f(x) e f(x + 0) existe. Suponha que quando n −→ +∞ e
x −→ x0 independentemente temos que

limfn(x) > f(x0 + 0) ou limfn(x) < f(x0 + 0),

então dizemos que {fn(x)} exibe o fenômeno de Gibbs a direita.

Proposição 1. Suponha que f(x) tem variação limitada. Então s(f) mostra o fenômeno de
Gibbs em cada ponto de descontinuidade e somente nestes pontos.

Demonstração. Suponha que f(x) =
1

2
(f(x+0)+f(x−0)) em cada ponto x e f(ξ+0)−f(ξ−0) =

l ̸= 0. ∆x = f(x)− l

π
φ(x− ξ) é cont́ınua e sn(∆) converge uniformemente.

O comportamento de Sn(x, f) perto de x = ξ é efetivamente determinado por sn

(
l

π
φ(x− ξ)

)
e s(f) demonstra o fenômeno de Gibbs. (Veja T. H. Gronwall Über die Gibbsche Erscheinung
und die trigonometrischen summen senx+ · · ·+ sen nx

n
. Math Annalen 72, 1912, 228-243. Veja

também Hardy Pure Mathematics CUP examples LXXVI 9-10 ou Zygmund Trignometric seres
CUP).

É curioso como idéias como esta volta a ser citado décadas após sua introdução. Numa con-
trovérsia sobre modelagem de turbulência interpretando os modos altos de uma representação
como escalas pequenas de movimento, o seguinte foi observado por Heywood e Rannacher em
On the Question of Turbulence Modeling by Approximate Inertial Manifolds and the Nonli-
near Galerkin Method (Siam J. Numerical Analysis 30, 1993, 1603-1621): ”Se uma fronteira é
presente, aproximações finitas de autofunções exibem o fenômeno de Gibbs de excesso espacial
oscilatório perto da fronteira. Isto não é f́ısico e certamente não é turbulência. É um artefato
da representação”(tradução).

Exemplo
Seja F (x) = cosαx, α ̸= 0,±1,±2, · · · . Defina:

f(x) =

{
cosαx se 0 ≤ x ≤ π
cosα(2π − x) se π < x ≤ 2π

πan = 2

∫ π

0

cosαx cosnxdx

=

∫ π

0

[cos(α + n)x+ cos(α− n)x]dx

= (−1)n
2αsenαπ

α2 − n2

cosαx =
senαπ

π

(
1

α
− 2α

α2 − 12
cos x+

2α

α2 − 22
cos 2x− · · ·

)
(3.10)

Para x = t,
π cosαπ

senαπ
= π cotαπ =

1

α
+

2α

α2 − 12
+

2α

α2 − 22
+ · · · (3.11)

Tomando x = 0 em (3.10),

π

senαπ
=

1

α
− 2α

α2 − 12
+

2α

α2 − 22
− 2α

α2 − 32
+ · · · (3.12)
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e subtraindo (3.12) de (3.11),

π
1− cosαπ

senαπ
= π tan

απ

2
= − 4α

α2 − 1
− 4α

α2 − 32
− 4α

α2 − 52
− · · · .

3.2 Somatório de Séries Usando Médias Aritméticas

Vamos estudar as propriedades de convergência da média das somas parciais

σn =
s1 + s2 + · · ·+ sn

n
.

Se sn −→ s, claramente σn −→ s, porque se sn = s+ δ, então

σn = s+
δ1 + δ2 + · · ·+ δn

n
−→ s.

Uma série para a qual σn tende a um limite é dita (C, 1).
Foi descoberto por Fejér que o método de somatório por média aritmética se aplica bem no

caso das séries de Fourier.
Escrevemos

σn =
s0 + s2 + · · ·+ sn−1

n
,

então

σn =
1

2nπ

∫ π

0

sen 1
2
u+ sen 3

2
u+ · · ·+ sen (n−1)

2
u

sen 1
2
u

{f(x+ u) + f(x− u)} du

=
1

2nπ

∫ π

0

sen2 nu
2

sen2 u
2

{f(x+ u) + f(x− u)} du. (3.13)

Esta fórmula (3.13) é conhecida como a integral de Fejér. Sua importância reside na positivi-

dade do fator
sen2 nu

2

sen2 u
2

. No caso especial f(x) = 1, obtemos

1 =
1

2nπ

∫ π

0

sen2 nu
2

sen2 u
2

2du

porque σn = 1 para n > 0.
Então multiplicando por s e subtraindo

σn − s =
1

2πn

∫ π

0

sen2 nu
2

sen2 u
2

{f(x+ u) + f(x− u)− 2s} du. (3.14)

Uma condição necessária e suficiente para que a série convirja (C, 1) a s é que (3.14) tenda a
zero. No problema de convergência podemos simplificar a condição.

Escrevemos
φ(u) = f(x+ u) + f(x− u)− 2s.

Então se δ é qualquer número positivo menor que π, a condição necessária e suficiente para que
a série convirja (C, 1) a s é que

lim
n−→∞

1

n

∫ δ

0

sen2 nu
2

sen2 u
2

φ(u)du = 0, (3.15)
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porque, claramente, ∣∣∣∣ 1n
∫ π

δ

sen2 nu
2

sen2 u
2

φ(u)du

∣∣∣∣ ≤ 1

n

∫ π

δ

|φ(u)|
sen2 u

2

du −→ 0.

Finalmente podemos por a condição na forma

lim
n−→∞

1

n

∫ δ

0

sen2 u
2

u2
φ(u)du = 0, (3.16)

porque∣∣∣∣∣1n
∫ δ

0

sen2 1

2
nu

{
1

sen2 u
2

− 1(
u
2

)2
}
φ(u)du

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n

∫ δ

0

{
1

sen2 u
2

− 1(
u
2

)2
}
|φ(u)|du −→ 0.

O Teorema de Fejér: A série de Fourier de f(x) converge (C, 1) para a soma
1

2
{f(x+ 0) + f(x− 0)} para cada valor de x para o qual esta expressão tem significado. Em

particular, a série converge (C, 1) para f(x) em cada ponto onde f(x) é cont́ınua.

Demonstração. Pondo s =
1

2
{f(x+ 0) + f(x− 0)} nas fórmulas acima, então φ(u) −→ 0 com

u e temos que demonstrar que (3.16) é verdadeira. Suponha que |φ(u)| ≤ ϵ para n ≤ η. Então∣∣∣∣∣ 1n
∫ δ

0

sen2 nu
2(

u
2

)2 φ(u)du

∣∣∣∣∣ ≤ 4

n

∫ η

0

sen2 nu
2

u2
ϵdu+

4

n

∫ δ

η

sen2 nu
2

u2
|φ(u)|du

≤ 4ϵ

n

∫ η

0

sen2 nu
2

u2
du+

4

n

∫ δ

η

|φ(u)|
u2

du

≤ 4I1ϵ+ 4I2,

mas claramente,

1

n

∫ η

0

sen2 nu
2

u2
du =

1

2

∫ nu
2

0

sen2 v

v2
dv <

1

2

∫ ∞

0

sen2 v

v2
dv.

Portanto I1 < Aϵ. Fixando o valor de η, claramente I2 −→ 0 com n −→ ∞.
Corolário: A série de Fourier de f(x) converge uniformemente (C, 1) em qualquer intervalo

dentro de um intervalo no qual f(x) é cont́ınua.

Demonstração. f(x) é uniformemente cont́ınua em tal intervalo e conseqüentemente na de-
monstração acima escolha η dependendo apenas de ϵ e não de x. O resultado é imediato.

O Teorema de aproximação de Weierstrass: Seja f(x) cont́ınua em (a, b) e ϵ > 0.
Então existe um polinômio p(x) tal que |f(x)− p(x)| < ϵ para 0 ≤ x ≤ b.

Demonstração. Faremos uma transformação preliminar tal que o intervalo considerado seja
(0, 2π). Então pelo teorema anterior existe um polinômio trigonométrico σn(x) tal que |f(x)−
σn(x)| < ϵ

2
no intervalo. Agora, em lugar de cada seno e cosseno em σn(x) tome um número

suficiente de termos na série de Taylor obtendo um polinômio p(x) tal que |σn(x) − p(x)| ≤ ϵ
2

no intervalo.
O Teorema de Fejér-Lebesgue: A série de Fourier de f(x) converge (C, 1) a f(x), para

cada valor x, para o qual ∫ t

0

|f(x+ u)− f(x)|du = O(t)? (3.17)

Em particular converge (C, 1) a f(x) quase sempre.
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Demonstração. (3.17) é satisfeita quase sempre para funções integráveis no sentido de Lebesgue.
Seja x um ponto onde (3.17) é satisfeita. Tome s = f(x) em (3.16). Então∫ t

0

|φ(u)|du =

∫ t

0

|f(x+ u) + f(x− u)− 2f(x)|du

≤
∫ t

0

|f(x+ u)− f(x)|du+
∫ t

0

|f(x− u)− f(x)|du

= O(t)?.

Seja ϕ(t) =
∫ t
o
|φ(u)|du e dado ϵ > 0 escolheremos η tal que ϕ(t) < ϵt para t ≤ η. Supondo

que n > 1
η
e escrevendo

∫ δ

0

sen nu
2

u2
φ(u)du =

∫ 1
n

0

+

∫ η

1
n

+

∫ δ

η

= I1 + I2 + I3.

Observamos que sen2 θ ≤ θ2 implica que

|I1| ≤
(n
2

)2 ∫ 1
n

0

φ(u)du <
1

4
ϵn,

|I2| ≤
∫ η

1
n

|φ(u)|
u2

du =
ϕ(η)

η2
− n2ϕ

(
1

n

)
+ 2

∫ η

1
n

ϕ(u)

u2
du

<
ϵ

n
+ 2ϵ

∫ η

1
n

du

u2
<
ϵ

n
+ 2ϵn < 3ϵn

e finalmente

|I3| ≤ A

η2
.

Então ∣∣∣∣ 1n
∫ δ

0

sen nu
2

u2
φ(u)du

∣∣∣∣ < ϵ

4
+ 3ϵ+

A

nη2

e o resultado segue se escolhemos primeiro ϵ, depois η e finalmente n.
Corolário: Uma série trigonométrica não pode ser a série de Fourier de duas funções

(integráveis) que são diferentes em conjunto de medida positiva (séries no memo intervalo de
convergência claramente.)

Demonstração. Se a série é a série de Fourier de f e g, então σn −→ f e σn −→ g quase sempre.
Isto implica que f = g quase sempre.

3.3 Integração da Séries de Fourier

Teorema: As séries de Fourier, se convergente ou não, podem ser integradas termo a termo
entre alguns limites, ou seja, a soma das integrais dos termos separados é a integral da função
de que a série é a série de Fourier.
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Demonstração. Suponha que f(x) tenha os coeficientes an e bn, e seja

F (x) =

∫ x

0

{
f(x)− 1

2
a0

}
dt.

Então F (x) é periódica, cont́ınua e de variação limitada. Isto implica que F (x) pode ser
expandida em séries de Fourier, ou seja,

F (x) =
1

2
A0 +

∞∑
n=1

(An cosnx+Bn sinnx),

convergente para todos os valores de x. Temos

An =
1

π

∫ 2π

0

F (x) cosnxdx

=
1

π

[
F (x)

sinnx

n

]2π
0

− 1

nπ

∫ 2π

0

{
f(x)− 1

2
a0

}
sinnxdx

= − 1

nπ

∫ 2π

0

f(x) sinnxdx = −bn
n
,

e

Bn =
1

π

∫ 2π

0

F (x) sinnxdx

=
1

π

[
−F (x)cosnx

n

]2π
0

+
1

nπ

∫ 2π

0

{
f(x)− 1

2
a0

}
cosnxdx

=
1

nπ

∫ 2π

0

f(x) cosnxdx =
an
n

(F (2π) = F (0) = 0, definição de a0). Temos

F (x) =
A0

2
+

∞∑
n=1

ansennx− bn cosnx

n
.

Pondo x = 0, obtemos
A0

2
=

∞∑
n=1

bn
n

e

F (x) =
∞∑
n=1

ansennx+ bn(1− cosnx)

n
. (3.18)

A série
∞∑
n=1

bn
n

é convergente.

Esta observação permite a construção de séries trigonométricas convergentes que não são

séries de Fourier. Por exemplo,
∞∑
n=1

sennx

log n
converge para todos os valores de x, mas a série

∞∑
n=1

1

n log n
é divergente.
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Observação 12. Se φn é uma função positiva de n, tendendo para zero monotonicamente

quando n tendo ao infinito e se existe uma constante A tal que

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

un(x)

∣∣∣∣∣ ≤ A para todos os

valores de N e x, a série
N∑
i=1

φnun(x) é uniformemente convergente.

Teorema: Uma série de Fourier pode ser multiplicada por qualquer função cont́ınua de
variação limitada e integrada por partes termo a termo dentro de quaisquer limites finitos

Demonstração. Seja g(x) = α
2
+

∞∑
n=1

αn cosnx + βnsen nx uma função de variação limitada.

Sabemos que a série é limitada e convergente e conseqüentemente podemos multiplicar por
qualquer função integrável f(x) e integrar termo a termo. Obtemos

1

π

∫ 2π

0

f(x)g(x)dx =
1

2
a0α0 +

∞∑
n=1

anαn + bnβn, (3.19)

onde an e bn são os coeficientes de Fourier de f(x).
O teorema de Parseval: Se f(x) é de variação limitada podemos por g(x) = f(x) em

(3.19) e obter

1

π

∫ 2π

0

f(x)2dx =
1

2
a20 +

∞∑
n=1

a2n + b2n. (3.20)

(3.20) é conhecida como o Teorema de Parseval. Vamos obter este resultado sob condições
mais fracas.

A desigualdade de Bessel: Seja f(x) uma função de classe L2(0, 2π) com coeficientes de
Fourier an, bn. Então

φ(x) = f(x)− a0
2

−
n∑

m=1

am cosmx+ bmsenmx

pertence a L2(0, 2π) também e

1

π

∫ 2π

0

φ(x)2dx =
1

π

∫ 2π

0

f(x)2dx+
a20
2

+
n∑

m=1

(a2m + b2m)

− a0
π

∫ 2π

0

f(x)dx− 2

π

n∑
m=1

∫ 2π

0

(am cosmx+ bmsenmx)f(x)dx

=
1

π

∫ 2π

0

f(x)2dx− a20
2

−
n∑

m=1

(a2m + b2m).

Mas a expressão a esquerda não é negativa. Disto segue que

a20
2

+
n∑

m=1

(a2m + b2m) ≤
1

π

∫ 2π

0

f(x)2dx (A desigualdade de Bessel.) (3.21)

Conseqüentemente a série
a20
2

+
∞∑
m=1

(a2m + b2m)
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existe, e ainda
a20
2

+
∞∑
m=1

(a2m + b2m) ≤
1

π

∫ 2π

0

f(x)2dx. (3.22)

Vale a igualdade em (3.22) para funções de variação limitada e para funções cont́ınuas.

Demonstração. σn(x) −→ f(x) uniformemente, o que significa

lim
n−→∞

1

π

∫ 2π

0

(f(x)− σn(x))f(x)dx = 0.

Mas

σn(x) =
a0
2

+
n−1∑
m=1

(am cosmx+ bmsenmx)
(
1− m

n

)
ou

1

π

∫ 2π

0

f(x)2dx− a20
2

−
n−1∑
m=1

(a2m + b2m)
(
1− m

n

)
−→ 0.

Mas
∑

(a2m + b2m) é convergente o que implica que a identidade de Parseval é válida.

O Teorema de Riesz-Fischer: Seja

a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx+ bnsen nx (3.23)

uma série trigonométrica tal que
∑

(a2m+ b2m) <∞. Então (3.23) é a série de Fourier de uma

função f(x) de classe L2. As somas parciais de (3.23) convergem na média em L2 a f(x).

Demonstração.∫ 2π

0

(sn(x)− sm(x))
2dx =

∫ 2π

0

(
n∑

ν=m+1

aν cos νx+ bνsen νx

)2

dx

= π
n∑

ν=m+1

a2ν + b2ν −→ 0

quando m,n −→ ∞. Portanto sn(x) −→ f(x) em L2. Mas

lim
n−→∞

∫ 2π

0

sn(x) cos νxdx =

∫ 2π

0

f(x) cos νxdx

ou

πaν =

∫ 2π

0

f(x) cos νxdx n ≥ ν

ou ainda

aν =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos νxdx.

Da mesma maneira

bν =
1

π

∫ 2π

0

f(x)sen νxdx.

Parseval para L2

Seja f(x) ∈ L2(0, 2π) e seja a série de Fourier de f(x) na forma (3.23). Então sn(x) −→ g(x)
em L2. Mas, pelo teorema sobre unicidade f(x) = g(x) quase sempre. Finalmente

lim
n−→∞

∫ 2π

0

sn(x)
2dx =

∫ 2π

0

f(x)2dx.
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3.4 Funções não Diferenciáveis

Utilizando funções trigonométricas é posśıvel fazer uma discussão da existência de funções
cont́ınuas não diferenciáveis. De um ponto de vista mais moderno, constatamos que esta
questão pode ser encarada do ângulo da topologia métrica (classificação via categoria) ou da
teoria da medida (processos estocásticos de Wiener). Mais recente ficou claro aos v́ınculo com
a geometria fractal de curvas.

Primeiro observamos que é fácil dar uma função cont́ınua que é não diferenciável em um
único ponto. Tome, por exemplo, f(x) = |x|. Em x = 0, temos que

lim
h−→+0

f(h)− f(0)

h
= lim

h−→+0

h

h
= lim

h−→+0
1 = 1

e

lim
h−→−0

f(h)− f(0)

h
= lim

h−→+0
−h
h
= lim

h−→+0
−1 = −1.

Isto demostra que não obstante o fato que f é cont́ınua na reta, f não é diferenciável no
ponto x = 0. De funções desse tipo podemos construir funções f(x) cont́ınuas que não são
diferenciáveis em um conjunto enumerável, por exemplo, os racionais.

A construção de uma função cont́ınua mas não diferenciável em todos os pontos é mais dif́ıcil
e apresentamos o exemplo de Weierstrass, cujo grafo é de fato um dos primeiros exemplos de
uma curva fractal.

Teorema: Weierstrass Math Werke, Berlin Mayer e Mille 895 = ”Über continuirlche Func-
tionen eines reellen Arguments die für Kenner Werth des letzteren einen restimmenten Diffe-
rential quotienten besitzen 1872, não publicado até Werke, 1895”

Seja b satisfazendo 0 < b < 1 e seja a um número inteiro positivo ı́mpar tal que ab > 1+ 3
2
π.

Então a função f(x) =
∞∑
n=1

bn cos(anπx) é cont́ınua na reta e não diferenciável em todos os

pontos da reta.

Demonstração. Cada termo bn cos(anπx) é cont́ınua em x e a série é majorada por
∞∑
0

bn

uniformemente em x. Portanto segue-se que f(x) é bem definida e cont́ınua. Fixe x, suponha
que h ̸= 0 e considere

f(x+ h)− f(x)

h
=

∞∑
n=0

bn cosπan(x+ h)− bn cosπan(x)

h

=
m−1∑
n=0

+
∞∑
n=m

= Sm +Rm,

para algum inteiro positivo m.
Pelo teorema do valor médio temos que

| cosπan(x+ h)− cosπanx| = | − hπansen (πan(x+ θnh))|
= |h||πansenπan(x+ θnh

′)|
= |h|πan.
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Assim,

|Sm| ≤
m−1∑
n=0

bn
| cos anπ(x+ h)− cos anπx|

|h|

≤
m−1∑
n=0

πbnan = π
ambm − 1

ab− 1
≤ πambm

ab− 1
.

Agora consideramos o limite inferior para Rm. Escreva amx = αm + ξm, onde −1
2
≤ ξm ≤ 1

2
e

ponha h = 1−ξm
am

. Então 0 < h ≤ 3
2am

. Para n ≥ m,

anπ(x+ h) = an−mamπ(x+ h)

= an−mπαm+1,

e do fato que a é ı́mpar, segue-se que

cos anπ(x+ h) = cos(an−mπαm+1)

= (−1)a
n−mπαm+1 = (−1)αm+1 .

Também, para n ≥ m,

cos(amπx) = cos an−mπ(αm − ξm)

= cos(an−mπαm) cos(a
n−mπξm)

= (−1)αm cos(an−mπξm).

Agora, obtemos que

Rm =
∞∑
m

cos(anπ(x+ h))− cos(anπx)

h

=
(−1)αm+1

h

∞∑
n=m

bn(1 + cos(an−mπξm)).

Notando que

−2r + 1

2
π ≤ (2r + 1)ξmπ ≤ 2r + 1

2
π,

−rπ − π

2
≤ (2r + 1)ξmπ ≤ rπ +

π

2

e que todos os termos em Rm são negativos, obtemos que

|Rm| ≥ bm

|h|
(1 + cos(πξm))

≥ bm

|h|

>
2

3
ambm.

Estas duas estimativas, superior para Sm e inferior para Rm demonstram que∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ ≥ |Rm| − |Sm|

≥ 2

3
ambm − πambm

ab− 1

= ambm
{
2

3
− π

ab− 1

}
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e da hipótese que ab > 1 +
3

2
π, é claro que

ambm
{
2

3
− π

ab− 1

}
−→ +∞ com m −→ ∞.

Isto demonstra que
f(x+ h)− f(x)

h
não tem limite com h −→ 0 e f(x) não é diferenciável.

Dado que x pode ser qualquer ponto, o teorema é estabelecido.

3.5 Transformadas Integrais

Seja f(x) definido no intervalo (−πλ, πλ) estendida pela periodicidade a (−∞,∞).

f ∼
a0
2

+
∞∑
1

an cos
nx

λ
+ bn sin

nx

λ
= s

com coeficientes

an =
1

πλ

∫ πλ

−πλ
f(t) cos

nt

λ
dt

bn =
1

πλ

∫ πλ

−πλ
f(t) sin

nt

λ
dt.

Sabemos que f=s sob uma variedade de condições e f = s em L2(Riesz-Fischer).
A expressão acima pode ser escrita na forma

s =
1

2πλ

∫ πλ

−πλ
f(t)dt+

∞∑
1

1

πλ

∫ πλ

−πλ
f(t) cos

n(x− t)

λ
dt

e escrevendo un = n
λ
e ϕ(un) =

1
π

∫ πλ
−πλ f(t) cos(n(x− t))dt derivamos a expressão

s =
∞∑
n=1

(un+1 − un)ϕ(un).

Heuristicamente então esperamos no limite λ→ ∞ que

s =
1

π

∫ ∞

0

du

∫ ∞

−∞
cosn(x− t)f(t)dt.

Esta passagem ao limite pode se justificada e de fato exatamente isto é feito por Titchmarsh
utilizando o método do circulo de Weyl e por Coddington e Levinson utilizando o método de
transformadas. No presente curso é mais fácil prosseguir diretamente sua derivação.

Primeiro Teorema de Inversão: Suponha que f ∈ L1(−∞,∞) e tem variação limitada
na vizinhança de um intervalo de x. Então

1

π

∫ ∞

0

du

∫ ∞

−∞
cosu(x− t)f(t)dt =

1

2
(f(x+ 0) + f(x− 0)) .
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Demonstração: Observe que
∣∣∣∫ u0 du ∫∞

−∞ | cosu(x− t)f(t)|dt
∣∣∣ <∞(

≤ |u|
∫∞
−∞ |f(t)|dt <∞

)
. Conseqüentemente, mudando a ordem de integração∫ u

0

du

∫ ∞

−∞
cosu(x− t)f(t)dt =

∫ ∞

−∞

sinu(x− t)

(x− t)
f(t)dt

Dado ϵ > 0, escolhemos T tão grande que∫ −T

−∞
|f(t)|dt < ϵ e

∫ ∞

T

|f(t)|dt < ϵ e T > |x|+ 1.

Segue se que ∣∣∣∣∫ −T

−∞

sinu(x− t)

x− t
f(t)dt

∣∣∣∣ < ϵ e

∣∣∣∣∫ ∞

T

sinu(x− t)

x− t
f(t)dt

∣∣∣∣ < ϵ

para todos valores de u. Com T fixo, as integrais∫ u−δ

−T

sinu(x− t)

x− t
f(t)dt e

∫ T

η+δ

sinu(x− t)

x− t
f(t)dt

→ 0 com u→ ∞ pelo lema de Riemann-Lebesgue. Finalmente observamos que

1

π

∫ u

0

du

∫ ∞

−∞
cos(x− t)f(t)dt =

1

π

∫ x+δ

x−δ

sinu(x− t)

x− t
f(t)dt+ o(1)

com u → ∞. Mas o problema é agora reduzido a um caso considerado na teoria de séries de
Fourier e o resultado segue-se imediatamente.

Se f é par e f cont́ınua a expressão acima tem a forma

f(x) =

√
2

π

∫ ∞

0

cosxtf̂(t)dt

e

f̂(x) =

√
2

π

∫ ∞

0

cos xtf(t)dt.

Há uma relação rećıproca das funções f e f̂ similarmente com

f̂(x) =

√
2

π

∫ ∞

0

sinxtf(t)dt

no caso que f seja ı́mpar.
Defina φ : f → f̂ com f como em φ é linear e é posśıvel mostrar que φf ∈ L2(0,∞) e

∥φf∥ = ∥f∥. Similarmente para s : f → f̂ . Vamos utilizar também a notação

(Ff) (f) =

√
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ixydu.

Subseqüentemente vamos mostrar que F e um operador linear unitário em L2(−∞,∞). An-
tes de fazer isto vamos demonstrar um outra versão do teorema de inversão(esta versão sendo
válido q.s.).

Segundo Teorema de Inversão Seja f ∈ L1(R1) e Ff ∈ L1(R1) então f(x) =
√

1
2π

∫∞
−∞ (Ff) (y)eixydy

q.s.
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Demonstração: Defina hλ(y) =
√

1
2π

λ
λ2+y2

então 1
2π
∥hλ∥1 = 1. Observe que se f ∈ L1(R1)

então

f ∗ hλ(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− y)hλ(y)dy

=

√
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x− y)dy

√
1

2π

∫ ∞

−∞
e−λ|t|eitydt

=
1

2π

∫ ∞

−∞
e−λ|t|dt

∫ ∞

−∞
f(y)eit(x−y)dy

=

√
1

2π

∫ ∞

−∞
e−λ|t| (Ff) (t)eitxdt

Observando que
∣∣e−λ|t|Ff(t)eitx∣∣ ≤ |Ff | ∈ L1(R1) podemos passar ao limite o lado direito com

λ → 0 por argumentos bem conhecidos. Agora f ∗ hλ → f em L1 com λ → 0 o resultado
segue-se.

Agora demonstraremos a unicidade, quer dizer: Se f ∈ L1 e Ff = 0 q.s. em R1 então f = 0

q.s.. Pelo teorema de inversão f(x) =
√

1
2π

∫∞
−∞ (Ff) (y)eixydy = 0 q.s. (a integral

∫ s
−∞ 0 = 0).

3.5.1 Convoluções

A convolução de duas funções definidas em R1 f e g, f ∗ g, é dada pela exressão

f ∗ g(ξ) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(ξ − η)g(η)dη.

Suponha que f(ξ) = (FF )(ξ) e g(η) = (FG)(η). Observe que∫ ∞

∞
f(ξ − η)g(η)dη =

1√
2π

∫ ∞

−∞
g(η)dη

∫ ∞

−∞
F (x)e−ix(ξ−η)dx

1√
2π

∫ ∞

−∞
F (x)e−ixξdx

∫ ∞

−∞
g(η)eixηdη

1√
2π

∫ ∞

−∞
F (x)G(x)e−ixξdx,

dado que a mudança de ordem de integração é justificada utilizando o Teorema de Inversão de
transformadas de Fourier. Segue-se que

F(FG) = FF ∗ FG.

Em particular, pondo G = F e x = 0, obtemos que∫ ∞

∞
|F (x)|2dx =

∫ ∞

∞
|FF (η)|2dη,

a identidade de Parseval.

144



3.5.2 Transformadas de Derivadas

F

(
drF

dxr

)
(ξ) = (−iξ)r(FF )(ξ).

Considere

(FF ′)(ξ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixξF ′(x)dx

=

[
1√
2π
eixξF (x)

∣∣∣∣∞
−∞

− 1√
2π

∫ ∞

−∞

d

dx

(
eixξ
)
F (x)dx

= − 1√
2π

∫ ∞

−∞
iξF (x)e−ixξdx = iξFF (ξ),

dado que F (x) → 0 com x→ ±∞.
Aplicando este resltado r vezes, supondo que

F (j)(x) → 0 com x→ ±∞, j = 0, 1, ..., r − 1

obtemos o resultado. Observe que se φ =
r∑
j=0

cjF
(j)(x), então

(Fφ)(ξ) = (
r∑
j=0

cj(−iξ)j)FF (ξ).

3.5.3 Transformadas de Fourier em Várias Variáveis

Em várias variáveis definimos,

(FF )(ξ1, ξ2, ..., ξn) =
1

(2π)n/2

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
eixξF (x1, x2, ..., xn)dx1dx2 · · · dxn,

com xξ =
n∑
j=1

xjξj. A convolução

(F ∗G)(x) =
∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
F (x− y)G(y)dy1dy2 · · · dyn.

Se ∂α = ∂α1
1 · · · ∂αn

n , ∂j =
∂
∂j
, |α| = α1 + · · ·+ αn,

F(∂αF )(ξ) = (−iξ1)α1 · · · (−iξn)αn(FF )(ξ)

= (−i)|α|ξα1
1 · · · ξαn

n (FF )(ξ).

Por exemplo,

F(∆F )(ξ) = −ξ2FF (ξ)
F(div curlF ) = −i(ξ1F(curlF )1 + ξ2F(curlF )2 + ξ3F(curlF )3)

= (−i)3(ξ1(ξ2F̂3 − ξ3F̂2)− ξ2(ξ1F̂3 − ξ3F̂1) + ξ3(ξ1F̂2 − ξ2F̂1))

= 0

F(F ∗G)(ξ) = FF (ξ)FG(ξ).
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Considere a transformada (FF )(ξ1, ξ2) de F que é função de r =
√
x21 + x22,

(FF )(ξ1, ξ2)
1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
F (r)ei(ξ1x1+ξ2x2)dx1dx2.

Coloque x1 = r cos θ, x2 = r sin θ, ξ1 = ρ cosϕ, ξ2 = ρ sinϕ. Então dx1dx2 = rdrdθ e ξ · x =
rρ cos(θ − ϕ). Segue-se que

(FF )(ξ1, ξ2) =
1

2π

∫ ∞

0

rf(r)dr

∫ 2π

0

eiρr cos(θ−ϕ)dθ.

Pela periodicidade ∫ 2π

0

eirρ cos(θ−ϕ)dθ =

∫ 2π

0

eirρ cos θdθ.

É posśıvel demonstrar que ∫ 2π

0

eirρ cos θdθ = 2πJ0(ρr).

Conclúımos que

F (ξ1, ξ2) = F (ρ) =

∫ ∞

0

rF (r)J0(ρr)dr.∫ ∞

0

rF (r)J0(ρr)dr é a transformada de Hankel de ordem zero da função F (r).

Pelo teorema de Inversão de Fourier para transformadas em várias variáveis, sabemos que

F (r) =
1

2π

∫ ∞

0

ρF (ρ)dρ

∫ 2π

0

e−irρ cos(θ−ϕ)dϕ,

e como anteriormente,

F (r) =

∫ ∞

0

ρF (ρ)J0(ρr)dρ,

dando a inversão da transformada de Hankel.
Existe uma extensão a n > 2 dimensões. Suponha que F é radial Rn dimensões e ponha

ρ2 = ξ21 + · · · + ξ2n, ξi = ραi, i = 1, 2, ..., n, y1 =
n∑
i=1

αixi, yj =
n∑
i=1

αijxi, j = 2, 3, ..., n, com

αij sendo escolhido a fazer a transformação ortogonal. Então dx1dx2 · · · dxn = dy1dy2 · · · dyn e

ξ · x = ρ

n∑
i=1

αixi = ρy1. Ponha λ
2 = y22 + · · ·+ y2n e observe que

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
dy2 · · · dyn = ωn−1

∫ ∞

0

λn−2dλ,

de fato, do cálculo sabemos que ωn−1 =
(2π)

n−1
2

Γ(n−1
2
)
. Podemos calcular a transformada de Fourier

FF na forma

(FF )(ξ1, ..., ξn) =

(
1

2π

)n
2
∫ ∞

−∞
dy1

∫ ∞

0

ωn−1λ
n−2F (

√
y21 + λ2)eiρy1dλ

=
1

2
n−1
2 Γ

(
1
2

)
Γ
(
n−1
2

) ∫ ∞

−∞
dy1

∫ ∞

0

F (
√
y21 + λ2)λn−2eiρy1dλ.

146



Substitui λ = r sinϕ e y1 = r cosϕ para obter

(FF )(ξ1, ..., ξn) =
1

2
n−1
2 Γ

(
1
2

)
Γ
(
n−1
2

) ∫ ∞

0

rn−1F (r)dr

∫ ∞

0

(sinϕ)n−2eiρr cosϕdϕ.

É posśıvel demonstrar que∫ ∞

0

(sinϕ)n−2eiρr cosϕdϕ =
2

n
2
−1Γ

(
1
2

)
Γ
(
n−1
2

)
(ρr)

n
2
−1

Jn
2
−1(ρr).

Segue-se que

ρ
n
2
−1(FF )(ρ) =

∫ ∞

0

r(r
n
2
−1F (r))Jn

2
−1(ρr)dr,

isto é dizer que ρ
n
2
−1(FF )(ρ) é a transformada de Hankel de ordem n

2
− 1 da função r

n
2
−1F (r).

Do Teorema de Inversão de Fourier e análise similar daquela acima conclúımos que

F (r) =

(
1

2π

)n
2
∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
(FF )(ξ)eiξ·xdξ1 · · · dξn

e

r
n
2
−1F (r) =

∫ ∞

0

ρ(ρ
n
2
−1F (ρ))Jn

2
−1(ρr)dρ.

Isto demonstra que a teoria de transformadas de Fourier em n-dimensões reduz no caso de
funções radiais a uma teoria em uma dimensão da transformada de Hankel.

3.5.4 * Teorema de Inversão de Hankel

A fórmula estabelecida sugere que uma teoria paralela a transformada de Fourier deverá aplicar
a transformada de Bessel e, de fato, isto é o caso.

Proposição 2. (Teorema de Inversão de Hankel)
Se f ∈ L1(0,∞) e de variação limitada perto de x, então para ν ≥ −1

2
temos

1

2
(f(x+ 0) + f(x− 0)) =

∫ ∞

0

Jν(xu)
√
xudu

∫ ∞

0

Jν(uy)
√

(uy)f(y)dy (3.24)

Demonstração. O resultado é não trivial e novamente depende do teorema de Riemann-Lebesgue.
Seguimos a discussão de Titchmarsh (Theory of the Fourier Integral). Seja δ positivo e pequeno.
Então∫ λ

0

Jν(xu)
√
xudu

∫ x−δ

0

Jν(uy)
√
(uy)f(y)dy =

=
√
x

∫ x−δ

0

√
yf(y)dy

∫ λ

0

Jν(xu)Jν(uy)udu

=
√
xλ

∫ x−δ

0

xJν+1(λx)Jν(λy)− yJν+1(λy)Jν(λx)

x2 − y2
√
yf(y)dy (Veja apêndice C)(3.25)

=O(
√
λ)

∫ x−δ

0

Jν(λy)

√
yf(y)dy

x2 − y2
+O(

√
λ)

∫ x−δ

0

Jν+1(λy)
y

3
2f(y)dy

x2 − y2
, (3.26)

para x fixo, f fixa.
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Observe que ∫ 1
λ

0

Jν(λy)

√
yf(y)dy

x2 − y2
= O

(∫ 1
λ

0

(λy)ν |f(y)|dy

)

= O

(
λν
∫ 1

λ

0

yν+
1
2 |f(y)|dy

)

= O

(
λ−

1
2

∫ 1
λ

0

|f(y)|dy

)
= O(λ−

1
2 ).

Para λy ≥ 1

Jν(λy) =
A cosλy +B sinλy

(λy)
1
2

+O

(
1

(λy)
3
2

)
.

O termo correspondendo a O(·) faz uma contribuição

O

(
λ−

3
2

∫ x−δ

1
λ

|f(y)|dy
y

)
= O

(
λ−

1
2

∫ 1√
λ

0

|f(y)|dy

)
+O

(
λ−1

∫ x−δ

1√
λ

|f(y)|dy

)
= O(λ−

1
2 )

pelo teorema de Riemann-Lebesgue. O segundo termo em (3.26) é tratado da mesma maneira.
Assim, (3.25)→ 0 com λ→ ∞. Pela convergência uniforme da integral em y podemos inverter
a ordem de integração em∫ λ

0

Jν(xu)
√
xudu

∫ ∞

x+δ

Jν(uy)
√
uy(f(y))dy

e novamente este termo tende a zero por um argumento similar mas mais simples.
Podemos supor que δ é suficientemente pequeno para garantir que t é de variação limitada

em (x − δ, x + δ). Segue-se que também é y−ν−
1
2f(y). Escreve y−ν−

1
2f(y) = x−ν−

1
2f(x + 0) +

X1(y) +X2(y), X1, X2 ≥ 0, crescente e menor que ϵ. Então,∫ λ

0

Jν(xu)
√
xudu

∫ x+δ

x

Jν(uy)
√
uyf(y)dy

=
√
x

∫ λ

0

Jν(xu)udu

∫ x+δ

x

Jν(uy)y
ν+1
(
x−ν−

1
2f(x+ 0) +X1(y) +X2(y)

)
dy.

O primeiro termo dentro dos parênteses contribui

x−νf(x+ 0)

∫ λ

0

Jν(xu)
(
Jν+1((x+ δ)u)(x+ δ)ν+1 − Jν+1(xu)x

ν+1
)
du

→ x−νf(x+ 0)

(
xν − 1

2
xν
)

=
1

2
f(x+ 0).

utilizando uma identidade (Titchmarsh, Theory of the Fourier Integral)

∫ ∞

0

Jν(ax)Jν+1(x)dx =


aν , 0 < a < 1,

1
2
, 0 = 1,

0, a > 1.
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O segundo termo faz uma contribuição

√
x

∫ λ

0

Jν(xu)udu

∫ x+δ

x

Jν(uy)y
ν+1X1(y)dy

=
√
x

∫ x+δ

x

X1(y)y
ν+1dy

∫ λ

0

Jν(xu)Jν(uy)udu

=
√
xX1(x+ δ)

∫ x+δ

ξ

yν+1dy

∫ λ

0

Jν(xu)Jν(uy)udu,

(x < ξ < δ, utilizando o teorema do valor médio)

=
√
xX1(x+ δ)

∫ λ

0

Jν(xu)
(
(x+ δ)ν+1Jν+1((x+ δ)u)− ξν+1Jν+1(ξu)

)
du.

Para x ≥ x0 > 0, y ≥ x0,∫ λ

0

Jν(xu)Jν+1(yu)du = O(1) +
2

π

∫ λ

1

cos
(
x− νπ

2
− π

4

)
sin
(
x− νπ

2
− π

4

) du
√
xyu

+

∫ λ

1

O

(
1

u
3
2

)
du = O(1)

para todo λ. Este termo faz contribuição O(ϵ). O mesmo vale para o termo X2. A proposição
segue escolhendo δ suficientemente pequeno e após λ suficientemente grande.

3.5.5 Aplicações da Transformada de Fourier

Considere a transformada de Fourier da função e−ktx
2
. Calculamos a transformadas em duas

maneiras, utilizando o teorema de Cauchy e por um cálculo direto. Ambos os cálculos no fim
estão baseados no resultado conhecido de cálculo que∫ ∞

−∞
e−η

2

dη = 2

∫ ∞

0

e−η
2

dη =
√
π.

Primeiro observe que

F
{
e−ktx

2
}
(ξ) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ktx

2

eiξxdx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−kt(x−

iξ
2kt)

2

e−
ξ2

4ktdx

=
1√
2π
e−

ξ2

4kt

∫ ∞

−∞
e−ktx

2

dx

(utilizando o teorema de Cauchy)

=
1√
2kt

e−
ξ2

4kt

O segundo método depende sobre o fato que

I(0) =

∫ ∞

0

e−αx
2

dx =
1

L

√
π

α
, α > 0.

Segue-se por diferenciação em α que

dnI(α)

dαn
= (−1)n

∫ ∞

0

e−αx
n

x2ndx =

√
π

2

(
−1

2

)
· · ·
(
−(2n+ 1)

2

)
α(−

(2n+1)
2 )
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e que ∫ ∞

0

e−αx
2

x2ndx =
1

2

√
π

α

(2n)!

n!

1

(4α)n
.

Assim, calculamos

I(α, β) =

∫ ∞

0

e−αx
2

cos βxdx

=

∫ ∞

0

dxe−αx
2

∞∑
0

(−β2x2)n

(2n)!

=
∞∑
0

(−β2)n

(2n)!

∫ ∞

0

e−αx
2

x2ndx

=
∞∑
0

(−β2)n

(2n)!

1

2

√
π

α

(2n)!

n!

1

(4α)n

=
1

2

√
π

α

∞∑
0

1

n!

(
−β2

4α

)n
=

1

2

√
π

α
e−

β2

4α .

Agora observe que

F
(
e−ktx

2
)
(ξ) = 2

∫ ∞

0

e−ktx
2

cos ξxdx

e aplique o resultado acima.
Em geral, transformadas de Fourier podem ser calculadas ou encontradas em tabelas na

literatura. Para conveniência, indicamos uma lista de transformadas no apêndice F.
Consideramos algumas aplicações da teoria de transformadas de Fourier.
Considere o problema de evolução para a equação de calor

∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
, x ∈ (−∞,∞), t > 0.

T (x, 0) = f(x)

Tomando a transformada de Fourier obtemos que

∂FT
∂t

= −kξ2FT

(FT )(ξ, 0) = (Ff)(ξ),

que tem a solução
(FT )(ξ, t) = (Ff)(ξ)e−kξ2t.

Do teorema de inversão e o resultado sobre convoluções (3.5.1) junto com o resultado demons-
trado no começo da seção obtemos

T (x, t) =
1

(4πkt)
1
2

∫ ∞

−∞
f(y)e−

(x−y)2

4πt dy.

Um exemplo um pouco mais complexo é dado pelo problema

∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
+ f(x, t), x ∈ (−∞,∞), t > 0.

T (x, 0) = 0
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Novamente tomando a transformada de Fourier nesta equação com respeito a variável x obtemos

∂FT
∂t

(ξ, t) = −kξ2(FT )(ξ, t) + (Ff)(ξ, t)

(FT )(ξ, 0) = 0.

Resolvendo esta equação

(FT )(ξ, t) =
∫ t

0

e−k(t−τ)ξ
2

(Ff)(ξ, τ)dτ.

Utilizando o Segundo Teorema de Inversão (seção 3.5.1), obtemos

T (x, t) =
1√
2π

∫ t

0

(
F−1

{
e−kξ

2(t−τ)
}
∗ f(·, τ)

)
(x)dτ

=
1√
2πk

∫ t

0

dz

(t− z)
1
2

∫ ∞

−∞
e−

(x−y)2

4kt f(y, τ)dy,

um resultado obtido por outros meios na seção 2.5.
Consideramos agora um problema utilizando transformadas seno (seção 3.5).
Considere o problema

∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
, x > 0, t > 0.

T (x, 0) = 0, x > 0,

T (0, t) = T0, t > 0.

Seja

(S)(ξ, t) =
√

2

π

∫ ∞

0

T (x, t) sin(ξx)dx.

Então, integrando por partes e utilizando T (0, t) = T0 e T (∞, t) = 01 observamos que∫ ∞

0

∂2T

∂x2
sin ξxdx = ξT0 − ξ2

∫ ∞

0

T (x, t) sin ξxdx.

Multiplicando a equação para T por sin ξx e integrando de 0 a ∞ obtemos

d

dt
ST + kξ2ST =

√
2

π
kξT0,

(ST )(ξ, 0).

Resolvendo esta equação obtemos

ST = (ξ, t) =

√
2

π

(
1− e−kξ

2t

ξ

)
T0

e via o teorema de inversão para transformadas seno

T (x, t) =
2

π
T0

∫ ∞

0

sin ξx

ξ

(
1− e−kξ

2t
)
dξ.

1Esta condição pode ser considerada uma condição de fronteira ao infinito.
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Mas é posśıvel estabelecer que ∫ ∞

0

e−ξ
2 sin 2ξy

ξ
dξ =

1

2
π erf y,

onde

erf y =
2√
π

∫ y

0

e−y
2

dy

e, finalmente, obtemos que

T (x, t) = T0 −
2√
π
T0

∫ x

2
√

kt

0

e−y
2

dy

=
2T0√
π

∫ ∞

x

2
√

kt

e−y
2

dy,

um resultado obtido por outros meios (seção 2.5.1). Evidentemente não estamos restritos aos
problemas de natureza parabólica.

Voltamos a abordar o problema da equação da onda

1

c2
∂2y

∂t2
=
∂2y

∂x2
, −∞ < x <∞, t > 0

y(x, 0) = f(x)(
∂y

∂t

)
(x, 0) = g(x).

Ponha

Y (ξ, t) = (Fy)(ξ, t)
Y (ξ, 0) = Ff(
dY

dt

)
(ξ, 0) = Fg.

Tomando a transformada de Fourier da equação

1

c2
d2Y

dt2
+ ξ2Y = 0

Y (0) = Ff = F(
dY

dt

)
(0) = Fg = G.

Segue-se que a solução deste problema é

Y =
1

2
F (ξ)(eictξ + e−ictξ) +

G(ξ)

2icξ
(eictξ − e−ictξ).

Tomando a transformada de Fourier inversa obtemos que

y(x, t) =
1

2

(
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ξ)(e−iξ(x−ct) + e−iξ(x+ct))dξ

)
+

+
1

2c

(
1√
2π

∫ ∞

−∞

G(ξ)

iξ
(e−iξ(x−ct) − e−iξ(x+ct))dξ

)
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mas

f(x± ct) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ξ)eiξ(x±ct)dξ

e

g(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
G(ξ)eiξxdξ

e ∫ x+ct

x−ct
g(η)dη =

1√
2π

∫ ∞

−∞

G(ξ)

iξ
(e−iξ(x−ct) − e−iξ(x+ct))dξ.

Segue-se que

y(x, t) =
1

2
(f(x+ ct) + f(x− ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(η)dη,

obtido por outros meios na seção 2.6.
Outros problemas vibratórios podem ser tratados com a mesma técnica. Considere o pro-

blema de vibrações livres transversais de uma barra infinita. A equação que governa o problema
é

∂4y

∂x4
+

1

a2
∂2y

∂t2
= 0, t > 0, x ∈ (−∞,∞)

y(x, 0) = f(x)

∂y

∂t
(x, 0) = ag′′(x).

Tomando a transformada de Fourier e pondo Y = Fy, obtemos

∂2Y

∂t2
+
ξ4

a2
Y = 0

Y (0) = Ff = F (ξ)

∂Y

∂t
(0) = −aξ2G(ξ).

tendo a solução
Y (ξ, t) = F (ξ) cos(aξ2t)−G(ξ) sin(aξ2t).

Tomando a transformada inversa de Fourier

y(ξ, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ξ) cos(aξ2t)e−iξxdξ − 1√

2π

∫ ∞

−∞
G(ξ) sin(aξ2t)e−iξxdξ.

Lembre que no ∞,
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ξ

2a−iξxdξ =
1√
2π
e−

x2

2a

e
1

(2ai)
1
2

=
1

(2a)
1
2

e−i
1
4
π =

1

2a
1
2

(1− i).

Segue-se que substituindo a por ai

1√
2π

∫ ∞

−∞
(cos(aξ2t)− sin(aξ2t))e−iξxdξ =

1

2a
1
2

(1− i)ei
x2

4a .
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Tomando as partes real e imaginária nesta equação obtemos que

1√
2π

∫ ∞

−∞
cos(aξ2)e−iξxdξ =

1

2a
1
2

(
cos

x2

4a
+ sin

x2

4a

)
e

1√
2π

∫ ∞

−∞
sin(aξ2)e−iξxdξ =

1

2a
1
2

(
cos

x2

4a
− sin

x2

4a

)
.

Utilizando o resultado sobre convoluções obtemos que

1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ξ) cos(aξ2t)e−iξtdξ =

1

2
√
at

∫ ∞

−∞
f(x− y)

{
cos

y2

4a
+ sin

y2

4a

}
dy

com um resultado semelhante no caso de G. Finalmente,

y(x, t) =
1

2(2πat)
1
2

∫ ∞

−∞
f(x− y)

(
cos

y2

4a
+ sin

y2

4a

)
dy −

− 1

2(2πat)
1
2

∫ ∞

−∞
g(x− y)

(
cos

y2

4a
− sin

y2

4a

)
dy.

Escrevendo u2 =
y2

4at
, obtemos:

y(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x− 2ua

1
2 t

1
2 )
(
cosu2 + sinu2

)
du−

− 1√
2π

∫ ∞

−∞
g(x− 2ua

1
2 t

1
2 )
(
sinu2 − cosu2

)
du,

um resultado estabelecido por Boussinesq.

3.5.6 *Transformada de Fourier e Hankel na teoria de dinâmica dos
fluidos

Considere o fluxo de um fluido ideal, irrotacional e bidimensional na região y ≥ 0. O potencial
de velocidade ϕ satisfaz

∆ϕ = 0.

Supomos que fluido é injetado no semi-plano através da fenda |x| ≤ a do plano y = 0, normal-
mente e com velocidade determinada:

∂ϕ

∂y
=

{
−f(x) 0 < |x| < a
0 |x| > a.

Vamos supor que (u, v) → 0 com y → ∞. Seja

Φ(ξ, y) = Fxϕ(0, y), F (ξ) = Ff.

Segue-se que

∂2Φ

∂y2
− ξ2Φ = 0 y ≥ 0

∂Φ

∂y
(ξ, 0) = −F (ξ)
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com solução

Φ =
F (ξ)

|ξ|
e−|ξ|y.

O teorema de inversão de transformada de Fourier implica em

ϕ =
1√
2π

∫ ∞

−∞

F (ξ)

|ξ|
eiξx−|ξ|ydξ.

Considere o caso particular

f(u) =

{
U 0 < |x| < a
0 |x| > a

Neste caso

ϕ =
U

2π

∫ ∞

−∞

sin ξa

ξ

eiξx

|ξ|
e−|ξ|ydξ

e

v = −∂ϕ
∂y

=
U

2π

∫ ∞

∞

sin ξa

ξ
e−ξ|y|+iξxdξ.

Observe que ∫ ∞

0

sin aξ

ξ
e−ξydξ =

π

2
− tan−1

(y
x

)
e

v =
u

2π
(θ1 − θ2), tan θ1 =

y

x− a
, tan θ2 =

y

x+ a

Também,

u = −∂ϕ
∂u

= − iu

2π

∫ ∞

∞

sin ξa

|ξ|
eiξx−|ξ|ydξ

=
u

2π
log

(
r2
r1

)
,

r2 = (x+ a)2 + y2, r1 = (x− a)2 + y2.
Considere o caso

v =

{
(a2 − x2)−

1
2 , 0 < |x| < a

0 |x| > a.

ϕ = constante, |x| ≤ a, |y| = 0 v = −∂ϕ
∂y

= 0 |x| > a.

Neste caso

F (ξ) =
1√
π

∫ a

−a

e−iξx

(a2 − x2)
1
2

dx =

√
2

π

∫ a

0

cos ξx

(a2 − x2)
1
2

dx =

√
π

2
J0(aξ). (Veja apêndice C).

Segue-se que

ϕ =
1

2

∫ ∞

−∞

J0(aξ)

|ξ|
eiξx−|ξ|ydξ

e

v = −∂ϕ
∂y

=

∫ ∞

0

e−ξyJ0(aξ) cos ξxdξ

u = −∂ϕ
∂x

=

∫ ∞

0

e−ξyJ0(aξ) sin ξxdξ.
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Além disso, observamos que no caso que y = 0,

∂ϕ

∂x
= −

∫ ∞

0

sin ξxJ0(aξ)dξ = 0 |x| < a (Veja apêndice C)

o que implica que ϕ é constante em y = 0, |x| < a.
Considere o problema

∂2ϕ

∂r2
+

1

r

∂ϕ

∂r
+
∂2ϕ

∂z2
= 0

ϕ = g(r) r < a

∂ϕ

∂r
= 0 r > a

ϕ→ 0, z → ∞.

Tomando a transformada de Bessel

ϕ̃ = Fϕ =

∫ ∞

0

rϕ(r, z)J0(ξr)dr,

obtemos que
d2ϕ̃

dz2
− ξ2ϕ̃ = 0.

Tomamos uma solução na forma
ϕ̃ = A(ξ)e−ξz.

Segue-se que ∫ ∞

0

r
∂ϕ

∂z
J0(ξr)dr = −ξA(ξ)e−ξz

e utilizamos o teorema de inversão de Hankel

ϕ =

∫ ∞

0

ξA(ξ)e−ξzJ0(ξr)dr,
∂ϕ

∂z
= −

∫ ∞

0

ξ2A(ξ)e−ξzJ0(ξr)dr

Escrevendo
ϕ =

r

a
, F (u) = uA

(u
a

)
G(ρ) = a2g(r)

obtemos ∫ ∞

0

F (u)J0(ρu)du =

{
G(ρ) 0 < ρ < 1
0 ρ > 1

e, claramente,

A(ξ) =
F (aξ)

aξ
.

Estas equações integrais duais podem ser abordadas via a teoria da transformação de Mellin
que discutiremos a seguir. A solução é dada via F .

F (u) =
2

π
cosu

∫ 1

0

gG(y)dy

(1− y2)
1
2

+
2

π

∫ 1

0

ydy

(1− y2)
1
2

∫ 1

0

G(yu)xu sin xudu.
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3.5.7 A transformada de Laplace

Considere f(x), x ∈ [0,∞). A transformada de Laplace de f , L(s) é definida via

(Lf)(s) =
∫ ∞

0

e−stf(t)dt.

Considere f(t) = 1, t > 0

(Lf)(s) =
∫ ∞

0

e−stdt = −1

s

∣∣∣∣∞
0

=
1

s
, s > 0.

Para f(t) = ekt, t > 0, k constante,

(Lf)(s) =
∫ ∞

0

e−stektdt =
1

k − s
e−(s−k)t

∣∣∣∣∞
0

=
1

s− k
, s > k.

(Lt)(s) = 1

s2
.

Em geral

(Ltn)(s) =

∫ ∞

0

e−sttndt, Re s > 0

=
1

sn+1

∫ ∞

0

e−ττndτ, τ = st

=
Γ(n+ 1)

sn+1
,

onde Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt é a Função Gama. Seja f(t) uma função periódica com peŕıodo a,

f(t+ a) = f(t), t > 0.

(Lf)(s) =
∫ ∞

0

s−stf(t)dt =
∞∑
n=0

∫ (n+1)a

na

e−stf(t)dt, s > 0.

Substituindo τ = t− na, f(τ + na) = f(τ), obtemos

(Lf)(s) =
∞∑
n=0

e−nas
(∫ a

0

e−sτf(τ)dτ

)
.

Segue-se que

(Lf)(s) =
∫ a
0
e−stf(t)dt

1− e−as
.

Introduza a função M(t, c) (onda quadrada)

M(c, t) =

{
1 0 < t < c
−1 c < t < 2c

M(c, t+ 2c) =M(c, t)
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∫ 2c

0

e−stM(c, t)dt =

∫ c

0

e−stdt−
∫ 2c

c

e−stdt

=
1

s
(1− e−cs)2

(LM(c, t))(s) =
1− e−cs

s(1 + e−cs)
=

1

s
tanh

cs

2
s > 0∫ t

0

M(c, τ)dτ = H(c, t),

onde

H(c, t) =

{
t 0 < t < c
2c− t c < t < 2c

H(c, t+ 2c) = H(c, t)

(LH(c, t))(s) =
1

s2
tanh

cs

2
s > 0.

Considere f(t) = t−
3
2 exp−k2

4t
,

(Lf)(s) =

∫ ∞

0

e−
k2

4t e−stt−
3
2dt

=
4

k

∫ ∞

0

e−τ
2

e−
k2s
4τ2 dτ, τ =

k

2
√
t

=
4

k
e−k

√
s

∫ ∞

0

e
−
(
τ− t

√
s

2τ

)2

dτ.

Coloque b =
k
√
s

2
e b
τ
= λ,∫ ∞

0

e−(τ−
b
τ )

2

dτ =

∫ ∞

0

b

λ2
e−(λ−

b
λ)

2

dλ.

Segue-se que

2

∫ ∞

0

e−(τ−
b
τ )dτ =

∫ ∞

0

(
1 +

b

λ2

)
e−(λ−

b
λ)

2

dλ.

Fazendo a substituição x = λ− b

λ
,

∫ ∞

0

e−(τ−
b
τ )dτ =

1

2

∫ ∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2

e concluimos que

(Lf)(s) = 2
√
π

k
e−k

√
s

ou

(L

(
ke−

k2

4t

2
√
πt3

)
)(s) = e−k

√
s, k > 0 s > 0. (3.27)
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Dado que multiplicando por t corresponde a diferenciação com respeito a t e mudança de
sinal, obtemos da equação 3.27 que

(L
(

1√
t
e−

k2

4t

)
)(s) =

1√
s
e−k

√
s, k ≥ 0 s > 0. (3.28)

Também da equação 3.27,

L−1

(
1

s
e−k

√
s

)
=

k

2
√
π

∫ t

0

e−
k2

4τ τ−
3
2dτ

=
2√
π

∫ ∞

k
2
√

t

e−λ
2

dλ

=
2√
π

∫ ∞

0

e−λ
2

dλ− 2√
π

∫ k
2
√

t

0

e−λ
2

dλ

= 1− erf

(
k

2
√
t

)
, k ≥ 0, s > 0 (3.29)

Proposição 3. (Derivadas)

L
(
drf

dxr

)
(s) = −

r−1∑
0

snf r−n−1(0) + sr(Lf)(s)

Considere

L
(
drf

dxr

)
(s) =

∫ ∞

0

drf

dxr
e−sxdx.

Integrando por partes,

L
(
drf

dxr

)
=
dr−1f

dxr−1
e−sx

∣∣∣∣∞
0

+ s

∫ ∞

0

dr−1f

dxr−1
e−sxdx.

ou

L
(
drf

dxr

)
(s) = f r−1(0) + sL

(
dr−1f

dxr−1

)
(s)

e iterando,

L
(
drf

dxr

)
(s) = −

r−1∑
n=0

snf r−n−1(0) + sr(Lf)(s),

dando o resultado.

Corolário 3.

L
(∫ t

0

fdτ

)
=

1

s
(Lf)(s)

De fato,

(Lf)(s) = L
(
d

dt

∫ t

0

fdτ

)
= sL

(∫ t

0

fdτ

)
,

ou

L
(∫ t

0

fdτ

)
=

1

s
(Lf)(s).
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Proposição 4. (Translação e Escala)(
Lf
(
t

τ

))
(s) = τ(Lf)(τs)

(Lf (t− τ)) (s) = e−sτ (Lf)(s)

Proposição 5. (s-diferenciação)

(Ltnf)(s) = (−1)n
(
d

ds

)n
(Lf)(s)

Teorema 11. (Teorema de Inversão para transformada de Laplace)
Suponha que f(x), x ∈ [0,∞) satisfaz∫ ∞

0

e−cx|f(x)|dx <∞

para c > 0. Considere a função definida por

f(r) = e−ηxf(x), x ∈ [0,∞), c > 0,

= 0, x ∈ (−∞, 0)

e suponha que f̃ satisfaz as condições de um dos teorema de inversão anunciado na seção 3.5.
Então,

f̃(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiηxdη

∫ ∞

0

f̃(ξ)e−iξηdξ

=
exξ

2π

∫ ∞

−∞
eiηxdη

∫ ∞

0

f̃(ξ)e−(x+iη)ξdξ

Coloque s = x+ iη, e

ϕ(s) =

∫ ∞

0

f(ξ)e−sξdξ, ds = idη,

obtendo

f(x) =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
ϕ(s)esxds

pelo menos formalmente. De fato, a derivação com rigor desta fórmula requer mais análise
(veja, por exemplo, o livro de R. V. Churchill, Operational Mathematics, Mc Graw-Hill, New
York, 1958).

Estabeleceremos algumas propriedades de transformada de Laplace. Utilizamos sistemati-
camente a notação

(Lf)(s) =
∫ ∞

0

e−sxf(x)dx.

Proposição 6. (Convoluções)
Suponha que ϕ(s) = Lf(s) e ψ(s) = Lg(s), então

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
ϕ(s)ψ(s)esxds =

∫ x

0

f(y)g(x− y)dy.

160



Heuristicamente

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
ϕ(s)ψ(s)esxds =

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esxϕ(s)ds

∫ ∞

0

g(y)e−sydy

=

∫ ∞

0

g(y)dy
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
es(x−y)ϕ(s)ds.

Mas
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
ϕ(s)es(x−y)ds = f(x− y)

e
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
ϕ(s)ψ(s)esxds =

∫ ∞

0

g(y)f(x− y)dy.

Mas f(x− y) = 0 se x− y < 0, ou se y > x e concluimos que

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
ϕ(s)ψ(s)esxds =

∫ x

0

g(y)f(x− y)dy.

Fazendo a mudança de variável η = x− y obtemos que

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
ϕ(s)ψ(s)esxds =

∫ x

0

f(η)g(x− η)dη.

3.5.8 Frações Parciais

Observamos que problemas na aplicação do método de transformada de Laplace a equações
diferenciais ordinárias lineares com coeficientes constantes levam ao cálculo de inversão de
funções racionais reais. Aqui queremos discutir a aplicação do método de frações parciais a este
problema.

Suponha que f(s) =
g(s)

h(s)
, g(s) com grau g e h(s) com grau h. Assim f(s) =

p(s)

h(s)
+ r(s),

grau p(s) = p < grau h(s) = h. Utilizando a representação dada no apêndice G,

f(s) =
p(s)

h(s)
=
p∗(s)

h∗(s)
=

p∗(s)

(s− a1)n1 · · · (s− ai)niq1(s)m1 · · · qj(s)mj
+ r(s)

(p∗, h∗) = 1, a1 ̸= a2 ̸= · · · ̸= ai, (qr, qs) = 1,

aqui (p, q) indica o máximo divisor comum entre p e q.

p∗(s)

h∗(s)
=

i∑
k=1

nk∑
l=1

Akl
(s− ak)l

+

j∑
k=1

mk∑
l=1

Bkls+ Ckl
qk(s)l

+ r(s).

Assim,

L−1

(
p∗(s)

q∗(s)

)
=

i∑
k=1

nk∑
l=1

AklL−1(s− ak)
−l +

j∑
k=1

mk∑
l=1

BklL−1

(
s

qk(s)l

)
+ CklL−1

(
1

qk(s)l

)
+ L−1r(s)
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Escreva fkl(s) = (s− ak)
lf(s). Determinamos

Akl =
fnk−l
kl (ak)

(nk − l)!
.

Em maneiras mais complexas também podemos determinar os coeficientes Bkl, Ckl.

AklL−1(s− ak)
−l =

fnk−l
kl (ak)

(nk − l)!l!
tl−1eakt.

Em geral a presença do fator
Bkls+ Ckl
qk(s)l

, qk(s) = (s−ak)
2+B2

k levará na transformada inversa

L−1

{
Bkls+ Ckl
qk(s)l

}
e presença de termos da forma

treαkt sin βkt, treαk cos βkt, r = 1, 2, ..., l − 1.

O caso r = 1 foi determinado anteriormente.

Exemplo

Considere a equação
y′′ + ty′ − y = 0 y(0) = 0 y′(0) = 1.

Tomando a transformada de Laplace e utilizando

L(tny) = (−1)n
dn

dsn
Ly = (−1)nỹ(n)(s)

obtemos que

s2ỹ(s)− 1− d

ds
(sỹ(s))− ỹ(s) = 0

ou

ỹ′(s) +

(
2

s
− s

)
ỹ(s) = −1

s
.

Integrando esta equação obtemos que

d

ds

(
s2e−

1
2
s2 ỹ(s)

)
− se−

1
2
s2

e

ỹ(s) =
1

s2
+
C

s2
e

1
2
s2 .

Mas se ỹ(s) → 0 com s→ ∞, C = 0,

L−1

(
1

s2

)
= y(t) = t.

Considere ty′′ + y′ + ty = 0 (equação de Bessel). Tomando a transformada de Laplace L,

− d

ds
(s2ỹ(s)− s− y(0)) + sỹ(s)− 1− d

ds
ỹ = 0

ou
(s2 + 1)ỹ(s) + sỹ(s) = 0,
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e
dỹ

ỹ
= − sds

s2 + 1

ỹ(s) =
C√
s2 + 1

=
C

s

(
1 +

1

s2

)− 1
2

=
C

s

(
1− 1

2

1

s2
+

1 · 3
222!

1

s4
· · ·
)

= C

∞∑
0

(−1)n2n!

(2nn!)2s2n+1

y(t) = L−1ỹ(s) = C

∞∑
0

(−1)n

(2nn!)2
t2n.

Se y(0) = 1, C = 1, e y(t) = J0(t).

Exemplo (Vibrações Forçadas com Ressonância)

Considere o problema

mx′′(t) = −kx(t) + F0 cosωt, ω0 =

√
k

m
x(0) = x0 x′(0) = ν0

Tomando a transformada de Laplace e pondo x̃(s) = Lx(·),

m(s2x̃(s)− sx0 − ν0) =
F0ω

s2 + ω2
= mω2

0x̃(s)

e

x̃(s) =
x0s+ ν0
s2 + ω2

0

+
F0

m

ω

(s2 + ω2
0)(s

2 + ω2)

e se ω ̸= ω0,

x(t) = L−1x̃(s) = x0 cosω0t+
1

ω0

(
ν0 +

F0ω0

m(ω2 − ω2
0)

)
sinω0t−

F0

m(ω2 − ω2
0)

sinωt.

Assim, x(t) é a superposição linear de dois movimentos harmônicos simples de peŕıodos ω0

e ω, as freqüências naturais e forçadas. Temos uma singularidade no caso ω → ω0. No caso
que ω = ω0,

x̃(s) =
x0s+ ν0
s2 + ω2

0

+
F0

m

ω0

(s2 + ω2
0)

2

e

x(t) = L−1x̃(s) = x0 cosω0t+
1

ω2
0

(
ν0ω0 +

F0

2m

)
sinω0t−

F0

2mω0

t cosω0t

e observamos que a amplitude das oscilações cresce com t→ ∞.
Nesta situação dizemos que a força F (t) está em ressonância com o sistema.
Considere este sistema agora com amortecimento

mx′′ = −kx− cx′ + F0 sinωt

de tal modo que

x̃(s) =
ωF0

m

1

(s2 + ω2)((s+ b)2 + ω1)2
,
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com 2b = c
m
< ω0 e ω2

1 = ω2
0 − b2. x(t) = L−1x̃(s) consiste de termos do tipo sin(ω1t + θ) e

e−bt sin(ω1t + θ1) com θ e θ1 constantes. Segue-se que a componente com freqüência ω1 decai
com o tempo e x(t) tende a solução da forma

x(t) = A sin(ωt+ θ), A =
F0

m

1

((iω + h)2 + ω2
1)

e conseqüentemente, não existe o fenômeno de ressonância.

Exemplo (Aplicação a servo mecanismos)

Considere um servo mecanismo que força o ângulo de rotação θ0(t) de um eixo seguir o ângulo
de rotação θ1(t) de um indicador. Supomos que o eixo e acessórios tem um momento de inércia
I muito maior do que o indicador. Seja ϕ(t) = θ0(t) − θ1(t). É posśıvel construir um servo
mecanismo para medir ϕ(t) e aplica ao eixo um torque proporcional a ϕ(t). Para fornecer
amortecimento ao sistema supomos que o servo mecanismo também induz um componente de
torque proporcional a taxa de mudança ϕ′(t).

Agora

Iθ′′(t) = momento de inércia × aceleração angular

= torque exercido sobre o eixo

= −kϕ(t)− cϕ′(t),

com k e c constantes positivas.
Suponha que inicialmente θ0(0) = θ′0(0). Segue-se que ϕ(0) = −θi(0) e tomando a transfor-

mada de Laplace, Lθ0 = θ̃0

Is2θ̃0(s) = −(k + cs)ϕ̃(s)− cθ2(s)

dado que θ̃0(s) = ϕ̃(s) + θ̃2(s), segue-se que

ϕ̃(s) = −Is
2θ̃i(s) + cθi(0)

Is2 + cs+ k
.

Colocando θ2(t) = At, obtemos

ϕ(t) = −A
ω
e−bt sinωt

com

b =
c

2I
, ω2 =

k

I
− c2

4I2

e, portanto, se k >
c2

4I
e ϕ é uma oscilação amortecida.

Considere o problema parabólico

∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
, 0 < x < l, t > 0,

T (x, 0) = T0 0 < x < l.

∂T

∂x
(0, t) = 0 T (l, t) = 0,

equações correspondendo a distribuição de temperatura em um material homogêneo com o lado
x = 0 isolado e o lado x = l mantido a temperatura 0.
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Seja
t(x, s) = LT (x, ·)(s).

Então,

st− T0 = k
∂2t

∂x2

∂t

∂x
(0, s) = 0 t(l, s) = 0.

Resolvendo esta equação diferencial ordinária e utilizando a primeira condição de fronteira,

t(x, s) =
T0
s

+ C cosh

(
x

√
s

k

)
,

com C determinado pela condição de fronteira t(l, s) = 0,

t(x, s) = T0

{
1

s
− 1

s

cosh
(
x
√

s
k

)
cosh

(
l
√

s
k

) } .
Coloque q =

√
s
k
e observe que

cosh (xq)

cosh (lq)
= e−lq(exq + e−xq)

1

1 + e−2lq

=
(
e−(l−x)q + e−(l+x)q

) ∞∑
n=0

(−1)ne−2nlq

=
∞∑
n=0

(−1)n
(
e−q(ml−x) + e−q(ml+x)

)
, m = 2n+ 1.

Mas calculamos anteriormente que

1

s
e−α

√
s = L

(
erfc

(
α

2
√
t

))
, α ≥ 0.

Segue-se utilizando inversão da transformada de Laplace que

T (x, t) = T0 − T0

∞∑
n=0

(−1)n
{
erfc

(
(2n+ 1)l − x

2
√
kt

)
+ erfc

(
(2n+ 1)l + x

2
√
kt

)}
.

3.5.9 Aplicação da Transformada de Laplace a equações Diferenciais-
Integrais e Sistemas

Considere o circuito elétrico em voltagem E(t) aplicada aos elementos de resistência R, capa-
citância C e indutância L (veja figura.

Determine a corrente i(t) dado que i(0) = i0 e q(0) = q0,
dq

dt
= i e q = q0 +

∫ t
0
idt.

Temos que

L
di

dt
+Ri+

q

C
= E(t)

i(0) = i0, q(0) = q0.
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Figura 3.1: Circuito Elétrico

Aplicando a transformada de Laplace,

LsLi+RLi+ 1

sC
Li = LE(s) + Li0 −

q0
sC

.

Segue-se que

(Li)(s) =
(LE)(s) + Li0 − q0

sC

sL+R + 1
sC

e

i(t) = L−1

{
(LE)(s) + Li0 − q0

sC

sL+R + 1
sC

}
.

Utilizando frações parciais

L−1

{
Li0 − q0

sC

sL+R + 1
sC

}
= L−1

{
A

s+ α

}
+ L−1

{
B

s+ β

}
= Ae−αt +Be−βt

e

L−1

{
(LE)(s)

sL+R + 1
sC

}
= L−1

{
sLE(s)/L

(s+ α)(s+ β)

}
= L−1

{(
α

s+ α
− β

s+ β

)
LE(s)
L(α− β)

}

L−1(LE(s)/(s+ α)) = L−1((LE)(s+ α− α)/(s+ α))

= e−αtL−1

(
1

s
(LE)(s+ α)

)
= e−αt

∫ t

0

dτL−1((LE)(s+ α))

= e−αt
∫ t

0

eατE(τ)dτ.
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Considere o decaimento radioativo de substâncias A1, A2, · · · , Ar,

A1 → A2 → A3 →

Suponha que em tempo t o número de átomos de A1 é N1(t), e a lei de transformação radioativa
(Rutherford e Soddy Phil. Mag. 4, 370, 1902) diz que o número de átomos −∆N1 que decai a
A2 em intervalo de tempo (t, t+∆t) ∝ ∆t e N1(t).

−∆N1(t) = λ1N1(t)dt.

Similarmente, no caso que cada Ar decai,

−∆N2(t) = −λ1N1∆t+ λ2N2∆t

e, em geral,
−∆Nr+1(t) = −λrNr∆t+ λr+1Nr+1∆t.

Finalmente, se o n-ésimo produto é estável (não decai)

∆Nn−1λnNn∆t.

Este processo é equivalente a um sistema de n+ 1 equações de primeira ordem

dN1

dt
= −λ1N1

dNr+1

dt
= λrNr − λr+1Nr+1 1 ≤ r ≤ n− 1

dNn+1

dt
= λnNn.

Tomando a transformada de Laplace e supondo que inicialmente N1(0) = N0 e Nr(0) = 0
para r ̸= 1, obtemos que

(λ1 + s)LN1 = N0

(λr + 1 + s)LNr+1 = λrLNr 1 ≤ r ≤ n− 1

sLNn+1 = λnLNn.

Este é um sistema de equações algébricas cuja solução é

LNr+1 =
N0

λr + 1

r+1∏
i=1

(
1 +

s

λi

)−1

1 ≤ r ≤ n− 1

LN1 = N0(λ1 + s)−1

LNn+1 =
N0

s

n∏
i=1

(
1 +

s

λi

)−1

.

Utilizando o teorema da inversão de Laplace

N1 =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

N0e
st

s+ λ1
ds

Nr+1 =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

N0

λr+1

est
r+1∏
i=1

(
1 +

s

λi

)−1

ds 1 ≤ r ≤ n− 1,

Nr+1 =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

N0

s

n∏
i=1

(
1 +

s

λi

)−1

ds.
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Estas integrais podem ser avaliadas expressando a parte do integrando que é uma função raci-
onal em termos de frações parciais e utilizando as inversões (elementares)

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

est

λr + s
ds = e−λrt

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

est

s(s+ λr)
ds =

1− e−λrt

λr
.

Caso n = 1:
N1 = N0e

−λ1t, N1 = N0(1− e−λ1t)

Caso n = 2:

N1 = N0e
−λ1t, LN3 =

λ2
s
LN2,

LN2 =
λ1

λ2 − λ1

(
1

s+ λ2
− 1

s+ λ1

)
N0

N2 =
N0λ1
λ2 − λ1

(e−λ1t − e−λ2t)

N3 = N0

(
1− λ2

λ2 − λ1
e−λ1t +

λ1
λ2 − λ1

e−λ2t
)

Figura 3.2: Representação Geométrica

3.5.10 Aplicação da Transformada de Laplace a Equação do Calor

Considere o problema

∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
, x ∈ (0,∞),

T = T0, x = 0, t > 0

T = 0, x > 0, t = 0.

Vamos tomar a transformada de Laplace da equação diferencial com respeito a variável t.
Observe que ∫ ∞

0

e−st
∂2T

∂x2
dt =

∂2

∂x2

∫ ∞

0

Te−stdt =
∂2

∂x2
LT,
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enquanto ∫ ∞

0

e−st
∂T

∂t
dt = −T (0) + sLT

= sLT, (utilizando a condição T = 0 em t = 0).

Segue-se que

k
∂2LT
∂x2

= sLT

LT (0) = LT0 =
T0
s
.

A solução que é finita em x→ ∞ é

LT (x, s) = T0
s
e−

√
s
k

T (x, t) = L−1

(
T0
s
e−

√
s
k

)
= T0erf

(
x

2
√
kt

)
,

uma solução obtida anteriormente.

3.5.11 *Aplicação da transformação de Laplace à atração de Van
der Waals entre part́ıculas esféricas

Nesta seção seguimos a discussão dado no livro de Sneddon [5]. Uma questão que entra na
teoria potencial é o cálculo da energia de interação entre duas esferas sobre alguma lei de força.

No caso que a lei de força é de Newton a energia mútua entre esferas é igual a aquela obtida
concentrando a massa nos centros das esferas. A questão existe se existe outra lei de atração
para que duas esferas homogêneas tem esta propriedade.

Uma resposta afirmativa foi dada por C. J. Bouwkamp, Physics 13, 508, 1947, utilizando
a transformada de Laplace. Partimos da hipótese que a energia potencial mútua de duas
part́ıculas unitárias separadas por uma distância r é v(r) e queremos determinar se a energia
potencial mútua de duas esferas de raios a e b cujos centros são separados pela distância c é
dado por ϕ(a, b)v(c), com ϕ(a, b) uma função de a e b.

Considere o sistema composto de uma unidade de massa e esfera de raio a e R seja a
distância entre a massa pontual e o centro da esfera. Introduza coordenadas esféricas η, θ na
esfera, o eixo polar apontando para a massa pontual. Pondo

r2 = η2 − 2ηR cos θ +R2.

A energia mútua é

w =

∫ a

0

dη

∫ π

0

2πη2 sin θdθρ(η)v(r),

ρ(η) sendo a massa espećıfica da esfera.
Coloque v(r) =

∫ r
0
rv(r)dr, r0 arbitrário,

∂v(r)

∂θ
= v(r)

∂r

∂θ
= Rv(r)η sin θ.
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Segue-se que

w =
2π

R

∫ a

0

ηρ(η)dη

∫ π

0

Rv(r)η sin θdθ

=
2π

R

∫ a

0

ηρ(η)dη(v(R + η)− v(R− η)).

Suponha que seja posśıvel estabelecer que

v(R + η)− v(R− η) = v′(R)f(η),

com f uma função somente de η. Neste caso

w = m(a)v(R),

com

m(a) = 2π

∫ a

0

ηf(η)ρ(η)dη.

É fácil confirmar que v(r) = e−λr, λ um número complexo, satisfaz a relação e

v(R + η)− v(R− η) = −2e−λR sinh(λη),

ou seja,

f(η) =
2

λ
sinh(λη).

Deverá ser observado que de fato e−λr é a única solução do problema. Supondo a densidade
na esfera ser constante

m(a) = ρ

∫ a

0

4π

λ
η sinh(λη)dη =

(
2πa

λ

) 3
2

ρI(λa),

com

I(z) =

(
2

nz

) 1
2
(
cosh z − sinh z

z

)
.

Dado que a expressão para w dá a energia de interação de uma massa pontual e uma esfera
de raio a, segue-se que a energia de interação entre duas esferas de raio a e b é

w = m(a)m(b)ν(R),

com

ν(r) =
e−λr

r
.

Segue-se que

w =
8π3(ab)

3
2ρ2

λ3
I(λa)I(λb)

e−λR

R
.

Coloque

g(λ) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
Rν(R)esRdR.

Pelo teorema de inversão de transformada de Laplace

ν(R) =

∫ ∞

0

g(λ)
e−λR

R
dλ
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e

w =
8π3(ab)

3
2

R
ρ3
∫ ∞

0

g(λ)I(λa)I(λb)e−λRλ−3dλ.

No caso que ν(R) = R−n, n > 1,∫ ∞

0

λn−2e−λRdλ = Γ(n− 1)R−n+1

e

g(λ) =
λn−2

Γ(n− 1)

e

Rwn(a, b, R) =
8π3(ab)

3
2ρ2

Γ(n− 1)

∫ ∞

0

e−λRI(λa)I(λb)λn−5dλ.

Resulta a expressão

(n− 2)(n− 3)(n− 4)(n− 5)

4π2ρ2
wn(a, b, R)

= ab((R + a+ b)5−n + (R− a− b)5−n + (R− a+ b)5−n + (R + a− b)5−n)

− R

n− 6
((R + a+ b)6−n + (R− a− b)6−n + (R− a+ b)6−n + (R + a− b)6−n)

+
1

n− 7
((R + a+ b)7−n + (R− a− b)7−n + (R− a+ b)7−n + (R + a− b)7−n).

O caso mais importante ocorre com n = 6 (Van der Waals). Este caso é singular, um argumento
de limite n→ 6 tem de ser aplicado que introduz termos logaritmos.

w6(a, b, R) =
π2ρ2

6

(
4ab(R2 − a2 − b2)

(R2 − (a− b)2)(R2 − (a+ b)2)
+ ln

(R2 − (a+ b)2)

(R2 − (a− b)2)

)

3.5.12 *Transformada de Mellin

Seja s = σ + it e f(s) regular em α < σ < β e∫ ∞

−∞
|f(σ + it)|dt <∞ , α < σ < β

Proposição 7 (Inversão da transformada de Mellin). Suponha que f(s) −→ 0 uniformemente
em α + δ ≤ σ ≤ β − δ, com δ > 0, então se

gσ(x) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
x−sf(s)ds

então

f(s) =

∫ ∞

0

xs−1g(x)dx em α < σ < β

Demonstração. Dado que f(s) −→ 0 uniformemente em α + δ ≤ σ ≤ β − δ, δ > 0, então
gσ(x) = gσ′(x), ∀σ, σ′ ∈ [α + δ, β − δ], utilizando o Teorema de Cauchy, assim gσ(x) = g(x),
α < σ < β.
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Escolhendo σ1, σ2, α < σ1 < σ < σ2 < β∫ ∞

0

xs−1g(x) =

∫ 1

0

xs−1dx
1

2πi

∫ σ1+i∞

σ1−i∞
x−s1f(s1)ds1

+

∫ ∞

1

xs−1dx
1

2πi

∫ σ2+i∞

σ2−i∞
x−s2f(s2)ds2

= I1 + I2

Mas pelo Teorema de Fubini, dado que

|I1| ≤
1

2π

∫ ∞

−∞
|f(σ1 + it)|dt

∫ 1

0

x−1+(σ−σ1)dx <∞

|I2| ≤
1

2π

∫ ∞

−∞
|f(σ2 + it)|dt

∫ ∞

1

e−1+(σ−s2)dx <∞

podemos trocar a ordem de integração em I1 e I2 e∫ ∞

0

xs−1g(x)dx =
1

2πi

∫ σ2+i∞

σ2−i∞

f(s2)ds2
s2 − s

− 1

2πi

∫ σ1+i∞

σ1−i∞

f(s1)ds1
s1 − s

Dado que a integral de f(s) sobre os segmentos horizontais ligando s = σ1 a s = σ2 tendem a
zero com t −→ ∞, conclúımos da fórmula de Cauchy que

(Mg)(s)
def
=

∫ ∞

0

xs−1g(x)dx = f(s)

O seguinte teorema de inversão pode ser reduzido a teoria de Fourier.

Teorema 12 (Inversão da Transformada de Mellin). Suponha que∫ ∞

0

xσ−1|g(x)|dx <∞ , α < σ < β

então se (Mg)(s) =
∫∞
0
xs−1g(x)dx temos que

g(x) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
x−s(Mg)(s)ds , α < σ < β

Demonstração. Fazemos a substituição x = eu. Segue-se que

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
x−sf(s)ds =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−u(σ+it)dt

∫ ∞

−∞
ev(σ+it)g(eu)du

=
e−uσ

2π

∫ ∞

∞
dt

∫ ∞

−∞
eit(v−u)evσd(ev)dv

Agora aplicando o Teorema de Inversão de Fourier a última expressão é igual a e−uσeuσg(eu) =
g(x).
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A noção de reciprocidade dos resultados anteriores ocorre no trabalho de Riemann sobre
números primos, uma formulação expĺıcita sendo dada por E. Cahen em 1894 enquanto uma
discussão precisa foi dada por Mellin2.

Certas versões de teoremas de Parseval e convoluções existem para a transformada de Mellin.
Faremos certos cálculos formais referindo o leitor para o livro [6] (seções 2.7, 3.17, 4.14) para
demonstrações precisas.

Por exemplo, temos que

1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞
(Mf)(s)(Mg)(1− s)ds =

1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞
(Mf)(s)ds

∫ ∞

0

g(x)x−sdx

=
1

2πi

∫ ∞

0

g(x)dx

∫ k+i∞

k−i∞
(Mf)(s)ds

=

∫ ∞

0

g(x)f(x)dx

No caso que xk−1f ∈ L1(0,∞) e (Mg)(1−k− it) ∈ L1(−∞,∞) ou xkf e x1−kg ∈ L2(0,∞).
Também,∫ ∞

0

f(x)g(x)xs−1dx =
1

2πi

∫ ∞

0

g(x)xs−1dx

∫ k+i∞

k−i∞
(Mf)(w)x−wdw

=
1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞
(Mf)(w)dw

∫ ∞

0

g(x)xs−w−1dx

=
1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞
(Mf)(w)(Mg)(s− w)dw

Isto é dizer que
1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞
(Mf)(w)(Mg)(s− w)dw

é a transformada de Mellin de f(x)g(x). No caso que xkf ∈ L2(0,∞, dx
x
) e xσ−kg ∈ L2(0,∞, dx

x
).

Também,

1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞
(Mf)(s)(Mg)(s)x−sds =

1

2πi

∫ ∞

0

g(x)dx

∫ k+i∞

k−i∞
(Mf)(s)xs−1x−sds

=
1

2πi

∫ ∞

0

g(u)f
(x
u

) du
u

= h(x)

Se xkf, xkg ∈ L1(0,∞), xkh ∈ L1(0,∞) e M(xkh)(s) = (Mf)(s)(Mg)(s), s = σ + it,
σ = k + 1.

3.5.13 *Aplicação: equações integrais duais

A transformada de Mellin é de extraordinária utilidade em tratar com aspectos da teoria de
transformadas generalizadas e também com problemas na teoria de operadores integrais duais.

O seguinte problema é encontrado na teoria eletrostática: determinar o potencial de um
disco circular plano eletrificado de material condutor com centro na origem e eixo na direção
Oz.

2Acta Sic. Fennicae 21, 1896(1), 1-115 e Acta Math. 25 (1902) 139-64
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Efetivamente o problema anaĺıtico é determinar f satisfazendo as equações integrais duais:

∫ ∞

0

f(u)J0(ρu)du = g(ρ) , 0 < ρ < 1∫ ∞

0

f(u)uJ0(ρu)du = 0 , ρ > 1

Antes de prosseguir determinaremos a transformada de Mellin de xνJν(x).

Lema 2.

M(xνJν(x))(s) =
2s−ν+1Γ

(
s
2

)
Γ
(
ν − s

2
+ 1
) , 0 < σ < ν +

3

2

Demonstração. Defina F por

F (y) =

{
(1− y2)ν−

1
2 , 0 < y < 1

0 , y > 1

Então

ℓ{F ()} =
2√
π

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!

∫ 1

0

(1− y2)ν−
1
2

=
2√
π

∞∑
n=0

(−ν)n
Γ
(
ν + 1

2

)
Γ
(
n+ 1

2

)
(2n)!Γ(ν + n+ 1)

x2n

= Γ

(
ν +

1

2

) ∞∑
n=0

(−ν)n x2n

22nn!Γ(ν + n+ 1)

= 2ν−
1
2Γ

(
ν +

1

2

)
x−νJν(ν)

Também

ℓ(ya−1) =

√
2

π
x−a

∫ ∞

0

ya−1 cos ydy

=

√
2

π
Γ(a) cos

aπ

2
x−a

avaliando a integral utilizando o Teorema de Cauchy.
Utilizando estes resultados, conclúımos que utilizando a fórmula de Parseval para a trans-

formada cosseno∫ ∞

0

Jν(x)x
a−ν−1dx =

√
2

π

Γ(a) cos aπ
2

2ν−
1
2Γ
(
ν + 1

2

) ∫ 1

0

(1− x2)ν−
1
2x−adx

=
Γ(a) cos aπ

2

2ν−1
√
πΓ
(
ν + 1

2

) Γ (ν + 1
2

)
Γ
(
1
2
− a

2

)
2Γ
(
ν − a

2
+ 1
)

=
2a−ν−1Γ

(
a
2

)
Γ
(
ν − a

2
+ 1
) , se ν >

1

2
e 0 < a < 1
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Dado que a integral converge se 0 < a < ν + 3
2
, o resultado continua a ser válido nesta região

via continuação anaĺıtica. De fato, podemos tomar a = s complexo, 0 < σ < ν + 3
2
e temos

estabelecido que

M(x−νJν(x))(s) =
2s−ν−1Γ

(
s
2

)
Γ
(
ν − s

2
+ 1
) , 0 < σ < ν +

3

2

Utilizando esse lema técnico com ν = 0 e utilizando o teorema de Parseval para transfor-
madas de Mellin, obtemos as seguintes equações:

1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞
(Mf)(s)2−s

Γ
(
1
2
− s
)

Γ
(
1
2
+ s
)ρs−1ds = g(ρ) , 0 < ρ < 1

1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞
(Mf)(s)21−s

Γ
(
1
2
− s
)

Γ
(
s
2

) ρs−2ds = 0 , ρ > 1

0 < k < 1

Colocando

(Mf)(s) =
2sΓ

(
3
2

)
Γ
(
1
2
− s

2

)χ(s)
obtemos

1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞

Γ
(
s
2

)
Γ
(
1
2
+ s

2

)χ(s)ρs−1ds = g(ρ) , 0 < ρ < 1 (3.30)

1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞

Γ
(
1− s

2

)
Γ
(
1
2
− s

2

)χ(s)ρs−1ds = 0 , ρ > 1 (3.31)

Γ em (3.30) não tem pólos ou zeros para σ > 0.
Γ em (3.31) não tem pólos ou zeros para σ < 1.
Multiplicando (3.30) por ρ−w, σ − u > 0 e integrando em (0, 1)

1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞

Γ
(
s
2

)
Γ
(
1
2
+ s

2

) χ(s)
s− w

ds =

∫ 1

0

g(ρ)ρ−wdρ = (Mg)(1− w) u < k

Mudando a linha de integração a σ = k′ < u

1

2πi

∫ k′+i∞

k′−i∞

Γ
(
s
2

)
Γ
(
1
2
+ s

2

) χ(s)
s− w

ds = (Mg)(1− w)−
Γ
(
w
2

)
Γ
(
1
2
+ w

2

)χ(w)
O lado esquerdo é regular em u > k′ e para u > 0 e também é o lado direito e por

consequência

χ(w) =
Γ
(
1
2
+ w

2

)
Γ
(
w
2

) (Mg)(1− w) (3.32)

Segue-se, supondo adequadas as condições no infinito que

1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞

{
χ(s)−

Γ
(
1
2
− s

2

)
Γ
(
s
2

) (Mg)(1− s)

}
ds

s− w
u < k
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Multiplicando (3.31) por ρ−w, σ − u < 0 e integrando em (1,∞)

1

2πi

∫ k′+i∞

k′−i∞

Γ
(
1− s

2

)
Γ
(
1
2
− s

2

) χ(s)
s− w

ds = 0 u > k′

e
Γ
(
1− s

2

)
Γ
(
1
2
− s

2

)χ(s) e χ(s) é regular para σ < 1

segue-se que
1

2πi

∫ k′+i∞

k′−i∞

χ(s)

s− w
ds = 0 u > k′

Mudando a linha de integração de k′ a k > u

1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞

χ(s)

s− w
ds = χ(w) u < k

e

χ(w) =
1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞

Γ
(
1
2
+ s

2

)
Γ
(
s
2

) (Mg)(1− s)

s− w
ds u < k (3.33)

Utilizando a inversão de Mellin junto com (3.32) e (3.33), leva a solução f .

Exerćıcios

1. Mostre que

(a)

eax =
e2πa − 1

π

{
1

2a
+

∞∑
n=1

a cosnx− nsennx

a2 + n2

}
0 < x < 2π.

(b)

eax =
eaπ − 1

aπ

2

π

∞∑
n=1

((−1)neaπ − 1)
a cosnx

a2 + n2
.

[Defina ℑ(x) = f(x) em (0, π) e ℑ(−x) = f(x) em (0, π)]
(c)

eax =
2

π

∞∑
n=1

(1− (−1)neaπ)
nsennx

a2 + n2
0 < x < 2π.

[Defina ℑ(x) = f(x) em (0, π) e ℑ(−x) = −f(x) em (0, π)]

2. Obtenha as somas

∞∑
n=1

a cosnx

a2 + n2
,

∞∑
n=1

nsennx

a2 + n2
, 0 < x < 2π

utilizando 1(a) acima.
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3. Considere a série de Fourier associada a
[x
π

]
no intervalo (0, 2π) e os valores de x onde

a série de Fourier converge a um valor diferente do valor da função.

4. Utilize a igualdade de Parseval para obter o valor de
∞∑
n=1

1

n2
.

5. Seja f uma função par e de variação limitada em (−π, π), com peŕıodo 2π. Mostre que∫ π

−π
|f(x+ h)− f(x)|2 = 4π

∞∑
n=1

sen2 nh

2
a2n

an sendo os coeficientes de Fourier de f . Obtenha o valor de
∞∑
n=0

(2n+ 1)2a22n+1 se f(x) = ex.

6. Se
∞∑
n=1

ϑn <∞, ϑn ≥ 0, mostre que ∃ uma função f cont́ınua tal que

∫ 2π

0

f(x)sennxdx = ϑn n = 1, 2, ...

Mostre que ∃ uma função cont́ınua h(x) tal que∫ 2π

0

h(x)sennxdx =
1

log x

para um número infinito de valores.

7. Suponha que f(x) satisfaz as condições Dsf(x) existe e é cont́ınua e |Dsf(x)| ≤ C, s um
inteiro. Defina ℑ(x) = f(x) em (0, 2π) e estende pela periodicidade. Mostre que

∞∑
k=1

(1 + |k|s)(|a2k + b2k|) <∞. (3.34)

Isto sugere que dizemos f tem derivadas generalizadas até a ordem s no caso que (3.34) existe.
Mostre um resultado similar para integral de Fourier.

Exerćıcios (Transformada de Fourier)

8.Utilize a igualdade de Parseval (integral de Fourier) para obter o valor de∫ ∞

0

sen ax

x

sen bx

x
dx.

9. Mostre que
(a)

ℑ−1
{
e−|x|} =

√
2

π

1

1 + y2
.
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(b)

ℑ
{
e−

x2

2

}
= e−

y2

2 .

[Dica para (b): estude e−(x+iy)2/2 no retângulo R com pontos extremos (−λ, 0), (λ, 0),

(λ, λ+ iy), (−λ,−λ+ iy) nesta ordem. Ou estude φ(y) = ℑ(e−x2

2 )(y) e observe que ∃φ′(y) tal
que φ′(y) = −yφ(y) e conseqüentemente logφ(y) = −1

2
y2 + constante].

10. Defina hλ(y) =
√

1
π

λ

λ2 + y2
. Observe que

1√
2π

∫∞
−∞ hλ(y)dy = 1.

(a) Mostre que se g ∈ L∞(R1) e g é cont́ınua em x, então

lim
λ−→∞

g ◦ hλ(x) = g(x).

(b) Mostre que se 1 ≤ p <∞ e f ∈ Lp(R1), então

lim
λ−→∞

||f ◦ hλ − f || = 0.

11. Mostre que se f ∈ C2(R1) e |f |+ |f ′|+ |f ′′| ≤ c

1 + x2
, então

∞∑
−∞

f(2πx) = (2π)−1

∞∑
−∞

f̂
( n
2π

)
(Fórmula de Poisson).

12. Suponha que f ∈ L1(R1) e α e λ são números reais. Mostre as seguintes propriedades
da integral de Fourier:

(i) Se g(x) = f(x)eiαx, então ℑg(ξ) = ℑf(ξ − α).
(ii) Se g(x) = f(x− α), então ℑg(ξ) = ℑf(ξ)e−iξt.
(iii) Se g ∈ L1(R1) e definimos a convolução h de f e g, h = f ∗ g =

∫
R1 f(x − y)g(y)dy,

então ℑh(ξ) = ℑf(ξ)ℑG(ξ).
(iv) Se g(x) = f(−x), então ℑg(ξ) = ℑf(ξ).
(v) Se g(x) = f

(
x
λ

)
e λ > 0, então ℑg(ξ) = λℑf(λξ).

(vi) Se g(x) = −ixf(x) e g ∈ L1(R1), então ℑf é diferenciável e (ℑf)′(ξ) = ℑg(ξ). A função
de Bessel Jν(z) é definida para ν > −1 pela série

Jν(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
(
z
2

)ν+2n

n!Γ(ν + n+ 1)
.

Mostre que se ν > −1
2
,

(a)

Jν(z) =
zν

2ν−1Γ
(
ν + 1

2

)
Γ
(
1
2

) ∫ π
2

0

cos(z cos θ)sen2ν θdθ

e se µ > −1 e ν > −1
(b)

Jµ+ν+1(z) =
zν+1

2νΓ (ν + 1)

∫ π
2

0

Jµ(zsen θ)sen
µ+1 θ cos2ν+1 θdθ
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13. Suponha que f(x) ∈ C1[0, π] com f(0) = f(π) = 0 e estenda o domı́nio de definição
da função f(−x) = −f(x), x ∈ [0, π], ao intervalo (−π, π). Utilizando séries de Fourier e a
igualdade de Parseval mostre que∫ π

0

|f |2dx ≤ c

∫ π

0

|f ′|2dx, com c = 1

e que este valor para c é o melhor posśıvel (A desigualdade de Wirtinger).

14. Seja C uma curva plana simples dada paramétricamente por (x(t), y(t)), 0 ≤ t ≤ 2π,
com x(t), y(t) ∈ C1(0, 2π), x(0) = x(2π), y(0) = y(2π), com comprimento normalizado a 1

(
∫ 2π

0
(x′(t)2 + y′(t)2)dt = 1). Seja A a área contida dentro de C. Mostre que A é dada por

A =
1

2

∫ 2π

0

x(t)y′(t)− x′(t)y(t)dt.

Utilizando séries de Fourier e a fórmula de Parseval e Plancherel mostre que

A ≤ 1

4π
,

tomando o valor máximo no caso que C seja um ćırculo.

15. Suponha que f seja uma função par que é C∞
0 (R1). Utilizando a fórmula de Poisson

(Veja Ex. 4), mostre que

∞∑
n=0

f(x) =
1

2
f(0) +

∫ ∞

0

f(x)dx−
∞∑
n=1

∫ ∞

0

f ′(x)
sen 2πnx

πn
dx

e
∞∑
n=0

f(x) =
1

2
f(0) +

∫ ∞

0

f(x)dx−
∞∑
n=1

f(0)

2π2n2
−

∞∑
n=1

∫ ∞

0

f (n) cos 2πnx

2π2n2
dx

e iterando

∞∑
n=0

f(x) =

∫ ∞

0

f(x)dx+
1

2
f(0)− f ′(0) +

1

720
f ′′′(0)− 1

30240
f (4)(0), etc.

(A fórmula de Euler-Maclaurin).
16. Utilizando a fórmula de Poisson verifique que a função θ

θ(t) =
∞∑

n=−∞

exp−πn2t

satisfaz

θ(t) = t−
1
2 θ

(
1

t

)
(A identidade de Jacobi)

[Utilize o exerćıcio 2b]
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17. Mostre a desigualdade de Heisenberg∫
x2|f(x)|2dx×

∫
ξ2||(ℑf)(ξ)|2dξ ≥ 1

16π2

(∫
|f(x)|2

)2

.

[Estabeleça o resultado primeiro para f ∈ C∞
0 observando que

1

2
(f ′f̄ + f̄ ′f) = Re (f̄ ′f) ≤ |f ′f̄ |

e utilize o teorema de Plancherel e desigualdade de Schwarz.]

18. Mostre que∫ ∞

−∞
eixξ

sen z
√
ξ2 − 1√

ξ2 − 1
dξ =

{
πI0(

√
z2 − x2) para|x| ≤ t

0 para|x| > t, t > 0,

onde I0 denomina a função de Bessel de conjuntos imaginários. Conseqüentemente mostre
(formalmente) que a solução do problema inicial

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− u = 0, u|t=0 = f(x),

∂u

∂t

∣∣
t=0

= h(x)

é dada por

u(x, t) =
1

2

∫ x+t

x−t
I0(
√
t2 − (x− τ)2)h(τ)dτ +

1

2

∂

∂t

∫ x+t

x−t
I0(
√
t2 − (x− τ)2)f(τ)dτ.

Exerćıcios (Transformada de Laplace)

Estabeleça as seguintes transformadas inversas:

19. F (s) =
−1

(s− a)(s− b)(s− c)
, f(t) =

(b− c)eat + (b− a)ebt + (a− b)ect

(a− b)(b− c)(c− a)

20. F (s) =
4s+ 1

(s2 + s)(4s2 − 1)
, f(t) = e

t
2 − e−

t
2 + e−t − 1

21. F (s) =
s+ a

(s+ b)(s+ c)2
, f(t) =

a− b

(b− c)2
e−at +

(
a− c

b− c
t− a− b

(b− c)2

)
e−ct

22. F (s) =
2b4

(s2 + b2)s2
, f(t) = 2 cos bt+ b2t2 − 2

23. F (s) =
s2 − b2

(s2 + b2)3
, f(t) = t cos bt

24. F (s) =
25s2

(s+ 1)2(s2 + 4)
, f(t) = (5t− 8)e−t + 10 sin(2t+ θ), θ = arg (3 + 4i).

180



Exerćıcios (Aplicações da transformada de Laplace em

Equações Diferenciais)

Resolva as equações diferenciais:
25.

y′′(t) + aty′(t)− 2ay(t) = 1

y(0) = y′(0) = 0 a > 0

Resposta: y(t) =
t2

2
.

26.

ty′′(t) + (2t+ 3)y′(t) + (t+ 3)y(t) = ae−t

Resposta: y(t) =

(
c+

at

3

)
e−t.

27. Considere a equação de Bessel de ordem n

t2y′′(t) + ty′(t) + (t2 − n2)y(t) = 0.

Fazendo a substituição y(t) = t−nz(t) mostre que

tz′′(t) + (1− 2n)z′(t) + tz(t) = 0.

Resolva esta equação pelo método de transformada de Laplace e assim mostre que a solução
z(t) regular na origem t = 0 é tal que

y(t) = CJn(t).

28. Considere

∂I

∂t
=
∂2I

∂x2
0 < x < 1, t > 0,

I(0, t) = 0 I(1, t) = 0

I(x, 0) = x.

Mostre que

T (x, t) = x−
∞∑
n=0

erfc

(
2n+ 1− x

2
√
t

)
− erfc

(
2n+ 1 + x

2
√
t

)
t > 0.

29. Considere o problema

∂T

∂t
=
∂2T

∂x2
+R(t) 0 < x < 1, t > 0,

T (x, 0) = 0,

∂T

∂x
(0, t) = 0, T (1, t) = 0.

Mostre que

T (x, t) =

∫ t

0

R(τ)dτ −
∫ t

0

R(t− τ)E(x, τ)dτ,

com

E(x, t) =
∞∑
n=0

(−1)n
{
erfc

(
2n+ 1 + x

2
√
t

)
+ erfc

(
2n+ 1− x

2
√
t

)}
.
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Caṕıtulo 4

Existência e Unicidade para as
equações da onda e do calor

Para convenência do leitor, apresentadomos alguns resultados básico sobre a existência e uni-
cidade das equações de onda de calor apresentadas nos caṕıtulos 1 e 2. Para estudos mais
aprofundados a teoria de equações diferenciais parciais recomendamos os livros de Evans [2] e
Hellwig [6].

4.1 Equação da Onda

Vamos recordar alguns resultados sobre a equação da onda em uma dimensão:

utt − uxx = 0

com condições iniciais

u(x, 0) = φ(x)

ut(x, 0) = ψ(x).

Temos

u(x, t) =
φ(x+ t) + φ(x− t)

2
+

∫ x+t

x−t
ψ(y)dy, (4.1)

fórmula de d’Alembert (ver caṕıtulo 2, seção 2.6). Se ψ ≡ 0

u(x, t) =
φ(x+ t) + φ(x− t)

2
(4.2)

É fácil ver que (4.2) diz que efeitos propagam com velocidade 1. Se no limite o efeito de φ é
concentrado em um ponto φ ∼ δ(x) ao tempo t = 0. No tempo t,

u ∼ δ(x+ t) + δ(x− t)

2
.

Considere a problema geral

�u = F ′

u = φ t = 0,

ut = ψ t = 0.
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Um problema equivalente é

�w = F ′ + φ′′
x + tψ′′

x = F

w = 0 t = 0,

wt = 0 t = 0.

Utilizando coordenadas caracteŕıstica,

ξ = x+ t

η = x− t

ou

−4wξη = F

(
ξ + η

2
,
ξ − η

2

)
e a solução é

w = −1

4

∫ ξ

−∞

∫ η

−∞
F

(
ξ1 + η1

2
,
ξ1 − η1

2

)
dξ1dη1

e com respeito as variáveis x, t,

w(x, t) =
1

2

∫∫
Ω

F (y, s)dyds.

Ω = {(y, s) : s ≥ 0, x− t+ s ≤ y ≤ x+ t− s}

4.1.1 Um prinćıpio (fraco) de máximo (domı́nios de dependência e
influência)

Figura 4.1:

Vamos colocar p = ux e q = ut. O teorema de Green aplicado na região Ω da∫∫
Ω

(px − qt)dxdt =

∮
∂Ω

pdt+ qdx

ou ∫
Ω

(uxx − utt)dxdt =

∮
∂Ω

uxdt+ utdx =

=

∫
γ1

utdx+

∫
γ2

uxdt+ utdx+

∫
γ3

uxdt+ utdx
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Em γ2, dx = −dt e em γ1, dx = dt. Segue-se que∫∫
Ω

�udxdt =
∫
γ1

utdx−
∫
γ2

uxdx+ utdx+

∫
γ3

uxdx+ utdt =

=

∫
γ1

utdx− (u(C)− u(B)) + (u(A)− u(C)) =

∫
γ1

utdx− 2u(C) + u(B) + u(A).

Conseqüentemente,

u(C) =
1

2

∫
γ1

utdx+
1

2

∫∫
Ω

�udxdt+ u(A) + u(B)

2
(4.3)

Suponha que
ut(x, 0) ≤ 0 e �u ≤ 0 emΩ,

Obtemos de (4.3)

u(C) ≤ u(A) + u(B)

2
≤ max

a≤x≤b
|u(x, 0)|.

Se tomassemos qualquer outro ponto C1 na região Ω, podeŕıamos ter considerado um triângulo
isósceles A1B1C1, similar a ABC com A1B1 sobre o eixo x e ângulo reto em C1. Assim,
obteŕıamos

u(Ci) ≤
u(A1) + u(B1)

2
≤ max

a≤x≤b
|u(x, 0)|.

Ou seja, se �u = 0 em Ω e ut(x, 0) = φ(x) ≤ 0, um ponto máximo tem de ser localizado
no segmento inicial AB.

Observação 13. Este resultado não indica se u pode assumir seu máximo em um ponto inte-
rior, assim é um prinćıpio de máximo fraco. De fato,

u(x, t) = cosx cos t

satisfaz
�u = 0

e (
∂u

∂t

)
(x, 0) = 0.

O máximo de u é assumido em (0, 0), (2π, 0), mas também em (π, π).

4.1.2 A equação da onda em dimensões maiores que um

�u = 0

u(x, 0) = φ(x) ∈ C3(Rn) (4.4)

ut(x, 0) = ψ(x) ∈ C3(Rn).

Vamos considerar a média esférica de função

I(x, r) =
1

ωn

∫
|x|=1

F (x+ ry)dSy, (4.5)

185



onde dSy é a medida sobre a esfera |y| = 1, x ∈ Rn, r ≥ 0 e ωn é a área de |y| = 1 em Rn.
Tentaremos utilizar (4.5) para reduzir (4.4) a uma equação de uma variável. Observamos

que I ∈ Cm se F ∈ Cm. Claramente∫
|z|≤R

F (x+ z)dz =

∫ R

0

(∫
|ω|=ρ

F (x+ ρ)dSω

)
dρ

= ωn

∫ R

0

rn−1I(x, r)dr (4.6)

utilizando o teorema de Fubini.
Segue-se que

∆

(∫ R

0

ωnr
n−1I(x, r)

)
dr =

∫
|z|≤R

∆F (x+ z)dz

=

∫
|z|=R

∇F (x+ z) · ηdSz (4.7)

=

∫
|z|=R

n∑
j=1

∂F

∂xj
(x+ z)

zj
R
dSz

De (4.7) obtemos que

∆

∫ R

0

ωnr
n−1I(x, r)dr =

∫
|ξ|=1

n∑
j=1

∂F

∂xj
(x+Rξ)ξjR

n−1dSξ

= ωrR
n−1 ∂

∂R
I(x, R).

Derivando com respeito a R, obtemos que

∂

∂R

(
ωnR

n−1 ∂

∂R
I(x, R)

)
=

∂

∂R
∆

∫ R

0

ωnR
n−1I(x, r)dr

= ∆ωnR
n−1I(x, R)

ou
∂2I

∂R2
+
n− 1

R

∂I

∂R
−∆I = 0 (4.8)

(A equação de Darboux)
Caso n = 3:

�u = 0 em três dimensões.

Tomando a média esférica

I(x, t, R) =
1

4π

∫
|y|=1

u(x+Ry, t)dSy.

Obtemos que
∆xI(x, t, R)− Itt(x, R, t) = 0 (4.9)

e via (4.8)
∂2I

∂r2
+

2

R

∂I

∂r
− ∂2I

∂t2
= 0. (4.10)
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De (4.10) obtemos
∂2

∂r2
(RI)− ∂2

∂t2
(RI) = 0. (4.11)

(4.11) é a equação da onda para a função rI com as condições iniciais,

RI(x, 0, R) =
R

4π

∫∫
|y|=1

φ(x+Ry)dSy = RIφ(x,R)

∂

∂t
RI(x, 0, R) =

R

4π

∫∫
|y|=1

ψ(x+Ry)dSy = RIψ(x,R)

Utilizando a fórmula de d’Alembert obtemos que

RI(x, t, R) =
(R + t)Iφ(x, R + t) + (R− t)Iφ(x, R− t)

2
+

1

2

∫ R+t

R−t
ξIψ(x, ξ)dξ

ou

I(x, t, R) =
(R + t)Iφ(x, R + t) + (R− t)Iφ(x, R− t)

2R
+

1

2R

∫ R+t

R−t
ξIψ(x, ξ)dξ. (4.12)

Pela definição de I(x, t, R) segue-se que

lim
R→0

I(x, t, R) = u(x, t)

deve ser uma solução de (4.4) e para obter uma fórmula expĺıcita para u temos que calcular os
limites em (4.12). Estentendo as médias esféricas Iφ e Iψ a valores negativos de r como funções
pares, (4.12) tem a forma:

I(x, t, R) =
(t+R)Iφ(x, t+R)− (t−R)Iφ(x, t−R)

2R
+

1

2R

∫ t+R

t−R
ξIψ(x, ξ)dξ.

O teorema do valor médio implica que

lim
R→0

1

2R

∫ t+R

t−R
ξIψ(x, ξ)dξ = tIψ(x, t). (4.13)

Um cálculo direto nos dá

lim
R→0

1

2R
{(t+R)Iφ(x, t+R)− (t−R)Iφ(x, t−R)} =

∂

∂t
(tIφ(x, t)) (4.14)

Finalmente de (4.12), (4.13) e (4.14) obtemos que

u(x, t) =
1

4π

∂

∂t

(
t

∫∫
|y|=1

φ(x+ ty)dSy

)
+

t

4π

∫∫
|y|=1

ψ(x+ ty)dSy. (4.15)

ou

u(x, t) =
∂

∂t

(
1

4πt

∫∫
|z−x|2=t2

φ(z)dSz

)
+

1

4πt

∫∫
|z−x|2=t2

ψ(z)dSz. (4.16)

Vamos mostrar que (4.15) é solução de (4.4). Seja t > 0, observamos que

∂2

∂t2
(tIψ(x, t)) = t

∂2

∂t2
Iψ(x, t) + 2

∂

∂t
Iψ(x, t) (4.17)
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Também

∂

∂t
(Iψ(x, t)) =

1

4π

∫∫
|y|=1

3∑
j=1

∂ψ

∂yj
(x+ ty)yjdSy

=
1

4πt2

∫∫
|z−x|=t

∇ψ(z) · ηdSz (4.18)

e utilizando o teorema de Gauss segue-se que

∂

∂t
(Iψ(x, t)) =

1

4πt2

∫∫∫
|z−x|≤t

∆ψ(z)dz =
1

4πt2

∫ t

0

(∫∫
|z−x|=r

∆ψ(z)dSz

)
dr

Derivando em relação a t, obtemos que

∂2

∂t2
(Iψ(x, t)) =

1

4πt2

∫∫
|z−x|=t

∆ψ(z)dSz −
1

4πt3

∫∫∫
|z−x|≤t

∆ψ(z)dz

Substituindo as expressões de
∂

∂t
Iψ e

∂2

∂t2
Iψ em (4.17) segue-se que

∂2

∂t2
(tIψ(x, t)) =

1

4πt

∫∫
|z−x|=t

∆ψ(z)dSz = ∆

(
1

4πt

∫∫
|z−x|=t

ψ(z)dSz

)
= ∆(tIψ(x, t))

ou seja, tIψ(x, t) é a solução da equação da onda. O mesmo argumento mostra que

tIφ(x, t) =
t

4π

∫∫
|y|=1

φ(x+ ty)dSy

é a solução da equação da onda. A derivada desta solução é também uma solução. Assim (4.15)
também é uma solução de (4.4). Resta verificar as condições iniciais. Mas

lim
t→0

(
∂

∂t
(tIφ(x, t)) + tIψ(x, t)

)
= Iφ(x, 0) = φ(x)

e

∂

∂t
u(x, t)

∣∣
t=0

= lim
t→0

∂2

∂t2
tIφ(x, t) + t

∂

∂t
Iψ(x, t) + Iψ(x, t)

= lim
t→0

∆(tIφ(x, t)) + t
∂

∂t
Iψ(x, t) + Iψ(x, t)

= Iψ(x, 0) = ψ(x).

Caso n = 2:

�v = 0

v(x1, x2, 0) = φ(x1, x2) ∈ C2 (4.19)

vt(x1, x2, 0) = ψ(x1, x2) ∈ C3

Vamos usar o método da descida de Hadamard. Suponhamos que

u(x1, x2, x3, t) = v(x1, x2, t)

=
∂

∂t

{
1

4πt

∫∫
(ξ1−x1)2+(ξ2−x2)2+ξ23=t2

φ(ξ1, ξ2)dSξ1,ξ2

}
+

+
1

4πt

∫∫
(ξ1−x1)2+(ξ2−x2)2+ξ23=t2

ψ(ξ1, ξ2)dSξ1,ξ2 (4.20)
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Figura 4.2:

Seja η o vetor normal unitário,

G = (ξ1 − x1)
2 + (ξ2 − x2)

2 + ξ23 − t2

η3 =
∂G
∂xi3√
(∇ξG)2

=

√
t2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2

t

dSξ1,ξ2 =
dξ1dξ2
η3

dξ1dξ2 projeção sobre ξ3 = 0 de dSξ1,ξ2 . Conseqüentemente (4.20) tem a forma

v(x1, x2, t) =
∂

∂t

(
1

2π

∫∫
(ξ1−x1)2+(ξ2−x2)2≤t2

φ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2√
t2 − (ξ1 − x1)2 + (ξ2 − x2)2

)
(4.21)

=
1

2π

∫∫
(ξ1−x1)2+(ξ2−x2)2≤t2

ψ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2√
t2 − (ξ1 − x1)2 + (ξ2 − x2)2

(4.22)

a solução da equação da onda em duas dimensões.

Teorema 13. Seja u ∈ C2 a solução de

utt −∆u = 0

tal que
u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 em {|x|; |x− x0| ≤ r} x0 ∈ Rn, r ∈ R+.

Então u ≡ 0 em C = {(x, t); |x− x0| ≤ r − |t|}

Demonstração. A seguinte identidade pode ser demonstrada

2
∂u

∂t

(
∆u− ∂2u

∂t2

)
= 2

n∑
j=1

∂

∂xj

(
∂u

∂t

∂u

∂xj

)
− ∂

∂t

(
|∇u|2

)
, (4.23)

com

|∇u|2 =
n∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2

+

(
∂u

∂t

)2

Integrando (4.23) sobre CT e utilizando o fato que �u = 0 segue-se que

0 =

∫
CT

(
2

n∑
j=1

∂

∂xj

(
∂u

∂t

∂u

∂xj

)
− ∂

∂t

(
|∇u|2

))
dudt, du = dx1 − dxn. (4.24)
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Figura 4.3: CT = A ∪B ∪ C∪ interior

Aplicando o teorema de Gauss a (4.24) segue-se que

0 =

∫∫
B

(
2

n∑
j=1

∂u

∂t

∂u

∂xj
ηj − |∇u|2ηn+1

)
dS

=

∫∫
C

(
2

n∑
j=1

∂u

∂t

∂u

∂xj
ξj − |∇u|2ξn+1

)
dS

=

∫∫
A

(
2

n∑
j=1

∂u

∂t

∂u

∂xj
λj − |∇u|2λn+1

)
dS (4.25)

Vetores normais unitários externos a


B : η = (η1, ..., ηn+1)
C : ξ = (ξ1, ..., ξn+1)
A : λ = (λ1, ..., λn+1)

Pela hipótese a integral sobre C é zero e o vetor normal a superf́ıcie A é igual a λ = (0, 0, ..., 0, 1).
Assim podemos escrever (4.25) na forma∫∫

B

(
2

n∑
j=1

∂u

∂t

∂u

∂xj
ηj − |∇u|2ηn+1

)
dS =

∫∫
A

|∇u|2dS (4.26)

A seguinte identidade é válida

ηn+1

(
n∑
j=1

2
∂u

∂t

∂u

∂xj
ηj − |∇u|2ηn+1

)
= −

n∑
j=1

(
∂u

∂xj
ηn+1 −

∂u

∂xj
ηj

)2

+

+

(
∂u

∂t

)2

(η2n+1 −
n∑
j=1

η2j . (4.27)

Substituindo (4.27) em (4.26) obtemos:∫∫
A

|∇u|2dS = −
∫∫

B

1

ηn+1

[
n∑
j=1

(
∂u

∂xj
ηn+1 −

∂u

∂t
ηj

)2

+

(
∂u

∂t

)2

(η2n+1 −
n∑
j=1

η2j )

]
dS (4.28)
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Observe que em B tem-se que

ηn+1 =

√
2

2
, logo

∑
j=1

nη2j =
1

2
.

Assim de (4.28) segue-se que

0 ≤
∫∫

A

|∇u|2dS = −
∫∫

B

√
2

n∑
j=1

(
∂u

∂xj

√
2

2
− ∂u

∂t
ηj

)2

dS ≤ 0.

Logo ∫∫
A

|∇u|2dS = 0,

o que implica em

∂u

∂xj
(x, T ) = 0 =

∂u

∂t
(x, T ),

para 1 < j ≤ n e logo u ≡ constante em {(x, t); |x− x0| ≤ 1− T}. O resultado é imediato.

4.2 Equação do Calor

Considere a solução da equação do calor

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
0 < t < T, 0 < x < l

que é cont́ınua em [0, T ]× [0, l] = Γ. Então o prinćıpio do máximo é válido na forma:

Teorema 14. O máximo ou mı́nimo de u(x, t) é assumida em [0, l], t = 0 ou x = 0, x = l,
t ∈ [0, T ].

Demonstração. Seja

M = max{u : x ∈ [0, l] e t = 0, ou x = 0, x = l e t ∈ [0, l]}
= max{u : (x, t) ∈ ∂Γ\[0, l]× {T}}

Se a afirmação não é válida, então existe (x0, t0) ∈ (0, l)× [0, T ] e ϵ > 0 tal que

u(x0, t0) =M + ϵ.

Introduza a função v(x, t) = u(x, t) + k(t0 − t), com kT < ϵ
2
. Observamos que v(x0, t0) =

u(x0, t0) =M + ϵ e k(t0 − t) < kT < ϵ
2
. Segue-se que

max{v : (x, t) ∈ ∂Γ\[0, l]× {T}}
≤M +

ϵ

2
.

Assim, v(x, t) assume seu máximo no ponto (x1, t1), 0 < t1, 0 < x1 < l. Neste ponto,

∂2v

∂x2
(x1, t1) ≤ 0 e

∂v

∂t
(x1, t1) ≥ 0
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mas
∂2u

∂x2
(x1, t1) =

∂2v

∂x2
(x1, t1) ≤ 0 e

∂u

∂t
(x1, t1) =

∂v

∂t
(x1, t1) ≥ k > 0.

Segue-se que
∂u

∂t
(x1, t1)− a2

∂2u

∂x2
(x1, t1) ≥ k > 0,

uma contradição. O argumento é similar para o mı́nimo.

Corolário 4. Se u(x, t), u(x, t), u(x, t) ∈ C0([0, T ]× [0, l]) satisfazem a equação do calor e as
desigualdades

u(x, t) ≤ u(x, t) ≤ u(x, t), t = 0, ou x = 0, ou x = l,

então
u(x, t) ≤ u(x, t) ≤ u(x, t), em [0, T ]× [0, l].

Demonstração. Aplicação imediata do prinćıpio do máximo

Teorema 15. (Unicidade)
Suponha que u é a solução da equação do calor

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
−∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = u0(x) −∞ < x <∞

e que u(x, t) é cont́ınua em x e t, −∞ < x < ∞, t ≥ 0 e |u(x, t)| ≤ M < ∞, −∞ < x < ∞,
t ≥ 0. Então u é única.

Demonstração. Suponha que existe duas solução u1 e u2 satisfazendo as condições e ponha
w = u− 1− u2.

|w| ≤ |u1|+ |u2| ≤ 2M <∞, −∞ < x <∞, t > 0,

e w(x, 0) = 0. Considere a região |x| < L e introduza a função auxiliar

v(x, t) =
4M

L2

(
x2

2
+ a2t

)
v é cont́ınua em [−L,L]× [0, T ], ∀L, T > 0.

v ≥ |u(x, 0)| > 0 e v(±L, t) ≥ 2M ≥ w(±, t).

Aplicando o corolário anterior na região |x| ≤ L, 0 < t ≤ T com u = −v(x, t), u = w(x, t) e
u = v(x, t), obtemos que

−4M

L2

(
x2

2
+ a2t

)
≤ w(x, t) ≤ 4M

L2

(
x2

2
+ a2t

)
e tomando L→ 0, conclúımos que

w(x, t) = 0

Deveria ser obervado que um famoso contra-exemplo de Tychonov indica que a solução da
equação do calor é única somente sujeito a condições sobre seu crescimento espacial no infinito.
Assim, no seguinte teorema trabalhamos para simplicidade sob fortes condições.
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Teorema 16. (Existência)
Considere u(x, t) satisfazendo a equação do calor

∂u

∂t
= a2

∂u

∂x2
, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = u0(x),

u0(x) sendo cont́ınua em (−∞,∞) e |u0| ≤ M < ∞, −∞ < x < ∞. Então existe uma única
solução cont́ınua e limitada do problema.

Demonstração. Estabelecemos a existência e a unicidade sendo garantidas pelo resultado an-
terior. Sabemos que via argumentação heuŕıstica dada anteriormente que a solução tem a
representação:

u(x, t) =
1√

4a2πt

∫ ∞

−∞
e−

(x−y)2

4ta2 u0(y)dy.

Observe que

1 ≡ 1√
4a2πt

∫ ∞

−∞
e−

y2

4ta2 dy.

Derivando formalmente dentro da integral observamos que

∂2u

∂x2
=

1√
4a2πt

∫ ∞

−∞

∂2

∂x2

{
e−

(x−y)2

4ta2

}
u0(y)dy = I1.

e
∂u

∂t
=

∫ ∞

−∞

∂

∂t

{
1√

4a2πt
e−

(x−y)2

4ta2

}
u0(y)dy = I2.

são dominadas por

|I1| ≤
M√
4a2πt

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ ∂2∂x2
{
e−

z2

4ta2

}∣∣∣∣ dz
e

|I2| ≤M

∫ ∞

−∞

{
1

2t
√
4a2πt

e−z
2

+
1√

4a2πt

z2

t
e−z

2

}
dz

estas últimas integrais sendo uniformemente convergente para t ≥ t0 > 0. Dado que os inte-
grandos de I1 e I2 são cont́ınuos para −∞ < y < ∞ e t ≥ 0, a derivação dentro da integral é
justificada. Segue-se que

∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
=

∫ ∞

−∞

(
∂

∂t
− a2

∂2

∂x2

)
e−

(x−y)2

4a2t

√
4a2πt

u0(y)dy = 0.

Resta estabelecer que
lim
t↓0

u(x, t) = u0(x).

Mas

u(x, t) =
1√
π

∫ ∞

−∞
e−z

2

u0

(
x+ 2a

√
tz
)
dz

Segue-se que

u(x, t)− u0(x) =
1√
π

∫ ∞

−∞
e−z

2
(
u0

(
x+ 2a

√
tz
)
− u0(x)

)
dz
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e

|u(x, t)− u0(x)| ≤
1√
π

∫ ∞

−∞

∣∣∣u0 (x+ 2a
√
tz
)
− u0(x)

∣∣∣ e−z2dz.
Agora, para todo ϵ > 0, existe N0(ϵ) tal que∫ N

−∞
e−z

2

dz <
ϵ

6M
e

∫ ∞

N

e−z
2

dz <
ϵ

6M
.

para N > N0(ϵ).
Segue-se que

|u(x, t)− u0(x)| <
ϵ

3
+
ϵ

3
+

1√
π

∫ N

−N
|u0(x+ 2a

√
tz)− u0(x)|e−z

2

dz

Mas (u0(x + 2a
√
tz) − u0(x)) é uniformemente cont́ınua em t e para z ∈ [−N,N ] e conse-

quentemente existe δ(ϵ) tal que t < δ(ϵ), |u0(x+ 2a
√
tz)− u0(x)| < ϵ

3
. Conclúımos que

|u(x, t)− u0(x)| ≤ ϵ

3
+
ϵ

3
+
ϵ

3

1√
π

∫ ∞

−∞
e−z

2

dz

< ϵ para todo 0 ≤ t < δ(ϵ).

4.2.1 O contraexemplo de Tychonov

Considere a função anaĺıtica em ξ, f(ξ) = e
− 1

ξ2 , |ξ − t| ≤ t
2
, 0 < t < ∞. Utilizando a

representação para derivadas (Apêndice B),

fk(z) =
k!

2πi

∫
|ξ−z|= t

2

f(ξ)

(ξ − z)k+1
dξ.

Observe que

Re
1

ξ2
=

16

9t2

(
1

2
(1 + cosϕ)2 +

1

4

)
≥ 4

9t

escrevendo ξ = t+ t+ t
2
eiϕ. Segue-se que

fk(t) =
k!

2π

∫
|ξ−z|= t

2

e−
4

9t2

(ξ − z)k+1
dξ =

2kk!

tk
e−

4
9t2 .

Defina

u(x, t) =
∞∑
k=0

dkf(t)

dtk
x2k

2k!
, −∞ < x, t <∞

e note que

|u(x, t)| ≤
∞∑
k=1

2kk!

2k!

x2k

tk
e−

4
9t2

<

∞∑
k=1

1

k!

(
x2

t

)k
e−

4
9t2

= e
x2

t e−
4

9t2 .

194



Segue-se que limt↓0 u(x, t) = 0 uniformemente em x ∈ [x0, x1], ∀x0, x1. Também, calculamos
que

uxx =
∞∑
k=1

dkf(t)

dtk
x2k−2

(2k − 2)!
=

∞∑
j=1

dj+1f(t)

dtj+1

x2j

(2j)!

e

ut =
∞∑
k=1

dk+1f(t)

dtk+1

x2k

(2k)!
.

Como anteriormente estas séries são uniformemente convergentes em x ∈ [x0, x1], ∀x0, x1 e
ut− uxx = 0, −∞ < x <∞, t > 0. Certamente, u(x, t) ̸≡ 0, mas u ≡ 0 também é uma solução
do problema

ut = uxx, −∞ < x <∞, t > 0
u(x, 0) = 0.

Para outros contraexemplos e maiores informações veja Hellwig [6] (4.3) e Widder [13] (II.6).
Muitos exemplos e aplicações podem ser encontrados no livro de Crank [1].

Exerćıcios

1. Considere a região D formada por 2α ≤ x ≤ 2β, t = 0 e as linhas fazendo angulos π
4
com

o eixo e passando por (2α, 0) e (2β, 0).

(a) Suponha que
|�u| ≤ A

em D e
|ut(x, 0)| ≤ B e |ut(x, 0)| ≤ C.

Mostre que

|u(x, t)| ≤ B + tC +
1

2
At2

(b) Suponha que
|�u| ≥ −u

em D e
|ut(x, 0)| ≤M < 0 e |ut(x, 0)| < 0.

Mostre que
|u(x, t)| ≤M.

2. Considere o equação da onda com uma variável espacial,

utt = c2uxx −∞ < x <∞, t > 0

(a) Mostre que o prinćıpio de Huygens vale para os dados iniciais

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = 0.

(b) Mostre que o prinćıpio de Huygens não vale para os dados iniciais

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = g(x).
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Para uma discussão do prinćıpio de Huygens e suas generalizações, inclusive a teoria da
relatividade referenciamos o leitor ao [3], [5] e [8].

3. Suponha que ϕ satisfaz
�ϕ = 0 em R3

com condições iniciais para t = 0

ϕ = f(x, y),
∂ϕ

∂t
= 0 z = 0

ϕ = 0,
∂ϕ

∂t
= 0 z ̸= 0.

Mostre que ϕ é zero para z2 > c2t2 e ϕ = f̄ para z2 < c2t2, sendo f̄ o valor médio de f
do ćırculo no plano z = 0 cujos pontos estão na distância cz do ponto (x, y, z).

4. No exerćıcio 2, substituindo o plano z = 0 pela esfera x2 + y2 + z2 = a2, mostre que

ϕ =
a

r
f̄ no ćırculo sobre esfera cujos pontos estão a distância cz de (x, y, z) e ϕ = 0 caso

contrário.

5. Se T é a tensão de uma membrana em estado de equiĺıbrio e w o deslocamento vertical
do plano de equiĺıbrio, para pequenas vibrações podemos supor que T é constante e se
ρdxdy é a massa do elemento dxdy a energia cinética E é

1

2

∫
ρ

(
∂w

∂t

)2

dxdy

e a energia potencial

V =
1

2
T

∫∫ (
∂w

∂x

)2

+

(
∂w

∂y

)2

dxdy.

Utilizando o método do cálculo de variações para o Lagrangeano L = E − V mostre que
a equação de Euler é

∂2w

∂t2
= c2

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2

)2

, c2 =
T

ρ
.

6. Suponha que u satisfaz

utt = c2∆u+ F (x, t), x ∈ D t > 0
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), x ∈ D

onde D é um domı́nio limitado com fronteira ∂D.

(a) Mostre que

d

dt

∫
D

(
1

2
u2t +

c2

2
|∇u|2

)
dx = c2

∫
∂D

ut
∂u

∂ν
dσ +

∫
D

utFdx.

(b) Mostre que existe no máximo uma solução u que satisfaz a condição de fronteira de
Neumann

∂u

∂ν
= ϕ(x, t) x ∈ ∂D t ≥ 0.
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(c) Mostre que existe no máximo uma solução u que satisfaz a condição de fronteira de
Robin

∂u

∂ν
+ a(x)u = ϕ(x, t) x ∈ ∂D t ≥ 0,

onde a(x) ≥ 0.

(d) Mostre que existe no máximo uma solução u que satisfaz a condição de fronteira de
Dirichlet

u(x, t) = ϕ(x, t) x ∈ ∂D t ≥ 0,

7. Considere o problema de valor inicial e de fronteira

utt + kut = c2∆u+ F (x, t), x ∈ D t > 0
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), x ∈ D
u(x, t) = 0, x ∈ ∂D t ≥ 0.

(a) Mostre que

d

dt

∫
D

[
1

2
u2t +

c2

2
|∇u|2

]
dx = −k

∫
D

u2tdx+

∫
D

Futdx.

(b) Em caso de uma membrana, c2 = τ
ρ
e

d

dt

∫
D

[
1

2
ρu2t +

τ

2
|∇u|2

]
dx = −2k

∫
D

1

2
ρu2tdx+

∫
D

ρFutdx.

Observe que a taxa de variação da energia cinética mais a potencial é igual a con-
tribuição da fonte menos a taxa com que a energia é dissipada.

(c) Mostre que existe no máximo uma solução u que satisfaz o problema de de valor
inicial e de fronteira.

8. Considere a propagação da onda em um meio não homogêneo

ρutt = div (c∇u)− qu+ ρF (x, t), x ∈ D t > 0
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), x ∈ D
u(x, t) = ϕ(x), x ∈ ∂D t ≥ 0.

onde a condição de fronteira é independente do tempo e ρ, c e q são funções não negativas
de x, com ρ, c > 0.

(a) Estabeleça a relação de energia

E(t) = E(0) +

∫ t

0

∫
D

ρFutdxdτ

onde

E(t) =

∫
D

(
1

2
ρu2t +

1

2
c|∇u|2 + 1

2
qu2
)
dx.

(b) Mostre que o problema dado tem no máximo uma solução.

(c) Se F ≡ 0, mostre que (dado a existência) a solução depende continuamente dos dados
iniciais e de fronteira.
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9. Mostre que se u0(x) ∈ C0(R1) e |u0(x)| ≤MeAx
2
, M,A ≥ 0

u(x, t) =
1√

4πa2t

∫ ∞

−∞
e−

(x−y)2

4a2t u0(y)dy, 0 < t ≤ T

u(x, t) = u0(x), T <
1√
4a2A

, em C0 ((−∞,∞)× [0, T ])

é a solução do problema
ut = uxx
u|t=0 = u0(x).

(veja Hellwig [6], 4.1)

10. Defina

Ga(x, t) =
e
− x2

4a2t√
4πa2t

, t > 0

0, t ≤ 0

Mostre que

(a) ∫ ∞

−∞
Ga(x, t)dx = 1, t > 0

(b)

lim
t↓0

∫ δ

−δ
Ga(x, t)dx = 1, δ > 0

(c) Se t1 > 0, t2 > 0, definindo

Ga(·, t) ∗ ϕ(·) =
∫ ∞

−∞
Ga(y, t)ϕ(x− y)dy, t > 0

então
Ga(·, t1) ∗Ga(·, t2)(x) = Ga(x, t1 + t2).

11. Mostre que

G1(x, t) =
1

π

∫ ∞

0

e−ty
2

cos(xy)dy

12. A superf́ıcie x = 0 do sólido semi-infinito x ≥ 0 é mantida em temperatura θ0 durante
0 ≤ t ≤ T e é mantida em temperatura zero para t > T . Mostre que se t > T ,

θ(x, t) = θ0

{
erf

x

2
√
k(t− T )

− erf
x

2
√
kt

}
e determine o valor de θ se t < T .

13. Prove que a equação da difusão
∂2V

∂x2
=
∂V

∂t
possui soluções do tipo

V = Atn ·1 F1

(
−n; 1

2
;−x

2

4t

)
,

onde A e n são constantes e 1F1(α; β; z) denota a função hipergeométrica confluente de
argumento z e parâmetros α e β.
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14. Se a concentração c de um componente difundindo em um meio de duas fases é determi-
nado pelas equações

∂c

∂t
= D1

∂2c

∂x2
, x < 0,

∂c

∂t
= D1

∂2c

∂x2
, x > 0,

as condições de fronteira

c1 = kc2, D1

(
∂c

∂x

)
−0

= D2

(
∂c

∂x

)
+0

em x = 0

e a condição inicial

c =

{
c0, x < 0
0, x > 0

em t = 0, mostre que quando x > 0,

c = c0
kD

1
2
1

kD
1
2
2 +D

1
2
1

[
1− erf

(
x

2tD
1
2
1

)]
,

e derive a expressão correspondente para x < 0.
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Caṕıtulo 5

Algebra Tensorial e Cálculo Tensorial

5.1 Tensores

Considere um espaço vetorial V de dimensão n sob um corpo F e seu dual algébrico V ∗. É
conhecido da algebra linear (veja Roman [10]) que todos os espaços vetoriais de dimensão n são
isomorfos e, portanto, V e V ∗ são isomorfos. Não obstante em algebra tensorial distinguimos
entre V e V ∗.

Da algebra linear sabemos que corresponde uma base ei de V e uma base única ej de V ∗

tal que
⟨ei, ej⟩ = δij

Considere λ ∈ V , λ =
∑n

i=1 λ
iei = λiei (utilizando a convenção de somatório tensorial) e

µ∗ ∈ V ∗, µ∗ = µie
i. Chamamos os vetores de V , vetores contravariantes e os vetores de V ∗,

vetores covariantes.
Correspondendo a uma mudança de base de ei a e

′
i em V , existe uma mudança correspon-

dente de ej a ej
′
em V ∗. Suponha que

e′i = cki ek,

então

λ =
n∑
i=1

λiei =
n∑
i=1

λi
′
e′i =

n∑
i=1

λi
′
cki ek,

e
λk = cki λ

i′.

Ponha C = (cki ), então
e′ = Ce

e
(λ′) = (Ct)−1(λ),

dado que C é não singular. Esta é a regra de transformação de um vetor contravariante sob
mudança de base. Suponha que

ej
′
= γjre

r ou (e′) = γ(e)

Sabemos que
⟨ei′, ej⟩ = δij = ⟨ei, ej⟩ e ⟨cki ek, γjrer⟩ = δij.

Isto é dizer que
⟨cki , γjr⟩δkr = δij ou cki γ

j
r = δij.
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Segue-se que CΓt = I e conclúımos que Γ = Ct−1
e

µ′
i = cki µk ou µ′ = Cµ,

a regra de transformação de vetores covariantes.
No caso que CCt = I, (Ct)−1 = (C−1)−1 = C e não há diferença entre vetores cavariante e

contravariante. Isto é o caso de transformações ortogonais quando F = R.
Considere dois espaços lineares V eW de dimensãom e n e funções bilineares definidas sobre

V ∗ ×W ∗, B(V ∗,W ∗). Seja Q,R ∈ B(V ∗,W ∗), definimos operações de adição e multiplicação
por um escalar α em B(V ∗,W ∗) por

(Q+R)(λ, µ) = Q(λ, µ) +R(λ, µ)

e
(αQ)(λ, µ) = αQ(λ, µ)

B(V ∗,W ∗) com estas leis de composição é um espaço linear, chamada produto tensorial V ⊗W
de V e W .

Seja ei uma base de V ∗ dual a ei e e
α uma base de W ∗ dual a eα, i = 1, 2, ..., n, α =

n+ 1, ..., n+m. Seja
λ ∈ V ∗ e µ ∈ W ∗

Se T ∈ V ⊗W ,

T (λ, µ) = T (λie
i, µαe

α)

= λiµαT (e
i, eα).

Ponha
T iα = T (ei, eα).

Assim,
T iα = T (λ, µ) = λiµαT

iα.

Defina
eiα(λ, µ) = λiµα, eiα ∈ V ⊗W e eiα(e

j, eβ) = δijδ
β
α

e

T (λ, µ) = T iαδji δ
β
αλjµβ

= T iαeiα(λje
j, µβe

β) = T iαeiα(λ, µ).

Segue-se que

T = T iαeiα

e eiα forma uma base de V ⊗W . De fato, suponha que xiαeiα = 0, (xiα ̸= 0). Segue-se que
∀λ, µ, temos

xiαeiα(λ, µ) = 0

que leva a
xiαeiα(e

j, eβ) = 0

ou
xiαδji δ

β
α = 0
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o que implica xiα = 0.
Suponha que λ tem componentes λi com respeito a ei e µ, µα com respeito a eα. Defina

λ⊗ µ a ser o elemento de V ⊗W com componentes com respeito a eiα, λ
iµα, ou

λ⊗ µ = λiµαeiα.

Elementos de V ⊗W da forma λ⊗ µ são chamados simples ou decompońıveis. Em particular,

eiα = ei ⊗ eα.

Seja L(V ∗,W ) o conjunto de aplicações lineares de V ∗ em W , então

V ⊗W = B(V ∗,W ∗) ≈ L(V ∗,W ).

De fato, observe que se
T = T iαeiα

e ponhamos
λ∗ = λie

i ∈ V ∗, µ = µαeα ∈ W,

µα = T iαλi

define uma aplicação linear única de V ∗ em W . Inversamente, uma aplicação dessa forma é
unicamente determinada pelos coeficientes T iα que define um elemento único de V ⊗W . Esta
correspondência é independente de bases em V e W (isto é dizer que é natural).

Seja S, T ∈M(V ∗ ×W ∗ × Z∗). Defina

(S + T )(λ, µ, ν) = S(λ, µ, ν) + T (λ, µ, ν) ∀λ, µ, ν ∈ V ∗ ×W ∗ × Z∗

e
(αS)(λ, µ, ν) = αS(λ, µ, ν) α ∈ F.

Defina eiαγ por
eiαγ(λ, µ, ν) = λiµανγ

e note que
eiαγ(e

j, eβ, eχ) = δji δ
β
αδ

χ
γ .

Se T ∈M(V ∗,W ∗Z∗),

T (λ, µ, ν) = T (λie
i, µαe

α, νγe
γ)

= λiµανγT (e
i, eα, eγ).

Coloque
T (ei, eα, eγ) = T iαγ ,

então

T (λ, µ, ν) = T iαγλiµανγ

= T iαγδjiλjδ
β
αµβδ

χ
γ νχ

= T iαγeiαγ(λje
j, µβe

β, νχe
χ)

= T iαγeiαγ(λ, µ, ν)
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e T = T iαγeiαγ . Como no caso bilinear é facilmente estabelecido que eiαγ são linearmente inde-
pendentes e uma base. O isomorfismo natural entreM(V ∗,W ∗, Z∗) e V ⊗W ⊗Z é estabelecido
fazendo corresponder ao elemento T iαγeiαγ do primeiro o elemento T iαγei⊗ eα⊗ eγ do segundo.

Similarmente
M(V ∗

1 × V ∗
2 × · · · × V ∗

k ) ≃ V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vk

Defina

V 1 = V,

V r = V 1 ⊗ · · · ⊗ V 1 (r vezes),

tensores contravariantes de ordem r. Definindo

V1 = V ∗,

Vs = V1 ⊗ · · · ⊗ V1 (s vezes),

tensores covariantes de ordem s, V r ⊗ Vs formam tensores de ordem r + s, contravariantes
de ordem r e covariantes de ordem s (tensores mistos do tipo (r, s)). As vezes escrevemos
V r
s = V r ⊗ Vs = T rs (V ) e F = V 0

0 = V 0 ⊗ V0.
Suponha que f : V → W é uma aplicação linear. f induz uma aplicação linear

T r(f) : T r(V ) → T r(W ), r ≥ 0

via
T r(f)(V1 ⊗ · · · ⊗ Vr) = f(V1)⊗ · · · ⊗ f(Vr).

Considere os espaços vetoriais V,W,Z com bases ei, eα, eγ

(V ⊗W )⊗ Z ≈ V ⊗ (W ⊗ Z) naturalmente.

De fato, T ∈ (V ⊗W )⊗ Z pode ser escrita como

T = T iαγ(ei ⊗ eα)⊗ eγ

com T iαγ determinado unicamente. Considere

T iαγ(ei ⊗ eα)⊗ eγ → T iαγei ⊗ (eα ⊗ eγ) ∈ V ⊗ (W ⊗ Z).

Similarmente, qualquer elemento de V ⊗(W⊗Z) determina um elemento único em (V ⊗W )⊗Z
e esta correspondência é um isomorfismo natural. Pela associatividade do produto tensorial,
obtemos uma aplicação bilinear de T r(V ) × T s(V ) → T r+s(V ) e, assim, podemos definir uma
estrutura de algebra sobre o somatório direto

∞⊕
r=1

T r(V ) = T (V ),

a algebra tensorial de V sobre F .
Os resultados anteriores fornecem a base para uma volta a formulação clássica de tensores

via as propriedades de componentes sob transformações lineares regulares.
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Observação 14. Definições alternativas do produto tensorial existem na literatura. Em di-
mensão finita não nos preocupamos com as topologias impostas ser compat́ıveis com a estrutura
linear: todas são topologicamente isomorfas. Estas questões são importantes em dimensão in-
finita e diversos produtos tensoriais topológicos distintos podem existir. Uma definição usada
em análise funcional é a seguinte: Considere o dual algébrico das formas bilineares em V ×W ,
B(V,W )∗. Existe uma aplicação natural ϕ de V ×W em B(V,W )∗ definida por

ϕ(v, w)(h) = h(v, w), ∀(v, w) ∈ V ×W, h ∈ B(V ×W ).

ϕ ∈ B(V ×W ) mas ϕ(V ×W ) não é um subespaço vetorial de B(V,W )∗. O subespaço vetorial
gerado por ϕ(V ×W ) é chamado o produto tensorial de V e W . De fato, (B(V,W ), V ⊗W ) são
em dualidade e (V ⊗W )∗ = B(V,W ). Em dimensão finita V ⊗W = B(V,W )∗ ≈ B(V ∗,W ∗)
e retomamos a nossa definição original.

Sejam V,W,Z espaços vetoriais sobre o corpo F . Introduza a categoria β:

1.
Ob(β) = {(z, g); g ∈ B(V,W ;Z), aplicações bilineares de V ×W em Z}

2. Se g1 ∈ B(V,W,Z1), g2 ∈ B(V,W,Z2), um morfismo f de (Z1, g1) a (Z2, g2) é uma
aplicação f : Z1 → Z2 tal que f ◦ g1 = g2 é comutativa.

Existem nesta categoria um objeto inicial universal, chamado o produto tensorial de V e
W . Com esta definição

L(V,L(W,Z)) ≈ B(V,W,Z) ≈ L(V ⊗W,Z)

e com Z = F ,
L(V,W ∗) ≈ B(V,W ) ≈ (V ⊗W )∗.

Mais informações podem ser encontradas em [10].

Uma base ei de V
1 determina uma base dual única ej de V1 e em geral uma base ej1···jsi1···ir em

V r
s . Dado que qualquer elemento T de V r

s é expresso unicamente na forma

T = T i1···irj1···js e
j1···js
i1···ir .

Os números T i1···irj1···js são chamadas componentes de T relativa a base (ei) de V
1.

Dois tensores do tipo (r, s) podem ser somados ou multiplicados por escalares para formar
tensores do mesmo tipo. Relativo a uma base, os componentes do somatório de dois tensores
é o somatório dos componentes respectivos dos tensores. Tensores R,S dos tipos (r, s), (p, q)
podem ser multiplicados para formar um tensor do tipo (r + p, s + q) como a seguir: se R e

S tiver componentes Ri1···ir
j1···js , S

ir+1···ir+p

js+1···js+q
respectivamente com respeito a base (ei) de V

1, defina
T = R⊗ S via

T
i1···ir+p

j1···js+q
= Ri1···ir

j1···jsS
ir+1···ir+p

js+1···js+q
.
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De fato, este produto é invariante sob mudança de base. Recordamos que (e′i) = C(ei) da
origem a

λ′ = (Ct)−1λ e µ′ = Cµ.

Sejam ei, eα bases de V e W e eiα a base de V ⊗W . A mudança de base V ⊗W é dada por

e′iα = (C)ij(C)αβejβ

Segue-se que

T = T iαeiα = T ′jβe′jβ

= T ′jβ(C)ij(C)αβejβ

e

T ′jβ = (Ct)−1
ji (C

t)−1
βαT

iα

= γji γ
β
αT

iα, γji = (Ct)−1
ij

o que corresponde a transformação contravariante apropriada. Em geral, a mudança de base
em V 1 induz mudança em V r

s da forma

e′
j1···jr
i1···is = ck1i1 · · · c

ks
is
γj1h1 · · · γ

jr
hr
eh1···hrk1···ks

e a transformação correspondente de T

T ′j1···jr
i1···is = γk1i1 · · · γksis c

j1
h1
· · · cjrhrT

h1···hr
k1···ks .

Observe que se esta relação é satisfeita, então

T = T i1···irj1···js e
j1···jr
i1···is

é um vetor em V r
s independente de base. Estas propriedades de transformação leva ao resultado

clássico (Lei de Quociente de tensores) que é de grande utilidade nas aplicações de álgebra e
cálculo tensorial.

Teorema 17. A Lei de quocientes

Considere a relação A
(r)(p)
(t)(q)B

(q)
(p) = D

(r)
(t) , onde D

(r)
(t) é um tensor conhecido e a relação é válida

para todos os tensores arbitrários B
(q)
(p), então A

(r)(p)
(t)(q) é um tensor.

Demonstração. Suponha que A
(r)(p)
(t)(q) tem uma representação em todos sistemas de coordenadas

e A
(r)(p)
(t)(q) → Ã

(r)(p)
(t)(q) . Então

Ã
(r)(p)
(t)(q) B̃

(q)
(p) = D̃

(r)
(t) .

Escrevemos
C

(q)
(i) = Cq1

i1
· · ·Cqr

it
, etc.

Segue-se que

Ã
(r)(p)
(t)(q) B̃

(q)
(p) = Ã

(r)(p)
(t)(q)C

(q)
(i) γ

(j)
(p)B

(i)
(j)

= C
(r)
(m)γ

(m)
(t) D

(m)
(n)

= C
(r)
(m)γ

(n)
(t) A

(m)(i)
(n)(j)B

(j)
(i) ,
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com B
(j)
(i) arbitrário.

Conclúımos que
Ã

(r)(p)
(t)(q)C

(q)
(i) γ

(j)
(p) = C

(r)
(m)γ

(n)
(t) A

(m)(p)
(n)(q)

Multiplicando outra vez por γ
(i)
(r)C

(r)
(j) e utilizando γ

(i)
(r)C

(q)
(i) = δ

(q)
(r), C

(r)
(j)γ

(j)
(p) = δ

(r)
(p), obtemos

Ã
(r)(p)
(t)(q) = C

(r)
(j)C

(p)
(m)γ

(i)
(p)γ

(n)
(t) A

(m)(j)
(n)(i)

que é a regra de transformação de um tensor de ordem (r + p, t+ q).

Outras formulações deste resultado são posśıveis. Mencionamos um resultado que é dado
no livro Willmore [19] (Teorema 4.1).

Estes são componentes de um tensor do tipo (r+R, s+S) se e somente se ∀λ1, ..., λs vetores
contravariantes e ∀µ1, ..., µr vetores covariantes

T
i1···irir+1···ir+R

j1···jsjs+1···js+S
λj11 · · ·λjss µ1

i1
· · ·µrir

são as componentes de um tensor do tipo (R,S).
Este resultado é uma consequencia da nossa versão da lei de Quocientes. De fato,

λj11 · · ·λjss µ1
i1
· · ·µrir

é um tensor do tipo (s, r) e tensores dessa forma formam uma base de tensores gerais do tipo
(s, r). Isto implica que as condições do resultado anterior são válidas e a conclusão.

Uma operação frequentemente encontrada é a seguinte: Seja T ∈ V r
s com componentes

T i1···irj1···js . Suponha que o ı́ndice ip é associado com um jq e considere

S
i1···ip−1ip+1···ir
j1···jq−1jq+1···js = T

i1···ip−1hip+1···ir
j1···jq−1hjq+1···js ,

(utilizando a convenção tensorial de somatório em h) então S ∈ V r−1
s−1 . Este resultado envolve

um cálculo simples.
Resumindo esta discussão: Existem quatro operações fundamentais com tensores

1. Se S, T ∈ V r
s , S + T ∈ V r

s ;

2. Se S ∈ V r
s e α ∈ F , αS ∈ V r

s ;

3. Se S ∈ V r
s , T ∈ V r′

s′ , S ⊗ T ∈ V r+r′

s+s′ ;

4. contração de T ∈ V r
s para dar um tensor em V r−1

s−1 .

Um tensor do tipo (2, 0) é simétrico se

T (α, β) = T (β, α), ∀αβ ∈ V1.

Tomando α = ei, β = ej,
T ij = T (ei, ej) = T (ej, ei) = T ji

ou seja, as componentes (T ij) formam uma matriz simétrica. Similarmente, se T é do tipo
(0, 2),

Tij = Tji.
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Em geral se T é (n, 0) ou (0, n), T é simétrico se

T1···n = Tπ(1)···π(n) com qualquer permutação π

Similarmente,
T 1···n = T π(1)···π(n).

Um tensor T do tipo (2, 0) é anti-simétrico se

T (α, β) = −T (β, α) ∀αβ ∈ V1

ou
Tij = −Tji.

Considere g ∈ V 0
2 , g é simétrico e g(λ, x) = 0 ∀x ⇒ λ = 0 (g é não singular). g especifica um

métrica Riemanniana ou pseudo-Riemanniana ⟨ξ, η⟩ = gijξ
iηj. No caso que g é anti-simétrico

especifica um produto escalar simplético via ⟨ξ, η⟩ = gijξ
iξj em dimensões pares.

No caso F = C, existe uma base e1, ..., en em V tal que

⟨ei, ej⟩ =


1 se i = j, 1 ≤ i ≤ p
−1 se i = j, p+ 1 ≤ i ≤ p+ q ≤ n
0 noutros casos

No caso simplético existe uma base e1, ..., en em V tal que

⟨eii−1, eii⟩ = −⟨eii, eii−1⟩ = 1, i = 1, ..., p, p ≤
[n
2

]
⟨ei, ej⟩ = 0 noutros casos.

De fato, se ⟨ξ, η⟩ = 0 ∀ξη, ⟨⟩ ≡ 0. Suponha que ξ, η satisfaz ⟨ξ, η⟩ ̸= 0. Ponha e1 = ξ e e2 =
η

⟨ξ,η⟩
e sejam V1 o subespaço gerado por e1 e e2 e V ⊥

1 o complemento ortogonal V ⊥
1 = {x; ⟨ξ, η⟩ =

⟨η, x⟩ = 0} com dimV ⊥
1 = 2.

Restrinja ⟨⟩ a V ⊥
1 e aplique o argumento para obter e1, · · · e2p tal que ⟨⟩ ≡ 0 sobre o seu

complemento ortogonal V0 suplementa o conjunto e1, ..., e2p com qualquer base em V0. Nesta
base

⟨ξ, η⟩ = ξ1ηn+1 + ξnη2n − ξn+1η1 − · · · − ξ2nηn.

O grupo de transformações lineares de R2n preservando ⟨⟩ é determinado por Sp(n,R), o grupo
simplético.

5.2 Tensores Associados

Considere um tensor gij do tipo (0, 2) definindo o produto escalar de vetores ⟨ξ, η⟩ = gijξ
iηj. A

discussão anterior estabelece que se gij é simétrica define uma métrica Riemanniana ou pseudo-
Riemanniana enquanto um tensor anti-simétrico define um produto escalar simplético. Existe
um tensor inverso gkl do tipo (2, 0) definido por

gikg
kj = gjkgki = δji

e um produto escalar de vetores covariantes

⟨ξ, η⟩ = gijξiηj.
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Podemos introduzir uma operação de baixar ou aumentar ı́ndices em um tensor. Por exemplo,
dado um tensor T

i1···ip
j1···jq do tipo (p, q), o tensor T̂

i2···ip
i1j1···jq do tipo (p− 1, q + 1) é

T̂
i2···ip
i1j1···jq = gikT

ki2···ip
j1···jq

Que T̂ é um tensor pode ser visto assim:

S = g ⊗ T

é um tensor e tomando a contração com respeito a l e l′ em

S
li2···ip
i1l′j1···jq = gil′ ⊗ T

li2···ip
j1···jq

obtemos o tensor T̂ . Similarmente podemos aumentar um determinado ı́ndice

T̂
j1i1···ip
j2···jq = gjkT

i1···ip
kj2···jq

obtendo um tensor do tipo (p+ 1, q − 1).
Seja e1, ..., en uma base em V ∗, então uma base no espaço de tensores simétricos do tipo

(0, 2) é
ei ⊗ ej + ej ⊗ ei, i ≤ j

e uma base no espaço de tensores anti-simétricos é

ei ∧ ej = ei ⊗ ej − ej ⊗ ei.

Um tensor simétrico Tij é decomposto como

(Tij) =
∑
i

Tiie
i ⊗ ei +

∑
i<j

Tij(e
i ⊗ ej + ej ⊗ ei)

e o anti-simétrico como
(Tij) =

∑
i<j

Tije
i ∧ ej.

Em geral a definição de anti-simetria é estendido ao caso de tensores do tipo (0, k) via Ti1···ik
é anti-simétrico se para cada permutação π(1, ..., k),

Tπ(1),··· ,π(k) = sgnπT1···k.

Seja ΛkV o subespaço de todos tensores anti-simétricos de grau k. Dado ω1 ∈ Λp e ω2 ∈ Λq,
definimos o produto exterior ω1 ∧ ω2 de ω1 e ω2 em Λp+q como

ω1 ∧ ω2(λ1, · · · , λp+q) =
1

(p+ q)!
ei1···ip+q(ω1 ⊗ ω2)(λi1 · · ·λip+q)

onde

ei1···is =


1 se i1 · · · is é uma permutação par de 1, ..., s
−1 se i1 · · · is é uma permutação ı́mpar de 1, ..., s
0 caso contrário.

e λ1 · · ·λp+q são vetores contravariantes arbitrários.
Defina Λ∗V por

Λ∗V =
n⊕
k=0

ΛkV, n = dimV,
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obtendo um espaço vetorial de dimensão 2n (Λ0 ≃ F ). Observe que se k > n, então um
tensor anti-simétrico Ti1···ik é identicamente zero ΛkV = 0, k > n. Λ∗V é uma algebra sob a
multiplicação ∧. De fato, é evidente que

f ∧ (g1 + g2) = f ∧ g1 + f ∧ g2
(f1 + f2) ∧ g = f1 ∧ g + f2 ∧ g,

f1, f2, g1, g2, f, g ∈ Λ∗V .
Se (ei) é uma base de Λ′V = V ∗, então uma base de Λ∗V é 1, ei1 , ei1 ∧ ei2 (i1 < i2), e

i1 ∧
ei2 ∧ ei3 (i1 < i2 < i3), · · · , ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ ein (i1 < i2 < · · · < in). Também, da definição de
∧, se f ∈ ΛrV e g ∈ ΛsV

f ∧ g = (−1)rsg ∧ f.
Recordamos que uma álgebra L é graduada se

L =
⊕
α∈A

Lα

A sendo um semi-grupo comutativo e sob multiplicação

Lα · Lβ ⊂ Lα+β.

Casos importantes são A = Z (o grupo dos inteiros), A = Z+ (o grupo dos inteiros não
negativos) e A = Z2 (módulo 2).

Uma classe importante de álgebra graduadas são as álgebras graduadas comutativas e an-
ticomutativas. Estas são álgebras Z-graduadas L tal que

ξη = (−1)αβη · ξ ξ ∈ Lα, η ∈ Lβ, α, β ∈ Z
Λ∗V é uma álgebra graduada comutativa - a chamada álgebra exterior ou álgebra de Grassmann.

5.3 Tensores Relativos

Suponha que T
(p)
(q) transforma conforme

T ′(p)
(q) = (det γ)Mγ

(i)
(q)C

(p)
(j)T

(j)
(i) .

Então dizemos que T
(p)
(q) é um tensor relativo de peso M .

(det γ)−MT(q)(p)

é um tensor.

5.4 Operador de Hodge

Considere transformações em quais det γ > 0 e
√
g = det γ. Associamos em cada T ∈ ΛkV um

tensor ∗T ∈ Λn−kV via

(∗T )ik+1···in =
1

k!
det gϵi1···inT

i1···ik

com
T i1···ik = gi1j1 · · · gikjkTj1···jk .√

gϵi···n é um tensor relativo as mudanças de coordenadas com Jacobiano positivo e ∗T também
é um tensor com respeito a tais mudanças. Observe que

∗(S + T ) = ∗S + ∗T
∗(∗T ) = (−1)k(n−k)sgn gT
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5.5 Variedades Diferenciais

Em geral trabalhamos em espaços de dimensão finita, mas nesta seção achamos conveniente
definir variedades baseadas em espaços de Banach de dimensão infinita. Falando informalmente,
uma variedade é um espaço topológico obtido costurando conjuntos abertos em espaços de
Banach. Mais precisamente temos a seguinte definição:

Definição 4. Seja M um espaço topológico. Uma carta local é uma par (V, ψ) consistindo de
uma conjunto aberto V de M e um homeomorfismo ψ : V → ψ(V ) ⊂ F , F um espaço de
Banach. M é chamado uma variedade topológica se M admite uma famı́lia A = {Ui, ϕi}i∈J
de cartas, ϕi(Ui) ⊂ Fi, espaços de Banach, tal que {Ui}i∈J cobre M . A é um atlas de M .
Se (Ui, ϕi), (Uj, ϕj) são cartas e Uij = Ui ∩ Uj ̸= ∅, ϕij = ϕi ◦ ϕ−1

j : ϕj(Uij) → ϕi(Uij) é um
homeomorfismo. As aplicações ϕij são chamadas funções de transição de A.

Evidentemente podemos impor diversas hipóteses de regularidade sobre ϕij. Se ϕij são
Cp−difeomorfismos 1 < p <∞, A é chamado um atlas diferencial de classe Cp. Uma estrutura
diferencial de classe C∞ é chamada suave. Uma variedade com um atlas Cp é chamada uma
variedade Cp. Se Fj = F , j ∈ J , dizemos que M é modelado sobre F . Se F = Rm, M é uma
variedade real de dimensão m. Se F = Cm, M as funções de transição ϕij são holomorfas e M
é chamado uma variedade complexa de dimensão m.

Exemplos de Variedades Diferenciais

(a) Considere a esfera unitária Sn em Rn+1 e escolha dois pontos, o polo norte P+ = (0, ..., 0, 1)
e o polo sul P− = (0, ..., 0, 1).

Em Sn\P+ defina

π+(x1, ..., x
n+1) = (y1+, ..., y

n
+, 0) (y1+, ..., y

n
+) =

x1, ..., xn

1− xn+1

e em Sn\P− defina

π−(x1, ..., x
n+1) = (y1−, ..., y

n
−, 0) (y1−, ..., y

n
−) =

x1, ..., xn

1 + xn+1

Assim, obtemos um atlas (U+, U−), U+ = Sn\P+, U− = Sn\P−. Com ϕ+ = (y+), ϕ− = (y−)
na interseção U+ ∩ U− temos que |y+||y−| = 1.

(b) Considere o conjunto de todas as linhas retas passando a origem em Rn+1. Cada linha
corta a esfera inteira em dois pontos que pode ser traçada por reflexão x→ −x. Tome o atlas
(U+, U−) em Sn, escolhendo um conjunto de abertos de U± cobrindo Sn tal que nenhum tem
interseção com sua imagem sob reflexão σ: por exemplo,

U±,i,+ = U± ∩ {xi > 0} e U±,i,− = U± ∩ {xi < 0}, i = 1, ..., n+ 1.

Nestas cartas utiliza ϕ± = y±. Obtemos cartas em qual cada U parametriza as linhas retas
atravessando a esféra em pontos de U . Estas cartas cobrem RP n e existe mudança suave de
coordenadas em sua interseção.
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(c) Considere um conjunto M e um grupo G. G age em M se ∀g ∈ G, ∃α(g) : M → M,
α(g) inverśıvel, tal que

α(gh) = α(g)α(h)

α(g−1) = α(g)−1

α(1) = I

A ação é livre se ¬∃α :M →M (salvo α(1) = I) tal que α(g)(x0) = x0 por algum x0 ∈M .
Seja x ∈ M a órbita de x e {α(g)x = gx}. Suponha que M é um espaço topológico e que

G age em M . A ação é discreta se

(i) Se x, y ∈M , Gx ̸= Gy, existe vizinhanças U e V de x e y tal que GU ∩GV = ∅.

(ii) ∀x ∈M , ∃ uma vizinhança U de x tal que U ∩ gU ̸= ∅ somente se gx = x.

Suponha que G age na variedade de dimensão n, M via α(g) : M → M , α(g) difeomomrfismo
que são livres e discretos. Existe um atlas suave em M\G tal que

(i) M\G é uma variedade suave de dimensão n.

(ii) π :M →M\, π(p) = Gp, p ∈M , é suave.

Demonstração. Escolha u ∈ M , U sendo uma vizinhança de x tal que são disjuntos por pares
para x ∈ G. Suponha que existem coordenadas locais em U(x1, ..., xn). Neste caso dizemos que
U é uma carta em M\G com coordenadas (x1, ..., xn). Tais cartas cobrem M\G.

Suponha que Gx ∈ U0 ∩ Uβ. Se as cartas correspondem as vizinhanças dos pontos gx, a
mudança de coordenadas na interseção tem as mesmas funções de transição com o M . Seja
Uα a projeção de uma vizinhança do ponto gαx e Uβ a projeção de uma vizinhança de gβx. A
transição é efetuada por gαg

−1
α : Uα → Uβ ou xiβ = (gβg

−1
α )(x1α, ..., x

n
α), i = 1, ..., n e temos um

atlas suave em M\G. M\G é Hausdorff utilizando a primeira propriedade na definição de ação
discreta. Em Sn, Z2 age x→ −x, −x→ x e RP n = Sn\Z2.

(d) Considere Vn,k = {(f1, ..., fk), fi ∈ Rn, fi ortonormais}. O(n) age em Vn,k

(f1, ..., fk) → (Of1, ..., Ofk), O ∈ O(n)

Tome uma base ortonormal e1, ..., en em Rn e (e1, ..., ek) ∈ Vn,k. O grupo de isotropia é(
1 0
0 A

)
, A ∈ O(n− k). Assim, Vn,k = O(n)/O(n− k) e dimVn,k = nk − k(k+1)

2
.

Se x = (f1, ..., fk) ∈ Vn,k, fi =
∑n

j=1 xjiej, i = 1, ..., k e Vn,k → Rn,k via (f1, ..., fk) =
((x11, ..., xn1), ..., (x1k, ..., xnk)). As relações de ortogonalidades são

n∑
m=1

xmixmj = δij, i, j = 1, ..., k i ≤ j

definindo a variedade regular em Rn,k de Stiefel. Considere Gn,k = {todos subespaços do Rn}.
Em Gn,k o grupo O(n) age transitivamente e xn−k+1 = · · · = xn = 0 é mantido ob ação de

matrizes

(
A 0
0 B

)
, A ∈ O(k), B ∈ O(n − k). Segue-se Gn,k = O(n)\O(k) × O(n − k) e

dimGn,k = nk − k2. O(k) age em Vn,k : (f1, ..., fk) → (Of1, ..., Ofk) é invariante sob a ação de
O(k). O espaço de órbitas desta ação é a variedade Grassmann Gn,k é

Vn,k
O(k)→ Gn,k.

Considere M uma espaço de Hausdorff e m um inteiro positivo. Seja F s um conjuunto de
funções reais em M com as propriedades:
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1. Se ϕ1, ϕ2, ..., ϕr ∈ F s e u seja Cs-diferenciável em Rr, então u(ϕ1, ..., ϕr) ∈ F s.

2. Se f ∼ g, g ∈ F s, então f ∈ F s (∼ significa f = g na vizinhança de cada ponto p ∈M).

3. Para cada p ∈M , ∃ϕ1, ..., ϕm ∈ F s e uma vizinhança U de p tal que q → (ϕ1(q), ..., ϕm(q)),
q ∈ U , U e as funções ϕ1, ..., ϕm podem ser escolhidos de tal maneira que cada f ∈ F
coincide em U com u(ϕ1, ..., ϕm), u C

s-diferenciável em Rm.

Então existe um atlas único (Uα, ϕα)α∈A tal que o conjunto das funções Cs-diferenciáveis em
M (com atlas A) é F s. F s é uma álgebra real.

Definimos um vetor tangencial λ como a aplicação linear de F s em F s−1 tal que se ϕ1, ..., ϕr ∈
F s e x ∈ Cs(Rr),

λ(u(ϕ1, ..., ϕr)) =
r∑
j=1

(
∂u

∂ϕj

)
(ϕ1)λ(ϕj). (5.1)

Observe que a escolha particular para u, u = ϕ1, ϕ2

λ(ϕ1, ϕ2) = ϕ2λϕ1 + ϕ1λϕ2 (5.2)

Seja (xi) um sistema de coordenadas locais (∈ F s). Então ∀f ∈ F s pode ser expressa na
forma f(x1, ..., xm). As aplicações ej(f) =

(
∂f
∂xi

)
(xi),

(
ej(x

i) = δij
)
, aplica linearmente F s em

F s−1 e definindo λi = λ(xi),

λ(f) =
m∑
j=1

(
∂f

∂xj

)
λ(xj) =

m∑
j=1

λj
(
∂f

∂xj

)
=

m∑
j=1

λjej.

Segue-se que qualquer vetor tangencial é uma combinação linear dos ej’s. Suponha que
ajej = 0, então

ajej(x
i) = ajδ

i
j = ai = 0

e os vetores ej são linearmente independentes. Isto quer dizer que os m-vetores ei formam uma
base (ei) associada com o sistema de coordenadas. Em outras palavras o espaço tangencial tem
dimensão m. Observe que quando s = ∞ e quando consideramos analiticidade real (existência
local de séries de Taylor) (5.1) e (5.2) são equivalentes. Isto não é verdade quando s é finito
(veja A. G. Walker and W. F. Newns,Tangent Planes to a Differentiable Manifold, J. London
Math. Soc., 1956, 400-407).

Normalmente escrevemos ei =
∂

∂xi
e λ = λi

∂

∂xi
Em cada ponto p ∈M existe umm−dimensional espaço vetorial T 1(p) gerado pelo {ej(p)}mj=1,

identificando T 1(p) com V 1 podemos definir em cada ponto p o espaço de tensores de todos
os tipos e, também, a álgebra de Grassmann das formas alternantes. Evidentemente, podemos
introduzir campos vetoriais λ relativo a base (ej) com menor regularidade, via

λ = λiei, λi ∈ Ct(M), t ≤ s− 1.

Neste caso dizemos o campo vetorial é de classe t. Da mesma maneira podemos definir
campos tensoriais T

(i)
(j) de classe t exigindo que relativo uma base natural em algum sistema de

coordenadas locais T p1···piq1···qj são de classe t.

Considere p ∈ Uα ∩ Uβ (Uα, Uβ cartas locais com coordenadas xi, xj
′
, respectivamente e

bases matriciais correspondentes e′i e e
′
2). Então,

∂

∂xi
=
∂xj

′

∂xi
∂

∂xj′
e

∂

∂xj′
=

∂xi

∂xj′
∂

∂xi
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e evidentemente
∂xi

∂xj′
∂xj

′

∂xi
= δij.

Suponha queM eM ′ são duas variedades diferenciais de dimensão m e m′, respectivamente
e ϕ : M → M ′, p′ = ϕ(p), satisfaz ∀f ∈ Cs(M ′), f ′ ◦ ϕ ∈ Cs(M), então dϕ : Tp → Tp′ via
λ′ = (dϕ)(λ), λ′(f ′) = λ(f ′ ◦ ϕ). Em termos de coordenadas locais xi e xi

′
temos que

λi = λ(xi), λi
′
= λ′(xi

′
), i = 1, ..., n, i′ = 1, ...,m′

e

λi = λ(xi
′ ◦ ϕ) = λ(xi

′
(x)) =

∂xi
′

∂xi
λi.

Similarmente, a aplicação dϕ induz uma aplicação do espaço de tensores de ordem s,

ϕ∗T = dϕT = (T i1···ir)′ =
∂xj

′
1

∂xi1
∂xj

′
2

∂xi2
· · · ∂x

j′r

∂xir
T i1···ir .

Também, ϕ induz a aplicação dual levando T1(p
′) em T1(p) definida por

ϕ∗(µ′)(λ) = µ′(dϕ(λ)), ∀λ ∈ T1(p).

Em termos de coordenadas locais

µi =
∂xj

′

∂xi
µj

e

ϕ∗T =
∂xj

′
1

∂xi1
· · · ∂x

j′r

∂xir
Tj′1···j′r(p

′).

Em particular T1(p) = T 1
s (p)

∗ são as formas diferenciais em M com base dx1, ..., dxm. Uma
base para q−formas Λq(M) é dada por dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq e cada q−forma Λ pode ser expressa
por

A = Ai1···iqdx
i1 ∧ · · · ∧ dxiq, q ≤ m.

Agora vamos ver como as variedades tensoriais se enquadram nesta estrutura.
Defina T rs (M) =

∪
p∈M T rs (p), M sendo uma variedade diferencial de classe k.

A álgebra tensorial generaliza ao cálculo tensorial neste contexto. Podemos considerar os
módulos produtos T 1 × · · · × T 1 (s vezes) sobre F e o F -módulo de F -aplicações multilineares
Ts de T 1 × · · · × T 1 em F . Similarmente T r é o F -módulo de F -aplicações multilineares de
T1×· · ·×T1 (r-vezes) em F . T sr é o F -módulo de todas as aplicações de T1×· · ·×T1×T 1×· · ·×T 1

(r-vezes T1 e s-vezes T 1). Escrevemos T rs (M) em vez de T rs . T
r
0 = T r, T 0

s = Ts e T
0
0 = F .

Um campo tensorial T emM do tipo (r, s) é por definição um elemento de T rs (M). O campo
tensorial T é contravariante de grau r e covariante de grau s. Em particular, campo tensorial
de tipo (0, 0), (1, 0) e (0, 1) em M são F , os campos vetoriais em M e 1-formas em M . Se
p ∈M , definimos

T rs (p) = {as aplicações reais multilineares de Tp(M)′ × · · · × Tp(M)′︸ ︷︷ ︸
r

×Tp(M)× · · · × Tp(M)︸ ︷︷ ︸
s

}

em R.
T rs = Tp(M)⊗ · · · ⊗ Tp(M)︸ ︷︷ ︸

r

⊗Tp(M)′ ⊗ · · · ⊗ Tp(M)′︸ ︷︷ ︸
s

ou
T rs = ⊗rTp(M)⊗s Tp(M)′.
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É fácil ver que T rs (M) = T sr (M)′ (r, p ≥ 0). Defina

T (M) = ⊕∞
r,s=0T

r
s

T (p) = ⊕∞
r,s=0T

r
s (p).

A noção de ⊗ pode ser extendida a T via

(S ⊗ T )(p) = S(p)⊗ T (p), S ∈ T rs , T ∈ T ργ , p ∈M.

T é um F -módulo via

f(S ⊗ T ) = fS ⊗ T = S ⊗ fT, f ∈ F , S, T ∈ T.

T é uma álgebra associativa sob ⊗ e

T ∗ =
∞∑
r=0

T s, T∗ =
∞∑
s=0

Ts

sob álgebras de T .
Seja Ṽ um espaço vetorial de dimensão m sobre R e T̃ rs o correspondente espaço de tensores

do tipo (r, s). Fixando uma base em Ṽ determinamos uma base em T̃ rs . Seja (U, x) uma carta
com coordenadas locais {xi(p)} em Rm determinando uma base dxi(p) em T ∗

1 (p) e uma base
bem definida em T rs (p). Considere a aplicação

ϕU : U × T̃ rs → T rs (U)

ϕU(p, t), p ∈ U , t ∈ T̃ rs , pertencem a T rs (p) com os mesmos componentes ξi1···irj1···js relativa a base

T rs (p) com t em T̃ rs . ϕ é injetora. Seja V uma segunda vizinhança emM , U ∩V = ∅ e considere

ϕU,p : T̃
r
s → T rs (p)

ϕU,p(t) = ϕn(p, t).

Então, gUV (p) = ϕ−1
U,p ◦ ϕV,p é injetora de T̃ rs em T̃ rs . Seja xi

′
(p) as coordenadas locais de p em

V , determinando bases dvi(p) em T ∗
i (p) e fi(p) em Ti(p). Colocando t̃ = gUV (p)t, segue-se que

ϕU(p, t) = ϕV (p, t)

ϕU(p, t) = ξ̃i1···irj1···jse
j1···js
i1···ir (p)

e
ϕV (p, t) = ξi1···irj1···jsf

j1···js
i1···ir (p)

com ξij, f
j
i as bases induzidas em T rs (p).

Segue-se que

ξ̃
(i)
(j) =

(
∂xi

′
1

∂xj
′
1

)
x(p)

· · ·
(
∂xi

′
s

∂xj′s

)
x(p)

ξ
(j)
(i)

defina gU,V (p) e gU,V (p) é um automorfismo linear. Dando a T̃ rs a topologia de estrutura
diferencial herdada de seus elementos considerados com pontos em um espaço euclidiano, T̃ rs é
uma variedade diferencial. Defina uma topologia em T rs (M) exigindo que para cada U , ϕ(U)
aplica aberto de U× T̃ rs em abertos de T rs (M). T rs (M) assim definido é um espaço de Hausdorff
separável e uma variedade diferencial de classe k − 1.
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Seja GL(T̃ rs ) o grupo de todos automorfismos lineares de T̃ rs que são inverśıveis. A famı́lia
{gUV , U, V ∈ U , U ∩V ̸= ∅}, U um atlas de M formam as funções de transição correspondendo
a U . Defina π : T rs (M) → M por π(T rs (p)) = p. Para l < k, f : M → T rs (M) de classe l
satisfazendo π ◦ f = I, que é chamado um campo tensorial de tipo (r, s) e classe l. T rs (M) é
um fibrado tensorial sobre base M com grupo de estrutura GL(nr+s, R) e fibre T rs .

Podemos introduzir a operação d de derivação exterior que leva p−formas a (p+1)−formas
em Λ∗(T, (M)) = ⊕m

k=0Λ
k(T, (M)).

De fato, podemos definir d via

(i) d(w + η) = dw + dη, w ∈ Λp, η ∈ Λq

(ii) d(w ∧ η) = dw ∧ η + (−1)pw ∧ dη

(iii) Se f é um escalar e λ um vetor
(df)(λ) = λ(f)

(iv) Se f é escalar, d(df) = 0

Observe que se η = Ai1···iqdx
i1 ∧ · · · ∧ dxiq ∈ Λq(T1(M)) (Λq(M)), utilizando (ii) e (i),

obtemos que
dη = dAi1···iq ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxiq ∈ Λq+1(M),

com dAi1···iq = δq+1Ai1···iqdx
q+1.

Cada 1−forma w pode ser escrita na forma

w = Aidfi,

dw = dAidfi de (ii) e (iv)

e
ddw = 0

Dado que qualquer q−forma é expressa como uma combinação linear de produtos exteriores de
1−formas segue-se que ddη = 0.

Formas são o instrumento natural para expressar noções de volume orientado (a noção de
área orientada ocorre naturalmente no teorema de Stokes e aplicações em matemática aplicada
tais como a teoria clássica de eletromagnetismo).

Considere o cubo k-dimensional singular em Rn

σ : Ik → Rn, Ik ≡ [0, 1]× · · · × [0, 1] ≡ I1 × · · · × Ik,

σ suave xj = 0 e xj = 1 determina duas faces l−j e l+j , com orientações (−1)0 e (−1)j+1.

Teorema 18. Seja ϕ uma (k − 1)−forma e dϕ sua diferencial exterior, então∫
σ(∂Ik)

ϕ =

∫
σ(Ik)

dϕ

Demonstração. Coloque w = σ∗(ϕ). Observe que∫
σ(Ik)

dϕ =

∫
Ik
σ∗(dϕ)

e ∫
σ(∂Ik)

ϕ =

∫
∂Ik

σ∗(dϕ).
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Temos que demonstrar que ∫
∂Ik

w =

∫
Ik
dw.

Mas

w =
∑
i

wi(x
1 · · · xk)dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxk (̂· indica omissão do termo),

wi suave. Também,

dw =
∑
i

∂wi
∂xi

dxi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxk

=
∑
i

(−1)i−1∂Ti
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxk.

Assim∫
Ik
dw =

∫
Ik

∑
i

(−1)i−1∂Ti
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxk

=
∑
i

∫
I1
· · ·
∫
Îi
· · ·
∫
Ik

(∫
Ii

∂Ti
∂xi

dxi
)
dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxk

=
∑
i

∫
I1
· · ·
∫
Îi
· · ·
∫
Ik

{
Ti(x

1, ..., xk)
∣∣
xi=1

− Ti(x
1, ..., xk)

∣∣
xi=0

}
dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxk

=

∫
∂Ik

w, onde ·̂ indica omissão do termo

Extensões deste resultado pode ser obtido por aproximações de Whitney. De fato,

Teorema 19. (Teorema de Stokes)
Seja w um n−1 forma sobre uma variedade compacta orientada de dimensão n, com fonteira

suave ou seccionalmente suave ∂M . Então∫
∂M

w =

∫
M

dw

Considere uma variedade suave M baseado em E. Um fibrado linear Cs(C∞, anaĺıtica)
sobre M consiste de

1. Um espaço X e uma aplicação sobrejetora π de X em M (projeção),

2. π−1(x), x ∈M , é um espaço topológico linear (o fibre de x),

3. um espaço topológico linear F ,

4. uma cobertura U aberta de M ,

5. para cada U ∈ U , existe τU : π−1(U) → U × F satisfazendo

π−1(U)
τU−→ U × F

π↘ ↙pr1

U

é comutativa
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6. (τn)X : Xx → {x} × F são isomorfismos lineares.

7. Se U e V ∈ U

τUV : U ∩ V → B(F, F ) (topologia uniforme de operadores)

τUV (x) = (τU)x(τV )
−1
x , x ∈ U ∩ V

é Cs(C∞, anaĺıtica)

Uma seção de um fibrado linear e uma aplicação s, s :M → X tal que π ◦ s = id.

5.6 Conexões Afim e Diferenciação Covariante

O diferencial de uma função f(p) definida em uma variedade diferencial é um vetor covariante,
isto é dizer que as derivadas parciais de uma função com respeito a um sistema de coordenadas
locais são as componentes de um campo vetorial covariante. Isto certamente não é o caso para

as derivadas de um campo vetorial (contravariante) X = ξi
∂

∂ui
. Observe que

∂ξ̃i

∂ũk
=
∂ũi

∂uj
∂ul

∂ũk
ηil +

∂2ũi

∂uj∂ul
∂ul

∂ũk
ξj, (5.3)

onde ξi =
∂ũi

∂uj
ξj em (U ∩ Ũ), o segundo termo à direita indicando que a derivada de um campo

vetorial contravariante não é tensorial. É desejavel resgatar a noção de derivação. Suponha
que existe um conjunto de n2 formas diferenciais lineares wij = Γijkdu

k em uma vizinhança de

coordenadas de tal forma que em U ∩ Ũ a condição

∂ũk

∂uj
w̃ik =

∂ũi

∂uk
wkj −

∂2ui

∂ul∂uj
dul. (5.4)

É visto que esta condição é equivalente a

Γijk =
∂2ũl

∂uj∂uk
∂ui

∂ũl
+
∂ũr

∂ui
∂ũi

∂uk
Γ̃lrs, (5.5)

onde Γijk são os śımbolos de Christoffel e estas equações são as equações clássicas de trans-
formação que é conhecida como conexão afim. As relações (5.4) para wij podem ser reescritas
na forma

dpij + pkjw
i
k = pikw

k
j , pij =

∂ũi

∂uj
(5.6)

em cada interseção de vizinhanças de coordenadas U ∩ Ũ .
Suponha queM é uma variedade com a conexão afim wij. Se X = ξi ∂

∂uj
é um campo vetorial

contravariante obtemos que

dξ̃i = dpij + pijdξ
i

= (wkj p
i
k − w̃ikp

k
j )ξ

j + pijdξ
j (5.7)

(5.8)

ou
dξ̃i + w̃ikξ̃

k = Γij(dξ
j + wjkξ

k).
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Observamos que dξj + wjkξ
k transforma como um campo vetorial contravariante. Chamamos

DX = dξj+wjkξ
k ou diferencial covariante de X em termos de uma base natural para covetores(

∂ξ̃i

∂ũj
+ ξ̃kΓikj

)
dũj = pjn

(
∂ξm

∂ul
+ ξkΓmkl

)
dul (5.9)

e escrevemos em termos de componentes

Dlξ
j =

∂ξj

∂ul
+ Γjklξ

k (5.10)

é a derivada covariante de X com respeito a coordenada ul. De (5.9) é evidente que

D̃lξ
j =

∂ũi

∂um
∂ul

∂ũj
plξ

m. (5.11)

Similarmente, no caso de um campo vetorial covariante a derivada covariante de ξi é

Djξi =
∂ξi
∂uj

− Γkijξk. (5.12)

A extensão de derivação covariante de um tensor T rs (M) ξ
(i)
(j) = ξi1···irj1···js com respeito a uk é

evidente:

Dkξ
(i)
(j) =

∂ξ
(i)
(j)

∂uk
+ ξli2···irj1···js Γ

j1
lk + · · ·+ ξ

i1···ir−1l
j1···js Γjrlk − ξi1···irlj2···jsΓ

l
j1k

− · · · − ξi1···irj1···js−1l
Γljsk. (5.13)

A notação clássica para Dlξ
j é ξj,l e Djξi = ξi,j, mas também é usada ∇i.

Considere uma curva seccionalmente cont́ınua C = C(t) em M e os vetores tangenciais

X(t) = ξi(t)
∂

∂ul
são paralelos sobre C se

∂ξi

∂uk
+ Γijkξ

j = 0 em C (5.14)

ou (
∂ξi

∂uk
+ Γijkξ

j

)
duk

dt
= 0

e a derivada intŕınsica
δξi

δt
≡ dξi

dt
+ Γijk

duk

dt
ξj = 0. (5.15)

Uma curva C é auto-paralela se ξ = dui

dt
são paralelos em C, isto é dizer que

d2ui

dt2
+ Γijk

duj

dt

duk

dt
= 0. (5.16)

As curvas auto-paralelas são curvas integrais de (5.16). Geometricamente (5.15) com dado
inicial X = X(t0) em t = t0 é um sistema de equações diferenciais de primeira ordem e fornece
um isomorfismo linear de espaços tangenciais aos de C. Observe para um função f(p) em M

Dif =
∂f

∂ui
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mas

DjDif = Dj(Dif) =
∂2f

∂ui∂uj
− Γkij

∂f

∂uk

e consequentemente

DjDif −DiDjf = (Γkji − Γkij)
∂f

∂uk
= T ijk

Das relações (5.5) observamos que T ijk são os componentes de um campo tensorial do tipo (1, 2)
chamado o tensor de tensão da conexão Γijk. No caso que T ijk ≡ 0, DiDjf = DjDif para
funções escalares mas isto não é verdade para vetores contravariantes ou covariantes. De fato,
observe que

DkDjξ
i −DjDkξ

i = Ri
ljkξ

l − T ljlkDlξ
i,

com

Ri
jkl =

∂Γijk
∂ul

−
∂Γijl
∂uk

+ ΓislΓ
s
jk − ΓjskΓ

s
jl.

Ri
jkl é o tensor de curvatura ou o tensor de Riemann-Christoffel. Em geral,

DlDkξ
(i)
(j) −DkDlξ

(i)
(j) =

s∑
p=1

ξ
i1···ip−1ip+1···ir
j1···js R

ip
ikl −

s∑
σ=1

ξi1···irj1···jσ−1jσ+1···jsR
i
jσkl −Diξ

(i)
(j)T

i
kl

Observe que se os tensores de tensão e curvatura são zeros, a derivação covariante é simétrica,
mas não é necessariamente é o caso que Γijk ≡ 0.

Vamos dar uma interpretação geométrica do tensor de curvatura (veja também o livro de
Wald [17] seção 3.2)

Considere uma curva fechada C = P1P2P3P4 em uma variedade diferencial M com conexão
Γµαβ e um valor Ab que é transladada paralelamente sobre C. Coloque Γ

µ

αβ = Γµαβ(P1). Sabemos
que

δAµ

δt
= −ΓµαβA

αdu
β

dt
,

C = {uβ(t)} e

∆Aµ = −
∫
C

ΓµαβA
αdu

β

dt
.

Coloque
ϵµ = µβ(t)− µβ(t0), P = (uβ(t0)) ∈M.

Então,

Γµαβ = Γ
µ

αβ +
∂Γ

µ

αβ

∂xµ
ϵν + o(ϵν) (em termos de coordenadas locais uν)

Também,
Aα = A

α − Γ
σ

στAϵ
τ + o(ϵν)

sobre condições de continuidade sobre
∂Γµαβ
∂xν

em M e Aσ em M . Assim,

∆Aµ = −
∫
C

(
Γ
µ

αβ +
∂Γ

µ

αβ

∂xν
ϵν

)(
A
α − Γ

σ

στA
σ
ϵτ
)
dϵβ + o(ϵ2), ϵ = max

ν,C
|ϵν |.

Mas, ∫
C

Γ
µ

αβA
α
dϵβ = Γ

µ

αβA
α
∫
C

dϵβ.
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O primeiro termo na integral é somado por τ e σ e podemos mudar τ a α e α a ρ e similarmente
no seguinte termo troca ν por α e α por σ, obtendo

∆Aµ =

(
Γ
µ

ρβΓ
ρ

σαA
σ ∂Γ

µ

αβ

∂xα

)
A
σ
∫
C

ϵαdϵβ + o(ϵ2)

∫
C

ϵαdϵβ = [ϵαϵβ]P1
P1

−
∫
C

ϵβdϵα = −
∫
C

ϵβdϵα.

Segue-se que fαβ =
∫
C
ϵαdϵβ é um tensor anti-simétrico de segunda ordem. Em ∆Aµ a expressão

é somada em α e β e trocando α e β obtemos que

∆Aµ =

(
−Γ

µ

ραΓ
ρ

σβ +
∂Γ

µ

σα

∂xβ
A
σ

)∫
C

ϵαdϵβ + o(ϵ2).

Somando as duas expressões para ∆µ obtemos que

2∆Aµ = −

(
∂Γ

µ

σβ

∂xσ
− ∂Γ

µ

σα

∂xβ
+ Γ

µ

ρσΓ
ρ

σβ − Γ
µ

ρβΓ
ρ

σσ

)
Aσfαβ + o(ϵ2)

Podemos fixar P1 e variar P1P2P3P4 e A
µ
de tal forma que limϵ→0A

µ
fαβϵ−2 é um tensor

arbitrário mas limϵ→0∆A
µϵ−2 é um vetor e segue-se pela lei do quociente que

Rµ
σαβ =

∂Γ
µ

αβ

∂xσ
− ∂Γ

µ

σσ

∂xβ
+ Γ

µ

ρσΓ
ρ

σβ − Γ
µ

ρβΓ
ρ

σα

é um tensor (o tensor de Riemann-Christoffel, considerando P1 como um ponto genérico emM ,
dando uma interpretação geométrica a curvatura).

5.7 Variedades Riemanianas

Uma métrica Riemaniana sobre uma variedade diferencial M é um campo tensorial g do tipo
(0, 2) que é simétrico e positivo definido. Isto permite definir para X,Y ∈ Tp(M) o produto
escalar

(X,Y ) = g(X,Y ) = gjkξ
jηk,

gij = g

(
∂

∂uj
,
∂

∂uk

)
, X = ξi

∂

∂ui
, Y = ηj

∂

∂uj
,

||X||2 = (X,X), ds2 = gjkdx
j ⊗ duk

em coordenadas locais é invariante.
Existe uma única conexão em uma variedade diferencial M de classe k possuindo uma

métrica de Riemann e satisfazendo as propriedades:

(a) T ijk = 0

(b) o produto escalar relativo alguma métrica é invariante sob translação paralela.
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De fato, suponha que Γijk satisfaz estas condições (a) e (b). Seja X(t) = ξi(t) ∂
∂ui

e Y (t) =

ηi(t) ∂
∂ui

vetores tangenciais no ponto ui(t) na curva C(t). Estes são paralelos em C(t) se

dξi

dt
+ Γijk

duk

dt
ξj = 0

e
dηi

dt
+ Γijk

duk

dt
ηj = 0

A condições (b) implica que
d

dt
(gijξ

i, ηj) = 0

ou (
dgij
dt

− gijΓ
i
jk

duk

dt
− gilΓ

l
jk

duk

dt

)
ξiηj = 0.

Dado que isto é válido por qualquer por X e Y e qualquer curva C(t) conclúımos que

∂gij
∂uk

= gkjΓ
l
ik + gilΓ

l
jk (5.17)

Permutando os ı́ndices i, j, k, obtemos

∂gjk
∂ui

= glkΓ
l
ji + gilΓ

l
ki (5.18)

∂gki
∂uj

= gliΓ
l
kj + gklΓ

l
ij (5.19)

Adicionando (5.17) e (5.18) e subtraindo (5.19), multiplicando por 1
2
gjm e contraindo, obtemos

que

Γmki =

{
m
ki

}
+

1

2
{Tmki − Tmki − Tmik } (5.20)

com {
m
ki

}
=

1

2
gmj

{
∂gij
∂xk

+
∂gjk
∂xi

− ∂gki
∂xj

}
(5.21)

e
Tmki = gmrgisT

s
rk (5.22)

Se T ijk = 0, Γmki =

{
m
ki

}
é uma função de métrica.

Considere uma variedade de Riemann de dimensão 3 e com orientação M e uma curva
C = (xi(t)) em M que é retificável com respeito a métrica ds2 = gijdx

i⊗ dxj. Podemos definir
o comprimento do arco C via

s =

∫ t

t0

√
gij
dxi

dt

dxj

dt
dt

de algum ponto de referência P0 em C parametrizado por t0. Seja ξ
i, ηi dois campos vetoriais

contravariantes definidos em M . Lembramos que o ângulo θ entre ξi e ηj é dado por

cos θ =
gijξ

iηj√
gijξiξj

√
gijηiηj

.
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No caso que ξi e ηi são versores (vetores unitários com respeito a métrica),

cos θ = gijξ
iηj.

ξi⊥ηi no caso que cos θ = 0 ou gijξ
iηj. Observe que se C é parametrizado com respeito a

distância s

λi =
dxi

ds

é um versor e
gijλ

iλj = 1. (5.23)

Considere a derivada intŕınsica com respeito a s associada com a conexão Γijk vinculada a gij.
De (5.23) sabemos que

gijλ
i δλ

i

δs
= 0 ou

δλi

δs
⊥λi.

Defina k por

k =

√
gij
δλi

δs

δλj

δs
,

então

µ =
1

k

δλj

δs

é um versor sobre C e
gijλ

iµj = 0. (5.24)

Chamamos µi o normal principal e k a curvatura de C. Derivando

gijµ
iµj = 1,

obtemos que

gijµ
i δµ

i

δs
= 0 (5.25)

e derivando (5.24)

gijλ
i δµ

j

δs
= −gij

δλi

δs
µj = −kgijµiµj = −k. (5.26)

Assim, segue-se que

gijλ
i

(
δµj

δs
+ kλj

)
= 0 = gijµ

i

(
δµj

δs
+ sλj

)
. (5.27)

Utilizando (5.23), (5.27), (5.24) e (5.25), respectivamente. Segue-se que
δµj

δs
+ kλj é perpendi-

cular a λ e µ. Definimos o versor

νi =
1

τ

(
δµj

δs
+ kλj

)
(5.28)

de tal maneira que (λ, µ, ν) tem orientação positiva em M (ou ϵijkλ
jνk = 1), determinando τ

o que é chamado de torsão da curva C. Observe que

νk = ϵijkλ
iµj = 1

e
δνk

δs
= ϵijkg

mk δλ
i

δs
µs + ϵijmg

mkλi
δµj

δs
(5.29)
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(Recorda que ϵijk =
√
geijk e ϵijk =

eijk
√
g
)

Utilizando (5.24), (5.28) e (5.29) obtemos que

δνk

δs
= τϵijmg

mkλiνj = −τµk. (5.30)

Finalmente, obtemos o conjunto das equações de Frenet para C,

δλi

δs
= kµi

δµi

δs
= τνi − kλi

δνi

δs
= −τµi.

Este resulta em uma aplicação na teoria de dinâmica de part́ıculas sobre curvas. Primeiro

observamos que em sistema de coordenadas abitrárias e velocidade é dada por vr =
dxr

dt
e a

aceleração f r é calculada via a derivada absoluta com respeito ao tempo

f r =
δνr

δt
=
d2xr

dt2
+ Γrmn

dxm

dt

dxn

dt

com conexão associada com a métrica induzida pelo sistema de coordenadas generalizadas.
Suponha que a part́ıcula movimenta-se sob a força Qr, então se a massa é m, Qr = mf r. A
curva também pode ser parametrizada pela distância s = s(t) e vr = dur

dt
= dxr

ds
ds
dt

= νλr, ν = ds
dt

a velocidade escalar. Tomando derivadas absolutas

f r =
δνr

δt
=

dν

dt
λr + ν

δνr

δt

=
dν

dt
λr + ν2kµr.

Além de Qr, suponha uma reação da curva Rr na part́ıcula. Segue-se que

mf r = Qr +Rr = m
dν

dt
λr +mν2kµr.

Também
dν

dt
= 1

2
dν2

ds
e a energia cinética T =

1

2
mν2. Assim,

Qr +Rr =
dT

ds
λr + 2Tkµr.

Se a curva é lisa, Rr⊥ curva e

Rrλr = 0 (λr vetor associado a λr.

Obtemos,

Qrλr =
dT

ds

Rrµr +Qrµr = 2Tk (µr vetor associado a µr.
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Segue-se que

T =

∫
C

Qrλr =

∫
C

dxr

ds
ds (vetores associados

= −
∫
C

dV

ds
ds (V é o potencial por definição)

ou
T + V = h (constante).

Se Rr = 0, então

Rr =
dT

ds
λr + 2Tkµr.

5.8 A formulação tensorial dos teoremas de Green e Sto-

kes

Considere a região V com fronteira S. Assumimos que V é aberto, limitado com conteúdo
de Jordan finito e que S é uma superf́ıcie C1-regular fechada, parametrizada por coordenadas
(u1, ..., un−1) com métrica tensorial dσ2. Pelos resultados estabelecidos em análise vetorial
sabemos que ∫

V

∂f r

∂xr
dx =

∫
S

f rlrdσ,

em coordenadas cartesianas, onde lr é o normal exterior a S e f r é um campo contravariante
F r expresso no sistema cartesiano,

∂f r

∂xr
= divF r = F r

,r (invariante)

sob todas transformações não-singulares de coordenadas x′
φ→ x. Mas∫

V

divF rdτ =

∫
V ′

divF r

∣∣∣∣ ∂x∂x′
∣∣∣∣ dx′ = ∫

V ′
F r
,r

∂(x1, ..., xn)

∂(x′1, ..., x
′
n)
dx′ =

∫
V ′
F r
,rdτ

′.

Similarmente,∫
S

f rlrdσ =

∫
S

F rνr =

∫
S′
F rνrdσ

′, (ν o vetor covariante associado a νr).

com dσ′ =
√
E ′G′ − F ′dσ, dado que dσ → dσ′ e F rνr são invariantes sob transformações.

Segue-se que a expressão tensorial correta para o teorema de Green é∫
V

F r
.rdτ =

∫
S

F rνrdσ.

Com a formulação matemática correta do teorema de Stokes dada na seção de análise
vetorial observamos que tomando ur ser um campo vetorial C1−contravariante e ur o C1-
covariante associado, ur,s é um tensor convariante de ordem 2 e Gr = −ϵrstus,t é um vetor
contravariante Gr = curl ur. Em coordenadas cartesianas ponto νr, o vetor unitário normal a
S com vetor associado νr

Gr · νr = curl η · dS
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e ∫
S

Gr · νrdσ =

∫
S

curlu · dS =

∫
C

u · dS =

∫
C

ur ·
dxr

dτ
dτ.

Como anteriormente sob transformações regulares∫
S′
G

′rν ′rdσ
′ =

∫
S

Gr · νrdσ,

enquanto

ur ·
dxr

dτ
= u′r

dx
′r

dτ ′

de tal modo que ∫
C′
u′r
dx

′r

dτ ′
dτ ′ =

∫
C

ur ·
dxr

dτ
dτ

e finalmente ∫
S

ϵrstus,tνrdσ =

∫
C

ur ·
dxr

dτ
dτ.

Observação 15. Já observamos que

V =
1

4π

∫∫∫
V

ρdτ

r
+

1

4π

∫∫
S

µdσ

r

descreve o potencial elétrico devido a uma distribuição ρ de densidade de volume de carga e µ
uma densidade superficial de carga. O vetor força elétrica é

Er = − ∂V

∂xr
(um vetor covariante).

O Teorema de divergência afirma que∫∫∫
S

Erν
rdσ =

∫∫∫
ρdτ +

∫∫
Σ

µdσ

Do exerćıcio 1 observamos que∫∫∫
S

Erν
rdσ =

∫∫∫
V

Er
.τdτ −

∫∫
Σ

(Erν
r)1 + (Erν

r)2dσ

de tal modo que ∫∫∫
V

(Er
.τ − ρ)dτ −

∫∫
Σ

((Erν
r)1 + (Erν

r)2 + µ)dσ = 0

é válido para todas as superf́ıcies suaves S. Isto implica que

grsEr,s = Er
,r = ρ

e
(Erν

r)1 + (Erν
r)2 + µ = 0,

as equações fundamentais para um campo elétrico estático em forma tensorial.
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5.9 Tensores Homogêneos e Isotrópicos

Um tensor homogêneo em um espaço Euclidiano métrico é um tensor cujas componentes são
constantes em qualquer sistema retângular de coordenadas. Um tensor isotrópico em um espaço
Euclidiano métrico é um tensor cujos componentes em qualquer sistema retângular de coorde-
nadas são invariantes sob transformações ortogonais com determinante 1. Observamos que não
há qualquer diferença essencial entre tensores covariantes e contravariantes no caso de tensores
isotrópicos. De fato, se xr = crsx

r e ar = γmr am (at = atγ), at = atc−1 = atct = (ac)t ou
ar = crsas. Tais tensores são escritos indiscriminadamente como Ai···k.

Considere uma famı́lia de transformações ortogonais crs(t), dependendo diferencialmente
sobre o parâmetro t ∈ R+, crs(0) = δrs, |crs(t)| = 1. Então, crs(t) tem um gerador infinitesimal

d

dt
crs(t)

∣∣∣∣
r=0

= wrs.

Observe que se O(t) = (crs(t)),
O(t)tO(t) = I

e
O(t)

′tO(t) +O(t)O(t)′ = 0 (’ indica derivação) (5.31)

e tomando t ↓ 0,

(wrs)
t + (wrs) = 0 ou wij = −wji (anti-simetria). (5.32)

Segue-se que
wij = eijkξ

k (5.33)

com algum vetor ξk. É importante mostrar que tensores isotrópicos podem ser expressos em
termos dos sistemas e e δ.

Proposição 8. O único vetor isotrópico é 0.

Demonstração. Necessariamente temos que se Vi é isotrópico,

Vi = cip(t)Vp, ∀Vi (5.34)

e diferenciando obtemos que

wipVp = 0 ou eipkξ
kVp = 0. (5.35)

Um resultado que deveria ser para todos geradores infinitesimais, isto é, para todo ξk. Segue-se
que

Vaeaik = 0 (5.36)

e multiplicando por ecjk

Vaeaikecjk = Va(δacδij − δajδic)

= Vcδij − Vjδic. (5.37)

Colocando i = j, conclúımos que Vi = 0.

Proposição 9. Um tensor isotrópico de ordem 2, Wij tem a forma

Wij = λδij, com λ =
1

3
Waa.
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Demonstração. Por hipótese Wij satisfaz

Wij =Wpqcpi(t)cqj(t) (5.38)

e diferenciando
0 = Wpqwpiδqj +Wpqwqjδpi (5.39)

e utilizadno (5.33), obtemos que

0 = Wpqepikξ
k +Wpqeqjkξ

k (5.40)

e (5.40) implica que

Wpjepik +Wipepjk = 0. (5.41)

Multiplicando (5.41) por epmk e somando em k, obtemos condições de forma (veja [7])

Wijδkm −Wmjδik +Wkiδjm −Wkmδij = 0. (5.42)

Colocando k = m em (5.42) obtemos

2Wij +Wji =Waaδij (5.43)

e, também,

2Wji +Wij = Waaδij. (5.44)

Segue-se que Wij =Wji e

Wij =
1

3
Waaδij

utilizando (5.43) e (5.44).

Proposição 10. (Invarialmente relegado aos exerćıcios)
Um tensor isotrópico de ordem 3 tem a forma

Wijk = λeijk, λ =W123.

Demonstração. Por isotropia

Wijk = cir(τ)cjs(τ)ckt(τ)Wrst (5.45)

e diferenciando (5.45)
Wrjkwir +Wirkwjr +Wijrwkr = 0 (5.46)

e como antes
Wrjkeirs +Wirkejrs +Wijrekrs = 0. (5.47)

De (5.47), observamos que
W11rekr1 = 0 (5.48)

e consequentemente que
W112ek21 +W113ek31 = 0. (5.49)

De (5.44), se k = 2
W113 = 0
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enquanto se k = 3
W112 = 0.

Similarmente, W221 = W223 = 0 e W331 = W332 = 0 e analogamente por outros pares. Então,
segues-se se j = k = 1

Wr11wir +Wir1w1r +Wi1rw1r = 0.

Se i = 2,
W111w21 +W2r1w1r +W21rw1r = 0

e dado que W221 = W212 = 0

W111w21 +W231w13 +W213w13 = 0. (5.50)

Observe que (5.50) é válido para todo w, e escolhendo w21 = 1, w13 = 0, observamos que
W111 = 0, enquanto escolhendo w21 = 0, w13 = 1, W231 = −W213. Similarmente, conclúımos
que W222 = W333 = 0 e Wijk mudo sinal sob transposições em (i, j, k), i ̸= j ̸= k. Segue-se que
Wijk = λeijk, λ = W111, o resultado

Vale a pena observar antes que prossigamos ao último resultado que existe diversas demons-
trações destes resultados na literatura, algumas mais geométricas. Veja, por exemplo, §60 do
livro [14] de Spain e seção 2.7 do livro [1] de Aris. Aqui, seguimos a discussão dada por Thomas
em [15] seção 7 que tem um roteiro bem definido, não obstante as vezes é um tanto compli-
cado algebricamente. Este último resultado é de uma importância central na teoria clássica de
elasticidade e dinâmica dos fluidos Newtonianos que estudamos subsequentemente.

Proposição 11. Um tensor isotrópico de ordem 4 pode ser escrito na forma

Wijkm = λδijδkm + µ(δikδjm + δimδjk)

com

λ =
2

15
Waabb =

1

15
Wbaab

e

µ =
1

10
Wbaab −

1

30
Waabb.

Demonstração. O tensor W satisfaz

Wijkm = cip(t)cjs(t)ckr(t)cms(t)Wpqrl. (5.51)

Derivando (5.51), obtemos

Wajkmwai +Wiakmwaj +Wijamwak +Wijkawam = 0. (5.52)

Segue-se que
Wajkmeiab +Wiakmwjab +Wijamwkab +Wijkawmab = 0. (5.53)

Multiplicando (5.53) por eibc, obtemos que (somando em i e b)

3Wijkm +Wikmj +Wimjk = Waakmδij +Wiaamδjk +Wiaakδjm (5.54)

utilizando eijkeipq = δpjδqk = δpkδaj e reindexando ı́ndices livres. A equação (5.54) pode ser
reescrita nas formas equivalentes

2Wijkm + (Wijkm +Wikmj +Wimjk) = Waakmδij +Wiaamδik +Wiaakδjm (5.55)
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2Wikmj + (Wikmj +Wimjk +Wijkm) = Waamjδik +Wiaajδkm +Wiaamδkm (5.56)

2Wimjk + (Wimjk +Wijkm +Wikmj) = Waajkδim +Wiaakδmj +Wiaajδmk (5.57)

(5.56) e (5.57) são obtidas de (5.55) por permutação ćıclica dos ı́ndices j, k,m. Somando
(5.55), (5.56), (5.57), obtemos

5(Wijkm +Wikmj +Wimjk) = 2(Wiaajδkm +Wiaakδim +Wiaamδjk

+ Waakmδij +Waajmδik +Waajkδim) (5.58)

Multiplicando (5.55) por 5 e subtraindo (5.58), obtemos que

10Wijkm = 4Waakmδij −Waamjδik −Waajkδim + 3Wiaamδjk + 3Wiaakδjm − 2Wiaajδkm. (5.59)

Precisamos expressar os componentes parcialmente contráıdos no lado direito de (5.58) em
termos de componentes plenamente contráıdos. Assim, coloque k = m e j = k em (5.53),
obtendo

Waaij = Wijaa =
1

3
Waabbδij. (5.60)

Também, observe que pondo i = m em (5.58), obtemos

2Wjaak =Wbaabδjk −Wkaaj (5.61)

com
2Wkaaj =Wbaabδjk −Wjaak (5.62)

trocando os ı́ndices j e k. De (5.61) e (5.62), obtemos

Wjaak =Wkaaj (5.63)

e por (5.54),

Wjaak =
1

3
Wbaabδjk. (5.64)

Substituindo (5.63) e (5.64) no lado direito de (5.59), obtemos que

Wijkm = λδijδkm + µ(δikδjm + δimδjk)

com λ e µ como enunciado no resultado. Observe no livro de Spain que é mostrado

Wijkl = λδijδkl + µδikδjk + νδilδjk

e a simetria Wijkl = Wijlk leva a conclusão que µ = ν e o resultado dado aqui.

5.10 As equações constitutivas e dinâmicas para meios

cont́ınuos e fluidos

Seja P0, Q0 dois pontos de um meio cont́ınuo em um estado não deformado e suponha P0, Q0

são deslocados aos pontos P e Q e as coordenadas cartesianas de P0, P , Q0, Q são
xr0, x

r, P0Q0, η
r
0; PQ, η

r, xr0 + ηr0, x
r + ηr.
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Também, suponha que xr − xr0 = ξr(xr0). Segue-se

xr + ηr − (xr0 − ηr0) = ξr(xr0 + ηr0)

= ξr0 +

(
∂ξr

∂xs

)
0

ηs0 +O(ηs0).

Conclúımos que

ηr − ηr0 =

(
∂ξr

∂xs

)
0

ηs0 +O(ηs0).

em coordenadas cartesianas considerando o vetor η
′r
0 em P0 e ηr em P ,

η
′r
0 − ηr =

(
∂ξr

∂xs

)
0

ηs0.

Mas
∂ξr

∂xs
= ξr.,s, a derivada covariante de ξr, em coordenadas cartesianas e nestas coordenadas

η
′r
0 − ηr0 = ξr.,sη

s
0.

Segue-se que esta relação é válida em coordenadas curviĺıneas gerais:

δηr0 = η
′r
0 − ηr0

mede a deformação do vetor ηr0. Escrevemos em geral

δηr = η
′r − ηr = ξr.,sη

s

O tensor associado (com respeito a métrica induzida) não é simétrico em geral e introduzimos

rrs =
1

2
(ξr,s + ξs,r), wrs =

1

2
(ξr,s − ξs,r)

e
ξrs = ers + wrs, ξr.,s = er·s + wr·s

δηr = er·sη
s + wr·sη

s.

Suponha que T rdσ é a força induzida em um elemento de superf́ıcie dσ com normal unitário
νr e as forças externas F r por unidade de massa. Sejs ρ a massa espećıfica do meio. Considere
um volume V do meio com superf́ıcie ∂V . Em particular considere um pequeno tetrahedro V
com três de duas faces paralelas aos eixos de um sistema de coordenadas cartesianas no ponto
P e a quarta com normal νr. Seja dA a área da face inclinada de tal modo que as áreas das
faces perpendiculares aos eixos são dAi = νidA. O normal exterior as faces são −ei e as tensões
nestas faces ti. Em equiĺıbrio, tν

r
dA− tjνjdA = 0 ou (tν

r
)i = (tj)iνj. Isto é dizer tν

r
= Ersνs.

Pela lei se quociente Ers é um tensor contravariante de ordem 2. Mas geralmente temos as
equações de equiĺıbrio do meio (entre dimensões):∫

V

ρF rdτ +

∫∫
∂V

Ersνsdσ = 0 (5.65)

e ∫∫∫
V

ρ[r × F ]τ +

∫∫
∂V

[r × Ersνs]dσ = 0. (5.66)
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De (5.65), obtemos que
ρF r + dwErs = ρF r + Ers

·s = 0 (5.67)

e de (5.66), ∫∫∫
V

ρϵijkx
jF kdτ +

∫∫
∂V

ϵijkx
jEksνsdσ = 0

que leva a ∫∫∫
V

ρϵijkx
jF kdτ +

∫∫∫
V

(ϵijkx
jEks))·sdτ = 0

ou ∫∫∫
V

ρϵijkx
j(F k + Eks

·s )dτ +

∫∫∫
V

ϵiskE
ksdτ = 0.

Utilizando (5.67) e regularidade obtemos que Eks = Esk.
Mais geralmente, suponha que f r é o vetor de aceleração do meio. A equação dinâmica tem

a forma ∫∫∫
V

ρ(F r − f r)dτ +

∫∫
∂V

T rdσ = 0

e como observado acima
T r = Ersνs.

Segue-se que ∫∫∫
V

ρ(F r − f r)dτ +

∫∫
∂V

Ersνsdσ = 0

e aplicando o teorema de divergência∫∫
S

Ersνsdσ +

∫∫∫
V

Ers
·s dτ = 0.

Conclúımos que ∫∫∫
V

(ρF r − f r + Ers
·s )dτ = 0

e sob condições de adequadra regularidade de V , ∂V , F r e Ers,

Ers
·s + ρF r = ρf r.

5.10.1 Elasticidade Linear

As equações dinâmicas do meio dadas acima podem ser reformuladas como

gstErs,t + ρFr = ρfr

e fr =
δνr
δt

. Em pequenos deslocamentos e para pequenas velocidades temos que

fr = r
δνr
δt

+ νr,sν
s

Segue-se que fr ∼
∂2ξr
∂t2

e as equações dinâmicas são

gsrErs,t + ρFr = ρ
∂2ξr
∂t2

.
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A tensão em um meio elástico depende da deformação existente no meio e é zero quando a
deformação é zero. Isto é dizer que o tensor de tensões é um funcional da deformação. A Lei
de Hooke afirma que a tensão é um funcional linear da deformação, isto é dizer,

Ers = cmnrs emn.

A lei de Quociente significa que cmnrs é um tensor misto de ordem quatro e é fácil ver que os
coeficientes elásticos cmnrs são simétricos nos sob e super ı́ndices, ou

cmnrs = cnmrs = cmnsr = cnmsr .

Consequentemente a equação dinâmica pode ser escrita na forma

gsτ (emnrs emn)·τ + ρFr = ρ
∂2ξr
∂t2

ou

gsτcmnrs e
mn,τ + gstcmnrs,τemn + ρFr = ρ

∂2ξr
∂t2

.

Supondo que o meio é homogêneo, a mesma deformação em pontos diferentes do meio produzem
as mesmas tensões. Isto é dizer que o tensor de tensões forma um campo tensorial paralelo
constante quando o tensor de deformações tem a mesma caracteŕıstica, ou Ers,τ = 0 se ers,τ = 0.
Segue-se que cmnrs,τemn = 0 ou emnrs,τ = 0. Neste caso as equações dinâmicas simplificam a forma

ρ
∂2ξr
∂t2

= ρFr + gsτcmnrs emn,s.

No caso que o meio é isotrópico,

cmnrs = λgmngrs + µ(δmr δ
n
s + δnr δ

m
s ).

Segue-se que
Ers = cmnrs emn = λθgrs + 2µers,

com θ = ξr···s = gmnemn. As equações dinâmicas agora assumem a forma

ρ
∂2ξr
∂t2

= ρFr + (λ+ µ)
∂θ

∂xr
+ µgsτξr,sτ

utilizando as relações

gsτErs,τ = λ
∂θ

∂xr
+ 2µgsτers,τ

e

gsτers,τ =
1

2
gst(ξr,sτ + ξs,rτ )

=
1

2
gsτ (ξr,sτ + ξs,tτ )

=
1

2
gsτξr,sτ +

1

2

∂θ

∂xr
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5.10.2 Fluidos perfeitos

No caso de um fluido perfeito o tensor sobre um elemento de superf́ıcie do meio σ é sempre
normal a σ e segue-se que Ers = −pgrs, p um invariante a pressão do fluido. As equações gerais
podem ser escritas na forma covariante

gsτErs,τ + ρFr = ρfr.

Calculamos

gsτErs,τ = −gsτ (pgrs)·τ = −gsτ ∂p
∂xτ

= − ∂p

∂xr

ou

ρfr = − ∂p

∂xr
+ ρFr.

5.10.3 Tensões em Fluidos

Utilizamos a notação das seções anteriores. Suponha que o prinćıpio de conservação de momento
linear é válido então (em notação vetorial)

d

dt

∫∫∫
V

ρvdx =

∫∫∫
V

ρF +

∫∫
∂V

T ndσ.

A conservação de momento angular aplica a alguns mas não todos fluidos e afirma que

d

dt

∫∫∫
V

ρ(r × vdx =

∫∫∫
V

ρ(r × f +

∫∫
S

r × T νdσ.

Suponha que dimV ∼ d→ 0. Então da última equação obtemos que

lim
d→0

d2
∫∫

S

T νdσ = 0.

Como anteriormente T n = T nsνs e
T rs,s + F r = ρf r

ou

ρ
dvi
dt

= ρFi + Tji,j.

Considere fluido para que o momento angular é conservado e calculamos em coordenadas car-
tesianas

v × v = 0 implica que
d(r × v)

dt
= r × a

e

d

dt

∫∫∫
ρr × vdx =

∫∫∫
V

ρr × adx

=

∫∫∫
V

ρr × adx+

∫∫
S

r × T n.

Mas ∫∫
S

erjkxjTkpnpdσ =

∫∫∫
V

eijkxj(Tpk),pdx∫∫∫
V

(eijkxjTpk,p + eijkTjk)dx.
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Defina T̂ por T̂ = eijkTjk. Segue-se que∫∫∫
V

r × (pq − pt− divT )dx =

∫∫∫
T̂ dx

e ∫∫∫
V

T̂ dx = 0

o que implica que T̂ = 0 e Tij = Tji.
Em seu longo trabalho no Handbach der Physik VIII/1 pág 230 etseq, James Serrin tem

apresentado as ideas essenciais de Stokes com respeito as equações constitutivas de um fluido
não-elástico. Uma classe grande de fluidos satisfazem as hipóteses de Stokes.

1. O tensor de tensões Tij é uma função cont́ınua do tensor de deformação eij e do estado
termodinâmico local mas é independente de outras hipóteses cinemáticas.

2. O fluido é homogêneo e isotrópico.

3. No caso que a deformação eij = 0, a tensão é hidrostática Tij = −pδij.

Para fluidos compresśıveis, p pode ser identificado com a pressão da termodinâmica clássica.
Para fluidos incompresśıvel p deveria ser encarada com um multiplicador de Lagrange a ser
determinado das equações dinâmicas. A deformação do fluido em tempo δt é dada pelo vetor
de deslocamento ξr = νrdt e os componentes de tensão são ers =

1
2
(νr,s + νs,r)dt. Seja ers =

1
2
(νr,s + νs,r). O tensor de tensões pode ser escrito sempre na forma

Tij = −pδij + T ′
ij.

Dinâmica dos fluidos clássica é estabelecida sob a hipótese que T ′
ij é um funcional linear de

e′rs
T ′
rs = γmnrs emn.

pela lei de quociente γmnrs é um tensor (isotrópico e homogêneo) de tal modo que

γmnrs = λδmnδrs + µ(δmrδnj + δnrδmj)

em sistemas de coordenadas retangulares. A equação dinâmica toma a forma

∂p

∂xr
− (λ+ µ)

∂div v

∂xr
− µδstvr,st = p(fr − ar)

com
∂ρ

∂t
+ (ρνr)·r = 0.

Em sistemas gerais esta equação é

∂p

∂xr
− (λ+ µ)

∂div v

∂xr
− µgstvr,st = p(fr − ar)

= p(fr −
dvr
dt

).

Estas equações tem que ser complementadas pelas condições termodinâmicas no caso de fluxos
compresśıveis (a equação do estado p = f(ρ, T ), T a temperatura) junto com as apropriadas
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condições de fronteira.

Especificando o campo de velocidade em cada ponto e tempo (Euler)

vr = vi(xr, t).

Segue-se que

f r =
δvr

δt
=
∂vr

∂t
+ vr·,sv

s

ou

f r =
∂vr

∂t
+ vr,sv

s

e
∂vr
∂t

+ vr,sv
s = Fr −

1

ρ

∂p

∂xr
.

A massa contida em um volume f́ısico V no fluido é

M =

∫∫∫
V

ρdx

e a taxa de mudança de massa é
∂M

∂t
=

∫∫∫
V

∂ρ

∂t
dx.

Mas isto também é igual a massa efluxo

−
∫∫

S

ρvrνrdσ = −
∫∫∫

V

(ρvr)·rdx.

Segue-se que ∫∫∫
V

(
∂ρ

∂t
+ (ρvr)·r

)
dx = 0

e sob adequadras condições de regularidade

∂ρ

∂t
+ (ρvr)·r = 0 (a equação da continuidade)

Ainda é necessário assumir uma condição de natureza termodinâmica, a existência de uma

equação de estado. O vetor 2Ωr = −ϵrmnvmn é o vórtice e as equações
dxr

ds
=

Ωr

|Ωr|
as linhas de

vórtice.

5.11 Consequências f́ısicas da viscosidade

5.11.1 A fórmula de Stokes

Consideremos uma esfera de raio R movimentando com velocidade v0 paralelo ao eixo unifor-
memente em um fluido com viscosidade ν. Supomos que a velocidade é baixa e negligenciamos
as forças inerciais u · ∇u. As equações de Navier Stokes neste caso reduz a

ν∆u = ∇p (5.68)

divu = 0 (ρ = 1) (5.69)
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no caso de fluxo estacionário. Existe um abordagem relativamente sistemática como no livro
de H. Lamb Hydrodynamics para resolver este problema, mas por simplicidade tratamos o
problema ad hoc. Lembramos que a força F na esfera é dada pela expressão

F = −
∫
S

pndS +

∫
S

TjinjdS. (5.70)

Vamos testar a solução de (5.68) e (5.69) na forma

u = u1 + u2 = ∇Φ + u2, ∆u2 = 0. (5.71)

Assim,
∇p = ν∆∇Φ + ν∆u2 = ν∇∆Φ+ ν∆u2 (5.72)

e consequentemente a
p = ν∆Φ+ p0. (5.73)

De (5.69),
div∇Φ + divu2 = ∆Φ+ u2 = 0. (5.74)

Vamos supor que u2 = (u2, 0, 0) e ∆u2 = 0. Uma posśıvel solução é u2 =
a

r
e u2 =

a

r
i. Segue-se

que

divu2 = i · ∇
(a
r

)
= a

∂
(
1
r

)
∂x

(5.75)

e de (5.74),

∆Φ + a
∂
(
1
r

)
∂r

= 0. (5.76)

Considere a expressão −a
x

∂r

∂x
, calculando

∆

(
−a
2

∂r

∂x

)
= −a

2

∂

∂x
∆r = −a

2

∂

∂x
div∇r (5.77)

= −a
2

∂

∂x
div

(r
r

)
(5.78)

= −a
2

∂

∂x

(
3

r
− r2

r3

)
= −a

(
∂
(
1
r

)
∂x

)
(5.79)

ou Φ1 = −a
2

∂r

∂x
resolve (5.76). Observe que Φ1+Φ2 resolve (5.76) com ∆Φ2 = 0 por linearidade.

Em particular uma solução da forma Φ2 =
b∂
(
1
r

)
∂x

e uma solução da forma v0x dando a forma

assintótica ao infinito (o truque de fazer o fluido movimentar com respeito a esféra ao resto).
A condição de fronteira é u = 0 em |x| = R. Uma solução de (5.68) e (5.69) é

u = ∇

(
v0x+ b

∂
(
1
r

)
∂x

− a

2

∂r

∂x

)
+
a

r
i (5.80)

com constantes a e b e temos de estabelecer que esta solução satisfaz u = 0 em |x| = R, u→ v0i
ao infinito com escolha de a e b e subsequentemente calcular F através de (5.70).
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Em termos de componentes, temos u = (u1, u2, u3)

u1 = v0 + b
∂2(vr)

∂x2
− a

2

∂2

∂x2
+
a

r
= v0 + b

(
3x2

r3
− 1

r3

)
−
(
1

r
− x2

r3

)
+
a

r

u2 = b
∂2
(
1
r

)
∂x∂y

− a

2

∂2r

∂x∂y
= b

3xy

r5
+
a

2

xy

r3
(5.81)

u3 = b
∂2
(
1
r

)
∂x∂z

− a

2

∂2r

∂x∂z
= b

3xz

r5
+
a

2

xz

r3

u2 = u3 = 0 em |x| = R se b = −aR
2

6
(5.82)

Em u1, o termo envolvendo x2 é automaticamente zero e u1 = 0. Se

a = −v0
3R

2

e consequentemente

b = v0
R3

4
(5.83)

de (5.82). Utilizando (5.83) e (5.81) toma a forma

u1 = v0

(
1− 3

4

R

r
− 1

4

R3

r3

)
− 3

4

v0R

r3

(
1− R2

r2

)
x2

u2 = −3v0R

4r3

(
1− R2

r2

)
xy (5.84)

u3 = −3v0R

4r3

(
1− R2

r2

)
xz

(5.85)

e

p = p0 + ν∆Φ = p0 − aν
∂
(
1
r

)
∂x

= p0 −
3v0
2

νR

r3
x. (5.86)

A forma na esféra é caculada de (5.70) utilizando a expressão do tensor de tensão Tij em
termos de u (ρ = 1, ν = µ), fazendo referência a derivação das equações de Navier-Stokes.

T11 = 2ν
∂u1
∂x

T12 = T21 = ν

(
∂u1
∂y

+
∂u2
∂x

)
T22 = 2ν

∂u2
∂y

T23 = T32 = ν

(
∂u2
∂z

+
∂u3
∂y

)
(5.87)

T33 = 2ν
∂u3
∂z

T31 = T13 = ν

(
∂u3
∂x

+
∂u1
∂z

)
Devido a simetria somente o termo na componente x sobrevive e

F1 = −
∫
S

pidS +

∫
S

T1inidS. (5.88)

Agora observe que

div (T1i − pi) = div (T1i)−
∂p

∂x
= 0
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Figura 5.1: Região V

da derivação das equações de Navier-Stokes levando a (5.68). Portanto podemos aplicar o
Teorema de Divergência a região V :

obtendo que

F1 −
∫

ΣpidS +

∫
Σ

T1inidS, (5.89)

Σ a esféra contendo S com raio grande. Segue-se que em σ

u1 ∼ v0
a

2r
+
a

2

x2

r3

u2 ∼
a

2

xy

r3
(5.90)

u3 ∼
a

2

xz

r3

com a = −3

2
v0R. Também observamos que

∂u1
∂x

∼ a

2

x

r3

(
1− 3x2

r2

)
∂u1
∂y

+
∂u2
∂x

∼ −3ayx2

r5
(5.91)

∂u1
∂z

+
∂u3
∂x

∼ −3azx2

r5

Utilizando (5.91) e (5.89), obtemos que

F1 =

∫
Σ

(
aν

x

r3

(
1− 3x2

r2

)
i− 3aνyx2

r5
j − 3aνzx2

r5
k − i

(
p0 +

2νx

r3

))
· dS

= −
∫
Σ

3aν

(
x3

r5
i+

yx2

r5
j +

zx2

r5
k

)
· dS −

∫
Σ

p0i · dS

= −
∫
Σ

3aν
x2

r5
r · dS −

∫
Σ

p0i · dS (5.92)

= −
∫
Σ

3aν
x2

r5
r · dS − 0

(último termo é zero,
∫
Σ
p0i · dS =

∫
V
div (p0i)dx = 0). Mas dS = rr sin θdϕ, x

2

r2
= cos2 θ e

F1 = −3aν

∫ π

0

∫ 2π

0

cos2 θ sin θdθdϕ = −4πaν, a = −3

2
v0R,

= 6πνv0R, (5.93)
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utilizando (5.92). No caso ρ ̸= 1, ν → µ = νρ

F1 = 6πνρv0R. (5.94)

A expressão (5.94) foi utilizada por Millikan em uma famosa esperiência para medir carga
elétrica.

5.12 Relatividade e Gravitação

5.12.1 A teoria de Relatividade Especial

Recordamos que na seção 5.1 introduzimos a noção de métricas pseudo-Riemannianas (espaços
pseudo-Euclidianos) com produto escalar em coordenadas pseudo-Euclidianas x0, x1, ..., xn

⟨ξ, η⟩ = ξ0η0 − ξ1η1 − · · · − ξnηn.

No caso que n = 3 obtemos o espaço de Minkowski R1,3. Neste caso, x0 = ct, com c a
velocidade da luz no vácuo e t o tempo em quanto x1, x2, x3 são coordenadas no espaço f́ısico

de três dimensões. Os pontos de R1,3 são eventos instantâneos e ⟨x− y, x− y⟩
1
2 é o intervalo

espaço temporal entre eventos x e y. No caso que ⟨ξ, ξ⟩ = 0, ξ é chamado um vetor tipo luz e
no caso ⟨ξ, ξ⟩ > 0, ξ é chamado um vetor temporal e no caso ⟨ξ, ξ⟩ < 0 um vetor espacial.

Efetivamente, esta estrutura geométrica já estava presente na teoria eletromagnética for-
mulado através das equações de Maxwell mas é devido a Einstein a noção que somente espaço-
tempo como uma variedade de quatro dimensões tem um significado f́ısico inerente a análise
adicionais possibilidades de casualidade de eventos espaço-temporais. Em particular, criticou
a ideia de superf́ıcies tri-dimensionais espaciais compondo eventos simultâneos absolutos.

Matematicamente relatividade especial permite o observador utilizar um sistema de coorde-
nadas para toda a variedade espacial-temporal em qual o movimento de uma part́ıcula clássica
livre é descrita por funções lineares da coordenada do tempo (um sistema inercial). Dado dois
sistemas inerciais O e O′ com coordenadas (x0, x1, x2, x3), (x0

′
, x1

′
, x2

′
, x3

′
), representando o

mesmo ponto P , as coordenadas são relacionadas por

xi
′
=

3∑
j=0

Aijx
j + ui, T0,0′ = (x0, x1, x2, x3) → (x0

′
, x1

′
, x2

′
, x3

′
).

Isto é dizer que espaço-tempo é um espaço afim. Além disso, para três sistemas inerciais (três
observadores)

T0,0′′ = T0′,0 ◦ T0,0′

e
T0′,0 = T0′,0 ◦ T−1

0,0′

Até este ponto a construção é geral.
Em mecânica Newtoniana é suposto que se (x0, x1, x2, x3), (y0, y1, y2, y3) são dois eventos

em O e (x0
′
, x1

′
, x2

′
, x3

′
), (y0

′
, y1

′
, y2

′
, y3

′
) os mesmos eventos em O′, então a simultaneidade é

absoluta em x0
′
= y0

′
se e somente se x0 = y0. Isto implica que x′0 = x0 + u0 (supondo a

unidade de mensuração de tempo e sentido de propagação iguais em O e O′). Além disso, a
distância espacial ao mesmo tempo é invariante,

3∑
i=1

(xi − yi)2 =
3∑
i=1

(xi
′ − yi

′
)2.
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Isto implica que
x′ = Wx+ x0v + u (x1, x2, x3) ∈ R3, u0 ∈ R1.

Aqui W é uma matriz ortogonal em R3 e u, v ∈ R3. As transformações (x0, x) → (x′0, x
′)

formam um grupo, o grupo não homogêneo, orto cronológico de Galileu.
É certamente o caso que as equações de Maxwell não são invariantes sob transformações de

Galileu e a interpretação de Maxwell eram que ondas eletromagnéticas propagavam em um meio
(aether,éter) e, portanto, as equações de Maxwell eram válidas somente em um classe residual
de sistemas inerciais Galileanos. Infelizmente para a mecânica Newtoniana a experiência de
Michelson-Morley em 1887 mostrou que a velocidade de luz é igual (dentro de 5Km/seg) por luz
propagando na direção do movimento orbital da terra e transversal ao movimento orbital (veja
A. A. Michelson and E. W. Morley On the Relative Motion of the Earth and the Luminiferous
Ether. Amer. J. Sci. 34, 333-345, 1887) Escolhendo c = 1, isto implica que

(y0 − x0)2 −
3∑
i=1

(yi − xi)
i = (y0

′ − x0
′
)2 −

3∑
i=1

(yi
′ − xi

′
)2

(esferas aplicadas as esferas com mesmo raio). EscrevendoA = (Aji )
3
i,j=0, F =


1

−1
−1

−1

,

isto implica que AtFA = F . Os A formam o grupo de Lorentz e as transformações x′ = Ax+u
o grupo não-homogêneo completo de Lorentz. Fixando x′2 = x2, x

′
3 = x3, observamos

x0
′
= (1− ν2)−

1
2x0 + ν(1− ν2)−

1
2x1

x1
′
= ν(1− ν2)−

1
2x0 + (1− ν2)−

1
2x1, 0 < ν < 1,

é uma transformação homogênea de Lorentz. Em unidades CGS, x0 = ct, e temos que

t′ =
1√

1− ν2

c2

t+
ν
c2√
1− ν2

c2

x1, x′2 = x2, x′3 = x3

t′1 =
ν√

1− ν2

c2

t+
1√

1− ν2

c2

x1

e com ν → 0
t′ = t, x1

′
= x1 + zν, x2

′
= x2, x3

′
= x3

um transformação de Galileu.
Infinitesimalmente escrevemos dτ 2 = (dx0)2− (dx1

′
)2+(dx2)2+(dx3)2 e temos que (dτ ′)2 =

dτ 2.
Em geral, com γ = (1− ν2)−

1
2 podemos definir

Λij(ν) = δij +
νiνj(x− 1)

ν2
, ν2 =

3∑
i=1

ν2i , 0 < ν2 < 1,

então ΛtFΛ = F . Os conceitos básicos de dinâmica de part́ıculas na teoria de Relatividade
Especial pode ser estabelecidos segundo a discussão [18].
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Defina a força relativistica na part́ıcula por

fα = m
d2aα

dτ 2
.

Em um estado de resto, dτ = dt e fα = Fα (a força não relativistica) e F 0 = 0. Sob a
transformação Λ(ν), dx′α = Λαβdx

β e dτ é invariante e

f ′α = Λαβf
β.

Suponha que a part́ıcula tem velocidade v em t0, e introduz o novo sistema de coordenadas

xα = Λαβ(v)x
′β.

A part́ıcula está no estado de resto neste novo sistema e a força 4-vetor é igual a força relati-
vistica F α. Segue-se que

fα = Λαβ(ν)F
β

ou

f = F + (γ − 1)ν
ν · F
ν2

f 0 = γν · F = ν · f.
Dado fα podemos calcular xα(τ) e x(t). Mas

1 =

(
dxα

dτ
, F

dxα

dτ

)
e (

fα, F
dxβ

dτ

)
=

(
f ′α, F

dx′β

dτ

)
= 0

em um sistema de referência no qual a part́ıcula esta no estado de resto (F 0 = 0) utilizando
invariância sob transformações de Lorentz. A força da Lei de Newton sugere a definição do
momento pα por

pα = m
dxα

dτ
e

dpα

dτ
= fα.

Lembrando que dτ = (1− ν2)
1
2dt, ν = dx

dt
.

p = (pα) = mγν ∼ mν + o(ν3)

e

p0 = m
dt

dτ
=

m√
1− ν2

∼ m+
1

2
mν2 + o(ν4).

Interpretamos p0 como a energia e m a massa de resto.
Considere uma curva C em uma variedade Lorentziana com tangente T i e parâmetro de

curva θ. Então definimos o tempo próprio τ no caso que a curva é do tipo temporal via

τ =

∫
g(T, T )

1
2dθ, g(T, T ) = gijT

iT j.

A dinâmica de part́ıculas na teoria de Relatividade Especial pode ser dado uma fórmulação
variacional via o estudo de funcionais (ações) definidas sobre curva tipo-temporal, isto é,

S1 =
mc

2

∫
g(ẋ, ẋ)dθ, C = (x0, x1, x2, x3),
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ou

S2 = −mc
∫ √

g(ẋ, ẋ)dθ.

No caso que C é parametrizado por θ = t = x0

c

S2 = −mc2
∫ √

1− ν2

c2
dt.

Associado com o Lagrangeano

L1 = −mc2
√

1− ν2

c2

há um Hamiltoniano

E = H = pν − L1 = ẋα
∂L

∂ẋα
− L1 =

mc2√
1− ν2

c2

Pα =
mνα√
1− ν2

c2

=
∂L1

∂να
, α = 1, 2, 3

e via as equações de Euler-Lagrange obtemos os resultados obtidos anteriormente. É evidente
que

E2 − c2p2 = m2c4

ou
E = c

√
p2 +m2c2

O tensor de energia e momento

Considere um sistema de part́ıculas indexado por n com vetor de energia-momento Pα
n (t) e

defina a densidade de Pα por

Tα =
∑
n

Pα
n (t)δ

3(x− xn(t))

e corrente

Tαi =
∑
n

Pα
n (t)

dxin(t)

dt
δ3(x− xn(t))

(usamos α para indexar 4-vetores e i para indexar 3-vetores). Fazendo xn(t) ≡ t, podemos
definir

Tαβ =
∑
n

Pα
n

dxβn(t)

dt
δ3(x− xn(t)).

Lembrando que P β
n = En

dxβn
dt

,

Tαβ =
∑
n

Pα
n P

β
n

En
δ3(x− xn(t)).

Observamos que Tαβ é simétrico e

Tαβ =
∑
n

∫
dτP α

n

dxβn
dτ

δ4(x− xn(τ)) (aqui x é 4-vetor) .
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e portanto Tαβ é um tensor.
Observe que

∂

∂xi
Tαi(x, t) = −

∑
n

Pα
n (t)

dxin(t)

dt

∂

∂xin
δ3(x− xn(t))

= −
∑
n

Pα
n (t)

∂

∂t
δ3(x− xn(t))

= − ∂

∂t
Tα0(x, t) +

∑
n

dPα
n (t)

dt
δ3(x− xn(t))

e

∂

∂xβ
Tαβ = Gα =

∑
n

δ3(x− xn(t))
dP α

n (t)

dt
(4-vetor)

=
∑
n

δ3(x− xn(t))
dτ

dt
fαn (t)

No caso que as part́ıculas são livres, Pα
n =constante e Tαβ é conservado, isto é,

∂

∂xβ
Tαβ(x) =

0. O mesmo é válido no caso que as part́ıculas interagem via colisões estritamente localizadas
no espaço. Neste caso

∂

∂xβ
Tαβ(x) =

∑
c

δ3(x− xc(t))
d

dt

∑
n∈c

Pα
n (t)

xc(t) é a localização da c-ésima colisão no tempo t e n ∈ c significa que o somatório é to-
mado somente sobre part́ıculas participando nas colisões. Mas cada colisão conserva-se e assim∑

n∈c P
α
n (t) é independente do tempo.

Tαβ não será conservada com part́ıculas sujeitas a forças à distância. Um exemplo envol-
vendo um gas com part́ıculas carregadas com cargas en é discutido no livro de Weinberg [18]
(seção 2.8) que envolve a redefinição do tensor de energia-momento na forma que é novamente
simétrico e conservado. Precisamos de extensões deste conceito quando discutimos a teoria da
relatividade geral e a formulação da teoria de Einstein.

5.12.2 Propriedades do Tensor de Curvatura

O seguinte lema será de utilidade em demonstrar a identidade de Bianchi.

Lema 3. Se a conexão na variedade M r é simétrica, então em uma vizinhança de qualquer
ponto P0 ∈M r existem um sistema de coordenadas locais (z1, ..., zr) para qualquer Γijk(P0) = 0.

Demonstração. A regra de transformação de Γikj → Γ
p

sq sob a transformação de coordenadas
(x) → (z) é dada por

Γikj → Γ
p

sq = Γikj
∂zp

∂xi
∂xj

∂zq
∂xk

∂zs
+
∂zp

∂xi
∂2xi

∂zszq
.

Podemos supor que as coordenadas do ponto P0 são zero em ambos sistemas de coordenadas.
Defina zi por xi = zi − Γijkz

izk. Pelo Teorema da Função Impĺıcita esta aplicação é inverśıvel
em uma vizinhança do zero, dado que

J =
∂(z)

∂(x)
̸= 0,
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segue-se que

Γikj
∂zp

∂xi
∂xj

∂zq
∂xk

∂zs
+
∂zp

∂xi
∂2xi

∂zszq
= 0

sob esta mudança de coordenadas e o resultado segue.

Agora é fácil demonstrar o seguinte resultado

Teorema 20. (Identidade de Bianchi)
Para uma conexão simétrica temos que

Ri
mkj,l +Ri

mlk,j +Ri
mjl,k = 0

Demonstração. Na vizinhança de um ponto arbitrário P0 ∈ M introduzimos coordenadas de
tal forma que todos os śımbolos de Christoffel são zero neste ponto. Agora,

Ri
lkj =

∂Γiij
∂xk

− ∂Γilk
∂xj

e derivação covariante na vizinhança de P0 coincide com derivação normal. Assim, a relação
do enunciado do teorema segue-se observando que(

∂2Γimj
∂xk∂xl

− ∂2Γimk
∂xj∂xl

)
+

(
∂2Γimk
∂xl∂xj

− ∂2Γiml
∂xk∂xj

)
+

(
∂2Γiml
∂xj∂xk

−
∂2Γimj
∂xl∂xk

)
= 0

Existe uma generalização deste resultado para conexões não simétricas.

Definimos Rmlkj = gmiR
i
lkj. Lembrando as definições dadas na seção 5.7 temos que

T (ξ, η) = Dξη −Dηξ − [ξ, η]

e
R(ξ, η)ζ = DηDξζ −DξDηζ +D[ξ,η]ζ.

Aqui supomos suficiente regularidade na variedade e conexão para garantir que [ξ, η] e D[ξ,η]

são bem definidas. Para uma discussão mais completa referimos o leitor ao livro Novikov e
Taimanov [9] (página 371)

As seguintes propriedades são válidas para os tensores de curvatura:

P(1) Ri
ljk = −Ri

lkj

P(2) Ri
ljk + Ri

jkl + Ri
klj = 0 se a conexão é simétrica e se a conexão é associada com uma

métrica gij

P(3) Riljk = −Rlijk e se adicionalmente é simétrica

P(4) Riljk = Rjkil

P(1) segue imediatamente da definição. P(2) segue da relação

[Dj, Dk]el + [Dk, Dl]ej + [Dl, Dj]ek = 0

para vetores da base el, ej, ek. Da simetria de conexão

Diej = Djei ∀ei, ej, ek.
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e a relação é equivalente a

(DjDkel −DkDlej) + (DkDlej −DlDjek) + (DlDjek −DjDkel)

que é trivialmente satisfeita. Para estabelecer P(3) é suficiente demonstrar que

g(R(ej, ek)z, z) = g([Dk, Dj]z, z) = −g([Dj, Dk]z, z).

Mas
1

2
∂j∂kg(z, z) = g(DjDkz, z) + g(Dkz,Djz)

1

2
∂k∂jg(z, z) = g(DkDjz, z) + g(Djz,Dkz).

Segue-se que
g([Dj, Dk]z, z) = 0.

Em termos de Rijkl, P(1) toma a forma

Rijkl = −Rijlk

e P(2) é reescrita como
Riljk +Rijkl +Riklj −Ri[jkl] = 0

Aqui [jkl] significa que somando sobre todas as permutações ćıclicas dos ı́ndices. Finalmente
usando P(1), P(2) e P(3) obtemos

Ri[jlk] +Rl[ijk] −Rj[ikl] −Rk[ilj] = 2(Rlijk −Rjkli) = 0,

dando P(4).
Introduzimos o tensor de Ricci via

Rkl = Ri
kil

dado no caso de conexão simétrica associada com uma métrica g

Rkl =
∂Γikl
∂xi

− ∂Γlki
∂xl

+ ΓiklΓ
m
im − ΓikmΓ

m
il .

As propriedades P(1) a P(4) implicam que

Rik = Rki,

associada com o tensor de Ricci é a curvatura escalar R.
Da identidade de Bianchi e a propriedade P(1) segue-se que

Rn
ijk,l −Rn

ilk,j + gkmRmilj,h = 0

e multiplicando por gil obtemos que

Rl
j,l −R,j +Rl

j,l = 0

ou

Rl
j,l =

1

2

∂R

∂xj

o que é equivalente a relação

(Rjl −
1

2
gilR),l = 0 (Equação de Einstein)

O tensor

Gjl = Rjl −
1

2
gilR

é chamado o tensor de Einstein e é fundamental na formulação da teoria clássica de relatividade
geral.
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5.12.3 Teoria Elementar de Relatividade Geral

A teoria clássica de relatividade geral (TRG) como foi desenvolvida nas mãos de Einstein em
1915 é baseada em dois prinćıpios básicos: o prinćıpio de covariancia geral que afirma que
a métrica gab e derivadas de gab são as quantidades que apareceu nas equações de f́ısica e a
exigência que estas equações deveriam deveriam reduzir as equações de relatividade especial no
caso de gab seja planos. Estes prinćıpios leva a formulação: espaço-tempo é uma variedade M
com métrica de Lorentz gab e a distribuição de matéria em espaço tempo Tab é relacionada a
curvatura de gab via a equação de Einstein

Rab −
1

2
Rgab = 8πTab.

Como sempre em teorias f́ısicas-matemáticas complexas justificamos esta equação via uma
combinação de argumentos matemáticos e racioćınio f́ısico heuŕıstico seguimos a discussão dada
no livro de Weinberg [18] subsequentemente veremos que novamente uma formulação da TRG
via uma função de ação (de Hilbert) e prinćıpios variacionais fornece a maneira mais sucinta de
estabelecer a equação de Einstein. A equação de Einstein consiste de um sistema quase-linear
de segunda ordem de carater hiperbólico para os componentes da métrica gab.

Part́ıculas livres (pontuais) movimentam sobre geodésicas da métrica gikdx
idxk = ds2. É

esperado que para campos gravitacionais, ”fracos”, o movimento de uma part́ıcula lenta é
descrito pelas equações de Newton. Assim, suponha qe |ν| ≪ c, ν = dxi

dt
, i = 1, 2, 3 e, do fato

que |ν|
c
= O

(
1
c

)
junto com a hipótese que

gik = g0ik + hik, hik = O

(
1

c2

)
,

com g0ik a métrica de Minkowski. Então,

dτ =
ds

c
=

√
1 +O

(
1

c2

)
dt =

(
1 +O

(
1

c2

))
dt

∂gik
dxj

= O(c−2), j = 1, 2, 3 e
∂gik
dx0

= O(c−3), x0 = ct.

Derivadas da segunda ordem em x0 da métrica são O(c−4). As equações geodésicas são

d2xi

dt2
+ Γijk

dxj

dτ

dxk

dτ
= 0

com

Γijk =
1

2
gil
(
∂gjl

∂xk
+
∂gkl

∂xj
− ∂gjk

∂xl

)
.

Segue-se que
d2xi

dt2
+ Γijk

dxj

dt

dxk

dt
∼ 0

e

Γijk
dxj

dt

dxk

dt
= Γi00c

2 +O

(
1

c

)
.

Também,

Γα00 = −1

2
giβ

∂g00
∂xβ

+O

(
1

c2

)
∼ 1

2

∂h00
∂xα
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(utilizando a forma da métrica de Minkowski) e conclúımos que

d2xi

dt2
∼ −Γi00 ∼ −1

2

∂h00
∂xi

.

Por outro lado a equação de Newton para o movimento de uma part́ıcula em um campo gravi-
tacional ϕ é

d2xi

dt2
= − ∂φ

∂xi

com ∆ϕ = 4πGρ, onde G é a constante de Newton (G = 6, 6670×10−8 em unidades cgs). Agora
recordamos que para matéria não relativ́ıstica a densidade de energia é igual a sua densidade
de massa (massa de resto) ou ρ = T00. As equações acima sugerem que

g00 = 1 +
2φ(x)

c2
+O

(
1

c2

)
com

∆g00 = −8πGρ = −8πGT00.

Asssim, podemos especular que em geral deveŕıamos ter a relação Gαβ = −8πTαβ, com

(A) Gαβ uma combinação linear da métrica e suas derivadas até ordem 2. Propriedades de-
sejáveis de Tαβ são sua simétria e conservação que também devera ser válida para Gαβ

ou

(B) Gµ
ν,µ = 0 e

(C) G00 ≈ ∆g00.

(A) significa que Gµν é obtido por contração do tensor de curvatura Rλ
µνk e as propriedades

de antisimetria implica que somente resta o tensor de Ricci Rµk = Rλ
µλk e a curvatura escalar

R = Rµ
µ. Portanto, tomando Gµν na forma

Gµν = C1Rµν + C2gµνR

com C1 e C2 constantes, Gµν é simétrico. A identidade de Bianchi implica que

Gµ
ν,µ =

(
C1

2
+ C2

)
R,ν

e se Gµ
ν,µ ≡ 0, então C2 = −C1

2
ou R,ν ≡ 0. Mas se R,ν ≡ 0,

Gµ
µ = (C1 + 4C2)R = −8πGT µµ

e R,ν ≡ 0 implica que
∂R

∂xν
≡ 0 ou

∂T µµ
∂xν

≡ 0 que não é verdade no caso de matéria não relativista

não homogênea. Segue-se que

Gµν = C1

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
.

Em um sistema não relativ́ıstico,

|Tij| ≪ T00, |Gij| ≪ G00 e Rij ≈
1

2
gijR.
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No caso de um campo fraco gij é a métrica de Minkowski e

R ≈ Rkk −R00 ≈
3

2
R−R00 ou R ≈ R00.

Conclúımos que G00 ≈ 2C1R00. No caso que o campo é estático,

R0000 ∼ 0, Ri0j0 ∼
1

2

∂2g00
∂xi∂xj

, Ri0i0 =
1

2
∆g00

G00 ∼ 2C1(Ri0i0 −R0000) ∼ C1∆g00 ∼ ∆g00 ou C1 = 1.

As equações de Einstein tem a forma

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR = −8πGTµν .

Observando que
R− 2R = −8πGT νµ

via contração de gµν ,
R = 8πGT νµ

e

Rµν = −8πG(Tµν −
1

2
gµνT

λ
λ ),

uma outra forma equivalente das equações de Einstein. Observe que o tensor simétrico Gµν tem
dez componentes independentes e as equações de Einstein consistem de dez equações algebri-
camente independentes. Mas observamos que as identidades de Bianchi Gµ

νiµ = 0 significa que
existem somente seis equações funcionalmente independentes para determinar dez componentes
gµν desconhecidos. Esta situação é análoga ao caso das equações de Maxwell indeterminadas
módulo uma condição de Calibre (para mais informação veja [18] seção 7.5 ou [17]).

A métrica isotrópica estática

Supomos que é posśıvel determinar a métrica gµν independente de t e envolvendo x = (x1, x2, x3),
dx, somente na forma dx2, x · dx e x2. Assim, obtemos

dτ 2 = F (r)dt2 − 2E(r)dt x · dx−D(r)(x · dx)2 − C(r)dx2, r2 = x · x.

Em termos de coordenadas esféricas x = (r, θ, ϕ),

dτ 2 = F (r)dt2 − 2rE(r)dtdr − r2D(r)dr2 − C(r)(dr2 + r2dθ + r2sen θdϕ2).

Via a transformação

t→ t+ Φ(r) e
dΦ

dr
= −E(r)

F (r)

dτ 2 = F (r)dt2 −G(r)dr2 − C(r)dr2 + r2dθ2 + r2sen 2θdϕ2.

Aqui
C(r)r2 → r2,

dτ 2 = B(r)dt2 − A(r)dr2 − r2(dθ + sen 2θdϕ2),

a forma de métrica padrão, com
A(r) = F (r)
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e

B(r) = 1 +
G(r)

C(r)

(
1 +

r

2C(r)

dC(r)

dr

)−2

.

Finalmente, com uma mudança apropriada de r,

dτ 2 = eνc2dt2 − eλdr2 − r2(dθ2 + sen 2θdϕ2).

Ponha x0 = ct, x1 = r, x2 = θ, x3 = ϕ e calcule os śımbolos de Christoffel:

Γ1
11 =

λ′

2
, Γ0

10 =
ν ′

2
, Γ2

33 = −sen θ cos θ,

Γ0
11 =

λ′

2
eλ−ν , Γ1

22 = −re−λ, Γ1
00 =

ν ′

2
eν−λ,

Γ2
12 = Γ3

13 =
1

r
, Γ3

23 = cos θ, Γ0
00 =

ν̇

2
,

Γ1
10 =

λ̇

2
, Γ1

33 = −rsen 2θe−λ.

Aqui ′ significa derivada com respeito a x0 e ˙ com respeito a r. As equações de Einstein Tαβ = 0
reduz a

λ = 0

e−λ
(
ν ′

r
+

1

r2

)
− 1

r2
= 0

e−λ
(
λ′

r
− 1

r2

)
+

1

r2
= 0.

Segue-se que λ+ r = f(t). Usando a transformação

t→
∫ r

e
f
2 = t̃

eνcdt2 → eν(ψ̇)−2dt̃2 = eν−fdt̃2.

Assim, podemos supor que λ+ ν = 0. As equações anteriores reduzem a

λ̇ = 0 e λ′ =
1− e−λ

r

que integram a

e−λ = 1− rg
r

e

dτ 2 =
(
1− rg

r

)
c2dt2 − dr2

1− rg
r

− ν2(dθ2 + sen 2θdϕ2).

Seja dτ 20 o tempo próprio na métrica de Minkowski. Então,

dτ 2 = dτ 20 − 2GM

c2r
d(ct)2 − 2GM

c2r − 2GM
dr2
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escrevendo r0 =
2GM

c2
. Interpretando dτ 2 como uma perturbação fraca de dτ 20 e no caso que

M > 0 podemos considerar dτ 2 como um campo gravitacional produzido por uma distribuição
esférica simétrica de massas. A métrica

dτ 2 =

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2 − dr2

1− 2GM
c2r

− r2(dθ2 + sen 2θdφ2)

é chamado a métrica de Schwarzschild (K. Schwarzschild, Sitzungsberichte Preuss, Akad. Wiss,
424, 1916). Para a Terra rg = 0, 44cm e para o Sol, rg = 3Km. No caso que a densidade do
corpo é tal grande que seu tamanho é menor que o raio de Schwarzschild, o campo gravitacional
aparentemente tem uma singularidade no ponto rg. Mas calculando as quatros invariantes de
curvatura mostra que eles são bem difinidos em r = rg. Em 1960, M.D. Kruskal (Phys Rev,
119, 1943) exibiu um novo sistema de coordenadas modificando a topologia que tem métrica
não-singular neste ponto:

r′2 − t′2 = T 2
( r

2GM
− 1
)
e

r
2GM

2r′t′

r′2 + t′2
= tanh

(
t

2MG

)
, T constante,

com métrica

Dt2 =

(
32G3M3

rT 2

)
exp

(
−r

2GM

)
(dt′2 − dr′2)− r2dθ2 − r2sen θdϕ2.

A métrica é não-singular dado que r2 > 0, isto é, r′2 > t′2 − T 2.
Considerando um planeta como uma part́ıcula livre que não perturba a métrica seu movi-

mento pode ser descrito como uma geodésica em uma variedade com a métrica de Schwarzschild.
Ignorando os śımbolos Γ′

αβ, os śımbolos não nulos restantes são

Γ2
12 =

1

r
Γ3
13 =

1

r
Γ0
10 =

M

c2r2
(
1− 2M

c2r

)−1

Γ2
33 = −sen θ cos θ Γ3

23 = cos θ

As equações geodésicas são

d2θ

ds2
+

2

r

dr

ds

dθ

ds
− sen θ cos θ

(
dψ

ds

)2

= 0

d2ψ

ds2
+

2

r

dr

ds

dψ

ds
+ 2 cos θ

dψ

ds

dθ

ds
= 0

d2t

ds2
+

2M

c2r2

(
1− 2M

c2r

)−1
dr

ds

dt

ds
= 0

−
(
1− 2M

c2r

)−1(
dr

ds

)2

− r2
(
dθ

ds

)2

− r2sen 2θ

(
dψ

ds

)2

+ c2
(
1− 2M

c2r

)(
dt

ds

)2

= 1

Supomos que o planeta move inicialmente no plano θ =
π

2
, ou

dθ

ds
= 0, cos θ = 0 e

d2θ

ds2
= 0.

Segue-se
diθ

dsi
= 0, t = 0, ∀i ou θ = π

2
sempre e as equação simplificam a

d2ψ

ds2
+

2

r

dr

ds

dψ

ds
= 0
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d2t

ds2
+

2M

c2r

(
1− 2M

c2r

)−1
dr

ds

dt

ds
= 0

−
(
1− 2M

c2r

)−1(
dr

ds

)2

− r2
(
dψ

ds

)2

+ c2
(
1− 2M

c2r

)(
dt

ds

)2

= 1

Integrando as duas primeiras dessas equações obtemos que

r2
dψ

ds
= h e

(
1− 2M

c2r

)
dt

ds
= k,

com h e k constantes. Eliminando t e s das últimas duas equações anteriores obtemos que

− 1

r2

(
dr

dψ

)2

− 1

r2

(
1− 2M

c2r

)
+
c2k2

h2
=

1

h2

(
1− 2M

c2r

)
.

Agora use o truque tradicional substituindo r =
1

u
e deriva a equação resultante com respeito

a ψ para obter
d2u

dψ2
+ u =

M

c2h2
+

3Mu2

c2
.

Para planetas do sistema solar
M

c2h2
≫ 3M

u2

c2
e ignorando este último termo obtemos a equação

de Newton para o movimento de um planeta. Assim, a primeira aproximação a solução de u é

u =
m

c2k2
(1 + e cos(ψ − ξ)),

onde e é a excentricidade da órbita eĺıptica e ξ é a longitude do periélio. Uma segunda apro-
ximação é

u =
m

c2h2
(1 + e cos(ψ − ξ −∆ξ)), com ∆ξ =

3M2ψ

c4h2
,

o que indica que o eixo maior da órbita eĺıptica rodea em volta do foco (o Sol). O aumento de
∆ξ corresponde a uma revolução completa ψ = 2π é 6M2π

c4h2
. Para o planeta Mercúrio o avanço do

periélio é calculado a ser 42,9 segundo de arco por século, correspondendo bem com os números
astrônomicos de 43,5 segundo de arco por séculos. Um argumento mais preciso é dado na seção
6.10 do artigo de Trautman [16]. Isto constitui uma das previsões clássicas confirmando a teoria
(entre a mudança vermelha gravitacional das linhas espectrais e a deflexão de raios de luz pelo
campo gravitacional do Sol).

5.13 As equações de Einstein e o funcional de Hilbert

Considere uma variedade M de dimensão 4 e métrica de Lorentz gij. Localmente, a métrica
pode ser reduzida a métrica de Minkowski g0ij e portanto g = detgij < 0 e |g| = −g. O funcional
de ação Sg introduzida por Hilbert tem a forma

Sg =

∫
D

R
√
−gd4x

(
ou

∫
D

R
√

|g|d4x
)
.

Aqui D é um domı́nio limitado por duas hipersuperf́ıcie espaciais. Estudamos a variação de Sg
com variação de métrica.
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Proposição 12. (Hilbert)

δ
∫
D
R
√

|g|d4x
δgij

=

(
Rij −

1

2
Rgij

)
√
g

e

δSg =

∫
D

(
Rij −

1

2
Rgij

)
δgij

√
|g|d4x

Demonstração. Seja ∆ik o cofator do elemento gik na matriz (glm). Temos

g =
∑
i

gik∆
ik e δg = δgik∆

ik,

∆ik = ggik e δg = ggikδgik.

De gikgik = δii = 4,
δgikgik + gikδgik = 0 e δg = ggikδg

ik

δ(
√
−g) = − 1

2
√
−g

δg =
1

2
√
−g

ggikδg
ik = −1

2

√
−ggikδgik.

Similarmente para |g| = g. Seguimos ao resultado

δ(
√
g) = −1

2

√
|g|gikδgik.

Evidentemente

δ

∫
R
√

|g|d4x =

∫
(Rik −

1

2
Rgik)δg

ik
√

|g|d4x+
∫
gikδRik

√
|g|d4x.

Fixe um ponto arbitrário p ∈ M e seja ν um vetor tangencial em P e suponha que x(t)
é a geodésia começando em p = x(0) com velocidade inicial ẋ(0) = ν. Se x(1) é definida
coloque expp(1) = x(1). A aplicação exp : TpM →M é chamada a aplicação exponencial. Em
geral para B = {|ν| < η}, η suficientemente pequeno, expp(ν) : B → n4 é um difeomorfismo.
Podemos introduzir novas coordenadas em expp(B) = U via P (xp, ..., y3) se P = expp(y), as
chamadas coordenadas geodesianas. No ponto P , Γijk = 0, i, j, k = 0, ..., 3. Agora observe que

gikδRik = δ

(
∂Γlik
∂xl

− ∂Γlil
∂xk

+ ΓlikΓ
m
im − Γmil Γ

l
km

)
gik

= gik
(

∂

∂xk
(δΓlik)−

∂

∂xk
(δΓlil)

)
= gik

∂

∂xl
(δΓlik)− gil

∂

∂xl
(δΓkik)

=
∂

∂xl
(
gikδΓlik)− gilδΓkik

)
≡ ∂wl

∂xl

δΓijk é um tensor, portanto wl é um tensor e ∂wl

∂xl
= divw é invariante sob mudança de coorde-

nadas. Segue-se que

gikδRik =
1√
|g|

∂

∂xl
(
√

|g|wl)

e ∫
gikδRik

√
|g|d4x =

∫
∂

∂xl
(
√
g|w|l)d4x =

∫
∂D

|g|wl

pelo teorema de Stokes. Dado que por hipótese a variação da métrica é zero em ∂D, esta
integral é zero e a variação δSg é como anunciado.
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Em duas dimensões o tensor de Riemann é determinado pelo componente R1212 = −R2112 e

via um cálculo Rkl = Rgkl, R =
2R1212

g11g22 − g212
. Observe que na ausência de campos materiais

Rkl −
R

2
gkl = 0

e via contração

Rk
k −

R

2
δkk = R− 2R = −R = 0

ou
Rkl = 0 Ricci plano

mas isto implica que M é plano. Em geral Ri
jkl ̸≡ 0.

Exerćıcios

1. Considere ei1···in , ij = 1, ..., n, j = 1, ..., n, tal que

ei1···in =


1, se (i1, ..., in) é uma permutação par de (1, ..., n)
−1, se (i1, ..., in) é uma permutação ı́mpar de (1, ..., n)
0, se dois ı́ndices coincidem.

Similarmente defina ej1···jn e defina

δj1···jni1···in = ej1···jnei1···in .

Mostre que

(a)
ei1···ina

i1
j1
· · · ainjn = det(amn )ej1···jn

e
ei1···inaj1i1 · · · a

jn
in

= det(amn )e
j1···jn

(b) Utilizando (a) ei1···in e ej1···jn são tensores relativos de pesos −1 e 1, respectivamente

(c)

δj1···jni1···in =

∣∣∣∣∣∣∣
δj1i1 · · · δj1in
...

...

δjni1 · · · δjnin

∣∣∣∣∣∣∣ = δj1i1 · · · δ
jn
in

(d) a(i1···ip) = δ
j1···jp
i1···ip a(j1···jp) por qualquer sistema de

(
n
p

)
números a(i1···ip).

2. Recordamos que um módulo livre e um módulo que admite um base (ou o zero-módulo).
Seja FU×W o espaço vetorial livre gerado por U ×W e seja V ×W considerado como um
subconjunto de FU×W via a imersão natural. Considere o subespaço K de FU×W gerado
por elementos

(αx+ βy, z)− α(x, z)− β(y, z)

(x, αz + βw, τ)− α(x, z)− β(x,w).

Então FU×W/K com a projeção p : V ×W → FV×W/K é um produto tensorial de V e
W canonicamente isomorfa com V ⊗W .
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3. Seja E uma álgebra associativa sobre R com as propriedades que E é uma álgebra gra-
duada

E = E0 ⊕ E1 ⊕+ · · · , Ei é um subespaço de E

e se ∧ é multiplicação em E

ei ∧ ej ∈ Ei+j, ∀ei ∈ Ei, ej ∈ Ej,

E0 = R e E1 = V é um espaço vetorial real, E1e 1 ∈ R gera E, x∧x = 0, ηx1∧· · ·∧xn = 0,
x1 ∧ · · · ∧ xn ̸= 0 ⇒ η = 0. Então E é isomorfo a Λ(V ).

4. Sejam T (V ) a álgebra tensorial sobre V e Ie o ideal gerado por x⊗ x, x ∈ V . Então E é
isomorfa a T (V )/Ie

5. Suponha que V contém uma superf́ıcie suave ϵ e que F r é descont́ınua, mostre que em
3-dimensões ∫∫

S

F rνrdσ =

∫∫∫
V

F r
,τdτ −

∫∫
Σ

(F rνr)1 + (F rνr)2dσ

com os ı́ndices referindo aos lados de Σ.

6. Se g = |gij|, mostre que
∂g

∂xj
= glmg

∂glm
∂xj

e se

Γiij = glk[ij, k], [ij, k] =
1

2

(
∂gik
∂xj

+
∂gik
∂xi

− ∂gik
∂xk

)
(em coordenadas locais), mostre que

Γijk =
1

2
g
∂g

∂xj
=

∂

∂xj
(wg

√
g).

7. (a) Se Xr é um campo vetorial contravariante e

divXr = ⊙ = Xr
,r = gm,nXm,n

em termos do campo vetorial covariante associado Xr.

(b) No caso que Xr
∂φ
∂xr

= φ,r

div gradφ = gmnφ,mn = ∆φ.

8. Considere o vetor contravariante

Rr = ϵrtsXr,t = curlXr.

Mostre que isto generaliza a noção de curl.

9. Observe que

Xr
,r =

∂Xr

∂xr
+ ΓrmrX

m =
∂Xr

∂xr
+

∂

∂xm
(log

√
g)Xm

=
1
√
g

∂

∂xm
(
√
gXm)

e se Xm = gm ∂φ
∂xr

∆φ =
1
√
g

∂

∂xm

(
√
ggmj

∂φ

∂xj

)
.
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10. Se
wj = ajidx

i,

mostre que
wi1 ∧ · · · ∧ wik =M i1···ik

j1···jkdx
i1 ∧ · · · ∧ dxik

com M i1···ik
j1···jk sendo o determinante correspondente a submatriz definida pelos elementos

nas intersecções das filas i1, · · · , jk.

11. Seja ds2 = gij(x)dx
i ⊗ dxj. Mostre que

√
gdx1 ∧ · · · ∧ dxn é um tensor sob mudanças de

coordenadas com Jacobiano |gij| = g > 0 e
√
g′dx1 ∧ · · · ∧ dxn =

√
gdx1 ∧ · · · ∧ dxn sob

transformada de coordenadas locais x→ x′.

12. Prove que no caso isotrópico

(i) Tij = λδijdiv v + 2µe′ij.

(ii) Tij = (−p+ λ⊙)δij + 2µe′ij (ver exerćıcio 3).

(iii) eij,j =
1
2
∆v2 +

1
2
∂
∂xi

(∇ · v).

(iv) Trj,j = − ∂p
∂xi

+ (λ+ µ) ∂
∂xi

(∇ · v) + µδvi

13. As seções de T 1(M), χ :M → T 1
0 (M) formam um módulo χ(M) sobre F(M). Associado

com χ há uma curva integral local φ(x, t)

dφ(x, t)

dt
= χ(φ(x, t))

φ(x, 0) = x

ou coordenadas locais em M . Isto nos permite a introduzir a derivada de Lie de um
campo tensorial T i1···ikj1···jp na direção χ via

LχT
i1···ik
j1···jp =

d

dt
(φ+ T )i1···ikj1···jp

∣∣∣∣
t=0

.

Aqui φ2T = φ−1
t∗ (ei1)⊗ · · · ⊗ φ−1

t∗ (eik)⊗ φ∗
t (e

j1)⊗ · · · ⊗ φ∗
t (e

jl). Mostre que

Lχ(R⊗ S) = LχR⊗ S +R⊗ LχS

e
Lχ(w1 ∧ w2) = Lχw1 ∧ w2 + w1 ∧ Lχw2

14. Mostre que
LXLY − LYLX = L[X,Y ]

15. Suponha que X é um espaço vetorial em uma variedade de Riemann M com métrica gik
e

LXgik = 0 (um campo de Killing).

Mostre que se φt é um grupo de isometrias agindo em M dependendo sobre um grupo de

parâmetros em uma variável t, então X(x) =
d

dt
φt(x)

∣∣∣∣
t=0

é um campo de Killing.

16. Se X e Y são campos de Killing, mostre que [X, Y ] é um campo de Killing. Para uma
discussão das implicações f́ısicas de vetores de Killing (a existência de simetrias globais)
referimos ao leitor os livros de Wald [17] e Weinberg [18].
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17. Se X ∈ χ(M) e α ∈ Λ(M), a multiplicação interna (a esquerda) é definida por
(iXα)(X1, ..., Xk−1) = α(X,X1, ..., Xk−1). Mostre que

(a) iX(w1 ∧ w2) = (iX × w1) ∧ w2 + (−1)kw1 ∧ iXw2, w1 ∈ Λk(M)

(b) LX = iXd+ diX em Λ(M)

(c) dLX = LXd em Λ(M)

(d) i[X,Y ] = LXiY − iYLX em Λ(M)

18. Trabalhando na categoria C∞, defina um conexão afim∇ viaX ∈ T 1
0 (M) → ∇X ∈ T 1

0 (M)
tal que

∇fX+gY = f∇X + g∇Y

∇X(fY ) = f∇X(Y ) +XfY

∀f, g ∈ F(M), X,Y ∈ Γ0(M). Defina Γkij localmente em M via

∇i

(
∂

∂xj

)
=
∑
k

Γkij
∂

∂xk
(voltando a nossa formulação do texto).

Defina torção T e curvatura R via

T (X,Y ) = ∇X(Y )−∇Y (X)− [X, Y ]

R(X, Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]

e localmente em termos de bases

T (Xi, Yj) =
∑
k

ΓkijXk

R(Xi, Yj)Xl =
∑
k

Rk
lijYk

(a) Estabeleça as identidades de Bianchi

(b) Se ∇ é associado com uma métrica pseudo-Riemanniana g, mostre que

g(R(X,Y )Z, V ) = −g(R(X,Y )V, Z)

g(R(X,Y )Z, V ) = g(R(Z, V )X, Y ).

19. Seja M uma variedade Riemanniana com tensor de curvatura R e métrica g. Seja S um
subespaço vetorial de dimensão 2 do espaço tangencial T 1(M). A curvatura seccional
K(S) deve sua origem a Riemann, isto é,

K(S)(p) = −g(Rp(Y, Z)Y, Z)

||(Y, Z)||2
p ∈M.

Aqui ||(Y, Z)|| é a curva do paralelogramo gerado por Y, Z.

(a) Mostre que Y e Z são ortonormais

K(S)(p) = −RijklY
iZjY kZ l

dado que Rijkl = gimR
m
jkl
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(b) Em geral mostre que ξ e η são uma base ortonormal para S que se X = aξ + bη e
Y = cξ + dη, então

K(S)(p) = −(ad− bc)2Rijklξ
iηjξkηl

(c) Mostre que
1

(ad− bc)2
= (gikgjl − gilgjk)ξ

iηjξkηl

e K(S)(p) pode ser expresso como

K(S)(p) =
Rijklξ

iηjξkηl

(gjkgil − gjlgik)ξiηjξkηl
.

No caso que K(S)(p) =constante independentemente de S concluimos que Rijkl =
K(gjkgil − gjlgik). Referimos o leitor para todo este exerćıcio a seção 1.10 de [4] e
página 52,53.
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Apêndice A

Teoria de Sturm-Liouville

A teoria de oscilação para equações diferenciais ordinárias foi atacado primeiro por Sturm em
seu trabalho publicado em J. de Math 1, 1836, pg 106. Considere

y′′ + g(x)y = 0 q ∈ C(R′) (A.1)

Teorema de Comparação A: Se y < 0 em (a, b) então ∀u ̸= 0 satisfazendo (A.1) tem no
máximo um zero em (a, b)

Demonstração. Suponha que u tem dois zeros x0, x1 consecutivos a < x0 < x1 < b (mas pode
ter ponto de acumulação de zeros, veja teorema subseqüente). Podemos supor que u′(x0) ̸= 0
(se não u(x) ≡ 0) e sem falta de generalidade que u′(x0) > 0. Então, u(x) > 0 em um intervalo a
direita e u(x) ≥ 0 em [x0, x1]. Segue-se que u

′′ = −g(x)u(x) ≥ 0 em [x0, x1] ⇒ u′(x0) crescente
em [x0, x1] e u(x1) − u(x0) =

∫ x1
x0
u′(x)dx > 0 ou 0 > 0 uma contradição. O caso u′(x0) < 0

pode ser tratado similarmente.

Basicamente, vamos comparar a equação (A.1) a equações y′′ + cy = 0 com c constante.
Conseqüentemente é útil considerar

y′′ + g(x)y = 0 (A.2)

z′′ + h(x)z = 0 (A.3)

Teorema de Comparação B: Seja g < h para x ≥ x0. Seja y solução de (A.2) com data
inicial y(x0) = y0 e y′(x0) = y′0 e y(x) > 0 em um intervalo a direita de x0. Seja z(x) a
solução de (A.3) satisfazendo z(x0) = y0, z

′(x0) = y′0. Então y(x) > z(x) para x > x0 dado que
z(x) > 0.

Demonstração. (A.2) e (A.3), dão:

y′′z − yz′′ = (h− g)yz

Integrando

y′z − yz′ =

∫ x

x0

(h− g)yzdx > 0 com y e z

Segue-se que
d

dx
(
y

z
) =

y′z − yz′

z2
> 0

e y
z
crescente para x = x0,

y
z
= 1 se y0 ̸= 0 ou y

z
→ 1 no caso que y0 = 0.
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Corolário 1: Se y(ξ) = 0 para algum ξ > x0 então z(η) = 0 para algum η dentro de x0 e ξ.
Corolário 2: Se y(x0) e y

′(x0) sejam tais que y(x) < 0 a direita em algum intervalo então
y(x) < z(x), dado que z(x) < 0.

Aplicação: Se em (A.2) g(x) → −a2(a > 0) com x → ∞ então qualquer solução de (A.2)
estritamente positiva y ≥ ϵ > 0(x ≥ x0) satisfaz as desigualdades e(a−η)x < y(x) < e(a+η)x. No
ponto x0 dado y0, y

′
0 tais que y(x) ≥ ϵ x ≥ x0 e

(a− η

2
)2 < −g(x) < (a+

η

2
)2

comparando com as soluções: y± = Aeb±x +Be−b±x, b± = a± η
2
, com y− satisfazendo

y−(x0) = y0 = Aeb−x0 +Be−b−x0 > ϵ

y′−(x0) = y′0 = Ab−e
b−x0 − b−Be

−b x0 .

Assim,
b−y0 = Ab−e

b−x0 + b−Be
−b−x0

e
b−y0 + y′0 = 2Ab−e

b−x0

ou

(
y0
2

+
y′0
2b−

)e−b−x0 = A

e, também,
b−y0 − y′0 = 2b−Be

−b−x0

ou

(
y0
2

− y′0
2b−

)eb−x0 = B

Segue-se que

y− = (
y0
2

+
y′0
2b−

)eb−(x−x0) + (
y0
2

− y′0
2b−

)e−b−(x−x0)

Similarmente temos

y+ = (
y0
2

+
y′0
2b+

)eb+(x−x0) + (
y0
2

− y′0
2b+

)e−b+(x−x0).

e y− < y < y+. Se y ≥ ϵ > 0 então y0 +
y′0
b+

> 0. No caso contrário y0 +
y′0
b+

≤ 0 e temos

ϵ ≤ 0 contradição. Então escolhendo x0 suficientemente grande, segue-se que y0 +
y′0
b± > 0 e

e(a−η)x < y < e(a+η)x

Lema Técnico: ξ finito mas pode ser um ponto limite de zeros de uma solução de (A.1)
se y ̸= 0.

Demonstração. Supondo que ξ = lim xn y(xn) = 0

⇒ y(ξ) = 0 e y′(ξ) = limxn→ξ
y(xn)−y(ξ)
xn−ξ = 0

e teorema de unicidade ⇒ y ≡ 0.

Teorema de Oscilação A: Sejam u1 e u2 soluções linearmente independentes de (A.2)
então dentro de cada dois zeros de uma solução existe um zero da outra.
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Demonstração. Sejam α e β dois zeros consecutivos de u1. De

u′′1 + gu1 = 0

u′′2 + gu2 = 0

temos que u′′1u2 − u1u
′′
2 = 0 e integrando [u′1u2 − u1u

′
2]
β
α = 0 ou u′1(β)u2(β) = u′1(α)u2(α).

Dado que α e β são dois zeros consecutivos u′1(α) e u
′
1(β) tem sinais opostos ⇒ u2(α) e u2(β)

tem sinais opostos ⇒ u2(x) tem a menos um zero no intervalo α e β e viceversa.

Teorema de Oscilação B: Se 0 < m < g(x) < M para a ≤ x ≤ b e x0 e x1 são zeros
consecutivos em (a, b) de uma solução de (A.2) então

π√
M

< x1 − x0 <
π√
m

Demonstração. Podemos comparar a equação z′′ +Mz = 0 a solução z que é zero em x = x0 e

tem z′0 = y′0 é z =
y′0√
M
sen(x− x0)

√
M .

Observamos que

−y(x0 +
π√
M

)y′0cosπ =

∫ x0+
π√
M

x0

(M − g)yz e

y(x0 +
π√
M

)y′0 =

∫ x0+
π√
M

x0

(M − g)yz > 0

⇒ y(x0 − π√
M
) ̸= 0 (temos que y′0 ̸= 0). Teorema de Comparação B ⇒ x1 − x0 >

π√
M
. Uma

demonstração similar da a outra desigualdade.

Corolário: O numero n de zeros dentro do intervalo (x0, x) satisfaz x−x0
π

√
m < n <

x−x0
π

√
M

Demonstração. Imediata

Observação 16. O Teorema de Comparação B e os corolários ⇒ primeiro zero de z(x) > x0 é
a esquerda do primeiro zero de y(x). Vamos mostrar pela indução que se haja mais zeros o zero
n-ésima ζn de z(x) é a esquerda do zero n-ésima ηn de y(x), supondo que ζn−1 < ηn−1. Seja y1(x)
a solução de A.2 que é zero em ζn−1 e com a mesma derivada como z(x). Relembrando Teorema
de Comparação B, ζn é a esquerda do proximo zero de y1(x). Pelo Teorema de Oscilação A,
y1(x) tem um zero dentro de ηn−1 e ηn e ζn < ηn.

Exemplo: Considere o problema y′′ + λy = 0 com condições de fronteira y(0) = y(π) = 0.

y = Asen
√
λx+Bcos

√
λx

y(0) = 0 ⇒ B = 0

ou y = Asen
√
λx

Se y(π) = 0, sen
√
λπ = 0 e

λ = 12, 22, 32, . . .

Os autovalores com autofunções {sen(nx)}. Observe um fato interessante aqui que é carac-

teŕıstica deste tipo do problema sen(nx) = 0 nos pontos 0, π
n
, 2π
n
, . . . , (n−1)π

n
, nπ
n

ou tem n zeros
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{π
n
, 2π
n
, . . . , nπ

n
} no intervalo (0, π]. Vamos mostrar que este tipo de comportamento é genérico.

Com um operador da forma:

L0 =
d2

dx2
e g > 0

O problema (L0 + λg)y = 0 em [a, b] vai ter autovalores λn → +∞ tal que a autofunção
correspondente ψn(x) tem n zeros em (a, b]. De fato esta propriedade de ter n zeros (uma
propriedade de oscilação vai caracterizar os autovalores λn).

Isto é o conteúdo do seguinte resultado.
Teorema sobre Autofunções: Seja g(x) > 0 em (a, b] e seja yλ(x) a solução da equação

y′′ + λg(x)y = 0 com yλ(a) = 0, y′λ(a) = k ̸= 0. Então yλ(b) = 0 se e so se λ toma os valores
λ = λ1, λ2, . . . , λn → ∞ com n→ ∞

Demonstração. Primeiro observamos que o n-ésimo zero de yλ(x) é uma função continua de λ.
Vamos mostrar isto para λ = α. En cerque o m-zero ηm(α) em um intervalo que não contem
outro zero de yα(x). Então yα(c) e yα(d) tem sinais opostos. Mas agora aplicando a observação
sobre dependência continua das soluções sobre um parâmetro. Segue-se que para λ perto de α,
yλ(c) e yλ(d) tem sinais opostos e yλ(x) tem um zero em (c, d). Segue-se que um zero (dado) é
uma função continua de λ. A observação 16 mostra que ηm(λ) decresce quando λ cresce para
∞. Deixe λ tomar os todos valores em −∞ em +∞. Para λ < 0 o Teorema da Comparação A
assegura que yλ(x) não tem zero salvo de a. Corolário do Teorema de Oscilação B implica que o
numero de zeros de yλ(x) em (a, b) → +∞ com λ→ +∞. Então existem valores λ1 < λ2 < . . .
tal que um outro entra no intervalo. A função yλ(x) para λ = λn tem zeros em a e b e n − 1
zeros em (a, b).

Corolário 1: Se m ≤ g(x) ≤M então
n2π2

(b− a)2M
≤ λn ≤ n2π2

(b− a)2m

Demonstração. Conseqüência imediata de Corolário do Teorema de Oscilação B.

Corolário 2: Os resultados do teorema acima estende a equação

d

dx
(p(x)

dy

dx
) + (q(x) + λg(x))y = 0

com p(x) > 0, g(x) > 0.

Demonstração. Faça uma mudança de variáveis independentes ξ =
∫ x
a

dt
p(t)

que transforma a
equação na forma

d2y

dξ2
+ (q1(ξ) + λg1(ξ))y = 0

e aplique uma analise similar a analise acima.

Observação 17. Esta teoria clássica tem varias generalizações geralmente precisando de uma
formulação em termos de analise funcional. Veja por exemplo capitulos 7 a 10 em Coddington e
Levinson e a extensa seção em Vol II de Linear Operators de Dunford e Schwartz, Interscience
1963 (muitos resultados de pesquisa ate mais ou menos 1960).
Uma das propriedades mais importantes é ortogonalidade. Temos por exemplo denominando
por un(x) a n-ésima autofunção (determinado dentro de um constante).

(pu′m)
′ + (q + λmg)um = 0

(pu′n)
′ + (q + λng)un = 0
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Segue-se que [p(u′mun − umu
′
n)]

b
a + (λm − λn)

∫ b
a
gumundx = 0 e

∫ b
a
gumundx = 0 para m ̸= n.

No caso m = n,
∫ b
a
gu2ndx > 0. Podemos normalizar ũn = un√∫ b

a gu
2
ndx

tal que
∫ b
a
gũ2ndx = 1.

Muito mais pode ser demonstrado. De facto estamos no começo de uma extensão da teoria de
analise harmonica clássica à teoria de series de Fourier generalizadas.

Referências Bibliográficas
Burkill, J. C., The Theory of Ordinary Differential Equations, 2 ed., Oliver & Boyd, Edin-

burgh, 1962.
Ince, E. L., Ordinary Differential Equations, Dover, New York, 1956.
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Apêndice B

Variáveis Complexas

Seja f(z) definida emD (domı́nio) 1−1 e suponha que f ′(z) em cada ponto deD(∃ lim|h|→0
f(z+h)−f(z)

h
=

f ′(z)). Dizemos que f(x) é regular em D

∃f ′(z) ⇒ escrevendo f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy

(a) ∃ lim∆x→0

(
u(x+∆x,y)−u(x,y)

∆x
+ iv(x+∆x,y)−v(x,y)

∆x

)
= f ′(z)

(b) ∃ lim∆y→0

(
u(x,y+i∆y)−u(x,y)

i∆y
+ iv(x,y+i∆y)−v(x,y)

i∆y

)
= f ′(z)

Mas (a) é ux + ivx = f ′(z)
e (b) é vy − iuy = f ′(z)

ou ux = vy, uy = −vx (B.1)

as equações de Cauchy-Riemann.

Suponha que f(z) = u(x, y) + iv(x, y) é tal que ∃ux, vx, uy, vy ∈ C(D) e satisfazem (B.1)
então f(z) é regular.

∆u = ∆yuy(x + ∆x, y + ϑ∆y) + ∆xux(x + ϑ′∆x, y); 0 < ϑ < 1, 0 < ϑ′ < 1 pelo teorema
de valor medio.
ux e uy sendo continuas observamos que

∆u = ∆x(ux(x, y) + ϵ) + ∆y(uy(x, y) + ϵ′)

ϵ; ϵ′ → 0 com |∆z| → 0
Na mesma maneira

∆v = ∆x(vx(x, y) + η) + ∆y(vy(x, y) + η′)

η; η′ → 0 com |∆z| → 0
Segue-se que

∆w = ∆u+ i∆v

= ∆x(ux + ivx) + ∆y(uy + ivy) + o(|z|) com |∆z| → 0

utilizando (B.1) obtemos que

∆w = (∆x+ i∆y)(ux + ivx) + o(|∆z|) com |∆z| → 0
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Segue-se que
∆w = f(z +∆z)− f(z) = (∆x+ i∆y)(ux + ivx) + o(|∆z|)

∃ lim∆z
∆w
∆z

= ux + ivx
Seja x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β um arco de uma curva em C e suponha que ϕ′(t) e ψ′(t)
existam e sejam continuas. Então podemos definir o comprimento da curva

s =

∫ β

α

√
ϕ′(t)2 + ψ′(t)2dt

Seja z = ϕ(t) + ψ(t), α ≤ t ≤ β, ϕ(t), ψ(t) ∈ C[α, β] então dizemos o arco definido sobre
α ≤ 1 ≤ β é um arco de Jordan se z é um homeomorfismo. Uma curva fechada de Jordan é a
imagem homeomorfica de um arco [que pode ser parametrizado por ξ = eit, 0 ≤ t ≤ 2π].
Dizemos um arco de Jordan (curva fechada de Jordan) é regular se z′(t) ∈ C[α, β](C[0, 2π]).
Segue-se que podemos definir o comprimento de um arco regular de Jordan∫ β

α

√
ϕ′(t)2 + ψ′(t)2dt

Um contorno é um arco de Jordan cont́ınuo consistindo de um número finito de arcos regulares.
Seja f(z) uma função continua sobre um arco regular L com equações x = φ(t), y = φ(t), α ≤
t ≤ β então podemos definir a integral de f(z), (f(z) = u+ iv).∫

L

f(z)dz =

∫ β

α

(u+ iv)(ϕ′(t) + iψ′(t))dt (B.2)

Sobre um contorno C =
∪
Lr regular Lr∫

C

f(z)dz =
∑
r

∫
Lr

f(z)dz (B.3)

Lema: Se f(z) é cont́ınua sobre um contorno L de comprimento l e |f(z)| ≤ M então
|
∫
L
f(z)dz| ≤Ml

Demonstração.

|
∫
L

f(z)dz| ≤ |
∫ β

α

(u+ iv)(ϕ′(t) + iψ′(t))dt|

≤ M

∫ β

α

√
ϕ′(t)2 + ψ′(t)2dt

≤ Ml

Teorema: [O teorema de Cauchy (versão restrita)] Seja f(z) regular e f ′(z) continua dentro
e sobre um contorno fechado C então ∫

C

f(z)dz = 0 (B.4)
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Demonstração. Seja D = C0 ∪ ∂C então∫
C

f(z)dz =

∫
C

(udx− vdy) + i

∫
C

(vdx+ udy) (B.5)

O teorema de Green diz que se P,Q, ∂Q
∂x
, ∂P
∂y

sejam continuas em D então∫
C

Pdx+Qdy =

∫ ∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

aplicando este resultado em (B.5)∫
C

f(z)dz = −
∫ ∫

D

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
dxdy + i

∫ ∫
D

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy

= 0

utilizando (B.1).

Sobre as condições do teorema acima temos
Teorema da Representação de Cauchy: Seja f(z) regular sobre D, f ′(z) continua sobre

D e ζ ∈ D(ζ /∈ C) então

f(ζ) =
1

2πi

∫
C

f(z)

z − ζ
dz (B.6)

Demonstração. Defina ϕ(z) = f(z)
z−ζ , na região indicada acima ϕ é regular e ϕ′ continua, segue-se

que ∫
Γ

ϕ(z)dz = 0

utilisando o teorema de Cauchy. Mas∫
Γ

ϕ(z)dz =

∫
C

ϕ(z)−
∫
Υ

ϕ(z)dz + I+ − I−

Um calculo mostra que I+ − I− → 0 no limite.

1

2πi

∫
Υ

ϕ(z)dz =
1

2πi

∫
Υ

f(z)

z − ζ
dz

=
1

2πi

∫
Υ

f(ζ)

z − ζ
dz +

1

2πi

∫
Υ

f(z)− f(ζ)

z − ζ
dz

= I + J

pondo sobre Υ, z − ζ = δeiθ

I =
f(ζ)

2πi

∫ 2π

0

δieiθ

δeiθ
dθ = f(ζ)

|J | ≤ 1

2πδ
max
Υ

|f(z)− f(ζ)|2πδ → 0, com δ → 0
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Teorema de Derivação: Sob as condições acima sobre f(z)

f ′(ζ) =
1

2πi

∫
C

f(z)

(z − ζ)2
dz (B.7)

para qualquer contorno fechado de Jordan que contem o ponto z = ζ

Demonstração. De (B.6)

f(ζ + h)− f(ζ)

h
=

1

2πi

∫
C

1

h

(
1

z − ζ − h
− 1

z − ζ

)
f(z)dz

=
1

2πi

∫
C

(
f(z)

(z − ζ)2
+

hf(z)

(z − ζ)2(z − ζ − h)

)
dz

=
1

2πi

∫
C

f(z)

(z − ζ)2
dz + I

Mas |f(z)| ≤M sobre C, seja d = dist(ζ, C) e tome |h| < d
2
, então

|I| ≤ |h|
2π

Ml
d2d
2

→ 0 com |h| → 0

Corolário: Sob as condições do Teorema de Derivação,

∃fn(ζ) = n!

2πi

∫
C

f(z)

(z − ζ)n+1
(B.8)

O resultado de Cauchy sobre reśıduos

Considere uma função anaĺıtica f(z) no disco D(0, a) regular salvo em um número finito de
pontos z1, z2, ..., zn interiores, na vizinhança das quais tem um representação

f(z) = ϕ(z) +
m∑
s=1

as
(z − zr)s

, (B.9)

ϕ(z) regular em D(0, a). Podemos introduzir um conjunto de ćırculos Cr de raio ϵ e centro zr,

Figura B.1: Ćırculos em torno das singularidades
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r = 1, ..., n que não tem intesecção e estão contidos em D(0, a), dado que ϵ é suficientemente
pequeno. Segue-se podemos ligar os ćırculos Cr por uma segmentos lineares (tomando limite
de canais) e obter um novo contorno CC1C2...Cn sem singularidades no interior. Pelo Teorema
de Cauchy, ∫

C

f(z)dz −
n∑
r=1

∫
Cr

f(z)dz =

∫
CC1Cn

f(z)dz = 0.

De B.9 obtemos∫
Cr

f(z)dz =

∫
Cr

ϕ(z)dz +
m∑
s=1

∫
Cr

as
(z − zr)s

dz

=
m∑
s=1

∫
Cr

as
(z − zr)s

dz (pelo teorema de Cauchy).

Mas um cálculo direto estabelece que∫
Cr

f(z)dz =
m∑
s=1

asϵ
1−s
∫ 2π

0

e(1−s)θiidθ = 2πi

(a1 é chamado o reśıduo de f(z) em zr). Segue-se que∫
C

f(z)dz =
n∑
r=1

∫
Cr

f(z)dz = 2πi
n∑
r=1

reśıduos da f(z) em a1

Referências Bibliográficas
E. G. Phillips, Functions of a Complex Variable, Oliver & Boyd, Edinburg, 1958.
Whittaker, E.T. & Watson, G. N., A course of modern analysis : an introduction to general

theory of infinite processes and of analytic functions Cambridge, 1944.
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Apêndice C

Método de Frobenius e Desigualdade
de Cauchy

Considere a equação
w′′ + p(z)w′ + (z)w = 0.

Dizemos que z0 é uma singularidade da equação se é um ponto de singularidade de uma ou
ambas as funções p e q.

Chamamos z0 um singularidade regular no caso que não é uma singularidade de (z−z0)p(z)
nem (z − z0)

2q(z) e no caso contrário dizemos que é uma singularidade irregular. Sem falta de
generalidade supomos que z0 = 0. O teorema de Cauchy diz que zp(z) e z2p(z) são regulares
em |z| < R:

zp(z) =
∞∑
0

prz
r não todas p0, q0, q zero

z2q(z) =
∞∑
0

qrz
r.

Buscamos uma solução na forma

w = zα
∞∑
0

arz
r

seguindo a análise de Frobenius Journal für math. 76, 1873.
Observamos que as relações

a0F (α) = 0 F (α) = α(α− 1) + p0α + q0

e

anF (α+ n) = −
n−1∑
s=0

as((α + s)pn−s + qn−s) n ≥ 1

são satisfeitas.
Suponha que as diferenças de ráızes de F (α)

α− α′ é um inteiro ou zero.

As relações podem ser escritas na forma

n(n+ α− α′)an = −
n−1∑
s=0

as((α + s)pn−s + qn−s).

270



Escrevendo bn = |an|, 0 ≤ n < δ, δ = |α−α′| e τ = |α|. Seja m o primeiro inteiro > δ. Segue-se
que

m(m− δ)|am| ≤ |m(m+ α− α′)am|

= |
n−1∑
s=0

as((α + s)pm−s + qm−s)|

≤
n−1∑
s=0

bs((s+ z)|pm−s|+ |qm−s|).

Seja

M = max
|z|=r

|zp(z)|

N = max
|z|=r

|z2q(z)| r < R.

As desigualdades de Cauchy implicam que

|pn| ≤
M

rn
, |an| ≤

N

rn
ou

|pn| ≤
K

rn
, |an| ≤

K

rn
K = max(M,N).

Introduzimos as relações de recorrência relacionadas

n(n− δ)bn = K
n−1∑
s=0

(s+ τ + 1)bs
rn−s

, n ≥ m

m(m− δ)bm = K
m−1∑
s=0

(s+ τ + 1)bs
rm−s

e observamos que |an| ≤ bn. Um cálculo simples dá

bn
bn−1

=
(n− 1)(n− 1− δ)

n(n− δ)r
+
K(n− τ)

n(n− δ)r

e

lim
n→∞

bn
bn−1

=
1

r
.

Segue-se que o raio de convergência de
∑
bnz

n é r e dado que |an| ≤ bn o raio de convergência
de
∑
anz

n é menor que r, ∀r < R, o que implica que é convergente em |z| < R. Conclúımos
da equação diferencial via legitimidade de operações de diferenciação e multiplicação de séries
de potências dentro de seu raio de convergência e o prinćıpio de continuação anaĺıtica.

Citamos as observações de E. T. Whittaker e C. N. Watson em A Course of Modern Analysis,
C.U.P. 4th Edition, 1958 (p. 203).

”A mais geral equação diferencial de segunda ordem que tem cada ponto, salvo de a1, a2, a3, a4
e ∞, como um ponto ordinário, estes cinco pontos sendo pontos regulares com expoentes αr,
βr, r = 1, 2, 3, 4 em ar e expoentes µ1, µ2 em ∞ pode ser verificada a ser

d2u

dz2
+

4∑
r=1

1− αr − βr
z − αr

du

dz
+

{
4∑
r=1

αrβr
(z − ar)2

+
Az2 + 2Bz + C∏4

r=1

(z − ar)

}
u = 0
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com A tal que µ1 e µ2 são ráızes de

µ2 + µ

{
4∑
r=1

(αr + βr)− 3

}
+

4∑
r=1

αrβr + A = 0

e B e C constantes.”
O teorema extraordinário tem sido demonstrado por Klein1 e Böcher2 que todas as equações

lineares que ocorrem em certas áreas da f́ısica matemática são formas confluentes da equação
especial deste tipo em que a diferença dos dois expoentes em cada singularidade é 1

2
. Pondo

βr = αr +
1
2
, r = 1, 2, 3, 4 e escrevendo τ em lugar de z, a última equação é

d2u

dz2
+

4∑
r=1

1
2
− 2αr

τ − αr

du

dz
+

{
4∑
r=1

αr(αr +
1
2
)

(τ − ar)2
+
Aτ 2 + 2Bτ + C∏4

r=1

(τ − ar)

}
u = 0

com

A =

(
4∑
r=1

αr

)2

−
4∑
r=1

α2
r −

3

2

4∑
r=1

αr +
3

16
.

Esta equação é chamada a equação generalizada de Lamé.
Escrevendo a1 = a2 na equação, a confluência das singularidades a1, a2 da origem a uma

singularidade em que os expoentes α e β são dados pelas equações

α + β = α(α1 + α2)

αβ = α1

(
α1 +

1

2

)
+ α2

(
α2 +

1

2

)
+D,

com

D =
Aa21 + 2Ba1 + C

(a1 − a3)(a1 − a4)
.

Via confluência das cinco singularidades a nossa disposição, podemos obter seis equações clas-
sificadas em termos de

a) singularidades com diferença de expoentes 1
2
;

b) outras singularidades;

c) singularidades irregulares.

(a) (b) (c)
(I) 3 1 0 Lamé
(II) 2 0 1 Matheu
(III) 1 2 0 Legendre
(IV) 0 1 1 Bessel
(V) 1 0 1 Weber, Hermite
(VI) 0 0 1 Stokes.

Se as únicas singularidades da equação diferencial

w′′ + p(z)w′ + q(z)w = 0

1Über lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 1894
2Über die Reihenentwicklungen der Potentialtheorie 1894
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são singularidades regulares em ξ, η, τ , as funções

P (z) = (z − ξ)(z − η)(z − τ)p(z)

Q(z) = (z − ξ)2(z − η)2(z − τ)2q(z)

são funções integrais.
O ponto a infinito não sendo uma singularidade, 2z−z2p(z) e z4p(z) são regulares a infinito.

Isto é o caso se e somente se P (z) e Q(z) são quadráticos em z e o coeficiente de z2 em P é 2.
Conseqüentemente podemos escrever

p(z) =
A

z − ξ
+

B

z − η
+

C

z − τ
, A+B + C = 2

e

(z − ξ)(z − η)(z − τ)q(z) =
D

z − ξ
+

E

z − η
+

F

z − τ
.

A equação indicial da singularidade ξ é

k(k − 1) + Ak +D/{(ξ − η)(ξ − τ)} = 0.

Se os expoentes em ξ sejam α e α′, isto da

A = 1− α− α′ D = (ξ − η)(ξ − τ)αα′.

Similarmente se expoentes em η são β, β′ e em tau, γ, γ′,

B = 1− β − β′ E = (η − τ)(η − ξ)ββ′

C = 1− γ − γ′ F = (τ − ξ)(τ − η)γγ′

A+B + C = 2 =⇒ α + α′ + β + β′ + γ + γ′ = 1

e a equação tem a forma

d2w

dz2
+

{
1− α− α′

z − ξ
+

1− β − β′

z − η
+

1− γ − γ′

z − τ

}
dw

dz
−

−
{

αα′

(z − ξ)(η − ξ)
+

ββ′

(z − η)(τ − η)
+

γγ′

(z − τ)(ξ − η)

}
(ξ − η)(η − τ)(τ − ξ)

(z − ξ)(z − η)(z − τ)
w = 0

Na notação de Riemann,

w = P


ξ η τ
α β γ z
α′ β′ γ′


sob transformações fracionais lineares

t =
(z − ξ)(η − τ)

(z − η)(ξ − τ)

P


ξ η τ
α β γ z
α′ β′ γ′

 = P


0 ∞ 1
α β γ t
α′ β′ γ′


= tα(1− t)γP


0 ∞ 1
0 α + β + γ 0 t

α′ − α α + β′ + γ γ′ − γ


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ou é suficiente discutir

t(1− t)w′′ + (c− (a+ b+ 1)t)w′ − abw = 0.

Esta equação é chamada a equação diferencial da função hipergeométrica.

Referências Bibliográficas
Ince, E. L., Ordinary Differential Equations, Dover, New York, 1956.
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Apêndice D

Aplicações de Método de Frobenius

D.1 A equação hypergeométrica generalizada

z(1− z)
d2w

dz2
+ (c− (a+ b+ 1)z)

dw

dz
− abw = 0

Os pontos singulares finitos z = 0 e z = 1
Equação inicial (z = 0)

α(α + c− 1) = 0

Se c ̸= 0, ̸= inteiro negativo a teoria de Frobenius assegura a existência de uma solução anaĺıtica
na vizinhança de z = 0. Os coeficientes satisfazem

(α + n)(α + c− 1 + n)an = (α+ a+ n− 1)(α+ b+ n− 1)an−1 e

an =
Γ(α+ a+ n)Γ(α+ b+ n)

Γ(α + 1 + n)Γ(α + c+ n)
A

As soluções tem a forma
∞∑
0

Γ(a+ n)Γ(b+ n)

Γ(c+ n)n!
zn e

z1−c
∞∑
0

Γ(a− c+ 1 + n)Γ(b− c+ 1 + n)

Γ(2− c+ n)n!
zn

(convergência |z| < 1)
Definimos a função hypergeométrica F (a, b, c) pela equação

Γ(a)Γ(b)

Γ(c)
F (a, b, c, z) =

∞∑
n=0

Γ(a+ n)Γ(b+ n)

Γ(c+ n)

zn

n!
; |z| < 1

As soluções acima tem a forma

F (a, b, c, z) e z1−cF (1 + a− c, 1 + b− c, 2− c, z)

D.2 A equação de Bessel

d2w

dz2
+

1

z

dw

dz
+ (1− ν2

z2
)w = 0
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z = 0 singularidade regular; expoentes ±ν
2
(equação inicial α2 − ν2

4
)

w = zα

∞∑
r=0

crz
r

coeficientes determinados por

((α + r)2 − 1

4
ν2)cr + cr−1 = 0

No caso que α = ν
2

(ν + r)rcr + cr−1 = 0, r ≥ 2

cr =
A(−1)r

r!Γ(ν + r + 1)

w = Az
ν
2

∞∑
r=0

(−z)2r

r!Γ(ν + r + 1)

converge |z| ≤ R, ∀R
Defina a função de Bessel do primeiro tipo de ordem ν por

Jν(z) = (
z

2
)ν

∞∑
r=0

(−1)r( z
2
)2r

r!Γ(ν + r + 1)

( z
2
)ν = exp(ν log z

2
) e log z

2
tem valor principal.

Se ν ̸=inteiro Jν(z) e J−ν(z) são soluções linearmente independentes da equação de Bessel.
No caso que ν =inteiro, precisamos introduzir outra solução linearmente independente Yn

definida via

Yn(x) = lim
µ→n

cosµπJµ(z)− J−µ(z)

sin νπ

Agora seguimos discutindo a ortogonalidade para determinadas funções de Bessel. A equação
de Bessel Jn(µ) tem zeros reais µni,

Jn(µni) = 0 i = 1, 2, ...

µnm ̸= µnm′ , se m ̸= m′. Um cálculo elementar utilizando a equação de Bessel vai demonstrar
que ∫ a

0

Jn

(µnm1r

a

)
Jn

(µnm2r

a

)
rdr = 0

(um resultado devido a Lammel).
De fato

d

dr

(
r
dJn

(µnmir

a

)
dr

)
+

((µnmi
r

a

)2
r − n2

r

)
Jn

(µnmi
r

a

)
= 0, i = 1, 2.

Segue-se que∫ a

0

d

dr

(
r
d

dr

(
Jn

(µnm1r

a

)))
Jn

(µnm2r

a

)
dr −

−
∫ a

0

d

dr

(
r
d

dr

(
Jn

(µnm2r

a

)))
Jn

(µnm1r

a

)
dr

=
((µnm1)

2 − (µnm2)
2)

a2

∫ a

0

rJn

(µnm1r

a

)
Jn

(µnm2r

a

)
.
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Mas o primeiro termo é zero e µnm1 ̸= µnm2 implica o resultado.
Coloque λ1 =

µnm

a
e considere as duas funções

R1(r) = Jn(λ1r) e R2(r) = Jn(λr).

Estas funções satisfazem as equações

d

dr

(
r
dR1

dr

)
+

(
λ21r −

n2

r

)
R1 = 0 R1(a) = 0

d

dr

(
r
dR2

dr

)
+

(
λ2r − n2

r

)
R2 = 0.

Integrando

(λ21 − λ2)

∫ a

0

rR1(r)R2(r)dr + [rR2R
′
1 −R1R

′
2]
a
0 = 0

e, conseqüentemente,∫ a

0

R1R2rdr = −aJn(λa)λ1J
′
n(λ1a)− aJn(λ1a)λJ

′
n(λr)

λ21 − λ2

= −aJn(λa)λ1J
′
n(λ1a)

λ21 − λ2
.

Fazemos λ→ λ1, obtemos que ∫ a

0

R2
1rdr =

a2

2
J ′
n(λ1a)

2

=
a2

2
J ′
n(µnm)

2.

Em particular J0

(µ0mr

a

)
satisfaz

∫ a

0

J0

(µ0mr

a

)2
rdr =

a2

2
J1(µ0m)

2

dado que
d

dx

(
Jν(x)

xν

)
= −Jν+1(x)

xν

implica em J ′
0(µ0m) = −J1(µ0m).

Exerćıcios

1. Defina

∆(f, g) =

∣∣∣∣ f(x) g(x)
f ′(x) g′(x)

∣∣∣∣ .
Mostre que a condição que f e g são linearmente independente é que ∆(f, g) ̸= 0.

2. Mostre que se ω0(x), ω1(x) são duas soluções de

ω′′ + p(x)ω′ + q(x)ω = 0,
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então
d

dx
∆(ω0, ω1) + p(x)∆(ω0, ω1) = 0

ou seja,

∆(ω0, ω1) = c exp

(
−
∫
p(x)dx

)

3. Mostre que

∆(Jν(x), J−ν(x)) = −2 sin νπ

νx

[Dica: Utilize o exerćıcio 2.]
Observe que para x pequeno

Jν(x) =
(1
2
x)ν

Γ(ν + 1)
(1 +O(x2))

J−ν(x) =
(1
2
x)ν−1

2Γ(ν)
(1 +O(x2))

e

∆(Jν , J−ν) = (Jν(x)J
′
−ν(x)− J ′

ν(x)J−ν(x))

=

(
1

Γ(ν + 1)Γ(−ν)
− 1

Γ(1− ν)Γ(ν)

)(
1

x
+O(x2)

)
.

Segue-se que

∆(Jν , J−ν) = −2 sin νπ

νx

e que Jν e J−ν são linearmente independentes se ν ̸= inteiro.

D.3 Polinômios de Legendre

É fácil confirmar fazendo a substituição z = 1
ζ
que z = ∞ é um ponto singular regular da

equação de Legendre

(1− z2)
d2w

dz2
− 2z

dw

dz
+ n(n+ 1)w = 0

com expoentes n+ 1 e −n. Tentando a solução

w = z−c(a0 + a1z
−1 + a2z

−2 + . . . )

a solução de expoente −n é

w = Azn
(
1− n(n− 1)

2(2n− 1)
z−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2.4(2n− 1)(2n− 3)
z−4

)
+Bz−n−1

(
1 +

(n+ 1)(n+ 2)

2(2n+ 3)
z−2 +

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

2.4.(2n+ 3)(2n+ 5)

)
= Aw1 +Bw2
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A primeira solução é um polinômio de grau n. Tomando A = 2n!
2n(n!)2

a solução toma a forma

Pn(z) =

p∑
r=0

(−1)r(2n− 2r)!

2nr!(n− r)!(n− 2r)!
zn−2r

onde p = n
2
ou 1

2
(n− 1) dado que n é par ou ı́mpar. Por exemplo

P0(z) = 1

P1(z) = z

P2(z) =
1

2
(3z2 − 1)

P3(z) =
1

2
(5z3 − 3z)

Pn(z) =

p∑
r=0

(−1)r

znr!(n− r)!

dn

dzn
(z2n−2r)

=
1

2nn!

dn

dzn

p∑
r=0

(−1)rn!

r!(n− r)!
z2n−2r

=
1

2nn!

dn

dzn
(z2 − 1)n (A formula de Rodrigues)

Utilizando a formula de Cauchy segue-se que

Pn(z) =
1

2πi

∫
C

(t2 − 1)ndt

2n(t− z)(n+ 1)
(A formula de Schlafli)

C contorno contendo o ponto t = z

Referências Bibliográficas
Webster, A. G., Partial differential equations of mathematical physics. 2nd ed. New York:

Dover, 1955.
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Apêndice E

Polinômios Ortogonais

Vamos começar com alguns conceitos gerais. Definimos

(f, g) =

∫
I

fgdx, I ⊆ R′(ou Rn)

(produto interno).
É fácil mostrar que

(f, g)2 ≤ (f, f)(g, g) (Schwarz)

considere 0 ≤
∫
(λf + g)2dx = λ2(f, f) + 2λ(f, g) + (g, g) ⇒ o resultado.

Defina
∥f∥2 = (f, f)

No caso que (f, g) = 0 dizemos que f e g são ortogonais. Um sistema φ1, φ2, . . . de funções
tais que (φn, φm) = δnm chamamos ortogonal

Exemplo: I = [0, 2π] e considere

1√
2π
,
cosx√
π
,
senx√
π
,
cos2x√

π
,
sen2x√

π
, . . .

Para funções com valores complexos modificamos a definição de (f, g) acima para (f, g) =∫
I
fgdx. A definição de dependência linear fica mesma. Temos a idéia de ortogonalização de

Gram-Schmidt utilizando o axioma de escolha.

E.1 A desigualdade de Bessel

Defina os coeficientes de Fourier

cm = (f, φm), m = 1, 2, . . .

claramente

∥f −
n∑

m=1

cmφm∥2 ≥ 0
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0 ≤ ∥f∥2 − 2
n∑

m=1

cm

∫
fφmdx+

n∑
m=1

c2m

= ∥f∥2 − 2
n∑

m=1

c2m +
n∑

m=1

c2m

ou
n∑

m=1

c2m ≤ ∥f∥2

tomando o limite m→ ∞
∞∑
m=1

c2m ≤ ∥f∥2

De fato
∑n

m=1 cmφm da a melhor aproximação com combinações com φ1, . . . , φn (linear).

∥f −
n∑

m=1

ymφm∥2 = ∥f∥2 +
n∑

m=1

(ym − cm)
2 −

n∑
m=1

c2m

que tem um mı́nimo com ym = cm m = 1, 2, . . . , n.
No caso que

∞∑
m=1

c2m = ∥f∥2 ∀f ∈ L2

dizemos que φ1, φ2, . . . formam um sistema completo.

O teorema de Weierstrass
Se f ∈ C0[a, b], [a, b] ⊆ R1, então f pode ser uniformemente aproximado por polinômios.

E.2 Polinômios de Legendre

Os polinômios de Legendre Pn(x) satisfazem a equação (Pn(x) =
1

2nn!
dn(x2−1)n

dxn
)

((x2 − 1)y′)′ − n(n+ 1)y = 0

[ou são autofunções de operador −((x2 − 1)y′)′ com autovalor n(n + 1)]. Também sabemos a
relação de recorrência

1√
1− 2ux+ u2

=
∞∑
n=0

Pn(x)u
n e

1√
1− 2ux+ u2

1√
1− 2xv + v2

=
∞∑

n,m=0

Pn(x)Pm(x)u
nvm

e integrando com respeito u em (−1, 1)

1√
uw

log
1 +

√
uw

1−
√
uw

=
∞∑
n=0

2

2n+ 1
unvn

que implica ∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =

{
0 n ̸= m
2

2n+1
n = m
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Segue-se que

{
√

2

2n+ 1
Pn(x)}αn=0

é um sistema ortonormal com respeito L2(−1, 1).
Aplicando Weierstrass ∀ϵ > 0, ∀t ∈ C0[−1, 1],∃

∑n
m=0 amx

m tal que

∥f −
n∑

m=0

amx
m∥ < ϵ

Mas
∑n

m=0 amx
m =

∑n
m=0 ymPn(x) com ym =

∑n
m=0 am(x

m, Pn), e aplicando o resultado sobre
melhor aproximação

∥f −
∞∑
m=0

(f, Pm)Pm∥ < ϵ

Isto sendo verdade para cada f ∈ C0[−1, 1] ⇒ que sistema é completo a L2[−1, 1].

E.3 Os Polinômios de Hermite

Os Polinômios de Hermite Hn(x) são os polinômios ortogonais no espaço
∫∞
−∞ f(x)2e−x

2
dx <∞.

Introduzindo a função de geração

ψ = e−t
2+2tx = ex

2

e−(t−x)2 =
∞∑
n=0

Hn(x)

n!
tn

Segue-se que

Hn(x) =
∂nψ

∂xn
|t=0 = (−1)nex

2 dne−x
2

dxn

Hn(x) satisfaz
H ′′
n(x)− 2xH ′

n(x) + 2nHn(x) = 0 ou

−(H ′′
n − 2xH ′

n) = 2nHn

Hn são as autofunções do operador L = − d2

dx2
+ 2x d

dx
com autovalores 2n em L2(−∞,∞). É

posśıvel mostrar que ∫ ∞

∞
Hn(x)Hm(x)e

−x2dx = 2nn!
√
πδnm e

Hm(x)e
−x2

2√
2mm!

√
π

são ortogonais em

∫ ∞

∞
|f |2dx <∞

E.4 Os Polinômios de Laguerre

Definimos

Ln(x) = ex
dn

dxn
(xne−x)

Observamos que

e−
xt
1−t

1− t
=

∞∑
n=0

Ln(x)

n!
tn = ψ
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São as autofunções do operador −(x d2

dx2
+ (1− x) d

dx
) com autovalores n.

É posśıvel mostrar que ∫ ∞

0

e−xLn(x)Lm(x)dx = (n!)2δnm e

ϕν =
e−

x
2Lν(x)

ν!
são ortogonais em

∫ ∞

0

|f |2dx <∞

Vamos mostrar que o sistema de funciones de Laguerre é completo. Observamos que

g =
1

1− t
e−

1
2

1+t
1−t

x =
∞∑
n=0

tnφn(x)

φn = e−
x
2
Ln(x)

n!∫ ∞

0

(g(x, t)−
N∑
0

tnφn(x))
2dx =

1

1− t2
−

N∑
0

t2n → 0 com N → ∞ para |ϕ| < 1

[∫ ∞

0

g2(x, t)dx =
1

1− t2
e

∫ ∞

0

g(x, t)φn(x)dx = tn
]

α = 1
2
1+t
1−t toma todos os valores em (0,∞) com t em (−1, 1).Segue-se que funções do tipo e−αx

podem ser aproximadas em 0 ≤ x <∞ por polinomios de Laguerre, pondo e−x = ξ, f(x) → k(ξ)

tal que k(ξ)√
ξ
∈ L2(0, 1), k(ξ) pode ser aproximado por polinomios hn(ξ) = a0 + a1ξ + · · ·+ anξ

n

em L2(0, 1) e f(x) pode ser aproximado por
√
ξh(ξ) = e−

x
2 (a0 + a1e

−x + · · ·+ ane
−nx) e conse-

quentemente por combinações lineares de funções de Laguerre. Isto é suficiente para mostrar o
resultado.

Para polinomios de Hermite escreva f = f1 + f2, f1 par, f2 impar e faça a substituição x = u2

para cada destas funções reduzindo o problema ao problema para funções de Laguerre.

Referências Bibliográficas
Copson, E. T., An Introduction to the Theory of Functions of a complex variables, Oxford,

1955.
Courant, R., Hilbert, D., Methods of Mathematical Physics Interscience, New York, 1953.
Webster, A. G., Partial differential equations of mathematical physics. 2nd ed. New York:

Dover, 1955.
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Apêndice F

Noções Algébricas: Frações Parciais

Discutimos alguns conceitos de algebra. Para maiores detalhes o leitor deverá consultar textos
tais como J. W. Archbold, Algebra, Pitman, 1958, § 8.2,5.2 ou J. E. Littlewood, A University
Algebra, Heinemann, 1958, p 154.

Considere polinômios de grau ≥ 1, a(x) com coeficientes reais. Se a(x) = b(x)c(x), b, c
polinômios reais com grau ≥ 1, dizemos que a é redut́ıvel em R e b e c são fatores ou divisores
de a. Se a = bc implica que b ou c é constante, a é chamado irredut́ıvel ou primo.

Proposição 13. Cada polinômio real de grau ≥ 1 pode ser expresso como um produto finito
de fatores lineares e fatores quadráticos reais primos. Dizemos que a(x) e b(x) são co-primos
se não existe um fator comum deles.

Proposição 14. Se a(x), b(x) são polinômios reais co-primos de grau m e n ≥ 1, cada po-
linômio f(x) real de grau < m+ n tem uma representação na forma

f = Ba+ Ab,

onde A e B são polinômios de grau < n e m respectivamente.

O último resultado embasa o método de frações parciais.
Se a e b são polinômios reais co-primos de grau m,n ≥ 1 e f é um polinômio real de grau

< m+ n, então a função racional
f

ab
tem uma representação única na forma

f

ab
=
A

a
+
B

b
.

Pela proposição 14
f = Ba+ Ab

e por divisão
f

ab
=
A

a
+
B

b
.

No caso que f tem grau ≥ m+ n, divida para obter

f = abq + r, grau r < m+ n

e, assim,
f

ab
= q +

r

ab
= q +

A

a
+
B

b
.

pelo resultado acima.
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Suponha agora que um dos fatores acima, b, é redut́ıvel, ou b = cd e c e d são co-primos.
Aplicando o resultado acima de novo obtemos que

B

b
=
C

c
+
D

d

e continuamos o processo.
Se a1, ..., ar são co-primos de grau n1, ..., nr e f de grau n, existe uma representação

f

a1 · · · ar
= q +

A1

a1
+ · · ·+ Ar

ar
.

Suponha que q1 = ak, a com grau µ, n1 = kµ, grau A1 < kµ. Por divisão obtemos

A1 = ak−1q1 + r1,

q1, r1 polinômios reais com grau q1 < µ e grau r1 < (k − 1)µ.
Similarmente, r1 = ak−2q2 + r2, grau r2 < (k2)µ e, continuando,

r2 = ak−3q3 + r3
...

rk−2 = aqk−1 + rk−1

rk−1 = 1 · qk, grau de cada q < µ.

Por adição obtemos

A1 = ak−1q1 + ak−2q2 + · · ·+ aqk−1 + qk

e segue que
A1

ak
=
q1
a
+
q2
a2

+ · · ·+ qk
ak
, com grau qi < µ.

Combinando todos estes resultados chegamos ao resultado final que deverá ser lembrado:
Suponha que temos

f

ϕ
, grau f < grau ϕ e ϕ = QkLs,

onde Q um polinômio real quadrático irredut́ıvel e L um polinômio real linear. Pela regra acima

f

ϕ
=
a1
L

+
a2
L2

+ · · ·+ as
Ls

+
e1x+ f1

Q
+ · · ·+ ekx+ fk

Qk
.

No texto utilizamos este resultado na avaliação de integrais, chamado o método de frações
parciais.
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Apêndice G

Tabelas de Transformadas

Para conveniência do leitor inclúımos uma lista de transformadas elementares. Maiores in-
formações poderiam ser obtidos nos livros de Bateman (Bateman Harry, Higher transcendental
functions, 3V., McGraw-Hill, New York, 1953-1955.) e Magnus (Magnus, W., Oberhettinger
F., Soni, R.P., Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics, 3
Ed., Springer-Verlag, Berlin, 1966.).
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G.1 Transformadas de Fourier

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ξ)e−iξxdξ F (ξ) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)eiξxdx

f(x) F (ξ)

sin(ax)

x

(π
2

) 1
2

ξ < a

0 ξ > a

eiωx p < x < q
0 x < p, x > q

i

(2π)
1
2

eip(ω+ξ) − eiq(ω+ξ)

ξ

e−cx+iωx x > 0
0 x < 0

i

(2π)
3
2 (ω + ξ + ic)

e−px
2

R(p) > 0 (2p)−
1
2 e−

ξ2

4p

cos(px2) (2p)−
1
2 cos

(
ξ2

4p
− 1

4
π

)
sin(px2) (2p)−

1
2 sin

(
ξ2

4p
+

1

4
π

)
|x|−s ) < R(s) < 1

2
1
2Γ(1− s) sin

(
1
2
sπ
)

π
1
2 |ξ|1−s

1

|x|
1

|ξ|
e−a|x|

|x| 12
[(a2 + ξ2)

1
2 + a]

1
2

(a2 + ξ2)
1
2

cosh(ax)

cosh(πx)
− π < a < π

(
2

π

) 1
2 cos

(
1
2
a
)
cosh

(
1
2
ξ
)

cosh ξ + cos a

sinh(ax)

sinh(πx)
− π < a < π

(
1

2π

) 1
2 sin a

cosh ξ + cos a

(a2 − x2)−
1
2 |x| < a

0 |x| > a

(
1

2
π

) 1
2

J0(aξ)

sin[b(a2 + x2)
1
2 ]

(a2 + x2)
1
2

0 |ξ| > b(
1
2
π
) 1

2 J0(a
√
b2 − ξ2) |ξ| < b

Pn(x) |x| < 1
0 |x| > 1

inπ− 1
2Jn+ 1

2
(ξ)

cos(b
√
a2 − x2)

(a2 − x2)
1
2

|x| < a

0 |x| > a

(
1
2
π
) 1

2 J0(a
√
ξ2 + b2)

cosh(b
√
a2 − x2)

(a2 − x2)
1
2

|x| < a

0 |x| > a

(
1
2
π
) 1

2 J0(a
√
ξ2 − b2)
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G.2 Transformadas Cosseno

f(x) =

√
2

π

∫ ∞

0

FC(ξ) cos(ξx)dξ FC(ξ) =

√
2

π

∫ ∞

0

f(x) cos(ξx)dx

f(x) FC(ξ)

1 0 < x < a
0 x > a

(
2

π

) 1
2 sin(ξa)

ξ

xp−1 0 < p < 1

(
2

π

) 1
2

Γ(p)ξ−p sin

(
1

2
pπ

)
cos(x) 0 < x < a

0 x > a

(
1

2π

) 1
2
{
sin[a(1− ξ)]

1− ξ
+

sin[a(1 + ξ)]

1 + ξ

}
ex

(
2

π

) 1
2 1

1 + ξ2

sech (x)
1

1 + ξ2

e−x
2

e−ξ
2

cos

(
1

2
x2
)

1√
2

[
cos

(
1

2
ξ2
)
+ sin

(
1

2
ξ2
)]

sin

(
1

2
x2
)

1√
2

[
cos

(
1

2
ξ2
)
− sin

(
1

2
ξ2
)]

(1− x2)ν 0 < x < 1
0 x > 1,

ν > −3

2
2νΓ(ν + 1)ξ−ν−

1
2Jn+ 1

2
(ξ)
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G.3 Transformadas Seno

f(x) =

√
2

π

∫ ∞

0

FS(ξ) sin(ξx)dξ FS(ξ) =

√
2

π

∫ ∞

0

f(x) sin(ξx)dx

f(x) FS(ξ)

e−x
(
2

π

) 1
2 1

1 + ξ2

xe−
1
2
x2 e−

1
2
ξ2

sin(x)

x

1

(2π)
1
2

log

∣∣∣∣1 + ξ

1− ξ

∣∣∣∣
x(1− x2)ν 0 < x < 1, ν > −1

0 x > 1
2νΓ(ν + 1)ξ−

1
2
−νJν+ 3

2
(ξ)

xp−1 0 < p < 1

(
2

π

) 1
2

Γ(p) sin

(
1

2
pπ

)
ξ−p

xne−px
2n+

1
2pnn!ξ

π
1
2 (p2 + ξ2)n+1

cos(ax2)
−a−

1
2

[
cos

(
ξ2

4a

)
S

(
ξ√
2πa

)
− sin

(
ξ2

4a

)
C

(
ξ√
2πa

)]
x−

1
2 eax

− 1
2 ξ−

1
2 [cos(2aξ)

1
2 − sin(2aξ)

1
2 ]

0 0 < x < a

(x2 − a2)
1
2 x > a

(π
2

) 1
2
J0(aξ)
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G.4 Transformadas de Laplace

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ϕ(p)eptdp ϕ(p) =

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt

f(t) ϕ(p)
tn Γ(n+ 1)p−n−1

tne−qt Γ(n+ 1)(p+ q)−n−1

cos(at)
p

(p2 + a2)

sin(at)
a

(p2 + a2)

t cos(at)
(p2 − a2)

(p2 + a2)

t sin(at)
2ap

(p2 + a2)

t−
1
2 cos(2at

1
2 )

(
π

p

) 1
2

e−
a2

p

sin(2at
1
2 ) a

(
π

p3

) 1
2

e−
a2

p

t−
1
2 e−

a
t arg (a) <

π

2

(
π
p

) 1
2
e−2(ap)

1
2

Jν(at) R(ν) > −1
1

r

(
a

p+ r

)ν
r = (a2 + p2)

1
2

tνJν(at) R(ν) > −1

2
π− 1

2Γ

(
ν +

1

2

)
(2a)ν(p2 + a2)−ν−

1
2
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G.5 Transformadas de Mellin

f(x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (s)x−sds F (s) =

∫ ∞

0

f(x)xs−1dx

f(x) F (s)
e−px p−sΓ(s) R(s) > 0

x
1
2Jν(x)

2s−
1
2Γ
(
1
2
s+ 1

2
ν + 1

4

)
Γ
(
1
2
ν − 1

2
s+ 3

4

)
e−x

2 1

2
Γ

(
1

2
s

)
sin(x) Γ(s) sin

(
1

2
sπ

)
cos(x) Γ(s) cos

(
1

2
sπ

)
cos(x)Jν(x) R(ν) > −1

2

2s−1π
1
2Γ
(
1
2
s+ 1

2
ν
)
Γ
(
1
2
− s
)

Γ
(
1 + 1

2
ν − 1

2
s
)
Γ
(
1
2
− 1

2
ν − 1

2
s
)
Γ
(
1
2
+ 1

2
ν − 1

2
s
)

sin(x)Jν(x) R(ν) > −1
2

2s−1π
1
2Γ
(
1
2
s+ 1

2
ν + 1

2

)
Γ
(
1
2
− s
)

Γ
(
1 + 1

2
ν − 1

2
s
)
Γ
(
1− 1

2
ν − 1

2
s
)
Γ
(
1
2
+ 1

2
ν − 1

2
s
)

(1 + x)−1 πcossec (πs)

(1 + x)−p R(p) > 0
Γ(s)Γ(p− s)

Γ(p)

(1 + x2)−1 1

2
πcossec

(
1

2
πs

)
1 0 ≤ x ≤ a
0 x > a

as

s
(1− x)p−1 0 ≤ x < 1
0 x > 1, R(p) > 0

Γ(s)Γ(p)

Γ(s+ p)
0 0 ≤ x ≤ 1

(x− 1)−p x > 1, 0 < R(p) < 1

Γ(p− s)Γ(1− p)

Γ(1− s)

ln(1 + x)
π

s
cossec (sπ)

2F1(a, b; c;−x) R(a, b) > 0
Γ(s)Γ(a− s)Γ(b− s)Γ(c)

Γ(c− s)Γ(a)Γ(b)

Jν(ax)e
−p2x2

Γ
(
1
2
ν + 1

2
s
) (

a
2p

)ν
2psΓ(1 + s)

1F1

(
1

2
ν +

1

2
s; ν + 1;

−a2

p2

)

Jν(ax)e
−px

Γ (s+ ν)
(
a
2p

)ν
psΓ(1 + ν)

2F1

(
1

2
s+

1

2
ν;

1

2
s+

1

2
ν +

1

2
;

ν + 1; −a
2

p2

)
Ci(x) s−1Γ(s) cos

(
1

2
sπ

)
Si(x)− 1

2
π s−1Γ(s) sin

(
1

2
sπ

)
1

2
π − tan−1(x)

1

2
πs−1 sec

(
1

2
s

)
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G.6 Transformadas de Hankel

f(x) =

∫ ∞

0

ξf̄(ξ)Jν(ξx)dξ F (s) =

∫ ∞

0

xf(x)Jν(ξx)dx

f(x) ν f̄(ξ)

xν 0 < x < a
0 x > a

> −1
aν+1

ξ
Jν+1(ξa)

1 0 < x < a
0 x > a

0
a

ξ
J1(ξa)

(a2 − x2) 0 < x < a
0 x > a

0
4a

ξ3
J1(ξa)−

2a2

ξ2
J0(ξa)

xµ−2e−px
2

> −1
ξνΓ

(
1
2
ν + 1

2
µ
)

2ν+1p
1
2
ν+ 1

2
µΓ(1 + ν)

1F1

(
1

2
ν +

1

2
µ; ν + 1;− ξ2

4p

)
xνe−px

2
> −1 ξ

(2p)ν+1 e
− ξ2

4p

xµ−1e−px > −1

2µξνΓ
(
1
2
µ+ 1

2
ν + 1

2

)
Γ
(
1 + 1

2
µ+ 1

2
ν
)

(ξ2 + p2)
1
2
µ+ 1

2
ν+ 1

2Γ(ν + 1)Γ
(
1
2

)
×2F1

(
1

2
µ+

1

2
ν +

1

2
;
1

2
ν − 1

2
µ; 1 + ν;

ξ2

ξ2 + p2

)
xµ−1 > −1

2µΓ
(
1
2
+ 1

2
µ+ 1

2
ν
)

ξµ+1Γ
(
1
2
− 1

2
µ+ 1

2
ν
)

e−px

x
0 (ξ2 + p2)−

1
2

e−px 0 p(ξ2 + p2)−
3
2

x−2e−px 1
(ξ2 + p2)−

1
2 − p

ξ
e−px

x
1

1

ξ
− p

ξ(ξ2 + p2)
1
2

e−px 1 ξ(ξ2 + p2)−
3
2

a

(a2 + x2)
3
2

0 e−aξ

sin(ax)

x
0

0 ξ > a

(a2 − ξ2)−
1
2 0 < ξ < a

sin(ax)

x
1

a

ξ(ξ2 − a2)
1
2

ξ > a

0 ξ < a

sin(x)

x2
0

sin−1

(
1

ξ

)
ξ > 1

1
2
π ξ < 1
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G.7 Transformadas Cosseno Fourier Finita

f(x) =
1

a
f̄c(0) +

2

a

∞∑
n=1

f̄c(n) cos
(nπx

a

)
f̄c(n) =

∫ a

0

f(x) cos
(nπx

a

)
dx

f(x) f̄c(n)

1
a n = 0
0 n = 1, 2, 3, ...

1 0 < x <
1

2
a

−1
1

2
a < x < a

0 n = 0
2a

πn
sin

(
1

2
nπ

)
n = 1, 2, ...

x

1

2
a2 n = 0( a

πn

)2
[(−1)n − 1] n = 1, 2, ...

x2

1

3
a3 n = 0

2a3

π2n2
(−1)n n = 1, 2, ...

(
1− x

a

)2 1

3
a n = 0

2a

π2n2
n = 1, 2, ...

x3

1

4
a4 n = 0

3a4(−1)n

π2n2
+

6a4

π4n4
[(−1)n − 1] n = 1, 2, ...

ekx
a2k

k2a2 + n2π2
[(−1)nekn − 1]

cosh[c(a− x)]

sinh(ca)

a2c

c2a2 + n2π2

sin(kx)
a2k

n2π2 − a2k2
[(−1)n cos(ka)− 1] n ̸= ka

π

sin
(mπx

a

)
m inteiro

0 n = m
ma

π(n2 −m2)
[(−1)n+m − 1] n ̸= m
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G.8 Transformadas Seno Fourier Finita

f(x) =
2

a

∞∑
n=1

f̄s(n) sin
(nπx

a

)
f̄s(n) =

∫ a

0

f(x) sin
(nπx

a

)
dx

f(x) f̄s(n)

1
a

πn
[1 + (−1)n+1]

x (−1)n+1 a
2

πn
1− x

a

a

πn

x 0 ≤ x ≤ 1

2
a

a− x
1

2
a ≤ x ≤ a

2a2

π2n2
sin

(
1

2
nπ

)

x2
a3(−1)n−1

πn
− 2a3[1− (−1)n]

π3n3

x3 (−1)n
a4

π5

(
6

n3
− π2

n

)
x(a2 − x2) (−1)n+1 6a4

π3n3

x(a− x)
2a3

π3n3
[1− (−1)n]

ekx
nπa

n2π2 + k2a2
[1− (−1)neka]

cos(kx)
nπa

n2π2 − k2a2
[1− (−1)n cos(ka)] n ̸= ka

π

cos
(mπx

a

)
m um inteiro

na

π(n2 −m2)
[1− (−1)n+m] n ̸= m

0 n = m

sin
(mπx

a

)
m um inteiro

0 n ̸= m
1

2
a n = m

G.9 Transformadas Hankel Finita

f(x) =
2

a2

∞∑
n=1

f̄J(ξi)
Jµ(xξi)

|J ′
µ(aξi)|2

f̄J(ξi) =

∫ a

0

xf(x)Jµ(xξi)dx

Quando a soma é tomada sobre todos os zeros positivos de Jµ(aξi)
f(x) µ f̄J(n)

xµ > −1
aµ+1

ξi
Jµ+1(aξi)

c 0
ac

ξi
J1(aξi)

a2 − x2 0
4a

ξ3i
J1(aξi)

Jµ(αx)

Jµ(αa)
> −1

ξia

α2 − ξ2i
J ′
µ(ξia)

J0(αx)

J0(αa)
0

ξia

α2 − ξ2i
J1(ξia)
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