MAT01064 - ALGEBRA I -2012/1 LISTA DE EXERCICIOS 5

1. Determine quais das relagoes a seguir sao fungoes:

L {(z,y)
2. {(z,y) € [-1,1] x R | y* = 23}
3. {(z,y)
4. {(z,y)

2. Sejam A = {a,b,c} e B = {1,2}. Quantas fungbes f : A — B existem? Em geral, se
|A| = m e |B| = n, quantas sao as fungoes de A em B?

3. Das funcoes do exercicio 1, quais sao invertiveis?

4. Das fungoes de A = {a,b,c} em B = {1, 2}, alguma pode ser invertivel? Justifique.
1
5. Sejam f,g: R — R definidas por f(z)=2?—1 e g(z) = ol Determine
(i) fog, gof, fof, gog, gofoy (i) {fz e R[ (fog)(x) = (g0 f)(x)}.

6. Escreva as funcoes abaixo como compostas de funcoes elementares senz, Inz, 23,

, €%\

SR

1 2
f(x) = (ln(m3))27 g(:):) — m’ h(.’B) — esen z+1

k(xz) = /In(x + 1)*

7. Determine as inversas das fungoes que forem invertiveis:
(i) f:R—R, f(z)=¢€"

(i7) f:(=1,400) — R, f(z) =In(z + 1)

(i) 1R\ {1} — R\ {1}, f@) =

(i) f:N—N, f(z)=2+1
(W) f:Z—1Z, f(x)=x+1
(iv) f:R— R, f(z) =In(z?+1).

8. Vamos primeiro introduzir uma notacao. Se X C A, indicaremos por C4(X) = X' = {z €
Alz ¢ X}. Seja f: A — B uma funcio e seja Y C B. Prove que f~}(CBY) = Caf~1(Y).

9. Generalize o exercicio anterior, mostre que se f : A — B uma fungdo e se X e Y sao
subconjuntos de B, entdo f~H(X\Y) = f~4X)\ f4(Y).



10. Seja f : A — B uma fungao. Prove que se X e Y sdo subconjuntos de A, entdao f(X\Y) D
f(X)\ f(Y). Dé um exemplo que mostre que pode nao valer a igualdade. Prove que se f é
injetora entao vale a igualdade.

11. Prove que uma funcio f : A — B é sobrejetora se e somente se f~1(Y) # 0, VY € (B).

12. Prove que uma funcdo f : A — B é sobrejetora se e somente se f(f~1(Y)) =Y,
¥Y € P(B).

13. Prove que uma funcao f : A — B é injetora se e somente se f(X NY) = f(X)N f(Y),
VXY € P(A).

14. Justifique se é verdadeira ou falsa a afirmagéo “f : A — B injetiva = f sobrejetiva”.
Sugestao: Pense em conjuntos infinitos.

15. Ache as inversas das funcgoes f : R — R definidas por
(i) f(z) =2z +3, (i) g(z) = 2° — 2, (ii) h(z) = (x — 2)>.
16. Verifique que a funcdo f : N x N — N, f(m,n) =2"(2n + 1) é bijetora.
17. Construa uma bije¢ao de Z em N.
18. Construa uma bijegao de (0,1] em R.
19. Construa uma fungao bijetora de (0,2) em R.

20. Seja f : A — B uma fungao. Defina uma relagdo em A por x ~y <= f(z) = f(y).
(a) Prove que ~ é uma relagao de equivaléncia.

A A
(b) Defina 7 : A — — por n(z) = [z]. Construa uma fungdo 7 : A — — tal que gonw = f.

Prove que g € injetiva. Justifique que toda fun¢do pode ser decomposta na composicao de
uma funcao sobrejetora seguida de uma funcao injetora.

21. Sejam f,g: N — N as funcoes definidas por

) =2 n) n/2, se n é par
n) = 2n, n) =
g (n—1)/2, se n éimpar

(a) Calcule g(n) paran =0,1,2,34,73.
(b) Mostre que go f = Iy eque fog#Iy.
(c) f é invertivel?

(d) g é invertivel?



