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1. VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

Seja E um experimento e S um espaco amostra associado. Se X ¢ uma variavel aleatoria defi-
nida em S tal que X(S) seja infinito ndo-enumeravel, isto €, X(S) seja um intervalo de numeros reais,

entdo X ¢ dita uma variavel aleatoria continua.
Definicao

Seja X uma varidvel aleatéria continua (VAC). A fungdo f(x) que associa a cada x € X(S) um
numero real que satisfaz as seguintes condigdes:

(a) f(x) > 0, paratodo x € X(S) e

(b) [x@f(x)dx =1

E denominada de funcéo densidade de probabilidade (fdp) da variavel aleatéria X.

Neste caso f(x) representa apenas a densidade no ponto x, ao contrario da variavel aleatoria

discreta, f(x) aqui Ndo ¢é a probabilidade de a variavel assumir o valor x.
1.1. CALCULO DE PROBABILIDADE COM UMA VAC

Seja X uma variavel aleatoria continua com funcdo densidade de probabilidade f(x). Sejam a
< b, dois nimeros reais. Define-se:

Pla<X<b)= L?f(x)dx, isto €, a probabilidade de que X assuma valores entre os nimeros “a”
e “b” ¢ a area sob o grafico de f(x) entre os pontosx =ae x=b.

Neste caso, tem-se também:

(a) P(X =a) =0, isto ¢, a probabilidade de que uma variavel aleatoria continua assuma um va-
lor isolado ¢ igual a zero. Para variaveis continuas so faz sentido falar em probabilidade em um inter-
valo, uma vez, que a probabilidade ¢ definida como sendo a area sob o grafico. f(x) ndo representa ne-
nhuma probabilidade. Somente quando ela for integrada entre dois limites produzird uma probabilida-

de.

(b) Se a <b sdo dois numeros reais entao:

P(a<X<b)=Pa<X<b)=Pa<X<b)=Pa<X<b)= [P(x)dx,
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() Se uma fungdo f* satisfizer as condigdes *(x) > 0 para todo x e [~ £ (x)dx =k, onde “k” é
um nimero real positivo, mas ndo igual a 1, entdo f*(x) pode ser transformada numa fdp mediante a
seguinte transformacao:

f(x) = f*(x) / k , para todo x.

Neste caso a f(x) serd uma fun¢do densidade de probabilidade.

(d) Se X assumir valores apenas num intervalo finito [a; b], pode-se simplesmente por f(x) =
0 para todo x ¢ [a; b]. como conseqiiéncia a fdp ficara definida para todos os valores reais de x e pode-
se exigir que ffooof(x)dx = 1. Assim, sempre que a f(x) for especificada apenas num intervalo finito,

deve-se supor que seja zero para todos os demais valores ndo pertencentes ao intervalo.

Exemplo 1.1
Seja X uma VAC com fdp dada por:
fix)=2x se 0<x<I1
=0, paraquaisquer outros valores.

Determinar a P(X < 1/2)

P(X <1/2) = [{?(2x)dx = 1/4 = 25%

1.2. AFUNCAO DE DISTRIBUICAO ACUMULADA

Seja X uma VAC com fungdo densidade de probabilidade f(x). Entdo a funcédo de distribui-
¢ao acumulada (FDA), ou simplesmente fungdo de distribuigdo (FD) de X ¢ a fungao F definida por:

Fx)=P(X <x) = j:of(u)du

Suponha-se que X seja uma VAC com fdp dada por:
flx)=2x se 0<x<l1
=0, para quaisquer outros valores.

Determinar a FD de X

A funcido de distribui¢do de X ¢ a funcao F tal que:
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0 sex<O0
Fx) =P(X <x) = j:of(u)du = jwaUdu =JIx2 se0<x<1
1 sex>1

1.3. VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA (CARACTERIZACAO)

Considere X uma variavel aleatoria continua com fun¢ao densidade de probabilidade f(x).

1.3.1. Expectancia, esperanca, media ou valor esperado de X

A média, expectancia, valor esperado ou esperanga matematica da variavel aleatoria continua

X, representada por p ou E(X), € calculada por:
p=EX)=[" xf(xdx

Obs. Nao ¢ garantido que esta integral exista (convirja) sempre.

1.3.2. A variancia de X

Seja X uma variavel aleatoria continua com média p = E(X). Entdo a variancia de X, anotada

por ” ou V(X) é definida por:

& = V(X) = [ (x—p).fddx = [, x2.f(x)dx - > = E(X) - @

1.3.3. O desvio padrao

O desvio padrdo da variavel aleatoria continua X, anotado por o, ¢ a raiz quadrada da varian-

cia.
1.3.4. A variancia relativa e o coeficiente de variacéao

Seja X uma variavel aleatoria continua com média p = E(X) e varidncia o° = V(X). Entdo a

varidncia relativa de X, anotada por: y*, ¢ definida por:
P =c/
O coeficiente de variagdo de X ¢ definido como a raiz quadrada da variancia relativa:
y=o/u
Exemplo 1.2

Determinar a expectancia e a variancia da VAC cuja fdp ¢ dada por:
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fix)=3x> se -1<x<0

=0 caso contrario

0
u=EX) = [2 xf(x)dx = [%x(3x}dx = [°,3x3)dx = 3.{24} =-3/4=-0,75
-1

5 [0]
o° = V(X) = [ x2.f(x)dx - 1> = |2 x2.(3xQdx - (3/4)" = [© 3x*dx - (3/4)° = 3{’%} - (3/4)?
-1

= 3/80.

1.4. DISTRIBUICOES ESPECIAIS DE PROBABILIDADE CONTI-
NUAS

Assim como ocorre com as variaveis discretas, existem algumas distribui¢des especiais de
probabilidade continuas que por sua freqiiéncia de uso vale a pena estudar mais detalhadamente. Entre

elas vale destacar as distribui¢des: uniforme, exponencial e normal.

1.5. ADISTRIBUICAO UNIFORME

Definicao:
Seja X uma VAC que pode tomar todos os valores num intervalo [a, b]. Se a probabilidade de
a variavel assumir valores num subintervalo for a mesma que para qualquer outro subintervalo de

mesmo comprimento teremos entdo uma distribuicdo uniforme. A fungdo densidade de probabilidade

de uma VAC deste tipo sera:
fix)=1/(b-a) paraa<x<b

=0 para qualquer outro valor.

1.5.1. Propriedades da distribuicdo uniforme

As principais medidas para a distribui¢@o uniforme podem ser determinadas de uma forma ge-

ral em termos dos extremos “a” e “b” do intervalo.

Média, expectancia ou valor esperado

1
b

n=E(X) = | xf(x)dx =f:x adx=(a-|—b)/2
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Variancia

2
0’ = V(X) = [, @t dx - {(a;b)} =(b-a)/ 12

Desvio padrao

oo [t-ay
12

A FDA da distribuicao uniforme

des:

A FDA da distribui¢do uniforme, pode ser facilmente avaliada e, vale:

0, sex<a
F(x)=P(XSx)=ﬁwbiadu= )b(:Z' sea<x<b
1 sex=b

Exemplo 1.3

Seja X uma VAC com distribui¢do uniforme no intervalo [5, 10]. Determinar as probabilida-

(@) P(X < 7) (b) P(X > 8,5)
() P(8<x<09) (d) P(jx - 7,5/ > 2)
Solucdo;

Utilizando a FDA da variavel vem:
@ PX<T=FT7)=(7-5)/(10-5=2/5=40%

(b) P(X >8,5)=1-P(X<8,5) =1-F®8,35)=1-(85-5)/(10-5=1-3,5/5=1-0,70 =
30%

(©) P(8 <X <9)=F(9)-F8)=(9-5)/(10-5)-(8-5)/(10-5)=4/5-3/5=1/5=20%

(d) P(X-7,5>2)=P(X-75>20uX-75<-2)=P(X>950uX<55)=1-F@9,5) +
F(5,5) = 20%
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1.5.2. A distribuicdo exponencial

Definicao:

Uma varidvel aleatéria continua T tem uma distribuicdo exponencial de pardmetro A se sua

fun¢do densidade de probabilidade f(t) for do tipo:
f(t)=re™ parat>0

=0 caso contrario
2,0 -
1,6
1,2 4
0,8 -

0,4 1

0,0

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0

Figura 1.1 — Exemplos de distribuicdes exponenciais
Exemplo 1.4

Suponha que um componente eletronico tenha um tempo de vida T (em unidades de 1000 ho-
ras) que segue uma distribui¢do exponencial de parametro A = 1. Suponha que o custo de fabricacdo do

item seja R$ 2,00 e que o prego de venda seja R$ 5,00. O fabricante garante total devolugdo se t <

0,90. Qual o lucro esperado por item?

Neste caso, tem-se:
fity=e"' parat>0
A probabilidade de um componente durar menos de 900 horas ¢ dada por:

P(T < 0,90) = [0 tdt = [_e*t]Z’g =™ =1 -1/e" =59,34%

Desta forma o lucro do fabricante serda uma VAD T com a seguinte distribuicao:
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t ‘ 2 3
f(t) ‘ 0,5934  0,4066

Entdo o lucro esperado sera:
E(T) =-2.0,5934 + 3.0,4066 = R$ 0,03
1.5.3. Propriedades da distribuicdo Exponencial

Se T for uma VAC com distribui¢cdo Exponencial, entdo:
Média, expectancia ou valor esperado

w=E(T) = [Ftf()dt = [PtreMdt = 1
Variancia

o’ =E(T%) - p’* = [2reMdt - A2 =1/A°

O desvio padrao

c=\//1/7=%

A FDA da distribuicdo Exponencial

A FDA da distribuicdo Exponencial ¢ dada por:

t 0, set<0
F(t)=P(TSt)=j0ke du = 1—e7}”t o150

Portanto P(T >t) 1 - F(t)=1-[1 - e™] =™

A distribuicdo Exponencial ndo tem memdria

A distribuicdo Exponencial apresenta uma propriedade interessante que ¢ denominada de falta

de memoria, ou seja:

P(T>s+t/T>s)=P(T>s+tNT>s)/P(T>s)= P(T>s+t)/P(T>s) ="M /e =

-At

Portanto P(T>s+t/ T >s)=P(T >t)
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Relacdo com a distribuicdo de Poisson

Deve-se observar inicialmente que fixado um tempo, a probabilidade de ndo ocorréncias de

eventos neste intervalo ¢ dado por:
£(0) = P(T = 0) = [(At)’e™] / 0! = ™

Se a variavel aleatoria continua T representar o tempo passado entre a ocorréncia de dois e-
ventos de Poisson, entdo a probabilidade da ndo ocorréncia no tempo “t” ¢ igual a probabilidade de que

o tempo T entre ocorréncias seja maior que “t”, isto ¢:
P(T>t)=¢™
Tem-se ainda que:
P(T<t)=1-¢&™

Que conforme ja visto ¢ a fun¢do acumulada da variavel aleatoria exponencial de parametro
A, isto é:

F(t)=P(T<t)=1-¢™
1.6. A DISTRIBUIQAO NORMAL

Um dos principais modelos de distribui¢do continua ¢ a curva normal ou de Gauss. Sua im-
portancia para a Estatistica (pratica) reside no fato que muitas variaveis encontradas na natureza se dis-
tribuem de acordo com o modelo normal. Este modelo também tem uma importancia teérica devido ao

fato de ser uma distribuigdo limite.

Uma variavel aleatoria continua X tem uma distribui¢do normal (ou Gaussiana) se sua fungao

densidade de probabilidade for do tipo:

fx) = #ef(xf“f’z“z ,para -0 <X <o
ovan

1.6.1. Propriedades da distribuicdao normal

Se X for uma VAC com distribuicdo Normal, entdo:

Média, expectancia ou valor esperado
E(X) = p, isto ¢, o parametro p ¢ a média da distribuicdo normal.
Variancia

V(X) = o, isto &, a varidncia da distribui¢do normal é o pardmetro ¢ ao quadrado.
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O desvio padrao

O desvio padrdo da distribuicdo normal é o parametro c.

FDA da distribuicdo Normal

A funcdo de distribui¢do (FDA) da normal reduzida € representada por:
1 2
D(2)=P(Z<2z)=[* —e V'%du
(z)=P(Z<z)=[, N

Esta integral, e alidas como de qualquer outra normal, ndo pode ser avaliada pelo método tradi-
cional (teorema fundamental do célculo). Ela s6 pode ser calculada por métodos numéricos. E por isso

ela ¢ encontrada tabelada em qualquer livro texto de Probabilidade ou Estatistica.

Figura 1.2 — Distribuic¢des normais: N(0; 1/2), N(0; 1) e N(0; 2)

Fatral

-5,0 -4,0 -3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0
1.6.2. Outras propriedades

(a) Transformacéo linear de uma variavel aleatdria normal
Se X tiver uma distribui¢do N(u,0) e se Y =aX + b, entdo Y tera a distribuicdo N(ap + b, ac)
(b) Combinacéo linear de variaveis aleatérias normais independentes

A combinacdo linear de variaveis aleatorias normais independentes serd uma variavel aleato-

ria normalmente distribuida.

(c) f(x) > 0 quando x — o ou -o.
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(d) p- oe p+ osio os pontos de inflexdo da fungdo f(x), isto €, sdo os valores onde o grafico

da fun¢ao muda o sinal da curvatura.

e) x = u é o ponto de maximo de f(x) e este maximo 1/1/ .
(e)x=péop X (%) ximo vale 7 .-

(F) f(x) é simétrica ao redor de x =, isto é: f{u + x) = f(u - X)

(9) Se X tem uma distribuigdo normal de média p e desvio padrdo o se escrevera:

X :N(u, o)

(h) Quando pn =0 e o = 1, tem-se uma distribuicdo normal padrdo ou normal reduzida. A va-

riavel normal +padrdo serd anotada por Z. Entdo Z : N(0, 1). A fun¢do densidade de probabilidade da

variavel aleatdria Z serd representada por:

0(z) = %ezzlz , para -0 <z < o0
T

(i) Se X é uma N(u, o), entdo Z = (X - n) / o é a normal padrdo ou reduzida. Isto significa que

qualquer curva normal podera ser padronizada, mediante esta transformacao.

1.6.3. Tabelas

A forma de se calcular probabilidade com qualquer distribuicdo normal ¢ através da tabela da
normal padrdo. Assim se X : N(U, 6) entdo primeiro ¢ necessario padronizar X, isto ¢, fazer:

Z=X-p)/o.

Em seguida obter em uma tabela o valor da probabilidade, isto ¢, o valor:

P(Z <z)=d(2)

Este valor @(z) pode ser lido como “valor tabelado de z” e significa a probabilidade de a vari-
avel aleatoria continua Z = (X - 1) / ¢ assumir valores a esquerda (abaixo de) do valor particular “z”.

Lembrar que qualquer tabela ¢ construida fornecendo os valores da FDA de Z. A maioria de-
las fornece as probabilidades de Z < z para valores de z entre -3,09 e +3,09 e com aproximagao cente-
simal. Algumas fornecem valores de z entre 0 e 3,09

Assim o primeiro valor tabelado ¢ em geral ®(-3,09) = P(Z < -3,09) que vale 0,0000, isto &, é
zero com uma aproximacao de 4 decimais. O valor seguinte seria ®@(-3,08) = P(Z <-3,08) = 0,0001.

O tultimo valor tabelado €, em geral, ®(3,09) = P(Z < 3,09) = 1,000, pois ¢ o valor acumulado,

isto quer dizer, que até este valor tem-se a totalidade da area 1itil sob a curva avaliada com uma apro-

ximagdo de 4 decimais.
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Convém ressaltar que as tabelas sendo da FDA de Z fornecem a éarea a esquerda de um valor qualquer

“z”. No entanto, como a curva ¢ simétrica, se quiséssemos, a area a direita de “z”, basta observar que:

P(Z>2)=1-P(Z<Lz)=1-D(z)=D(-2)

Figura 1.3 — Distribui¢do normal padréo - N(O; 1)

Exemplo 1.5

Seja Z uma N(0, 1). Determinar as seguintes probabilidades:

(@) P(Z < 2,23) (b) P(Z > -1,45)
() P(-2<Z<2) (d)P(-1<Z<1)
Solucdo;

(a) P(Z < 2,23) = D(2,23) = 98,71%

(b) P(Z>-1,45)=1-P(Z <-1,45) =1 - D(-1,45) = 1 - 0,0735 = 92,65%
(©) P(-:2<Z<2)=D(2) - D(-2) = 0,9772 - 0,0228 = 95,44%
(d)P(-1<Z<1)=d(1)-D(-1)=0,8413 - 0,1587 = 68,26%

Exemplo 1.6

Seja X uma VAC com distribuigdo N(10, 2). Determinar:

(a) P(X < 10) (b) P(X > 11,50)

(c) P8<Z<12) (d) P(6,08 <Z<13,92)

Prof. Lori Viali, Dr. - viali@mat.ufrgs.br - http://www.mat.ufrgs.br/~viali 12
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Neste caso, antes de se poder procurar os valores na tabela € necessario padronizar cada valor

de X, através da expressao:
Z=X-pw/o=(X-10)/2
(@) PX<10)=P((X-10)/2<(10-10)/2)=P(Z < 0) = D(0) = 50%
(b) P(X>11,50)=P(Z> (11,50 - 10) / 2) = P(Z>0,75) =1 - ®(0,75) = 22,66%
) PB<X<12)=P(-1<Z<1)=D(1)-D(-1)=0,8413 - 0,1587 = 68,26%
(d) P(6,08 <X <13,92) =P(-1,96 <Z < 1,96) = (1,96) - ®(-1,96) = 0,9750 - 0,0250 = 95%

1.6.4. Relacgdo entre as distribui¢cdes Binomial e Normal

€69

Seja X uma varidvel aleatéria distribuida binomialmente com parametros “n” e “p”. Isto ¢é:
— — n X n—X
P(X=x)= ()J.p .q

Quando o niimero de provas “n” cresce (tende ao infinito) a distribuicdo binomial tende a uma
distribuicdo normal de média p = np e desvio padrdo 6 = /npq

Em geral admite-se que para np > 5 e nq > 5, “n” ja sera suficientemente grande para se poder
aproximar uma distribuicao binomial pela normal.

No entanto, devido ao fato de se estar aproximando uma distribuicdo discreta, através de uma
continua, recomenda-se para se obter maior precisdo, realizar uma corre¢do de continuidade que con-
siste em transformar, por exemplo, P(X = x) no intervalo P(x - 0,5 < X <x + 0,5) € 0 mesmo em qual-

quer outra situagao.

Exemplo 1.7

No langamento de 30 moedas honestas, qual a probabilidade de sairem:
(a) Exatamente 12 caras?

(b) Mais de 20 caras?

(a) A probabilidade de sairem 12 caras é dada pela distribuigdo binomial por:

P(X = 12) = [fgj.o,512.o,518 ~ 8,06%
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Aproximando pela normal tem-se:

w=np=230.(1/2)=15

6= Jnpq = 30.%% =2,7386

Entdo P(X =12) calculado pela normal com utilizacdo da corre¢do de continuidade sera:
P(X=12)=P(11,5<X<12,5)=P(-1,28 <Z<-0,91) =0,3997 - 0,3186 = 8,11%, que ndo ¢é

muito diferente do valor exato 8,06%.

i, N30~
B3 -2

Aproximando pela normal, tem-se:

(b) P(X >20) = 3 [3"].

i=21\ |

P(X>20,5)=0,5000 - 0,4778 = 2,22%
1.7. AFUNCAO GAMA

A fungdo gama ¢ definida por uma integral impropria e surge associada a vérios problemas de

Fisica, Engenharia e Estatistica. Ela serve de base para a definicdo das distribui¢des continuas: Stu-
dent, x* e F.

Gama(x) ='(x) = [ t*e™'dt

Ela apresenta algumas propriedades peculiares, como, por exemplo:

'x+1)=x!

'x+1)=x I'(x)

r(1/2)=+n

A fun¢do gama pode ser considerada uma generalizagdo do Fatorial.

Se n € um inteiro positivo, entdo:

I'(n)=(n-1)!

E, entdo::

r()=f e dx = 1

Graficamente a fungdo Gama tem um comportamento estranho, especialmente para os niime-

ros negativos devido aos pontos de descontinuidade. A Figura 1 mostra o grafico da funcdo Gama ape-

nas para os nimeros positivos que sdo de maior interesse.

Prof. Lori Viali, Dr. - viali@mat.ufrgs.br - http://www.mat.ufrgs.br/~viali 14



R SERIE: Probabilidade Univariada
Parte 2: Variaveis Continuas

P
4
PR L

20 -
re
18 !
16 1!
14 4
124

10 4 °

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0

Figura 1.4 - Grafico da funcdo Gama no dominio dos nimeros reais positivos

1.8. ADISTRIBUICAO T (DE STUDENT)

Matematicamente a distribuigdo t de Student tem como Unico parametro o valor de k — graus
de liberdade — utilizando a fungdo Gama tanto no seu numerador como no denominador. Uma variavel

aleatoria X tem uma distribui¢do “t” ou de Student se sua fdp for do tipo:

F[v+lj
2 v=1.23,. XeR

w{ox)

Para qualquer valor inteiro e positivo de v a distribui¢do t assume uma forma muito parecida

t,(x)=

com a curva normal-padrdo (Z) sendo que a aproximagdo sera tanto melhor quanto maior for o valor

de v. A Figura 1.5 apresenta a forma da distribui¢ao de Student para alguns valores de v.
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Figura 1.5 - Grafico da distribuicdo t (de Student) para os glde 1, 5 e 25

1.8.1. Propriedades da distribuicao t (de Student)
Se X for uma VAC com distribuicao t, entdo:

Média, expectancia ou valor esperado
n=EX)=0

Variancia

V(X)=0"= LZ o valor v é denominado de "graus de liberdade".
o

O desvio padrao

v
v-—2

Tabelas

O que ¢ tabelado ¢ a fungdo inversa (percentis), em relagdo a area a direita (unilateral) de cada
curva (uma para cada linha), ou a soma das caudas (bilateral), isto €, a tabela retorna um valor “t” tal

que P(T > t) = a (unilateral) ou P(|T| > t) = a (bilateral).
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As duas opg¢des podem ser colocadas em uma mesma tabela. Pode-se ler uma éarea (a) de cima
para baixo e se ter um valor unilateral (P(T >t) = o) ou ler a 4rea (a) de baixo para cima e se ter um

valor “t” tal que P(T > t) = a/2.

P(t de Student > valor tabelado) = a <> Valores unilaterais

05000 02000 01000 00500 00400 00200 00100 00050  0.0010
1 1.000 3.078 6.314 12706 15894 31821 63656  127.321 636578
2 0.816 1.886 2,920 4303 4.849 6.965 9.925 14089 31.600
3 0.765 1.638 2353 3.182 3.4 12,924
4 0.741 1.533 2.132 2.776 29 P(T9<-2,262)=2,5%ou 8.610
5 0.727 1476 2,015 2.571 P(To > 2,262) = 2,5% 6.869
6 0.718 1.440 1.943 2447 5.959
7 0.711 1415 1.895 2365 3.499 4.029 5.408
8 0.706 1397 1.860 2.306 3355 3833 5.041
9 0.703 1383 1.833 2262 2398 2.821 3.250 3.690 4.781
10 0.700 1372 2228 2.764 3.169 3.581 4587
11 0.697 1363 2718 3.106 3.497 4.437
12 0.695 1356 P(|To|>2,262) = 5% 2,681 3.055 3428 4318
13 0.694 1350 77T ToU 5 2,650 3.012 3372 4221
14 0.692 1345 1761 2.145 2264 2.624 2977 3326 4.140
15 0.691 1341 1753 2.131 2.249 2,602 2.947 3.286 4.073

1.9. ADISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

A distribui¢do Qui-quadrado estd definida apenas para valores ndo-negativos de X e, assim
como a t, depende dos graus de liberdade v. Uma variavel aleatoria X tem uma distribui¢ao Qui-

Quadrado se sua fdp for do tipo:

vo,oox

x2 e?

xi(x)zv— v=123,.. X €[0; )

1.9.1. Propriedades da distribuicdo x* (qui-quadrado)

Média, expectancia ou valor esperado

p=EX)=v
Variancia
V(X)=0"= 2v

O valor v ¢ denominado de "graus de liberdade".

Prof. Lori Viali, Dr. - viali@mat.ufrgs.br - http://www.mat.ufrgs.br/~viali
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O desvio padrao

C = 42v

Representacao gréafica

1,007 —Q(1)
—QQ)
0,80 —Q0)
0,60
0,40
0,20
0,00 = =
0.0 10 2,0 3,0 40 50 6.0 7,0 8/

Figura 1.6 - Grafico da distribui¢do ¥* (Qui-Quadrado) paraos glde 1,2 ¢ 3

Tabelas

O que ¢ tabelado ¢ a fungdo inversa, em relacdo a area a direita de cada curva (uma para cada
linha), isto é, dado um valor de 4rea na cauda direita (a), a tabela retorna um valor “x” tal que P(y” > x)
= Q.

0.995 0.990 0.975 0.950 0.900 0.100 0.050 0.025 0.100 0.005
0.000 0.000 0.001 0.004 0.016 2.706 3.841 5.024 2.706 7.879
0.010 0.020 0.051 7.378 4.605 10.597
0.072 0.115 0.216 9.348 6.251 12.838
0.207 0.297 0.484 11.143  7.779 14.860
0.412 0.554 0.831 12.832  9.236 16.750
0.676 0.872 1.237 14.449  10.645  18.548
0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 12.017 14.067 16.013  12.017  20.278
1.344 1.647 2.180 2.733 3.490 13.362  15.507 17.535  13.362  21.955
1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 14.684 16919 19.023 14.684  23.589
2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 15987 18307 20.483 15987 25.188

© 00 N oo o A W DN P
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o

Prof. Lori Viali, Dr. - viali@mat.ufrgs.br - http://www.mat.ufrgs.br/~viali 18



SERIE: Probabilidade Univariada
Parte 2: Variaveis Continuas

1.10. ADISTRIBUICAO F (DE SNEDECOR)

Ja a distribuicao F de Snedecor depende de dois parametros denominados também de graus de
liberdade. O primeiro (m) € o grau de liberdade do numerador e o segundo (n) do denominador. Na es-
tatistica ela € caracterizada como o quociente de duas variancias e, portanto de duas distribui¢des qui-
quadrado. Cada pardmetro da mesma forma que nos modelos anteriores ¢ associado ao tamanho amos-
tral menos um. Uma das possiveis representagdes da funcdo densidade de probabilidade da F, em ter-

mos da fun¢do Gama, ¢ dada por:
+ m n m
r[m nsz nax:
2
Fm,n = m n m+n
Il — Il = |(mx+n) 2
2 2

1.10.1. Propriedades da distribuicado F (de Snedecor)

mn=1,2,3, Xe[0;0)

Média, expectancia ou valor esperado

n=EX)= -2 5 onde m ¢ o grau de liberdade do numerado.
m—

Variancia

2m?(m+n-2)
m(m-2)(n—-4)

V(X)=c"=

fdp de
F(1, 3)
F(2, 5)
F(5, 10)
F(20, 20)

0 3 6 9 12 15

Figura 1.7 - Grafico da distribuicao F (de Snedecor)
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Tabelas

O que ¢ tabelado ¢ a percentil 95% ou 99% - area a direita de cada curva (uma para cada par

de valores — numerador, denominador) igual a 5% e 1%, isto ¢é, “x” tal que P[F(m, n) > x] = 5% ou

P[F(m, n) > x] = 1%.

Tabela F — Probabilidades unilaterais a direita a 5%

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 | 14 | 15 | 16

1 | 161,45 1199,50 § 215,71 224,58 $ 230,16 233,99 : 236,77} 238,88 240,54 241,88 | 242,98 | 243,90 | 244,69 | 24536 245,95 | 246,47

2 | 1851 | 1900 | 1906 1925 | 1930 1933 | 1935 | 1937 1938 | 19.40 | 19,40 | 19,41 | 19.42 | 1942 | 1943 | 19.43

3 11003 0 955 : 928 9,12 | 901 894 : 889 : 885 881 : 879\ 876 | 874 | 873 | 871 | 870 : 869

4 | 771 1 694 1 659 639 | 626 616 | 609 | 604 600 i S, 504 | 501 | 589 | 587 | 586 | 584

s |66l | 579 | 541 si19 | 505 4905 | ass | as2 477 70 | 468 4,6&[ 464 | 462 | 460

6| 599 | 5141 476 453 | 439 428 | 421 | 415 4] P[E(5,7)>3,97] = 5% [396 | 394 | 392

7 | 559 | 474 1 435 412 397 387 1379 i 373 3, 353 1 351 i 349

8 | 532 | 446 | 407 384 | 369 358 | 350 | 344 339 1 335 | 331 | 328 i 326 | 324 | 322 i 320

9 | 512 | 426 | 38 3,63 | 348 337 1329 | 323 3,18 | 314 | 3,00 | 3,07 | 3,05 | 303 | 3,00 | 299

10 | 496 ¢ 410 @ 371 348 333 322 ¢ 314 | 307 302 : 298 : 294 i 291 i 289 i 28 285 : 283

Tabela F — Probabilidades unilaterais a direita a 1%

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 14052,1814999 341 5403,53 5624,26 15763,96 5858,95! 592833 15980,95 6022,40:6055,93:6083,4016106,68! 6125,77  6143,00 | 6156,97 6170,01
219850 19900 1 99.16 9925 | 9930 9933 | 9936 | 9938 9939 | 99.40 ! 9941 | 99.42 | 9942 | 9943 | 9943 | 9944
303412 13082 1 2946 2871 | 2824 2791 1 27.67 2749 2734 : 2723 12713 1 2705 | 2698 | 2692 @ 2687 i 2683
402120 1800 1 1669 1598 1552 15211 1408 | 1480 14,66 | 1455 | 1445 | 1437 | 1431 | 1425 | 1420 | 14,15
501626 | 1327 § 12,06 1139 | 10,97 ‘ P[F(5,7)>7,46]= 1% 996 | 989 | 982 i 977 | 972 | 968
6] 1375 11092 F 978 915 | 875 % 96 : 810 798 | 787 i 779 i 772 i 766 | 760 i 756 | 752
7012251 955 F 845 785 i 746 7,09 | 699 | 684 672 | 662 ! 654 I 647 | 641 I 636 i 631 | 628
8| 1126 865 © 759 701 | 663 637 . 618 . 603 591 . 581 | 573 | 567 . 561 . 556 | 552 . 548
9] 1056 | 802 i 699 642 | 606 580 i 561 | 547 535 i 526 © 518 i 511 i 505 i 501 | 496 | 492
10| 1004 | 756 | 655 599 | 564 539 | 520 | 506 494 @ 485 | 477 | 471 | 465 | 460 | 456 | 452
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2. PROPRIEDADES DA MEDIA E DA VARIANCIA DE VARI-
AVEIS ALEATORIAS

2.1. MEDIA

(1) A média de uma constante € igual a propria constante.
E(k) =k, onde k = constante

(2) Se multiplicarmos os valores de uma variavel aleatdoria por uma constante, a média fica multiplica-

da por esta constante.

E(kX) =k.E(X)
(3) Se os valores de uma variavel aleatoria forem somados a uma constante a média ficara igualmente
somada dessa constante.

E(XX+tk)=EX)tk
(4) A média de uma soma ou diferenga de duas variaveis aleatdrias ¢ igual a soma ou diferenca das
médias dessas variaveis.

E(X +Y) = E(X) + E(Y)
(5) A média do produto de duas variaveis aleatorias independentes ¢é igual ao produto das médias des-
sas variaveis.

E(X.Y) = E(X).E(Y)
2.2. VARIANCIA

(1) A variancia de uma constante ¢ nula
Vk)=0
(2) Se multiplicarmos os valores de uma variavel aleatoria por uma constante, a variancia fica multi-

plicada pelo quadrado da constante.
V(kX) =K% V(X)
(3) Se os valores de uma variavel aleatoria forem somados a uma constante a variancia nao se altera.
V(X +k)=V(X)
(4) A variancia de uma soma ou diferenca de duas variaveis aleatorias independentes ¢ igual a soma
das variancias dessas variaveis.

V(X1Y)=VX)+ V()
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2.3. AMEDIANA E AMODA

A mediana de uma variavel aleatoria € o valor que divide a distribuicdo em duas partes eqiii-

provaveis. Sera representada por md. Entao:

P(X <md) = P(X >md) = 0,50.

Este ponto sempre existe se a variavel ¢ continua, onde a mediana pode ser definida como
sendo o ponto tal que F(md) = 0,50. No caso discreto pode haver todo um intervalo que satisfaz a rela-

¢do acima, convenciona-se em geral adotar o ponto médio deste intervalo. Pode-se ainda, neste caso,

definir a mediana como sendo o menor valor para o qual F(md) > 0,5.

A moda ¢ o(s) ponto(s) de maior probabilidade, no caso discreto, ou maior densidade de pro-

babilidade no caso continuo. E representada por mo.
2.4. DESIGUALDADES DE TCHEBYCHEFF E CAMP-MEIDELL

Pode-se demonstrar que, para qualquer distribui¢do de probabilidade que possua média p e
desvio padrao G, tem-se, para qualquer nimero “k > 1”:

P(X - p > ko) < 1/k* (Desigualdade de Tchebycheff, Tchebichev ou Chebyshev, 1821 -
1894), ou de forma equivalente

P(X - p| <ko)>1 - 1/k*

Se a distribuicdo for unimodal e simétrica, entao:

P(X - p > ko) < ?‘2 (Desigualdade de Camp-Meidell)

Estas desigualdades fornecem as probabilidades de que os valores de uma variavel aleatéria
(qualquer) esteja num intervalo simétrico em torno da média de amplitude igual a 2k desvios padrdes.
Assim se k = 2, por exemplo, a desigualdade de Tchebycheff estabelece que o percentual de valores da
varidvel aleatoria que estd compreendida no intervalo p + 2c ¢ de pelo menos 1 - 1/4 = 75%. Confor-
me visto pela normal este percentual vale exatamente 95,44%. Mas como a normal ¢ simétrica e uni-
modal, neste caso, um resultado mais proximo ¢ dado pela desigualdade de Camp-Meidell, isto ¢é, 1 -

4/9k* =1 -1/9 = 88,89%.

Exemplo 2.1

Compare o limite superior da probabilidade P[(X - p| > 20)], obtida pela desigualdade de T-

chebycheff, com a probabilidade exata se X for uniformemente distribuida sobre (-1, 3).
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Para uma distribui¢do uniforme tem-se p =(a+ b)/2=(-1+3)/2=1e
V(X)=(b-a)/12=4/3

Entdo: P(|IX - u| 2 ko) =P(|X - 1| > 4@) = (0 ¢ a probabilidade exata.
Por Tchebycheft, teriamos:

P(X - p| 2 ko) = P(IX - 1| > 4@) < /4.

2.5. 0O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Sejam X, X3, ... Uma seqiliéncia de varidveis aleatorias iid (independentes e identicamente
distribuidas) com E(X?) <=

Sejam p = E(X)) e 6° = Var(X;).

Entdo para todos os valores a e b tais que a <b, tem-se:

n
_Z X; —np !
Pla<i=l ——  <b | [P—c/2dx = D(b) - D(a)

cvn “an
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3. EXERCICIOS

(78) Uma variavel aleatoria continua tem a seguinte fungdo densidade de probabilidade:
fix)=3x> se 0<x<1
=0 caso contrario.
Calcular a probabilidade dessa varidvel assumir um valor maior ou igual a 1/3.

(79) Sendo f(x) =kx’ a densidade de uma varidvel aleatoria continua no intervalo 0 < x < 1, determine

o valor de “k”.

(80) Uma variavel aleatéria continua X ¢ definida pela seguinte fungdo densidade:

f(x) = %(x—l)2 para 0 <x <2. Determinar:

(80.1) A média (80.2) A variancia
2kx se0 < x < 3
(81) Uma variavel aleatéria continua tem a seguinte fdp: f(x) =1 kx se3 < x <5
0 caso contrario

Determinar o valor de k, a média, a mediana ¢ a variancia da variavel aleatoria.
(82) Uma variavel X ¢é uniformemente distribuida no intervalo [10, 20]. Determine a expectancia ¢ a
variancia de X e calcule ainda a P(12,31 < X < 16,50).
(83) Suponha que X seja uniformemente distribuida entre [-o., ], onde a > 0. Determinar o valor de a
de modo que as seguintes relagdes estejam satisfeitas:

(83.1)PX>1)=1/3 (83.2) P(X<1/2)=0,7
(84) Suponha que um mecanismo eletronico tenha um tempo de vida X (em unidades de 1000 horas)
que ¢ considerado uma variavel aleatoria com fdp dada por:

fix)=e™,x>0

=0, caso contrario.

Suponha ainda que o custo de fabricagdo de um item seja 2,00 um e o pre¢o de venda seja 5,00 um. O
fabricante garante total devolu¢do se x < 0,8. Qual o lucro esperado por item?

(85) Uma lampada tem durag@o de acordo com a seguinte densidade de probabilidade:

-0,001t

f(t) =0,001¢e parat>0

= () caso contrario
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Determinar
(85.1) A probabilidade de que uma lampada dure mais do que 1200 horas.
(85.2) A probabilidade de que uma lampada dure menos do que sua duragdo média.
(85.3) A duragdo mediana.

(86) Se as interrupgdes no suprimento de energia elétrica ocorrem segundo uma distribui¢do de Pois-
son com a média de uma por més (quatro semanas), qual a probabilidade de que entre duas interrup-

¢oOes consecutivas haja um intervalo de:

(86.1) Menos de uma semana. (86.2) Mais de trés semanas.

(87) Se X : N(10, 2) Calcular:

(87.1) P(8<X<10) (87.2)P(9<X<12) 87.3) P(X>10) (87.4)P(X<8ouX>1l)
(88) Se X tem uma distribui¢ao normal com média 100 e desvio padrao 10, determine:

(88.1) P(X < 115) (88.2) P(X > 80) (88.3) P(X > 100)

(88.4) O valor de “a” tal que P(100 - a < X <100 + a) = 0,9544
(89) Na distribui¢do N(u; ), encontre:

(89.1) P(X <pu+20) (89.2) P(IX - pu| <o)

(89.3) O niimero “a”, tal que P(u - ac < X <p +ac) = 0,90

(89.4) O ntimero “a”, tal que P(X > a) = 0,95

(90) A alturas de 10000 alunos de um colégio tém distribuicdo aproximadamente normal com média

de 170 cm e desvio padrdo de 5 cm.
(90.1) Qual o nimero esperado de alunos com altura superior a 1,65 m?
(90.2) Qual o intervalo simétrico em torno da média, que contera 75% das alturas dos alunos?

(91) As vendas de determinado produto tém distribuicdo aproximadamente normal, com média de 500
e desvio padrao de 50. Se a empresa decide fabricar 600 unidades no més em estudo, qual é a probabi-

lidade de que ndo possa atender a todos os pedidos desse més, por estar com a produgdo esgotada?

(92) O numero de pedidos de compra de certo produto que uma cia recebe por semana distribui-se
normalmente, com média 125 e desvio padrao de 25. Se em uma dada semana o estoque disponivel &
de 150 unidades, qual ¢ a probabilidade de que todos os pedidos sejam atendidos? Qual deveria ser o

estoque para se tivesse 99% de probabilidade de que todos os pedidos fossem atendidos?
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(93) Uma enchedora automatica de garrafas de refrigerantes esta regulada para que o volume médio de
liquido em cada garrafa seja de 1000 cm’, com desvio padrio de 10 cnr’. Pode-se admitir que a distri-

buicao da variavel seja normal.
(93.1) Qual a percentagem de garrafas em que o volume de liquido é menor que 990 cm’?

(93.2) Qual a percentagem de garrafas em que o volume do liquido ndo se desvia da média em

mais do que dois desvios padroes?

(93.3) O que acontecera com a percentagem do item (b) se a maquina for regulada de forma que a

média seja 1200 cm’ e o desvio padrdo 20 cm’?

(94) O diametro de certo tipo de anel industrial é uma variavel aleatoria com distribui¢do normal de
média 0,10 cm e desvio padrao 0,02 cm. Se o didmetro do anel diferir da média de mais do que 0,03
cm, ele € vendido por R$ 5,00, caso contrario, ¢ vendido por R$ 10,00. Qual o prego médio de venda

de cada anel?
(95) Suponha que as amplitudes de vida de dois aparelhos elétricos D; e D,, tenham distribuigdes
N(42; 6) e N(45; 3), respectivamente. Se o aparelho € para ser utilizado por um periodo de 45 horas,
qual aparelho deve ser preferido? E se for por um periodo de 51 horas?
(96) A distribuigdo dos pesos de coelhos criados em uma granja pode muito bem ser representada por
uma distribuicdo normal, com média de 5 kg e desvio padrdo de 0,8 kg. Um abatedouro comprara 5000
coelhos e pretende classifica-los de acordo com o peso, do seguinte modo: 20% dos leves como pe-
quenos, os 55% seguintes como médios, os 15% seguintes como grandes e os 10% mais pesados como
extras. Quais os limites de pesos para cada classificagdo?
(97) Uma distribuigdo normal tem desvio padrao igual a 5 ¢ é tal que 1,5% dos valores estdo abaixo de
35. Determine sua média.
(98) Numa prova de vestibular com 50 questoes objetivas de 5 alternativas cada, qual a probabilidade
de que um candidato, que responde ao acaso (chuta) todas as questdes, acerte mais do 15 questdes?
(99) Um dado equilibrado ¢ langado 120 vezes. Determinar a probabilidade que a face 4 (quatro) apa-
rega:

(99.1) 18 vezes ou menos (99.2) Mais de 14 vezes
(100) No langamento de 30 moedas equilibradas, qual a probabilidade de sairem:

(100.1) Exatamente 12 caras? (100.2) Mais de 20 caras?

(101) Uma variavel aleatoria tem média igual a 5 ¢ desvio padrdo igual a 3. Determine:

(101.1) P(|X - 5 < 3) (101.2) h tal que P(IX - 5| >h) = 0,01
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(101.3) P(-1 £ X< 11) (101.4) P(|IX - 5| £7,5)
(102) Supondo que a média de uma variavel aleatoria X seja igual a 4 ¢ o desvio padrdo igual a 2, de-

termine:

(102.1) A probabilidade de X estar no intervalo de 0 a 8. (102.2) Qual o valor minimo de P(-2 <
X <10).
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4. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

(78) P(X > 1/3) = 26/27

(79) k =4

(80) (80.1) E(X) =1 (80.2) * = 0,60

(81) 1/17;2,98;2,92 ¢ 1,50

(82) E(X) =15 V(X) = 8,33 P(12,31 <X <16,50) = 41,90%
(83) (83.1) 3 (83.2) 5/4

(84) 5¢™% -2 =025 um

(85) (85.1) 30,12% (85.2) 63,21%. (85.3)

(86) (86.1) 22,12% (86.2) 47,24%

(87) (87.1) 34,13% (87.2) 53,28% (87.3) 50% (87.4) 46,72%

(88) (88.1) 93,32% (88.2) 97,72% (88.3) 50% (88.4) a =20

(89) (89.1) 97,72% (89.2) 68,26% (89.3) 1,645 (89.4) a =y - 1,6450
(90) (90.1) 8413 (90.2) (164,25; 175,75)

(91) 0,0228 = 2,28%

(92) (92.1) 84,13% (92.2) 184
(93) (93.1) 15,87% (93.2) 95,44% (93.3) Nao se altera
(94) 9,33 u.m.

(95) P(D; >45)=30,85% P(D;>51)=6,68%
P(D; > 45) = 50% P(D, > 51) =2,28%
(96) 4,33 kg; 5,54kg e 6,02kg

(97) 45,85

(98) 2,62%

(99) (99.1) 35,57% (99.2) 91,15%

(100) (100.1) 8,11% (8,06% exato) (100.1) 2,22% (2,14% exato)

(101) (101.1) Zero (101.2) h =30 (101.3) 75% (101.4) 84%

(102) (102.1) 3/4=75%  (102.2) 8/9 = 88,89%
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