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AMOSTRAGEM

1. CONCEITOS BASICOS

Estatistica Indutiva. Muitas vezes, apesar dos recursos computacionais e da boa vontade nao é
possivel estudar todo um conjunto de dados de interesse. Neste caso estuda-se uma parte do conjunto.
O principal motivo para se trabalhar com uma parte do conjunto ao invés do conjunto inteiro € o custo.

O conjunto de todos os elementos que se deseja estudar é denominado de populacdo. Note-se
que o termo populacdo € usado num sentido amplo e ndo significa, em geral, conjunto de pessoas. Po-
de-se definir uma popula¢ao como sendo:

Uma colecao de todos os possiveis elementos, objetos ou medidas de interes-
se.

Assim, sdo exemplos de populagdes:

¢ O conjunto das rendas de todos os habitantes de Porto Alegre;
¢ O conjunto de todas as notas dos alunos de Estatistica;

¢ O conjunto das alturas de todos os alunos da Universidade; etc.

Um levantamento efetuado sobre toda uma populacdo € denominado de levantamento censita-
rio ou Censo.

Fazer levantamentos, estudos, pesquisas, sobre toda uma populacdo (censo) é, em geral, muito
dificil. Isto se deve a vdrios fatores. O principal € o custo. Um censo custa muito caro e demanda um
tempo considerdvel para ser realizado. Assim, normalmente, se trabalha com partes da populacdo de-
nominadas de amostras. Uma amostra pode ser caracterizada como:

Uma porc¢ao ou parte de uma populaciao de interesse.

Utilizar amostras para se ter conhecimento sobre populagdes € realizado intensamente na Agri-
cultura, Politica, Negdcios, Marketing, Governo, etc., como se pode ver pelos seguintes exemplos:

¢ Antes da eleicdo diversos 6rgaos de pesquisa € imprensa ouvem um conjunto selecionado de
eleitores para ter uma idéia do desempenho dos varios candidatos nas futuras elei¢des.

e Uma empresa metal-mecinica toma uma amostra do produto fabricado em intervalos de
tempo especificados para verificar se o processo estd sob controle e evitar a fabricacio de itens defeitu-
0S0S.

¢ O IBGE faz levantamentos periddicos sobre emprego, desemprego, inflacio, etc.

¢ Redes de radio e TV se utilizam constantemente dos indices de popularidade dos programas
para fixar valores da propaganda ou entdo modificar ou eliminar programas com audiéncia insatisfatd-
ria.

¢ Bidlogos marcam pdssaros, peixes, etc. para tentar prever e estudar seus hébitos.
O processo de escolha de uma amostra da populacdo € denominado de amostragem.

Riscos da amostragem. O processo de amostragem envolve riscos, pois toma-se decisdes so-
bre toda a populacdo com base em apenas uma parte dela. A teoria da probabilidade pode ser utiliza-
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da para fornecer uma idéia do risco envolvido, ou seja, do erro cometido ao utilizar uma amostra ao in-
vés de toda a populacdo, desde que, € claro, a amostra seja selecionada através de critérios probabilisti-
cos, isto €, ao acaso.

Baseado nos conceitos anteriores pode-se definir Estatistica Indutiva ou Inferencial como
sendo:

A colecao de métodos e técnicas utilizados para se estudar uma populacdo baseados em amos-
tras probabilisticas desta mesma populagio.

Uma amostra € dita probabilistica se todos os elementos da populacao tive-
rem probabilidade conhecida e nao zero de pertencer a amostra.

Dentre as vérias maneiras de se selecionar uma amostra probabilistica ou aleatdria de uma po-
pulacdo a mais simples € atribuir a todos os elementos da populacdo a mesma probabilidade de perten-
cer a amostra.

Uma amostra que satisfaga tal critério é denominada de amostra aleatéria simples (aas).
Uma aas pode ser extraida de uma populacdo de acordo com os critérios:
(a) com reposicao e (b) sem reposicao.

Se a populacdo for infinita entdo as retiradas com e sem reposi¢do serdo equivalentes, isto €, se
a populacdo for infinita (ou entdo muito grande), o fato de se recolocar o elemento retirado de volta na
populacdo. ndo vai afetar em nada a probabilidade de extracdo do elemento seguinte.

Se, no entanto, a populacdo for finita (e pequena) serd necessdrio fazer uma distin¢ao entre os
dois procedimentos, pois na extracdo com reposi¢do as diversas retiradas serdo independentes, mas no
processo sem reposicdo haverd dependéncia entre as retiradas, isto €, o fato de nio recolocar o elemen-
to retirado afeta a probabilidade do elemento seguinte ser retirado. A amostragem sem reposicao € mais
eficiente que a amostragem com reposi¢do e reduz a variabilidade uma vez que nao € possivel retirar e-
lementos extremos mais do que uma vez.

Assim se N representa o tamanho da populagdo e n < N o tamanho da amostra, entdo o nime-
ro de amostras possiveis de acordo com os critérios com e sem reposicao sera:

(a) Com reposicao
k = nimero de amostras = N"
(b) Sem reposicao
(N NI

k = ndmero de amostras = LnJ = AIN-n)

Exemplo:

Considere a populacdo P = { 1, 3, 5, 6 }. Entdo o nimero de amostras possiveis de tamanhos
n=2en=3, de acordo com os critérios com e sem reposi¢ao sera:

(a) Sem reposicao
1)n=2

(N} (4)
Como N =4 e n =2, entdo o niimero de amostras possiveis sera: L J = LZJ = a2
n Ha4—c)!
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Estas amostras serdo: (1,3) (1,5) (1,6) (3,5 (3,6) (5,6)
2)n=3

(N} (4)
Como N =4 e n =3, entdo o niimero de amostras possiveis sera: L J = LSJ = 33" 4
n H - H

Estas amostras serdo: (1, 3,5) (1,3,6) (1,5,6) (3,5,6).

(b) Com reposicao

IH)n=2

Como N =4 e n =2, entdo o nimero de amostras possiveis serd N" = 4> = 16.

Estas amostras serdo: (1, 1) (1,3) (1,5) (1,6) (3,3) (3,5) (3,6) (5,5)
(5,6) (6,6) 3,1) (5,1) (6,1)(5,3) (6,3) (6,5)

Como pode ser observado neste caso as amostras (a, b) e (b, a) sdo consideradas diferentes, is-
to €, na amostragem com reposicao as amostras sao ordenadas.

2)n=3

Como N =4 e n =3, entdo o nimero de amostras possiveis serd N" = 4’ = 64
Algumas destas amostras sao:

(1, 1,1) (1,1,3), (1,3,1), 3,1,1) (1,3,5)(1,5,3) (5,3,1) (5,1,3)
(1,3,6) (3,3,3), (5,5,5) (5,5,6) (1,5,6) (3,5,6) ,etc.

Estimador, estimativas e parametros

Uma caracteristica da populacao é denominada parametro.

Um parametro € uma constante, isto €, ¢ um nimero que representa uma caracteristica inica
da populacao.

Assim se P € uma populacdo, os principais parametros seriam:
(1) A média de P, anotada por Up

(i1) A variancia de P, anotada por (5,%

(iit) O desvio padrao de P, anotado por op

(iv) A propor¢ao de elementos de P que apresentam determinada caracteristica, anotada por:
T, entre outros.

Exemplo:

Para a populacdo P={ 1, 3, 5, 6 } os parametros acima seriam:
Dup=1+3+5+6)/4=15/4=3,75

(i) oB=(1+9+25+36)/4-3,75=71/4-3,75 =17,75 - 14,0625 = 3,6875 = 3,69.
(iv) op = 1,9203 = 1,92

(v)yw=1/4=25%, onde o numerador representa o nimero de elementos pares na populacao
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Estimador

Um estimador é uma caracteristica da amostra.

Como a amostra € aleatdria um estimador € uma varidvel aleatoria. Assim tudo o que foi visto
em probabilidade sobre varidveis aleatdrias, aplica-se aos estimadores. A distribui¢do de probabilidade
de um estimador € denominada de distribuicao amostral.

Os principais estimadores sdo:
(I) A média da amostra, X que é um estimador da média da populacdo: u
(i) A variancia amostral, S* que é um estimador da varidncia populacional: 6>

(iit) A propor¢do amostral, P, que € um estimador amostral da proporc¢ao populacional 7.

Estimativa

Uma estimativa é um valor particular de um estimador

Assim X =2 é uma estimativa. O estimador € a expressao (férmula) enquanto que a estimativa
€ o valor particular que ele assume (nimero).

Calculo dos principais estimadores.

€e_9

Se (X, X, ..., X,) € uma amostra aleatoria de tamanho “n” extraida de uma populagdo, entio:

(a) X = X X;/n é uma estimativa da média populacional quando a amostra no esté agrupada e
X = 2fiX./n é uma estimativa da média da amostra quando a amostra estd agrupada em uma distribui-
¢do de freqiiéncias (por ponto ou por valores).

—\2 —
Xi—X 2_nX? . o .
b) = 2 % = Zx'nfﬁ( ¢ uma estimativa da variancia populacional quando a
amostra ndo estd agrupada e
72 2 g2
il Xi—X fiX:—n
S?’= 2 f(X=X) =y X ¢ uma estimativa da variancia populacional quando a
n-1 n-1

amostra estd agrupada em uma distribuicdo de freqii€éncias. Note-se que agora a variancia € calculada
com

“n - 1” no denominador. Isto se deve ao fato de que a variancia for calculada com “n” no denominador,
a média de sua distribuicdo amostral ndo serd igual a variancia populacional o que caracterizaria um es-
timador tendencioso.

Embora a variincia seja calculada com “n - 1” no denominador com o objetivo de que as esti-
mativas variem em torno do parametro, isto ndo ird ocorrer se a amostragem for sem reposi¢do de po-
pulacdo finita. Neste caso € necessdrio utilizar, ainda, uma correcdo para a variancia que consiste em
multiplicd-la pelo valor (N - 1) / N. Evidentemente esta correcdo sé serd necessdria se a populacao for
pequena, caso contrario o quociente acima serd aproximadamente igual a um e a correcao ndo precisard
ser feita.

Assim se a populacdo for finita (e pequena) e a amostragem for realizada sem reposi¢do a vari-
ancia devera ser calculada por:

Szz%s2
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(¢) P =f/ n, onde f = freqgiiéncia de elementos na amostra com determinada caracteristica €
uma estimativa da propor¢ao populacional 7.

Texto 2: AMOSTRAGEM

2. DISTRIBUICOES AMOSTRAIS DOS PRINCIPAIS ESTIMADORES

2.1. DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA MEDIA

2.1.1. Amostragem com reposicao

Considere-se a populagdo P={ 1, 3, 5, 6 } e todas as amostras possiveis de tamanho n = 2 ex-
traidas com reposi¢do. Para cada amostra vai-se calcular a média. Ter-se-a assim um conjunto de 16 va-
lores que serdo dispostos em uma tabela, com as respectivas probabilidades, e que constituird entdo a
distribuicdo amostral da média da amostra.

As possiveis amostras com as respectivas médias sao:

Amostras (1,1 (1€,3) (1€,5 (d1€,6) (3,3) (3,5 (3,6) (5,5
1 2) 3 3,5 3 4 4,5 5
Amostras 5,6) (6,6) 3,1) (B,1) (6,1) (53 (6,3) (6,5
X 5,5 6 2) 3 3,5 4 4,5 5,5
Colocando estes resultados em uma tabela (distribuicdo amostral da média) vem:
1,0 1/16 1/16 1,0/16
2,0 2/16 4/16 8,0/16
3,0 3/16 9/16 27,0/16
3,5 2/16 7/16 24,5/16
4,0 2/16 8/16 32,0/16
4,5 2/16 9/16 40,5/16
5,0 1/16 5/16 25,0/16
5,5 2/16 11/16 60,5/16
6,0 1/16 6/16 36,0/16
> 1 60/16 254,5/16

Pela tabela pode-se verificar que:

E(X) = Xxf(x) = 60/16 = 3,75 =, isto é a expectincia (média) de todas as médias amostrais,
extraidas com reposicao da populacao P, € igual a média populacional (parametro populacional média).

V(X) = TXP(X) - M3 = 254,5/16 - 3,75° = 1,84375 = 6/ 2 = 3,6875/2, isto &, a variancia en-

tre as médias amostrais € ‘n

£ o669

vezes (neste caso 2 vezes) menor que a variancia populacional.

O valor ox = 1,36 é denominado erro padrao da média. Ele mede a variabilidade entre as
médias amostrais e d4 uma idéia do erro que se comete ao se substituir a média da populagdo pela mé-

dia da amostra.

De fato, verificando a tabela acima, pode-se ver que se por exemplo, fosse selecionada a amos-
tra (1, 1) serfamos levados a crer que a média da populacdo seria um, quando de fato ela vale 3,75, co-
metendo assim um erro de 2,75 unidades. Felizmente este erro (o maior possivel neste caso) s6 vai o-
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correr com uma probabilidade de 1/16 = 6,25%. Se por exemplo, fosse selecionada a amostra (1, 6) a
média amostral seria 3,5 e o erro cometido (neste caso) seria de 0,25 unidades. Este erro bem menor
que o anterior ocorre com uma probabilidade de 2/16 = 12,5%. O que o desvio padrdo da distribuicdo
amostral da média faz é determinar o erro médio, sendo por isso denominado, entdo, de erro padrdo da
amostragem.

2.1.2. Amostragem sem reposicao

Considere-se a populagdo P={ 1, 3, 5, 6 } e todas as amostras possiveis de tamanho n = 2 ex-
traidas sem reposicao.

As possiveis amostras com as respectivas médias sdo:

Amostras |(1,3) (1,5 (1,6) (3,5 ((3B,6) (5,6)

X | 2 3 3,5 4 45 55

Colocando estes resultados em uma tabela (distribuicdo amostral da média) vem:

X f(x) =P(X = x) X f(x) (X))
2,0 1/6 20/6 04,00/ 6
3,0 1/6 30/6 09,00/ 6
3,5 1/6 35/6 12,2576
4,0 1/6 4,0/6 16,00/ 6
4,5 1/6 4,5/6 20,2576
5.5 1/6 55/6 30,25/6
2 1 22,5/6 91,75/6

Da tabela segue:

E(X) = Y xf(x) =22,5/6 = 3,75 = L, isto é a expectancia (média) de todas as médias amos-
trais, extraidas sem reposi¢do da populacdo P, também € igual a média populacional (pardmetro popula-
cional média).

V(X) = IXPH(X) - Wa = 91,75/6 - 3,75% = 1,2292 = %H = 1,84375. (2/3), isto &, a varin-

cia entre as médias amostrais € “n” vezes (neste caso 2 vezes) menor que a variancia populacional mul-
tiplicada pelo fator de corre¢do de populacdo finita. Este fator, pode ser considerado como o fator de
eficiéncia da amostragem sem reposi¢do sobre a amostragem com reposicao, que neste caso (N =4 en
=2) vale 2/3. Como na amostragem sem reposi¢cdo ndo € possivel retirar o0 mesmo elemento duas vezes,
as médias ndo podem assumir valores tdo extremos, como por exemplo, o valor “um” ou “seis” que as-
sumiram na amostragem com reposi¢cao. Isto faz com que a erro padrdo na amostragem sem reposicao
seja menor do que na amostragem com reposicao.

O fator de reducdo da variancia na amostragem sem reposicao é: (N - n) / (N -1)

Pode-se perceber facilmente que quanto maior for a diferenca entre o tamanho da populagdo e
o tamanho da amostra mais proximo de “um” serd este fator. Entdo, como regra pratica, pode-se admi-
tir como necessdria a correcao para a variancia das médias amostrais sempre que o tamanho da amostra
exceder a 5% do tamanho da populacdo. Caso isto ndo ocorra ndao € necessdrio fazer-se a distin¢cao en-
tre os dois procedimentos (com e sem reposicao).
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Evidentemente as consideracdes acima valem para populagdes pequenas. Se a populacdo € bas-
tante grande ou infinita, ndo mais serd possivel pensar em construir tabelas para representar a distribui-
cdo das médias amostrais. Neste caso € necessario procurar por modelos probabilisticos que descrevam
a distribuicdo da média amostral. Neste caso, também, como declarado acima a distingdo entre amos-
tragem com e sem reposi¢do ndo serd necessario, pois o fator de correcdo serd “aproximadamente um”
e ndo necessitara ser utilizado.

Os modelos probabilisticos sdo conhecidos a partir dos dois seguintes resultados:

(a) Se (Xi, Xy, ..., X,) € uma amostra aleatéria de uma populacdo com distribuicio normal de
média | e desvio padrao o, entdo a média da amostra (X) tera uma distribui¢ao também normal com a

[Ie2)

mesma média da populagdo e com desvio padrdo (erro padrdo) raiz de “n” vezes menor que o desvio
padrdo da populagdo, isto é:

Se X é N(u, o) entdo X serd N(u, 7\/5)

(b) Teorema Central do Limite

Se (X Xy, ..., X,) é uma amostra aleatéria extraida de uma populagdo com qualquer distribui-
¢do de média W e desvio padrido o, entdo a média da amostra (X) terd uma distribui¢do aproximadamen-

€e_9

te normal com a mesma média da populacdo e com desvio padrdo (erro padrdo) raiz de “n” vezes me-
nor que o desvio padrao da popula¢do a medida que o tamanho da amostra aumenta.

OBS.: Para amostras de 30 ou mais valores, em geral, a aproximacao ja sera suficiente boa, pa-
ra se poder utilizar este resultado.

Assim:
Se X tem qualquer distribuicio entdo X terd uma distribuicio aproximadamente N(y, y Jﬁ)
para n grande (n = 30).

Exemplos:

(1) Uma populacio X tem uma distribuicdo normal de média 100 e desvio padrao 10.

(a) Qual P(95 < X < 105)?

(b) Se X é a média de 16 elementos extraida desta populacio, qual a P(95 < X < 105) ?
Solugdo:

(a) Como X é uma N(100, 10) vem:

P(95 <X <105)=P(-0,5<Z<0,5) =P(0,5) - (-0,5) = 0,6915 - 0,3185 = 38,30%.
Neste caso X é uma N(100; 2,5), entdo:

(b) P(95 < X < 105) = P(-2,0 < Z < 2,0) = ®(2,0) - ®(-2,0) = 0,9772 - 0,0228 = 95,44%.

(2) A renda de um conjunto de pessoas de uma certa regido tem média 6 s.m. e desvio padrao
de 2 s.m. Se desta populacdo for extraida uma amostra de n = 100 pessoas, qual a probabilidade de a
média desta amostra acuse um valor superior a 6,3 s.m?

Soluc¢ao:

Neste caso, como ndo foi declarado que a populacdo é normal € necessario aplicar o teorema
central do limite, uma vez que n = 100 > 30, isto é possivel. A média da amostra terd uma distribuicdo
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aproximadamente normal com média 6 s.m. e desvio padrao de: 2 / 10 = 0,20, uma vez que o erro pa-
drdo da média € raiz de n vezes menor do que o desvio padrdo populacional. Entdo, a probabilidade pe-
dida serd:

P(X > 6,30) = P(Z > (6,30 - 6)/0,20 ) = P (Z > 1,5) = ®(-1,5) = 6,68%, isto &, apenas 6,68%
das médias de amostras de tamanho n = 100 apresentardo um valor superior a 6,30 s.m.

2.2. DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA PROPORCAO

2.2.1. Amostragem COM reposicao

Considere-se a populagdo P={ 1, 3, 5, 6 } e todas as amostras possiveis de tamanho n = 2 ob-
tidas com reposicao. Para cada amostra vai-se calcular a proporcado P de elementos pares na populagao.
Ter-se-a assim um conjunto de 16 valores que serdo dispostos em uma tabela, com as respectivas pro-
babilidades, e que formardo entdo a distribuicdo amostral da proporg¢ao.

As possiveis amostras com as respectivas propor¢des sao:

Amostras 1,1 (@1,3) (1,5 (d,6) 3,3 3,5 3,60 (5,5
p 0 0 0 1/2 0 0 1/2 0

Amostras 5,6) (6,6) @3, 1) (,1) (6,1) (53 (6,3) (6,5)
p 172 1 0 0 172 0 172 172

Colocando estes resultados em uma tabela (distribuicdo amostral da propor¢ao) vem:

p f(p) =P(P=p) pf(p) p’f(p)
0,0 9/16 0/16 0,0/16
0,5 6/16 3/16 1,5/16
1,0 1/16 1/16 1,0/16
> 1 4/16 2,5/16

Pode-se entdo calcular a expectancia e a variancia:

E(P) = 2pf(p) = 4/16 = 0,25 =, isto é o valor esperado (média) de todas as propor¢des a-
mostrais, extraidas com reposicdo da populacdo P, e € igual a proporcdo populacional (parametro po-
pulacional 7). Isto significa, que o estimador P é um estimador ndo tendencioso (ou ndo viciado) da
propor¢do populacional T, quando as amostras sdo extraidas com reposi¢do da populagao.

V() = szf(p) - ug =2,5/16 - 0,25 = 0,09375 = 7(1 - ) / n, isto €, a variancia entre as pro-
porcdes amostrais € “n” vezes (neste caso 2 vezes) menor que a variancia populacional. Isto porque
quando se estd trabalhando com proporcdes, pode-se mostrar que a variancia populacional € igual a
(1 - ).

O valor op = @ =0,09375 é denominado erro padrao da proporcao. Ele mede a va-
riabilidade entre as proporcdes amostrais € dd uma idéia do erro que se comete ao se substituir a pro-
porcao da populacio pela propor¢do da amostra.
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2.2.2. Amostragem SEM reposicao

Considere-se a populagdo P={ 1, 3, 5, 6 } e todas as amostras possiveis de tamanho n = 2 ex-
traidas sem reposicao.

As possiveis amostras com as respectivas propor¢des sao:

Amostras | (1L3)  (1LS) (1L6) (3.5 (.6) (5.6
p |0 0 1/2 0 12 12

Colocando estes resultados em uma tabela (distribui¢do amostral da propor¢ao) vem:

p f(p) = P(P = p) pf(p) p’f(p)

0.0 12 0,0/2 0.00/2

0.5 12 0.5/2 0.25/2

D 1 0,5/2 0,25/2
Portanto:

E(P) = 2pf(p) = 0,5/2 = 0,25 =, isto € a expectancia (média) de todas as propor¢des amos-
trais, extraidas sem reposicdo da populacdo P, e € igual a proporcao populacional (parametro popula-
cional ). Isto significa, que o estimador P é um estimador nio tendencioso (ou ndo viciado) da propor-
¢do populacional 7, quando as amostras sdo retiradas sem reposicao.

V(P) = Tpf(p) - 13 = 025/2 - 0,25 = 0,0625 = =T B=0
porcdes amostrais € “n” vezes (neste caso 2 vezes) menor que a variancia populacional multiplicada pe-
lo fator de correc@o de populacdo finita. Este fator, pode ser considerado como o fator de eficiéncia da
amostragem sem reposi¢cdo sobre a amostragem com reposicao que, neste exemplo, (N =4 e n = 2) vale

2/3.

isto €, a variancia entre as pro-

Evidentemente as consideracdes acima valem para populagdes pequenas. Se a populacdo € bas-
tante grande ou infinita, ndo mais serd possivel pensar em construir tabelas para representar a distribui-
¢cdo das proporcdes amostrais. Nesta situacdo é necessdrio procurar por modelos probabilisticos que
descrevam a distribuicdo da propor¢ao amostral. Neste caso, também, como declarado acima a distin-
¢do entre amostragem com € sem reposicdo ndo serd necessdria, pois o fator de correcdo serd “aproxi-
madamente um” e ndo precisara ser utilizado.

O modelo probabilistico para a propor¢cdo amostral é dada pelo seguinte resultado:

(a) Se (Xi, Xy, ..., X,) € uma amostra aleatéria retirada de uma populagdo com proporcao T,
entdo a distribuicdo da propor¢cdo amostral serd aproximadamente normal com média Up = T e desvio
n(1—7)

padrdo op = -

OBS.: Para amostras de 30 ou mais valores, em geral, a aproximacao ja sera suficiente boa, pa-
ra se poder utilizar este resultado. Para amostras pequenas a distribuicdo da propor¢cdo amostral é Bi-
nomial.
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Exemplo:

Texto 2: AMOSTRAGEM

A proporcao de eleitores do candidato D. M. A. Gogo numa certa regido ¢ de 20%. Extrai-
da uma amostra de 100 eleitores desta regido, qual a probabilidade que ela apresente um nimero de e-
leitores do candidato

(a) Abaixo de 15% (b) Superior a 30%

Solucao:

Como n > 30 pode-se usar a distribuicio normal com média L = T = 20% e desvio padrao

oo \/n(l—fr) _ \/ 0.21=02) _ () 04 = 49, Entio:
n 100

(a) P(P < 15%) = P(Z < -1,25) = ®(-1,25) = 10,56%.
(b) P(P > 30) = P(Z > 2.5) = ®(-2.,5) = 0,62%.

2.3. DISTRIBUICAO AMOSTRAL DA VARIANCIA

2.3.1. Amostragem COM reposicao

Considere-se a populagdo P={ 1, 3, 5, 6 } e todas as amostras possiveis de tamanho n = 2 ex-
traidas com reposi¢do. Para cada amostra vai-se calcular a variancia. Ter-se-4 assim um conjunto de 16
valores que serdo dispostos em uma tabela, com as respectivas probabilidades, e que constituird entdo a
distribuicdo amostral da variancia.

As possiveis amostras com as respectivas variancias sao:

Amostras | (1,1)  (1,3) (L5 (1,6) (3.3 (3,5 (3,6 (55
X 1 2 3 3,5 3 4 4,5 5
st 0 2 8 12,5 0 2 4,5 0

Amostras | (5,6) (6,6) (3,1 (5, 1) (6,1 (53 (6,3 (6,5)
X 5,5 6 2 3 3,5 4 4,5 5,5
st 0,5 0 2 8 12,5 2 4,5 0,5

Colocando estes resultados em uma tabela (distribui¢do amostral da variancia) vem:

st f(s*) = P(S* =5%) s*f(s%)
0,0 4/16 0/16
0,5 2/16 1/16
2,0 4/16 8/16
4,5 2/16 9/16
8,0 2/16 16/16
12,5 2/16 25/16

> 1 59/16

Da tabela segue que:
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E(S?) = Ys*f(s?) = 59/16 = 3,6875 = &7, isto é a expectincia (média) de todas as varidncias das
amostras de tamanho n = 2, extraidas com reposi¢ao da populacdo P, é igual a varidncia populacional
(parametro populacional variancia). Em outras palavras, pode-se dizer que quando a amostragem é com
reposi¢do a varidncia amostral S* é um estimador nio tendencioso da varidncia populacional ¢”.

Desta forma, sempre que se desejar estimar a variancia de uma populacdo onde as amostras fo-
ram retiradas com reposi¢do, pode-se usar a variancia amostral como estimador.

2.3.2. Amostragem SEM reposicao

Considere-se a populagdo P={ 1, 3, 5, 6 } e todas as amostras possiveis de tamanho n = 2 ob-
tidas sem reposicao.

As possiveis amostras com as respectivas variancias sao:
Amostras | (1,3) (1,5 ((1,6) 3,5 @(3,6) (5,6

X 2 3 3,5 4 4,5 55
st 2 8 12,5 2 4,5 0,5

Colocando estes resultados em uma tabela (distribui¢do amostral da variancia) vem:

st f(s®) = P(S* = §%) s*f(s%)
0,5 1/6 0,5/6
2,0 2/6 4,0/6
4,5 1/6 4,516
8,0 1/6 8,0/6
12,5 1/6 12,5/6

Y 1 29,5/6

Pela tabela pode-se ver que:

E(S?) = Ys*f(s%) = 29,5/6 # 3,6875 = &7, isto é a expectancia (média) de todas as varidncias das
amostras de tamanho n = 2, extraidas sem reposi¢do da populacdo finita P, ndo € igual a varidncia po-
pulacional (parametro populacional variancia). Neste caso, para que se obtenha um estimador ndo ten-
dencioso da variancia populacional € necessdrio corrigir a varidncia amostral através do fator (N - 1) /
N. Assim se cada variincia acima for multiplicada por este fator, que neste caso serd, (N- 1)/ N=3/4
=0,75, entdo, se tera:

82 f(&)=P(g=¢) &f(§)
0,375 1/6 0,375/6
1,500 2/6 3,000/6
3,375 1/6 3,375/6
6,000 1/6 6,000/6
9,375 1/6 9,375/6

> 1 22,125/6

E(Sz) =Y¢? 1( 82) =22,125/6 = 3,6875 = 0, isto é a expectancia (média) de todas as varian-
cias corrigidas é igual ao pardmetro populacional 6°. Assim quando a populagdo é pequena e amostra-
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gem for sem reposi¢do € necessdrio corrigir a variancia da amostra pelo fator (N - 1) / N, para que ela
seja um bom estimador da varidncia populacional. E claro que esta corregio sé serd importante para
populacdes pequenas. Se a populacdo for grande, por exemplo, N = 1000, entdo o fator (N - 1) / N =
999 / 1000 = 0,999 o que é aproximadamente 1. Neste caso, ndo € necessario usar esta correcio € a
amostragem sem reposicdo pode ser considerada equivalente a com reposi¢do para efeitos de estimagdo
da variancia populacional.

Evidentemente as consideracdes acima valem para populagdes pequenas. Se a populacdo € bas-
tante grande ou infinita, ndo mais serd possivel pensar em construir tabelas para representar a distribui-
¢do das variancias amostrais. Neste caso € necessdrio procurar por modelos probabilisticos (fungdes)
que descrevam a distribuicao da variancia amostral. Para a variancia este modelo existe e ¢ denominado
de distribuicio Qui-quadrado ().
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3. EXERCICIOS

(01) De uma populagdo com N = 12 elementos € retirada uma amostra aleatdria simples, sem reposi-
¢do,den=>35.
(01.1) Quantas sdo as possiveis amostras?
(01.2) Qual a probabilidade de cada uma destas amostras ser selecionada?

(02) Uma populacio é composta dos elementos: A, B, C,D e F.

(02.1) Liste todas as possiveis amostras aleatdrias simples, sem reposicao, com n = 2.
(02.2) Liste todas as aas, sem reposi¢cdo, de tamanho n = 3.

(02.3) Determine a probabilidade de ser sorteada a amostra BC.

(02.4) Determine a probabilidade de ser sorteada a amostra ACD.

(03) A tabela, ao lado, € a distribuicdo de freqii€éncias de uma amostra pro-

veniente de determinada populacdo. )1( 4f0
(03.1) Determine o tamanho da amostra. 2 45
(03.2) Determine uma estimativa da média da populacao. i 3
(03.3) Determine uma estimativa da variancia da populacgao.
(03.4) Determine uma estimativa da proporcao de valores pares na populacao.

(04) A tabela ao lado apresenta valores amostrais. Bl X
(04.1) Qual o tamanho da amostra? A 5
(04.2) Determine uma estimativa para a média da populacao. B 7
(04.3) Determine uma estimativa do desvio padrdo populacional. ](_): }g
(04.4) Determine uma estimativa dos valores impares de X. E 10

(05) Uma populacao é formada pelos elementos: A=3,B=6,C=9
eD=12.
(05.1) Determine os seguintes parametros:
(a) média,
(b) variancia e
(c) propor¢ao de elementos menores que 8.

(05.2) (a) Construa a distribuicdo amostral da média da amostra utilizando aas, sem reposicao, de
tamanho n = 2.

(b) Determine a expectancia e a variancia da distribuicdo amostral em (a)

(¢) Construa a distribuicdo amostral da média da amostra utilizando aas, sem reposicao, de
tamanho n = 3.

(d) Determine a expectancia e a variancia da distribuicdo amostral em (c)
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(5.3) (a) Construa a distribuicdo amostral da variancia amostral utilizando aas, sem reposicao, de
tamanho n = 2 e determine a sua expectancia.

(b) Utilize a correcdo de populagdo finita para as varidncias obtidas em (a) obtendo a distri-
buicdo amostral da varidncia corrigida e determine sua expectancia.

(¢) Construa a distribuicdo amostral da variancia corrigida utilizando aas, sem reposicdo, de
tamanho n = 3 e determine sua expectancia.

(d) Utilize a correcdo de populagdo finita para as varidncias obtidas em (c) obtendo a distri-
buicdo amostral da varidncia corrigida e determine sua expectancia.

(5.4) (a) Construa a distribuicdo amostral para o estimador da “proporcdo de elementos menores
que 8 utilizando aas, sem reposi¢cdo, de tamanho n = 2.

(b) Determine a expectancia e a variancia da distribuicdo em (a).

(¢) Construa a distribuicdo amostral para o estimador da “propor¢cdo de elementos menores
que 8” utilizando aas, sem reposi¢cdo, de tamanho n = 3.

(d) Determine a expectancia e a variancia da distribuicdo em (c).

(06) Utilize os valores da amostra tabelada ao lado, extraida aleatoriamente e sem reposi¢do, de uma
populacdo com N = 2000 elementos, para estimar:

(06.1) A média da populacio. X f

0l-2 27
(06.2) A variancia da populagao. 214 51
(06.3) O percentual de elementos menores que 6. g : g iz
(06.4) O erro amostral da média. 81--10 25

(07) De uma populagdo com N = 4000 pessoas de uma regido foi obtida uma a-
mostra aleatéria, sem reposi¢cdo, de 400 pessoas que revelou 60 analfabetos. Estime:

(07.1) A proporcdo de analfabetos da regido.

(07.2) O erro amostral do estimador proporcao.

(08) Uma aas de tamanho 900 extraida de uma populagdo bastante grande apresentou 40% de pessoas
do sexo masculino. Estime o erro amostral do estimador proporcdo de pessoas do sexo mascu-
lino.

(09) Uma populacao tem média 500 e desvio padrdo 30.

(09.1) Determinar a probabilidade que uma aas de 100 elementos apresentar um valor médio supe-
rior a 504,50.

(09.2) Calcule a probabilidade de que uma aas com n = 64 valores apresentar média entre 492,5 e
507,5.

(09.3) Se uma aas de n = 144 for extraida desta populacdo, qual o percentual de médias amostrais
que estardo entre 495,5 e 504,57

(10) Uma populagdo € normalmente distribuida com média 800 e desvio padrado 60.
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(10.1) Determine a probabilidade de que uma aas de tamanho 9 apresentar média menor que 780.

(10.2) Calcule a probabilidade de que uma aas de tamanho n = 16 tenha média entre os valores
781,4 ¢ 818,6.

(10.3) Que percentual de médias amostrais de uma amostra de tamanho n = 25 estardo no intervalo
[776; 824]?

(11) A proporgao de eleitores de um candidato € 20%.

(11.1) Qual a probabilidade de uma amostra aleatdria simples de 100 eleitores apresentar uma pro-
porcao amostral superior a 26%?

(11.2) Qual a probabilidade de uma amostra aleatdria simples de 400 eleitores apresentar uma pro-
porc¢ao de eleitores do candidato entre 17% e 23%?

(11.3) Se a amostra aleatdria for de 625 eleitores, qual a percentual de valores do estimador pro-
porcao amostral que estardo no intervalo [0,16864; 0,23136]?

(12) Admitindo que a probabilidade nascer um menino ou uma menina seja iguais, determine a probabi-
lidade de que das proximas 400 criangas a nascerem:

(12.1) Menos de 45% sejam meninas.

(12.2) Mais de 54% sejam meninos.
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4. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

(01) (1.1) 792 (1.2) 1/792

(02) (2.1) AB AC AD AE BC BD BE CD CE DE
(2.2) ABC ABD ABE ACD ACE ADE BCD BCE BDE CDE

(2.3) 1/10 (2.4) 1/10
(03) (3.1) 100 (3.2) 1,82 3.3) 0,73 3.4) 0,52=52%
04) 4.1) 5 4.2) 9,80 (4.3) 3,96 (4.4) 0,60 =60%
05) (5.1) (@) u=7,50 (b) " =11,25 (¢) ©=0,50
(5.2)
(a) X 6 7 8 9

f(x) | 1/4 1/4 1/4 1/4
(b)E(X)=7,50 V(X)=3,75

(c) x (45 60 75 90 105
f(x) | 1/6 1/6 2/6 1/6 1/6

dEX)=7,50 V(X)=1,25

(5.3)
(a) $ |45 180 405
fisd | 356 206 1/6
E(SH)=15#0
(b) ¢ |3375 13500 30,375

(&) | 36 26 16
E(8%)=1125=¢"

(©) 2| 9 21
f(s2) | 12 112

ES)=15#0

() g | o 17

(¢ | 12 12
E(§2)=11,25=0"

(5.4)
(a) p |0 05 1
fp) | 1/ 4 1
6 6 6

(b) E®P)=0,50 V(P)=1/12
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(©) p |13 213
fip) | 12 112

(d)E®P) =050 V(@P)=1/36

(06) (6.1) x =4,93 (6.2) s> = 6,1628 (6.3) p=63,50% (6.4) 0,1666
(07) (7.1) 60/400 = 15% (7.2) 1,69%

(08) 1,63%

(09) (9.1) 6,68% (9.2) 95,44 (9.3) 92,82%
(10) (10.1) 15,87% (10.2) 78,50% (10.3) 95,44%
(11) (11.1) 6,68% (11.2) 86,64% (11.3) 95%
(12) (12.1) 2,28% (12.2) 5,48%
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