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E o grau de associacdo entre

duas ou mais varidveis. Pode ser:
correlacional
ou

experimental.
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Numa relagdo experimental os
valores de wuma das wvaridveis sdo

controlados.

No relacionamento correlacional,
por outro lado, ndo se tem nenhum
controle sobre as wvaridveis sendo
estudadas.




Indicadores

d e

Assoctacdo




Um engenheiro quimico estd
investigando o efeito da temperatura
de operagdo do processo no
rendimento do produto. O estudo
resultou nos dados da tabela

sequinte:




Temperatura, C° (X) ~Rendimento (V)
45

190 89
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O primeiro passo para
determinar se existe relacionamento
entre as duas varidveis é obter o
diagrama de dispersio (scatter
diagram),
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Diagrama de Dispersdo
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O diagrama de dispersdo
fornece wuma idéia do tipo de
relacionamento  entre as  duas
varidveis. Neste caso, percebe-se que

existe um relacionamento linear.
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Quando o relacionamento
entre duas varidveis
quantitativas for do tipo linear,

ele pode ser medido através do:
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Coeficiente
de

Correlacdo
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Observado um relacionamento
linear entre as duas varidveis é possivel
determinar a intensidade  deste
relacionamento. O coeficiente que mede

este relacionamento é denominado de

Coeficiente de Correlagdo (linear)

’
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Quando se estd trabalhando com

amostras o coeficiente de correlacdo é

« _»

indicado pela letra “r" e é uma
estimativa do coeficiente de correlacdo

populacional que é representado por
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Determinacdo

d o
Coeficiente
d e

Correlacdo
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Para determinar o coeficiente de
correlacdo (grau de relacionamento
linear entre duas wvaridveis) vamos
determinar inicialmente a variacdo
conjunta entre elas, isto ¢ a

covariancia.
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A covaridncia entre duas
varidveis X e Y, é representada

por “Cov(X; V)" e calculada por:

S(Xi= X Y=Y )

n—1

Cov( X,Y )=

16



Mas B
S(Xi=X )V i=Y )=

=YX Y= XY= XY+ XY ] =
=Y XY i— S XY =X Y+ Y XY =
WAL CEFONCELOW D WO
:in(y,-—n)_(q_f—n)??+n)_m7:
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Entao:

S(Xi=XNYi=7) _

Cov( X,Y )=
n—1
:ZXiQ/i—n)_(Q_/
n—1
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A covaridncia poderia ser utilizada
para medir o grau e o sinal do
relacionamento entre as duas varidveis,
mas ela é dificil de interpretar por variar
de o0 a +oo, Assim vamos utilizar o
coeficiente de correlagio linear de

Pearson.
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O coeficiente de correlagdo

linear (de Pearson) é definido por:

_ Coy( X, Y )
SxSqay

r
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Onde: _
DX —nXY

Cov( X,Y )=

n—1
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Esta  expressio ndo € muito
prdtica para calcular manualmente o
coeficiente de correlacdo. Pode-se obter
uma expressio mais conveniente para
o cdlculo manual e o cdlculo de outras

medidas necessdrias mais tarde.
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Tem-se:

_ Cov( X, Y )
S xSq
ZXi(Yi—n)_((?
n—1
\/ZXZ n)( Z(YZ—n(YZ
n— 1 n—1
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A vantagem do coeficiente de
correlagdo  (de  Pearson) é  ser

adimensional e variar de — 1 a + 1,

que o torna de fdcil interpretagdo.
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Assim se v = -1, temos uma
relacionamento  linear  negativo
perfeito, isto é, os pontos estdo todos
alinhados e quando X aumenta

decresce e vice-versa.
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Correlagdo perfeita e negativa
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Se v = +1, temos wuma
relacionamento  [inear  positivo
perfeito, isto é, os pontos estdo todos
alinhados e quando X aumenta

também aumenta.
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Correlagdo perfeita e positiva
Jor=eo
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Asstim se r = 0, temos uma
auséncia de relacionamento linear,

isto é, oS pontos ndo mostram

« [° »
alinhamento”.
» .
2]
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Correlacdo nula
SO
* . r =0
404 S
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Assim se —1 < r < 0, temos uma
relacionamento linear negativo, isto é,
0s pontos estdo mais ou Menos
alinhados e quando X aumenta Y

decresce e vice-versa.

» .
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Correlagcdo negativa
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Assim se 0 < v < 1, temos uma
relacionamento linear positivo, isto ¢,
0s pontos estdo mais ou menos
alinhados e quando X aumenta Y

também aumenta.
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Observacdo:

Uma  correlacdo  amostral  ndo
significa necessariamente uma correlagdo
populacional e vice-versa. E necessdrio
testar o coeficiente de correlagdo para

verificar se a correlagdo amostral é

também populacional.
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Tlustracdo

Observada uma amostra de  seis
pares, pode-se perceber que a correlagdo é
quase um, isto ¢, r = 1. No entanto,
observe o que ocorre quando mais pontos
sdo acrescentados, isto é, quando se

observa a populagdo!
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Exemplo
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Determinar o ‘grau de
relacionamento [inear” entre  as
varidveis X = temperatura de
operagdo do processo versus V¥ =
rendimento do produto, conforme

tabela.
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“« . »

Tamos  calcular  “r
utilizando a  expressio em
destaque vista anteriormente,

isto é, através das quantidades,

SW SXXe S(m(

42



n=10 Y X=1450 YV =673
Tem-se: ~
X =145 Y =673 Y XY =101570

S x2=218500 Y oy2=47225

Entdo: Sxy=2X;¥;—nXY =
=101570—10.145.67,3 =

43



SXX:ZX?_”)_(ZZ

=218500—10.145% =

= 8250
Sqquzzflff—”()—/z:
=47225—10.67,3° =
=1932,10
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L OXY
\/SXX-SQ/Q/

3985

- \/8250.1932,10
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Apesar de ‘r’ ser um
valor adimensional, ele ndo ¢
uma taxa. Assim o resultado
ndo deve ser expresso em

percentagem.
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Em muitas situacoes duas ou mais
varidveis estdo relacionadas e surge
entdo a necessidade de determinar a

natureza deste relacionamento.
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A andlise de regressio é uma
técnica estatistica para modelar e
investigar o telacionamento entre

duas ou mais varidveis.
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De fato a tegressio pode ser

dividida em dots problemas:
(1) 0 da especificagdo e

(11) 0 da determinagdo.

50



Aoespecificagio

O problema da especificacdo é
descobrir dentre os possiveis modelos
(linear, quadrdtico, exponencial, etc.)

qual o mais adequado.
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A determinagio

O problema da determinacdo é
uma vez definido o modelo (linear,

quadrdtico, exponencial, etc.) estimar

0s pardmetros da equagdo.

')
tistica
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O modelo

Normalmente é suposto que exista
uma varidvel Y (dependente ou
resposta), que estd relacionada a R’

varidveis (independentes ou
regressoras) X: (i=1, 2, ..., R)

53



A varidvel resposta Y é aleatoria,
enquanto que as varidveis regressoras
X. sdo normalmente controladas. O
relacionamento  entre  elas ¢

caracterizado  por uma  equagdo

denominada de “equagdo de regressdo”

’
2]
A,
%&£/ Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica

54



Quando  existir apenas uma
varidvel regressora (X) tem-se a
regressdo simples, se Y depender de
duas ou mais varidveis regressoras,

entdo tem-se a “regressdo miiltipla”.
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0 modelo considerado

Vamos supor que a regressdo é do
tipo simples e que o o modelo seja
linear, isto ¢, vamos supor que a

equagdo de regressdo seja do tipo:

Y=a +PBX+U

56



0 modelo [inear simples

57



O termo “U” é o termo erro, isto é,
“U" representa outras influéncias
sobre a varidvel Y, além da exercida
pela varidvel “X”. A varia¢do residual
(termo U) é suposto de média zero e

desvio constante e igual a ©.
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Ou ainda pode-se admitir que
o modelo fornece o valor médio

de Y, para um dado "X, isto ¢,
E(Y/x) =0 +PX
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)

= =
g )

Emoresumo, o5 hipdteses sdo:
V=0 +PX+ U
EY/x)=a +P.X istoé, EV) =0
NY/x) =067
Cov(Ui, Uj) =0, para i # j;

A wvaridvel X permanece fixa em observagies

sucessivas e os erros U sdo normalmente
distribuidos.
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A equagio de regressio
O modelo suposto E(Y/x) = o +PX

¢ populacional.

TVamos supor que se tenha n pares de

observagées, digamos: (X;, Y.) (Xp Vo) o)
(X, V,) e que através deles queremos

estimar o modelo acima.

» .
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A equagio de regressio

A reta estimada serd representada

por:
Y =a+6X ou ¥=a+b6X +E

Onde “a” é um estimador de O e
“6” é um estimador de 3, sendo cy” um

estimador de E(YV/x).

» .
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O método utilizado

Existem diversos métodos para a
determinacdo da reta desejada. ‘Um deles,
denominado de MMQ (Métodos dos
Minimos  Quadrados)  consiste  em
minimizar a ‘soma dos quadrados das

distdncias da reta aos pontos’.

’
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Deve-se minimizar:

0= S5 = 3(Vi~o;) =

1=1 1=1

— Z((Yz_a 5)(1)2
1=1
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0 método dos minimos quadrados

(YZ':CZ+6XZ'+£Z'
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Derivando parcialmente tem-se:

0 n
L oS (ria—bx,)
00 n

Y Elx( )
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Igualando  as derivadas
parciais a zero vem:

d(Yi—a—bx;)=0
i=1

>Xi(Yi—a—-bx;)=0
=1

68



Isolando as incognitas, tem-se:

qui=n4+62}(i
S XY =X X+ 63 X3

69



» “r » .
Resolvendo para “a” e “b”, seque:

70



Lembrando que:

71



xemplo
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Um engenheiro quimico estd
investigando o efeito da temperatura
de operagdo do processo no
rendimento do produto. O estudo
resultou nos dados da tabela, ao lado.

Determinar a [inha de regressdo.

73



Temperatura, C° (X)  Rendimento (Y)

= - 7
ALY
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Da mesma forma que para
calcular o coeficiente de correlacdo é
necessdrio a constru¢do de trés novas
colunas. Uma para X*, uma para V- e

outra para XY.
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110 51 5610 12100 2601
........... R T e R
........... e A e
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n=10 Y X=1450 YV =673
Tem-se: ~
X =145 Y =673 Y XY =101570

S x2=218500 S y2=47225

Entdor Sxy =2X;¥i—nXY =
=101570—10.145.67,3 =

77



SXX:ZXZZ_”)?Z:

=218500—10.145% =

= 8250
Sqquzzflff—”()—/z:
=47225—10.67,3° =
=1932,10

78



6_5)(()/_3985

A=Y —6X =67,30 —0,4830.145 =

A equagdo de regressdo, serd, entdo:

———=0,4830=0,48
Syyr 8250

=—2,/394=—-2,/4

=

=—2,74+0,48x

79



A pergunta que cabe agora é:
este modelo representa bem os pontos
dados? A resposta é dada através do

erro padrdo da regressdo.
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Varidneio Qesidual
e
Grro Qadrio do Qegressio

81



O objetivo do MMQ é minimizar
a variacdo residual em torno da reta
de regressdo. Uma avaliagdo desta
variagdo é dada por:

_YE?_ 3(Y-abX )’
n—2 n—2
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O cdlculo da waridncia residual,
por esta expressdo, é muito trabalhoso,
pois é necessdrio primeiro determinar
os wvalores previstos. ‘Entretanto ¢
possivel obter uma expressdo que ndo
requeira o cdlculo dos valores
previstos, isto ¢, de Y =a+6X
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2

Desenvolvendo o numerador da

expressao, vem.

(V=a—=6X P =Y [ ~(Y=6X )~6X | =
Z[Qf—q_f+6)_(—6)(]2=Z[Qf—q_f—5(}(_)_()]2:
SV~ ) =265 (X=X (Y= )+ 6T XX ) =

Sary =268 oy +6°S yx

84



Uma vez que:
S X=XV =7 )=
=Y XYV i— XY =8
S(X-X) =X x—nx’ =8y

Z(‘Y—Q_f)zzzfl/f—nq_fZZSquf

85



Deste modo, tem-se:
YV =a=bX )’ = Sory =268 oy + 628 xx
Mas: G— Sxv
S oo

= Sxy =68 xx
Entdao:
S (V=a—bX )" = Sqry =268 yoy + 62 yy =

= Soy =26° S xx T 678 yor = Sy —6° S xx

86



Finalmente:

S (Y —a—bx )? _

_JZEZ_J

s = p—

n—2

\/SW—525XX _
n—2

n_

2

J

Sqry =08 yy

n—2
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Considerando  os  valores  do
exemplo anterior, determinar o erro
padrdo da regressdo.

Sepy =1932,10
S p = 8250

_ Sxy 3985
Sy 8250

Tem-se:

=0,45830

89



Entdo:

:\/Syy—55xfr _
n—2

3985
1932,10 ———.3985

_ 8250 ~
_\ 10— 2 R

=0,9503=0,95

’
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Decomposigdo
da

Variacdo
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YV ariacdo

YVariac¢cdo Total
YVariacdo Ndo-EXPp

<+

1

R0 R R

Explicada

licada

((Y—:)_/)Z:Z((Y—QA/)Z +Y(Y—Y )

UTI =1R + UE

Xj
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VK:Z(‘Y—‘)})ZZSQW_VSXX=W—W

(a) Variagdo Total: V'T
VT :Z((Y—(?)ZZS(Y(Y
(b) Variagdo Residual: VR

(c) Variagdo Explicada: VE

93



Uma maneira de medir o
grau de aderéncia (adequagdo) de
um modelo é verificar o quanto
da wvariacdio total de V¥ ¢

explicada pela reta de regressdo.
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Para 1sto, toma-se o quociente
entre a varia¢do explicada, V'E, pela
variacdo total , VT

R = VE / VT

Este resultado é denominado de
“‘Coeficiente de Determinacdo”.
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VE _6°Sxx _6Sxr _ Skr
VI Syy Sy SxxSqyy

R =

Este resultado mede o quanto as
variacoes de uma das varidveis sdo
explicadas pelas variacées da outra
varidvel.

’
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)

g

ot

Ou ainda, ele mede a parcela da
variagdo total que é explicada pela reta de
regressdo, isto é: ,

VE=6°S yy =R Sy
A variagdo residual corresponde a:
_ 2
VR=(1-R")Sory
Assim 1 — ®R® é o Coeficiente de
Indeterminacdo.

’
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xercicto

¥/ Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica




O % de impurezas no gds oxigénio
produzido por wum  processo de
destilagdo  supdem-se  que  esteja
relacionado com o % de hidrocarbono
no  condensador  principal  do
processador. Os dados de um més de
operagdo produziram a sequinte tabela
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1,11 89,85 | 1,55 9942
....... 143 0028 155 9866
....... 111 86341 135 9607
....... 101 0358 140 9365
....... 005 87331 115 8731
....... 111 8629 101 9500
....... 057 o186 | 600 o685
....... 143 o561 1005 E530
....... 1,0289,860,989056

100



(a) Ajuste um modelo linear aos dados;
(b) Teste a existéncia da regressdo;

(c) Determine o valor de R° para este
modelo;

(d) Determine um IC, de 95%, para o valor
da pureza, na hipotese do % de
hidrocarbono ser 1,20% .
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