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Exemplos

Gravitacao
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Modelo Probabilistico

Efeito
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Exemplos




Experimento
Aleatorio

Experiéncia para o qual o

modelo probabilistico € adequado.

'
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Caracteristicas

O Nio ¢ possivel prever um
resultado particular, mas pode-se

enumerar todos 0s possivelis;
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@ Podem ser repetidos inumeras

vezes sob as mesmas condi¢oes;
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© Quando repetidos um grande
numero de vezes apresentam
regularidade em termos de

freqiiéncias.
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Exemplos

Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

11



E,: Joga-se um dado e observa-se

0 numero da face superior.

5
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E,: Joga-se uma moeda quatro
vezes e observa-se o numero de

caras € Corods;

)
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E;: Joga-se uma moeda quatro
vezes € observa-se a seqiiéncia de

caras € Corods,
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E,: Uma lampada nova € ligada e
conta-se O tempo gasto até

queimar;

)
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E:: Joga-se uma moeda até que

uma cara seja obtida. Conta-se o

namero

necessarios;

de lancamentos

)
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E,: Uma carta de um baralho
comum de 52 cartas € retirada e
seu naipe registrado;

)
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E.: Jogam-se dois dados e

observa-se o0 par
obtido;

de valores

)
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Espaco Amostra(l)

/

E o conjunto de resultados de

uma experiéncia aleatoria.
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43

Exemplos
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43

Sl = {19 29 39 49 S, 6}

J
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43

S, = 10,1, 2, 3, 4}

)
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S;={ ccce, ceck, ccke, ckee,

)

kccce, cckk, kkcc, ckkce,
kcck, ckcek, kcke, kkke,
kkck, kckk, ckkk, kkkk}

")
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43

S, = {te R/t>0}
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SS — {1, 2, 3, ...}
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43

Sc = {¢, &, &, ¥}

J
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FEventos

Um  evento € um
subconjunto de um espago

amostra.
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Exemplo

Seja S = { 1,2 3,4, 5 6}
um espaco amostra.

Entao sao eventos:
A=1{1,3,5} B={6]}
C=1{4,5,6} D=Y E=8S

% .
[ ]2
= -
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Ocorrencia de um evento

Seja E um experimento com espago
amostra associado S. Diremos que o
evento A ocorre se realizado E o

resultado € um elemento de A.

)

[ ]2
= -
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Combinacao de eventos

Sejam A e B eventos de um espaco S.
Diremos que ocorre o evento:

A uniao B, A soma B ou A mais B,
se e sO se A ocorre ou B ocorre.

AUB

]
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Sejam A e B eventos de um espaco S.

Diremos que ocorre o evento:

A produto B, A vezes B ou A
intersecao B, se e sO se A ocorre ¢ B

OCoITC.

ANB

Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

=

32



Sejam A e B eventos de um espaco S.
Diremos que ocorre o evento:

A menos B, A diferenca B, se e so se
A ocorre e B nao ocorre.
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Sejam A e B eventos de um espaco

S. Diremos que ocorre o evento:

Complementar de A (ndo A) se € sO se
A nao ocorre.
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Eventos mutuamente excludentes

Dois eventos A € B sao mutuamente
excludentes se ndo puderem ocorrer

juntos.

- O.6)

7
[ ]2
= -
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Conceitos de Probilidade

¢ CLASSICO
¥ FREQUENCIAL

® AXIOMATICO

7
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CLASSICO

(numero de casos favoraveis)

(numero de casos possivels)

"
o./
»

[~ [
= =
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Exemplo

Qual a probabilidade de

ganhar na Loto Facil?
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Solucao:
Casos favoraveis = 1

Casos possiveis:

= 3268760
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P(Loto Facil) =

_ Numero de favoraveis

Ntmero de possiveis

= L = L =0,000031%
(25] 3268760

15
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)

" A O

Freqiiencia Relativa

(numero de vezes que A ocorre)

(numero de vezes que E € repetido)
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Exemplo

apresenta “FACE SEIS” 18 vezes.

Entdo, a freqiiéncia relativa de
“FACE SEIS” é€:

)

[ ]2
= -
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fre =
numerode vezes que "{_seis" ocorre

numero de vezes que o dado € jogado

=18 _o15-15%
120

) .
[~ [
= =
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Conceito freqiiencial
de probabilidade

P(A) = lim fr,

n — oo

)

[~ [
= =
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Conceito Axiomatico

P(A) € um numero real que deve
satisfazer as seguintes propriedades:

(1)0< PA) <1
2)P(S) =1
(3) P(AUB) = P(A) + P(B)
N se ANB =

[ ]2
= -
S Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

45



e o

Consequeéencias
dos Axiomas
(Teoremas)
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(1) P(©D) =0
(2)P(a)=1-P(A)

(3) P(A-B) =P(A) - P(ANB)

atematica - Departamento de Estatistica

47



(4) PCAUB) =P(A) + P(B) - P(ANB)
(5) PCAUBUC) =P(A) + P(B) + P(C) -
- PCANB) - P(ANC) - P(BNCO) +

+ P(ANBNC)

[ ]2
= -
S Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

48



Probabilidade
Condicionada

49



Motivacao

Considere uma urna com 50
fichas, onde 40 sao pretas e 10

sa0 brancas.
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Suponha que desta urna sao
retiradas ““duas’ fichas, ao acaso e sem

reposicao:

Sejam os eventos:
A = { a primeira ficha € branca}
B = { a segunda ficha € branca}

)

=
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Entao:
P(A) = 10/50 = 0,20 = 20%

P(B) = /49
Neste caso, nao se pode avaliar
P(B), pois para 1sto € necessario saber

se A ocorreu ou nao, 1sto €, se saiu
ficha branca na primeira retirada.
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Se for informado que A ocorreu,

entdo a probabilidade de B, sera:

P(BIA) = 9/49 =0,1837 =18,37%

L Observe a notacio

Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

=

53



Esta representacao € lida:
P de B dado A;
P de B dado que A ocorreu;

P de B condicionada a A.
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)

Defini¢ao:

P(AIB) = P(ANB)/P(B)
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Mas:
Se P(AIB) = P(AnB) / P(B) entao:
P(AmnB) = P(AIB).P(B)

Também:
Se P(BIA) = P(AnB) / P(A) entjo:
P(AmB) =P(A).P(BIA)

% .
[ ]2
= -
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Assim:
P(ANB) =P(A).P(BIA) = P(AIB).P(B)
Esse resultado € conhecido como:

Teorema da multiplicacao

)

[ ]2
= -
S Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

=

57



Dois eventos A e B sao ditos
independentes se a probabilidade de um
ocorrer nao altera a probabilidade do

outro ocorrer, 1sto €:

]
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Definic¢ao:
(1) P(AIB) = P(A)
(2) P(BIA) =P(B)
(3) P(ANB) = P(A)

P(B)
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Observacgao:

(1) P(AIB) = P(A)
(2) P(BIA) = P(B)
(3) P(ANB) = P(A).P(B)
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Diz-se que os conjuntos:
AL A, .. A,
eventos de um mesmo espaco amostra
S, formam uma particao deste espaco
se:
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(1) ANA; = &, paratodoi # ]

(3) P(A)) >0, paratodo 1
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Teorema da
probabilidade total

64
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B=BnNnA)uUBnNnA)uU..UBMNA)

)

B pode ser escrito como:
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P(B) sera entao:

PB)=P(BNA)UBNA)U..UBNA)]

=PBNA)+PBNA)+..+PBNMA) =

=2 P(BNA) =2 P(A).P(B/A)

Assim: P(B) = 2. P(A,).P(B/A)

[ ]2
= -
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Exemplo
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Uma peca ¢ {fabricada por trés
maquinas diferentes. A maquina “A”

participa com 20% da produgdo, a “B”
com 30% e a “C” com 50%.

]
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Das pecas produzidas por “A”,
5% sao defeituosas, das de “B” 3% e
das de “C” 1%.

Selecionada uma pec¢a ao acaso
da  producao global qual a
probabilidade de ela ser defeituosa.
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Solucao
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Tem-se:

P(A)=20%  P(DIA) = 5%
P(B)=30%  P(DIB) = 3%
P(C)=50%  P(DIC) = 1%

P(D) =Y P(A).P(DIA)

[ ]2
= -
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Entao:
P(D) =
= P(A).P(DIA) + P(B).P(DIB) + P(C).P(DIC) =
=0,20.0,05 + 0,30.0,03 + 0,50.0,01 =
=0,01 + 0,009 + 0,005 =
=0,024 =2,40 %




Teorema
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Calcula a probabilidade de
ocorréncia de um dos “A” (que
formam a particdo) dado que ocorreu

um evento qualquer “B”’.
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Aplicando a  expressao
probabilidade condicionada vem:

da

P(A. IB) =
= P(ANB)/ P(B) =
= P(A,)).P(BIA.)/ P(B)
3
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Na expressao:
P(A, IB) = P(A).P(BIA) / P(B)
o valor de P(B) (denominador) é

obtido através do Teorema da

Probabilidade Total.
%

[ ]2
= -
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Exemplo
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Considerando o exercicio anterior,
suponha que uma pecga seja selecionada e
se verifique que ela € defeituosa. Qual a
probabilidade de ela ter sido produzida

pela maquina A?

]
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Solucao
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Tem-se:

P(A)=20%  P(DIA) = 5%
P(B)=30%  P(DIB)=3%
P(C)=50%  P(DIC) = 1%

P(D) = 2.40%

[ ]2
= -
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Entao:

P(AID) =
- P(A).P(DIA) -
" P(A)P(DIA)+PB).P(DIB)+P(C)PDIC)

~ 0,20.0,05 ~
0,20.0,05 +0,30.0,03+0,50.0,01
_ OO0 4 67%
0,024
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A leatoria
continua

Departamento de Estatistica
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Seja X uma variavel aleatoria com
conjunto de valores X(S). Se o
conjunto de valores for infinito nao

enumeravel entao a variavel é dita

continua.

% .
[ ]2
= -
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A Funcdo Densidade de Probabilidade

E a funcao que associa a cada
x € X(S) um namero f(x) que deve

satisfazer as seguintes propriedades:
f(x) >0

Jf(x)dx =1

) .
[~ [
= =
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A Distribuicdo de Probabilidade

de probabilidade da VAC X.

)

A colecao dos pares

(x, f(x)) ¢ denominada de distribuicao

[~ [
= =
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Seja X uma VAC. Determine o

valor de “c” para que f(x) seja uma
funcao densidade de probabilidade

(tdp).

-

: 1<x<1
C.X SCE —1 X X =
f(x)=+
0 C.C.
\.
]
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Para determinar o valor de ‘c”,

devemos igualar a area total a um, isto

¢, devemos fazer:

j_ll f(x)dx =1

f}lC.deX =1

]
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2 3
—Cc=1=c=—
3 2
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Representacdo Grafica

1,5

-3 -10 08 -0,5 _~-0 00 03 0,5 0,8 1,0

-1<X <1

1,3
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Calculo da Probabilidade

P(a< X <b) = [PF(x)dx

a b X

%a<X<b
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P(a< X <b) = [PF(x)dx

Isto €, a probabilidade de que X

€6 %

assuma valores entre os numeros “a”’ e

“b” € a area sob o grafico de f(x) entre

ospontosx =aex=Dhb.
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)

Obserxrvacoes

Se X é uma VAC,

entao: a
P(X =a) = jaf(x)dx =0

Pla<X<b)=P@s<X<b)=
=Pla<X<b)=P@<X=<Db)
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Exemplo

Seja X uma VAC. Determine a

probabilidade de X assumir valores no

intervalo [-0,5; 0,5].

32
X se —]1 <X

IN

f(x)=x

0 C.C.

\
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)

A probabilidade solicitada ¢é dada

por:

2
P(—0,5< X <0,5) = %5537" dx =

3 3 377
0,5 2 X

— d)( - -
2L0,5X 2[ 3 }

-05

_ %[(0,5)3 (0,51 =12.50%

7
[ ]2
= -
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VAC - Caracterizacio
(a) Expectancia, valor esperado

1 =E(X) = [ xf (x)dx
(b) Variancia

6= V(X)=[(x—w’f(x)dx =
= [ x*f(x)dx — ([ xf (x)dx )’ =
= [x*f(x)dx —u’ = E(X*) - E(X)’
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(ii1) Desvio Padrao

G= \/j (x—) f(x)dx =

=] x* £ (x)dx — > = /E(X>) — E(X)’
(iv) O Coeficiente de Variacao
Y=o/u

)

[ ]2
= -
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A Fung¢ao de Distribuicgao
Ea funcao F(x) definida por:

F(x)=P(X<x)=["_f(u)du

A F(x) ¢ a integral da f(x) até

um ponto genérico “x”.

) .
[~ [
= =
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Exemplo

Considerando a funcao abaixo

como a fdp de uma VAC X,
determinar F(x).

-

3x?

— se —1<x<1
f(x)=49 2

0 C.C.

.
'
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A F(x) ¢ uma funcao definida em
todo o intervalo real da seguinte

forma:

e

0 se x <-1

2
F(x):<jj‘13‘21 du se —1<x <1

G
% .
[ ]2
= -
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Vamos determinar o valor da

integral em “u”:

Fx)=["_ 3“ du_—jfluzduz

— X
—3 11_3 —l[ 3]X_X3+1
2|3 ], pth 1
\ Al
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Assim a Funcao de Distribuicao
Acumulada (FDA) é:

0] se x <-1
3
x~+1
F(x) =+ se -1 <x<1
2
1 se x>1
) - ‘
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Representacdo Grafica

-1,0 0,5 0,0 0,5 1,0
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Calculo da Probabilidade com a EDA

O uso da FDA é bastante pratico
no calculo das probabilidades, pois

nao € necessario integrar, ja que ela é

um funcao que fornece a Integral.

) .
[~ [
= =
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Usando a FDA, teremos sempre
trés casos possiveis:

P(X < x)=F(x)
P(X >x)=1-F()
P(x; <X <x,)=F(x,)—F(xy)

% .
[ ]2
= -
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Modelos
Probabilisticos
Continuos
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F Normal

F t (Student)

B %2 (Qui-Quadrado)
F F (Fisher/Snedecor)
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