CZO,ZE

Prof. Lori Viali, Dr.
viali@mat.ufrgs.br
http://www.mat.ufrgs. br/~viali/

E o grau de associacdo entre

duas ou mais varidveis. Pode ser:
correlacional
ou

experimental.

Numa relagdo  experimental  os
valores de wma das wvaridveis sdo

controlados.

No relacionamento correlacional,
por outro lado, ndo se tem mnenhum
controle sobre as varidveis sendo
estudadas.
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Um engenheiro quimico estd Temperaturs, C° (X) Rendimento (1)

100 45
investigando o efeito da temperatura 110 51
120 54
de operagio do processo  no 130 61
: 140 66
rendimento do produto. O estudo 150 P
resultou nos dados da tabela 160 7
170 78
sequinte: 180 85
s 190 89
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Diagrama de Dispersdo

O primeiro passo para

100 1 Rendimento
determinar se existe relacionamento B
entre as duas varidveis é obter o o
diagrama de dispersio  (scatter N
] Temperatura (X
diagram) . | | | enmperatura ()
100 120 140 160 180 200

.
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O diagrama de dispersio Quando o relacionamento

fornece uma idéia do tipo de L
entre duas varidveis

relacionamento  entre as duas o .
o quantitativas for do tipo linear,
varidveis. Neste caso, percebe-se que

. : : ele pode ser medido através do:
existe um relacionamento linear.
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, , Observado um  relacionamento
C 0 ef tct1éen t e linear entre as duas varidveis é possivel
d‘ , determinar a intensidade  deste

relacionamento. O coeficiente que mede

C 0rre [ i} f d 0 este relacionamento ¢ denominado de
Coeficiente de Correlagdo (linear)

.
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Quando se estd trabalhando com Determina ¢do
amostras o coeficiente de correlacdo é £ o

“«_ n

indicado pela letra “r" e é uma

Coeficiente

populacional que é representado por de
" (tho). Correlacdo

‘
E. f‘fi’tlca‘a

estimativa do coeficiente de correlagdo

[}

) Pro

‘
E. f‘fi’tlca‘a

Para determinar o coeficiente de A covaridncia  entre  duas

correlagdo (grau de relacionamento varidveis X e V] é representada
linear entre duas varidveis) vamos por “Cov(X; Y)" e calculada por:

determinar inicialmente a variacdo _ _
2(XNi= XNYi=Y)

cs

conjunta entre elas, isto ¢ a Cov( X, )=
n—1
covaridncid.
Mas Entdo:
L(Xi—X)¥i—Y )=
S [ TV AT 4 T ] = YV
XXV = XV 1= XY+ XY ] Cov( X,y )= =X Z XNV =Y
=Y XY= S XY~ XY + TN = -
=S XY~ XV~ VL X+ EHT = - 2NV i kY
— n—1
=2 X; Y i — XY XY +nXY =
3 :ZXi‘Yi—n)_(‘? %




A covaridncia poderia ser utilizada
para medir o grau e o sinal do
relacionamento entre as duas varidvers,
mas ela é dificil de interpretar por variar
de <o g +oo, Assim vamos utilizar o
coeficiente de correlagio [linear de

Pearson.
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O coeficiente de correlagdo

linear (de Pearson)é definido por:

r:Cov(X,(Y)
SxSy

Onde:
DXV i—nXY

n—1

Cov( X,Y )=

Esta  expressio ndo € muito
prdtica para calcular manualmente o
coeficiente de correlagdo. Pode-se obter
uma expressio mais conveniente para
o cdlculo manual e o cdlculo de outras

medidas necessdrias mais tarde.

.
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Tem-se:
. Cov( X,Y ) _
SxSo
ZX1(Y1_TL}(?

— n—1 —
Sx?—nx’ |Zoi-ny’
n—1 n—1
ZX1(Y1_TL}(?

N T

.
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A vantagem do coeficiente de
correlagio  (de Pearson) ¢é  ser
adimensional e variar de — 1 a + 1,

que o torna de fdcil interpretagdo.

Assim se v = -1, temos uma

relacionamento  linear  mnegativo
petfeito, isto é, os pontos estdo todos
alinhados e quando X aumenta Y

decresce e vice-versa.
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Correlagdo perfeita e negativa
SOi ;= _1

Se r = +1, temos uma

relacionamento  linear  positivo
petfeito, isto é, os pontos estdo todos
alinhados e quando X aumenta Y

também aumenta.

[ .
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Correlagdo perfeita e positiva
z: r=+1 L '

Assim se v = 0, temos uma
auséncia de relacionamento [inear,
isto é os pontos mndo mostram

“alinhamento’.
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Assim se —1 < r < 0, temos uma
relacionamento linear negativo, isto é,
0s pontos estdo mais ou menos
alinhados e quando X aumenta Y

decresce e vice-versa.

.
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Correlagdo negativa
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. —1<r<0
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Assim se 0 < r < 1, temos uma
relacionamento linear positivo, isto é,
0s pontos estdo mais ou menos
alinhados e quando X aumenta Y

também aumenta.

.
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Observacdo:
Uma

significa necessariamente uma correlagdo

correlacio  amostral  ndo

populacional e vice-versa. E necessdrio
testar o coeficiente de correlacdo para

verificar se a correlagdo amostral ¢

.
nto de Estatistica %

também populacional.

Instituto de Matemitica - Depar




ITlustracdo

Observada wma amostra de  seis
pates, pode-se perceber que a correlagdo é
quase um, isto ¢, r = 1. No entanto,
observe o que ocorre quando mais pontos

sdo acrescentados, isto ¢, quando se

.
tamento de Estatistica %

observa a populagdo!
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Determinar o

‘grau  de
relacionamento [inear” entre  as
varidveis X = temperatura de
operagcdo do processo versus Y =
rendimento do produto, conforme

tabela.

Y XY X Y
45 4500 10000 2025
51 5610 12100 2601
54 6480 14400 2916
61 7930 16900 3721
66 9240 19600 4356
70 10500 22500 4900
74 11840 25600 5476
78 13260 28900 6084
85 15300 32400 7225
89 16910 36100 7921
673 101570 218500 47225 -

(S

Yamos  calcular r

utilizando a em

expressao
destaque vista anteriormente,

isto é, através das quantidades,

SW SXXeS(Y(Y.




n=10 Y X=1450 YV =673
Tem-se: -
X=145 Y =673 Y XY¥=101570

S x?=218500 Y ¥?=47225

Sxy =2 XY i—nXY =
=101570—10.145.67,3 =

Entdo:

SXX:Z)QZ—")_(Z:
=218500—10.145% =
= 8250

Soy =2V i-ny’=

=47225-10.67,3° =

;= S xy _ Apesar de ‘r" ser um

\/ S xx-Syy valor adimensional, ele ndo é

3985 uma taxa. Assim o resultado

B \/ 8250.1932,10 - ndo deve ser expresso em
—0,9981 percentagenm.

‘
tistica "&
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Em muitas situagoes duas ou mais
varidveis estdo telacionadas e surge
entdo a necessidade de determinar a

natureza deste relacionamento.




A andlise de regressio é uma
técnica estatistica para modelar e
investigar o relacionamento entre

duas ou mais varidveis.

De fato a regressio pode ser

dividida em dois problemas:
(1)o da especificacdo e

(1i)o da determinagdo.

.
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A especificagio

O problema da especificacio é
descobrir dentre os possiveis modelos
(linear, quadritico, exponencial, etc.)

qual o mais adequado.

.
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A determinagio

O problema da determinacdo é
uma vez definido o modelo (linear,
quadrdtico, exponencial, etc.) estimar

0s pardmetros da equagdo.

[ .
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O modelo

Normalmente é suposto que exista
uma varidvel Y (dependente ou
resposta), que estd relacionada a ‘R’
varidveis (independentes ou
regressoras) X; (1=1, 2, ..., k).

.
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A varidvel resposta Y é aleatoria,
enquanto que as varidveis regressoras
X; sdo normalmente controladas. O
relacionamento  entre  elas ¢
caracterizado  por uma  equagdo
denominada de “equagdo de regressio”
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Quando  existir apenas — uma
varidvel regressora (X) tem-se a
regressio simples, se <V depender de
duas ou mais varidveis regressoras,

entdo tem-se a “regressdo miltipla’”.

!
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0 modelo considerado

Vamos supor que a regressdo é do
tipo simples e que o o modelo seja
linear, isto ¢, vamos supor que a
equagdo de regressdo seja do tipo:

Y=a +pX+TV

0 modelo [inear simples

O termo “U” é o termo erro, isto é,
“U” representa outras influéncias
sobre a varidvel Y, além da exercida
pela varidvel “X”. A variagdo residual
(termo U) é suposto de média zero e
desvio constante e igual a .
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Ou ainda pode-se admitir que
o modelo fornece o valor médio
de Y, para um dado X, isto é,

E() =0 +pX

Em resumo, a5 Ripdteses sdo:
Y=o +PX+ T
E@/x)=a +PB.X isto é ETV) =0
YY/x)=0%
Cov(Us, Uj) =0, para i+ j;

A waridvel X permanece fixa em observagoes
sucesstvas e os erros U sdo normalmente
distribuidos.

.
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A equagio de regressio A equagio de regressio

O modelo suposto E(A/x) = o +BX A reta estimada serd representada

é populacional. por:
Y=a+bX ou ¥Y=a+bX+E
Onde “a” ¢é um estimador de O e
“6” ¢ um estimador de 3, sendo (f/ um

estimador de E(V/X).

.
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Vamos supor que se tenha n pares de

observagdes, digamos: (Xp Y1) (X Vo) +or
(J(,,, y,,) e que através deles queremos

estimar o modelo acima.

.
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O método utilizado

Existem diversos métodos para a Tem-se:
determinagdo da reta desejada. Um deles, _
. , Vi=a+tbxtE,
denominado de MMQ (Métodos dos .
. . Entdo:
Minimos  Quadrados)  consiste  em
E; =Y~ (a+bx)

minimizar a ‘soma dos quadrados das

distdncias da reta aos pontos”.

.
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Deve-se minimizar: 0 método dos minimos quadrados

n n P Q/i:a+6Xi+£i
O0=2E=2(Yi~o;) = y; ;
i=1 i=1 . Ei
Yi

L 2
= > (¥ ;—a—bx;)

1=1

Xi




Derivando parcialmente tem-se:

B_ % mamiry
da i=1
o) n
=22 X(Yi—a—bX;
b EI&(Y @b X

‘
Estatistica "&

Iqualando  as

parciais a zero vem:

deritvadas

2(Yi—a—bx;)=0
i=1

Isolando as incognitas, tem-se:

DY i =na+b2 X,
S XY =0 X;+6> X2

‘
tatistica "&

“«_»

Resolvendo para “a” e “b, seque:

SXZ-nx?

b
S xx

Lembrando que:

Sxy =X XY i—nXy
Sxx =X Xi—nx’

Soy =X ¥ ?—ny?

12



U fei o i Temperatura, C° (X)  Rendimento (Y)
m engenheiro quimico estd 700 05
investigando o efeito da temperatura gg ;1’
de operagio do processo no 130 61
. 140 66
rendimento do produto. O estudo 150 Jos
resultou nos dados da tabela, ao lado. 160 74
170 78
Determinar a linha de regressdo. 180 8s
190 89
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X Y XY X Y
Da mesma forma que para 100 45 4500 10000 2025

110 51 5610 12100 2601
120 54 6480 14400 2916
130 61 7930 16900 3721
140 66 9240 19600 4356
150 70 10500 22500 4900
160 74 11840 25600 5476
170 78 13260 28900 6084
180 85 15300 32400 7225
outra para XY. 190 89 16910 36100 7921

&£ 000000000 A 1450 673 101570 218500 47225

calcular o coeficiente de correlagdo é

necessdrio a constru¢do de trés novas

colunas. Uma para X?, uma para V> e

Tom-se: n=10 Y X=1450 YV =673 Spr=SX2-nyl=
X =145 V=673 Y XYV=101570 — 218500— 10.145% =
Y X?=218500 Y a2?=47225 — 8250
Entdo:  Sxr =T XY i—nXY = Soy =2 i-ny’=
=101570—10.145.67,3 = =47225-10.67,3° =
= 3985 =1932,10

. .
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A equagdo de regressdo, serd, entdo:
6= Sxy 3985
8250

=0,4830=0,48
Sxx

a=9Y —b6X =67,30—0,4830.145 =
=—27394=-2,74

¥ =—2,7440,48x

‘
E. f‘fi’tlca‘a

A pergunta que cabe agora é:
este modelo representa bem os pontos
dados? A resposta é dada através do

erro padrdo da regressdo.

‘A

Varidneio Qesiduel
e
Erro Qadrio do Qegressio

‘
ti tlca‘&

O objetivo do MMQ é minimizar
a variacdo residual em torno da reta
de regressdo. Uma avaliacdo desta
variagdo é dada por:

_YE? _Y(Y-a-bX )
n—2

O cdlculo da varidncia residual,
por esta expressdo, é muito trabalhoso,
pois é necessdrio primeiro determinar
os walores previstos. Entretanto ¢é
possivel obter uma expressdo que ndo
calculo  dos  valores
previstos, isto ¢, de Y =a+6X

requeira 0

‘
tistica "&

Desenvolvendo o numerador da
expressdo, vem:

S(V=a=b6X P =3[V ~(V~6X )~6x | =
=S [V -V +60~6X [ = [V -V ~b( X—X )] =
=YY= ) =26L( X=X [V =T )+ L (X-X )=

=S =268 oy +6% 8 xx

‘
tistica "&
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Uma vez que:
S(X=XYY-7 )=
=3 XY i~ XY =8
S(X-X) =3 X2—n =8

Z((Y—(?f:Z(Yf—n(?Z:Sfm/

Deste modo, tem-se:
S(V=a—6X ) = Sory =268 oy +62S yr
Mas: 65— S xy

= Sxr =68 xx

S
Entado: AX

Y(V=a—bX ) = Sy =265 oy +628 =

= Sqrr =268 yr +62 8 o = Sy — 68 xx

Finalmente:
SE? \/Z(Qf—a—@()z
S = = =
n=2 n=2 Exemplo
_ \/SW—525XX _ \/SW—55M
n—2 n—2
Considerando  os wvalores do Entdo:
exemplo anterior, determinar o erro Soy — 68 oy
padrdo da regressdo. B n—2 -
Tem-se:  Svy=193210 3985
* 1932,10 ———.3985
Soox = 38250 _ 8250 _
6:‘9&:&85:0)4830 10-2
Sxx 8250
% =0,9503=0,95 %
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Decomposigdo

VYaria¢gdo Total =
Variagdo Ndo-Explicada
+

VYariac¢do Explicada

[ - v-q{
i} - -y
Variacio Y mr iy
(V=¥ =3 (r- )+ 307 )
U =1R +VE
. Xq .
— ——
(a) Variagdo Total: VT Uma maneira de medir o

VI =Y (V=) = Sy
(b) Variagdo Residual: VR,
YR =3 (v—1f = Syq — 678 oo = VT —VEE
(c) Variagdo Explicada: VE
VE = Z({ff—q_f)z =6°S xx

‘
tistica "&

grau de aderéncia (adequagdo) de
um modelo é verificar o quanto
da wvariacio total de YV é
explicada pela reta de regressdo.

‘
tistica "&

Para 1isto, toma-se o quociente
entre a variacdo explicada, VE, pela
variagdo total , VT

R? = VE / VT

Este resultado é denominado de
“Coeficiente de Determinagdo”.

‘
tistica "&

VE _525)(}(_55)(ry_ 53@
VI Sqy

R’ =

Sy SXXSryry

Este resultado mede o quanto as
variagoes de uma das varidveis sdo
explicadas pelas variaces da outra
varidvel.

‘
tistica "&
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Ou ainda, ele mede a parcela da
variagdo total que é explicada pela reta de
regressdo, 1sto é: 5

VE=6°S yy =R Syy
A wvariagdo residual corresponde a:
— 2
VR=(1-R") Sqy
Assim 1 — ®R? é o Coeficiente de
o [ndeterminagdo.

.
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O % de impurezas no gds oxigénio
produzido por um processo de
destilagdo  supbem-se  que  esteja
relacionado com o % de hidrocarbono
no  condensador  principal  do
processador. Os dados de um més de
operagdo produziram a sequinte tabela

.
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X Y X Y
1,02 86,91 | 1,46 96,73
1,11 89,85 1,55 99,42
1,43 90,28 | 1,55 98,66
1,11 686,34 | 1,55 96,07
1,01 92,58 | 1,40 93,65
095 87,33\ 1,15 87,31
1,11 86,29 | 1,01 95,00
087 91,86 | 099 96,85
1,43 95,61 | 095 85,20
1,02 89,86 | 0,98 90,56 .

(a) Ajuste um modelo linear aos dados;
(b) Teste a existéncia da regressdo;

(c) Determine o valor de R? para este
modelo;

(d) Determine um IC, de 95%, para o valor
da pureza, na hipétese do % de
hidrocarbono ser 1,20% .
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