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v ariavel
A leatoria
Continua

Seja X uma varidvel aleatéria com
conjunto de valores X(S). Se o conjunto

de valores for infinito nao enumeravel
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E a funcdo que associa a cada
x € X(S) um ndmero f(x) que deve

satisfazer as seguintes propriedades:

) ) , f(x)>0
entdo a varidvel é dita continua.
[f(x)dx =1
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A Distribuicdo de Probabilidade Exemplo

Seja X uma VAC. Determine o valor
A colecio dos pares de “c” para que f(x) seja uma funcdo

(x, f(x)) € denominada de distribuicao

de probabilidade da VAC X.
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densidade de probabilidade (fdp).

cx> se —1<x<1

f(x)=
0 c.C.
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Para determinar o valor de “c”,
devemos igualar a drea total a um, isto €,

devemos fazer:

[\ fodx =1

I}IC.deX =1

N | W

2
=—c=1=c=
3

r " & " y
5 -13 -10 -08 -05 00 03 0,5 0.8 1,0 1,3 1,5
,‘ L <X <1 ,
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a
@la<x<b
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P(a< X <b) = [PF(x)dx

Isto é, a probabilidade de que X
assuma valores entre os nimeros “a” e
“b” € a drea sob o gréfico de f(x) entre

ospontosx =aex=Dh.

[

¥
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Observacdes

Se X € uma VAC, entao:

P(X =a) = [f(x)dx =0
Pla<X<b)=P(a<X<b)=
=P(a<X<b)=Pa<X<b)

¥

’
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Seja X uma VAC. Determine a
probabilidade de X assumir valores no

intervalo [-0,5; 0,5].

i

A probabilidade solicitada é dada por:

>
0,5 3x
05 ——dx =
2

P(—0,5<X <0,5) =

3 3 3 0,5
2 95 x> dx =—[X}
2 2| 3 |,

%[(0,5)3 L (-0.5)]=12.50%

Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemética - Departamento de Estatistica

i

VAC - Caracteriz 1C40
(a) Expectancia, valor esperado

w=E(X) = [ xf (x)dx

(b) Variancia

6> =V(X) = [ (x—w)’*f (x)dx =
=[x*f(x)dx — ([ xf (x)dx }' =
=[x*f (x)dx -’ = E(X*) - E(X)’
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(111) Desvio Padrao

6 =4/ (x—p)* f(x)dx =

=Tx*f (x)dx —p* =y E(xX) ~ E(X)’

(iv) O Coeficiente de Variagdo

Y=0/n

g2
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E a funcdo F(x) definida por:
F(x)=P(X<x)=["_f(u)du

A F(x) € a integral da f(x) até

€6y,

um ponto genérico “x”.
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empep.
Considerando a fun¢do abaixo como

a fdp de uma VAC X, determinar F(x).

i
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A F(x) é uma fung¢do definida em

todo o intervalo real da seguinte forma:

0 se X <-1

2
F(x) = ﬁ%du se —1<x<1

1 se x>1
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Vamos determinar o valor da
integral em “u”:

x 3u’, 3 2
F(X):j_wTdu :Ej_lu du=

X

—3 ll73 _l[ 3]X _X3+1
2| 3 P S
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Assim a Funcdo de Distribui¢do

Acumulada (FDA) é:

0 se x <-1
3
F(x)= x 1 se -1 <x<1
2
1 se x>1

g2

Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemética - Departamento de Estatistica

Representacao Grafic
3 1,07
X +1 ;
F(x) = 091
0,8
0,7 4
0,6
1,0 0,5 0,0 0,5 1,0
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O uso da FDA € bastante pratico no
célculo das probabilidades, pois ndo é

necessario integrar, jJ4& que ela ¢ um

fun¢do que fornece a Integral.

[

¥

i
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Usando a FDA, teremos sempre

trés casos possiveis:
P(X <x)=F(x)

P(X >x)=1-F(x)
P(x; <X <x,)=F(x,)—F(x))
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Modelos
Probabilisticos
Continuos

¥ Normal

F t (Student)

B %2 (Qui-Quadrado)
B F (Fisher/Snedecor)

Uma varidvel aleatéria X tem
uma distribuicdo normal se sua fdp
for do tipo:

2
1(x—p
1 1{6J
f(x)= . , Xe R
N e

com -co<[I<c0 e >0

.
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Calculo de Probabilidades
1(11_“)2
1 Y

PX<x)=[" 2V 0 ) qu=2

—— e
~J2no

A normal ndo € integravel
através do TFC, isto é, nao existe
F(x) tal que F’(x) = f(x).

’
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Utilizar

Como ndo é possivel fazer isto com

integracdo numérica.

todas as curvas, escolheu-se uma

para ser tabelada  (integrada

numericamente).

i
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mal Padrdo

A curva escolhida ¢
N(, 1),istoé,compu=0ec =1.
Se X é uma N(u, ©), entdo:

X—-u
(6)
Sera uma N(O; 1)

7 —
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A fdp da varidvel Z é dada por:

72

1 ——

e 2.,zeR
Jon

uma vezque L=0ec=1.

P(z) =
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O-0.
¥

-4,0  -3.0 -20 -1,0 0,0 1,0 2,0 3.0
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Tabela
O que ¢ tabelado é a FDA da
variavel Z, isto é:

P(Z<z)= J'Zoo ®(u)du =

u2

L e 2 du=d(2)
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Area a esquerda (abaixo) de “z”
P(Z £7) =®(z) = Leitura direta
Area 2 direita (acima) de “z”
P(Z>2)=1-PZ<z) =1-P(z) =P(-2)
Area entre dois valores de “z”

P(z1 <Z < 75) =P(z2) —P(z1)

!
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A tabela € construida como uma
matriz. As linhas fornecem a unidade ou
unidade mais décimo e as colunas

fornecem os centésimos.

Assim para ler, por exemplo,
-0,15 deve-se procurar na linha do

-0,1 + coluna do 5 (sexta coluna). A

yprimeira € a do “0” (zero).

%

’
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A aproximagdo € centesimal (2
casas apo0s a virgula) exceto na linha
do -3 e do +3, que estao destacadas,
onde a aproximacdo é, em virtude
da pouca drea, decimal. Observe
que esté escrito —3 e ndo —3,0!

| Aproximagdo decimal, isto €,
fatias de 0,1. Depois do +3,0
3,1 0 £3,2 até £3,9.

Aproximacao centesimal, isto

é, fatias de 0,01. Depois do -
3,0 segue -2,99 o -2,98 até
+2,99 e dai 3,0.
0.1 \
/\
-4',0 ' 30 ' 20 10 ) o',o ' 1',0 ' 220 ' 3',0 ' 4',0

Bl i
J 'Z,U Prof. oriqu,MRGsém il AL Lnatice - peddhyUelod EstatisucaU,UZ:lz"g
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Z 0 1 2 3 E
3 00013 292700007 | 00005
2,9 0007 PZ<-33 wis | 00017 Uma VAC tem distribuicio normal
28 | 0002 =PE33) g0m4 00023 de média 50 e desvio vaddo 8
27 | 00035 00034 0003 | 00032 ¢ medi ¢ ((esvio - padrac o.
-2,6 0,0047 P(Z < -2’53) 20044 0,0043 Determinar:
25 | 00 = p(-2,53) v 00057 (a) P(X < 40)
24 00082~ ooooo 00078 | 00075
23 00107 = 00104 20099 (b) P(X'>65)
22 | oo oozl &S00
e ’ I Y () c¢) P45<X <62
2,1 00179 = ~o ©(-2,00) L ul66 () P( )

’
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normal de média 50 e desvio
padrao 8. Determinar:

(a) P(X < X) = 5%
(b) P(X>x) = 1%

v
£l
p

exercicio € preciso utilizar a funcdo
inversa, isto pode ser feito direto na
tabela. S6 que agora devemos
procurar uma probabilidade (corpo
da tabela) e obter um valor de “z”
(lateral da tabela).

(a) P(X < 40) (b) P(X > 65)
X—u _ 65-50
X - 40 —50 P(X>65)=P > =
P(X <40)=pP—H < )= ( ) =M g
=P(Z>188)=1-P(Z<1,88) =
=P(Z <-1,25) =10,56%
=1-®(1,88) = P(-1,88) =3,01%
(c)P(45<X<62)
P(45< X <62) = JEPRISY5Y
45-50 X —u 6250 - 0\0\]6{
= P( < < )= C,‘ak
8 o 8 U0
= P(-0,62 < Z <1,50) = P\
= d(1,50) — D(—0,62) =
. =93.32%—27,67% = 65,65% ,
Uma VAC tem distribuicdo Para resolver este tipo de




1 ficamente:

0,05

0,04 1

5%

P(X<x)=5%

34 50 58 66 74

42
X
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Em (a) temos P(X <x)=5%

P(X < x) = P(

X—usx

—50

=P(Z<L2z2)=P(z2) =5%

X_
onde z=

50

s )
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Como os dois valores estdo a
mesma distancia, isto €, apresentam
o mesmo erro (0,0005), pega-se a

média entre eles.
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1,64 +1,65
7 =——

2

X
Como z =

—1,645 =z =

x=50-1,645.8 =36,84

2 0 1 2 3 4 5
3 00013 | 00010 | 00007 | 00005 = 00003 qlooo
_ = 29 | 00019 00018 . 00018 | 00017 /00016 : 00016
Se ®(z) = 5%, entao 28 | 006 0005 004 00023 / 00023 [0o02
27 | 00035 | 0003 00033 | 00032/ 00031 /00030
—1 _ —1 26 | 00047 | 00045 : 0004 | 0 00041 /00040
D [P(2)] =P (5%) 2,5 00062 00060 = 00059 . 00057 = 0eor /anasg
1 ufue e QD CENE
— - SR o L A ol
z=dg (0,05) 22 | 0019 | 00136 0,(;\«:\/6 M9 00125 0012
21 | 0o 00174 010 4T 6 00162 | 0018
Procurando na tabela, o valor (z) 20| 008 o 9 OO0 00
19 | 00287 0028 00274 | 00268 . 00262 | 00256
. £t . 18 | 00397 U351 0034 | 0036 0039 0032
mais proximo de 5% = 0,05, tem-se: 17 )/o{k 0043 00427 | 00418 | 00409 00401
, 1,6 2700548 00537 00526 00516 00505 0049
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica "'@ % 7-1,5 Prof) 06681, Dr. -0,0655- [nému@,%emmca();@@g;@zme t0 9106181ica | 0,06%
Assim

=1,645
50

, tem— se:

x—50
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Em (b) temos P(X > x) = 1% 004,

0,04

X—u x-50
P(X > x)=P( > 2 )= »
J— —_ — — 0,02
=P(Z>2)=1-P(z) =1% = 0,01 1%
Mas 1-®(z) = D(—z) PX>x)=1% &
Logo —7 = CI)—I (0,01) % M " M M X.ﬁ ;%
0 1 2 3
-3 0,0013 0,0010 0,0007 0,0005
Procurando na tabela, o valor (z) 29 0,0019 00018 = 00018 = 00017
. L, . 28 0,0026  0,0025 0,0024 0,0023
mais proximo de 1% = 0,01, tem-se: 27 | 00035 000 Z=- 00032
z=-2,33 26 | 0047 | 0004 233 4 00p43
25 | 00062 00060 - 0005 00057
Conforme pode ser visto na 2,4 00082 ' 00080 00078 - 00075
3 0.0H7——0.0104——0.012—< 0,009
proxima lamina! 22 | 00139 = 00136 00132 00129

" A 0,0179 0,0174 0,0170 0,0166
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Para se definir as Distribuicoes t,

x> e F é necessdrio definir inicialmente
a Funcao Gama.
I'(k) = [y x* e dx, para k>0

—(—2,33) =

Como
—7 = (1)_1 (0,01), tem—se:
x —50

x =2,33.8+50 = 68,64

e Mate

=

e Mate

Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto d

matica - Departamento de Estatistica

i

i

Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto d

10



A funcao Gama € recursiva, isto é:

I'(k+1) =kI'(k)
E a equacdo funcional da fungdo
Gama.

Se n € um inteiro positivo, entao:

I'm)=(m-1)!

i
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E uma vez que :

T()=[re*dx=1

A funcdo gama pode ser

considerada uma generalizagdo do
Fatorial.

Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemética - Departamento de Estatistica

i

Verificar, ainda, que:
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Uma varidvel aleatéria X tem uma
distribuicdo “t” ou de Student se sua
fdp for do tipo:

V41

)
e (2)

para x e N

f(x) =

i
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Expectancia ou Valor esperado

L=EX)=0
Variancia
)
Var(X) = ——
ar) V-2

O valor v é denominado de “Grau de liberdade”

i
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O que € tabelado € a funcdo inversa
(percentis), em relagdo a area a direita
(unilateral) de cada curva (uma para cada
linha), ou a soma das caudas (bilateral), isto
é, a tabela retorna um valor “t” tal que

P(T = t) = o (unilateral) ou P(ITI > t) = o

L]

%
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0,200 0,100 0,050 0,040§ 0,030 = 0,020
1 3,078 6,314 112,706 15,894§ 21,205 = 31,821
As duas opc¢des podem ser colocadas 2 1886 2920 4303 4849 5643 6965
- -
ffm uma meSI‘na tabela. lfode—se ler uma 2 | P(Ty| > 2,262) = 5% ijg gij;
area (o0) de cima para baixo e se ter um : = :
. 5 1,476 | 2,015 2,757 : 3,003 3,365
valor unilateral (P(T >t) = o) ou ler a area 6 1440 | 1943 7 2612 2829 | 3143
(o) de baixo para cima e se ter um valor “t” 7 1,415 | 1,895 35 2517 2715 2,998
tal que P(T > t) = 02, 8| 1397 1860 2306 2449 2634 289
i 9 1,383 | 1,833 | 2,262 2,398? 2,574 = 2,821
Aﬂ =) 10— 1372 1812 2208 2350 2507 2754@!
0,200 0,100 | 0,050 0,040 - 0,030 . 0,020
3,078 | 6,314 [12,706. 15,894 : 21,205 | 31,821
1,886 | 2090 42902 5 4849 5643 @ 6,965
P(Ty<-2262)=25%  ag 4549 P, e
am 0 . 1(;
P(T, >2262) =2.5% 58 | 3747 Xb\l A
1476 2015 2757 | 3003 | 3,365 -XSU: d{a
1,440 & 1,943 72612 2829 | 3,143 O . Q{\}_‘a
1415 1895 35 2517 2715 2,998 Q\}l’
1397 1,860 2306 2,449 2634 | 2,896
1,383 | 1,833 | 2,262 2,398_ 2574 1 2821 N
1,372, 1.812..2,228, 2,359, 2,527 2, 76¢ ot Lot Vi, Dr. - UFRGS - Tt de Matmtion Deparamentode Bvmiicn %
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Uma varidavel aleatéria X tem uma
distribui¢do Qui-Quadrado se sua fdp for Expectﬁncia ou Valor esperado
do tipo:
o x E(X)=v
i 1 = . .
2 2 a
X2 e 2 (ex=0 Variancia
f(x)= =y O
221 2) Var(X) =2v
o sex =0 O valor v é denominado de “Grau de liberdade”
Representacdo Graric Tal las
”” —a O que € tabelado ¢ a fungdo
o - inversa, em relacdo a drea a direita de
o cada curva (uma para cada linha), isto é,
oo dado um valor de area na cauda direita
on (o), a tabela retorna um valor “x” tal
OVOOO,O 1,0 20 30 40 50 6,0 70 8 que P(X2 2 X) = (x.
gé ’
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f 0,995 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005
1] 0,000 = 0,000 | 0001 0,004 0,016 41 52,949 | 56,942 | 60.561 | 64,950 @ 68,053
21 0,010 0,020 @ 0,051 0,103 421 54,002 <0336
30072 0115 | 0216 0352 43|55 Pllay 2749B1=1% 616
41 0207 @ 0,297 @ 0484 ~ 1 441 56,369  bu,4o. . oo, 1V | 71,892
5| 0412 0554 | 0,827  .,145 1,610 45| 57,505 61,656 654 69,957 73,166
6| 077 - 46| 58,641 62,830  66,61¢ 71,201 74,437
2 —
710, Pl 202111=90% 47] 59,774 | 64,001 | 67,821 2,443 75,704
8| 1344 1,647 @ 2,180 2,733 48] 60,907 65,171 69,023 73,683 76,969
9| 1,735 2,088 2,700 3,325 , 49| 62,038 | 66,339 @ 70,222 74,919 78,231
& . 167 @ 67,505 71,420 | 76,154 @ 79,490
i, 0 2’1<Am Dr. ?I?F§F<gn titla 3224’7 3’04{10r tatisti q4’865"@ @%MWWH
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Uma varidvel aleatéria X tem uma
distribuicdo “F” ou de Snedecor se sua
fdp for do tipo:

m n m_ m+n
m+n _
F(ijznzxz (n+mx)” 2

O 60 F(x) = se x > 0
ae : {3 )r(3)
13 2
0 sex < 0
Caracterizacs i
Expectancia ou Valor esperado
1,0 fdp de
. m m ¢é o grau de F(1, 3)
EX) = m—2 liberdade do ° F2. 5)
numergdor e n do oo\ FG, 10)
Variancia denominador o1\ F(20, 20)
_ 2
VaI‘(X) — 2(m+n 2)111 0.0 i
m@ - 2)n - 4) 0 3 6 9 12 15
- 1 2 3 4 5 6 7
1 A ,:._I-"'\.,f'- l ado 1 161,45 199’50 215 71£74 81730 1/ 233’99 236,77
) ) _ 2 |8s 035 |
O que € tabelado € a percentil 95% 3 0 P[F(5,7)=3,97] = 5% )
ou 99% - area a direita de cada curva 4 171§ o w10 | 609
5 6,61 | 579 | 541 : 5,1 05 | 495 | 4288
(uma para cada par de valores - 6 | 59 | 514 | 476 453, 39 | 428 | 421
numerador, denominador) igual a 5% e ] D okl 387 | 37
) 8 532 ¢ 446 1 407 ¢ 384 1 3,69 | 3,58 | 3,50
1%, isto €, “x” tal que P[F(m, n) > x] = 9 5021 426 | 386 | 363 | 348 | 337 | 329
5% ou P[F(m Il) > X] = 1% 496 | 4,10 } 3,71 | 348 { 333 | 322 | 3,14
Y ’ , 484 1 398 ¢ 359 i 336 320 | 3,09 | 3,01
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica ﬂ Prol LOA'V;Zﬁ Drj - &9&971 SUMQMQ ema’i\p?zﬁ)e‘ artaiqg])(]}de :sta&;m 2,
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L b2 03 415 6 7
1 [4052,1814999,34] 5402 £l =ancfmemaclenzo o5 5078 33
2 | 9850 ¢ o ‘
3 AR P[F(5,7)>7,46] = 1% '
4 12120 1 1800 | 1609 | 1o 20| 1498
5| 1626§ 1327 | 1206 | 1139 7| 1067 | 1046
6 | 137501092 978 | 915 | /5 | 847 | 826
7 | 12250 955 845 | 785 | 746 | 719 | 699
§ | 11261 865 759 | 701 | 663 | 637 | 618
9 11056 ¢ 802 1 699 | 642 | 606 | 58 | 56l
1004 | 756 | 655 | 599 | 564 | 539 | 520
965 © 721 | 622 567 | 532 | 507 | 489
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