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Modelo Determinnistico




Exemplos

Gravitacao \uu::> F=GM;M,/ rQ\
classica UU:;> v =at \
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Modelo Probabilistico

K=




Exemplos
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Experimento
AleatdSrio

Experiéencia para o qual o

modelo probabilistico é adequado.
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Caracteristicas

© Nio é possivel prever um
resultado particular, mas pode-se

enumerar todos 0s possivels;
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@ Podem ser repetidos inimeras

vezes sob as mesmas condicoes;
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© Quando repetidos um grande
numero de vezes apresentam
reqularidade em termos de

freqiencias.
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Exemplos

‘ INSTITUTO
DOE
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E,: Joga-se um dado e observa-se
0 humero da face superior.

| U |
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E,. Joga-se uma moeda quatro
vezes e observa-se 0 numero de
caras e coroas;

L U]
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E,: Joga-se uma moeda quatro
vezes e observa-se a sequéncia de
caras e coroas;

| U |
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E,: Uma lampada nova é ligada e
conta-se 0 tempo gasto até
queimar;

| U |
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E.: Joga-se uma moeda ate que
uma cara seja obtida. Conta-se o
numero de lancamentos
necessarios;

| U |
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E.: Uma carta de um baralho
comum de 52 cartas e retirada e
seu nalpe registrado;

| U |
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E-: Jogam-se dois dados e
observa-se o0 par de valores
obtido;

| U |
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Espaco Amostra(l)

Ve

E o conjunto de resultados de

uma experiéncia aleatoria.
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Exemplos

‘ INETITUTO
OE
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S, ={1, 2, 3, 4, 5, 6)

U_|

‘ INETITUTO
OE
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S, = 40,1, 2, 3, 4}

‘ INETITUTO
OE
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S, ={ ccce, ccck, ccke, ckee,
kcce, cckk, kkee, ckke,
kcek, ckek, kcke, kkke,
kkck, kckk, ckkk, kkkk}

| U |




S, = {teR/t>0}

U |

‘ INETITUTO
OE
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S. = {1, 2, 3,..}

‘ INETITUTO
OE
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S6 — {’9 A» *9 '}

(U]

‘ INETITUTO
OE
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S;={ (1 1), (1, 2,(1,3), (1, 4), (L,5), (1, 6)
(2, 1), (2, 2), (2, 3),(2,4), (2,5), (2, 6)
(3, 1), (3, 2), (3,3), (3,4), (3,5), (3, 6)
4, 1), (4, 2), (4, 3), (4,4), (4,5), (4, 6)
(5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6)
(6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6,5), (6, 6)}

J




Um evento €& um
subconjunto de um espaco
amostra.
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Exemplo

Seja S = {1, 2, 3,4, 5 6 }
um espaco amostra.

Entao sao eventos:
A={135} B={6}
C={4,506} D=0 E=S
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Ocorréncia de um evento

Seja E um experimento com espaco
amostra associado S. Diremos que O
evento A ocorre se realizado E o

resultado € um elemento de A.
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Combinacao de eventos

Sejam A e B eventos de um espaco
S. Diremos que ocorre o evento:

A uniao B, A soma B ou A mais B,
se e sO se A ocorre ou B ocorre.

AUB
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Sejam A e B eventos de um espaco
S. Diremos que ocorre o evento:

A produto B, A vezes B ou A
Intersecao B, se e so se A ocorre e B
ocorre.

ANB
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Sejam A e B eventos de um espaco
S. Diremos que ocorre o evento:

A menos B, A diferenca B, se e s0 se
A ocorre e B nao ocorre.
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Sejam A e B eventos de um espaco
S. Diremos que ocorre o evento:

Complementar de A (nao A) se e so se
A nao ocorre.
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Eventos mutuamente excludentes

Dols eventos A e B sao mutuamente
excludentes se nao puderem ocorrer

juntos.
DI
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Propriedades das
operacoes entre eventos
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Leis Comutativas
AUB)=BUA
ANB=BNA

| els Assoclativas

(AuB)UC=AU(B UC(C)
(ANB)"NC=An(BNC)
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Lels Distributivas
AN(BUC)=(AnB)U(ANC)
Au(BNC)=(AuB)" (AU )

Leis de De Morgan
ANB=AUB

AUB=ANB




Outras Propriedades

‘ INETITUTO
OE
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Conceitos de Probilidade

o CLASSICO

¥ FREQUENCIAL

A AXIOMATICO
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CLASSICO

(numero de casos favoraveis)

P(A) = -
(nUmero de casos posswels)




Exemplo

Qual a probabilidade de

ganhar no Toto-Bola?
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Solucao:
Casos favoraveis = 1

Casos possivels:

(D5
195,

= 32638760
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P(Toto_Bola) =

- Numero de tavoraveis

Numero de possiveis

1 1 5000031%
25\ 3268760
1S5
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0 A o

Frequéncia Relativa

(nUmero de vezes que A ocorre)

(numero de vezes que E é repetido)
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Exemplo

Um dado é lancado 120 vezes e
apresenta “FACE SEIS™ 13 vezes.

Entao, a freguéncia relativa de
“FACE SEIS” é:
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fre =
numerode vezesque"i_seis"ocorre

numerode vezesqueo dadoé jogado
18

= =0,15=15%
120
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Conceito frequencial
de probabilidade

P(A) = lim fry

N — oo




Conceito Axiomatico

P(A) € um numero real que deve
satisfazer as seguintes propriedades:

(1)0< P(A) <1

(2)P()=1

(3) P(AUB) = P(A) + P(B)

se AmrB =9
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Conseqguéncias
dos Axiomas
(Teoremas)

‘ INETITUTO
OE
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(1) P(D) =0
(2) P(A)=1-P(A)
(3) P(A - B) = P(A) - P(ANB)
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(4) P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)
(5) P(AUBUC) =P(A) + P(B) + P(C) -
- P(ANB) - P(ANC) - P(BNC) +

+ P(ANBNC)
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Probabilidade
Condicionada

‘ INSTITUTO
DOE
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Motivacao

Considere uma urna com 50
fichas, onde 40 sao pretas e 10

sao brancas.
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Suponha que desta urna sao

retiradas “duas” fichas, ao acaso e sem
reposicao:

Sejam 0s eventos:
A = { a primeira ficha e branca}

B = { a sequnda ficha é branca}
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Entao:
P(A) = 10/50 = 0,20 = 20%

P(B) = ?/49
Neste caso, nao se pode avaliar
P(B), pois para Isto é necessario saber

se A ocorreu ou nao, Isto €, se salu
ficha branca na primeira retirada.
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Se for Informado que A ocorreu,

entao a probabilidade de B, sera:
P(B/A) = 9/49 =0,1837 = 18,37%

L Observe a notacao
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Esta representacao e lida:
P de B dado A;
P de B dado que A ocorreu;

P de B condicionada a A.
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Definicao:

P(A/B) = P(A~B)/P(B)

‘ INETITUTO
OE
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Mas:
Se P(A/B) = P(AnB) / P(B) entao:
P(AnB) = P(A/B).P(B)

Também:
Se P(B/A) = P(AnB) /P(A) entao:
P(AnB) = P(A).P(B/A)




Assim:
P(AnB) = P(A).P(B/A) = P(A/B).P(B)
Esse resultado é conhecido como:

Teorema da multiplicacao




Independéncia

Dois eventos A e B sao ditos
Independentes se a probabilidade de um
ocorrer nao altera a probabilidade do
outro ocorrer, Isto é:
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(1) P(A/B) = P(A)
(2) P(B/A) = P(B)
(3) P(ANB) = P(A).P(B)
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Particao de urn
espraco armostra

Diz-se que 0s conjuntos:
AL A, . A
eventos de um mesmo espaco amostra
S, formam uma particao deste espaco
se:
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(1) AinA; =, paratodo I #
2) AjUA,U ... UA =S, para todo I # |

(3) P(A;) > 0, para todo |
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Al

A4

A3

AS

Al




Teorema da
robabilidade total

‘ INSTITUTO
DOE
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EHRBHEFAEAFRAER A RN R AR R R R R EEEEEEEESR

‘ INETITUTO
OE
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B pode ser escrito como:

B=BnA)uBnA)uU..UBMNA)
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‘ INETITUTO
OE
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P(B) sera entao:
P(B)=P[(BNA)u(BnA)uU..u(BMNA)]
=PBNA)+PBnA)+..+PBNA)-=

= 2. P(BNA)) = 2 P(A).P(B/A)

Assim: P(B) = 2 P(A)).P(B/A)




Exemplo

‘ INSTITUTO
DOE
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Uma peca e fabricada por trés
maquinas diferentes. A maquina “A”
participa com 20% da producao, a “B”

com 30% e a “C” com 50%.
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Das pecas produzidas por “A”
5% sao defeltuosas, das de “B” 3% e
das de “C” 1%.

Selecionada uma peca ao acaso
da producao global qual a
probabilidade de ela ser defeituosa.
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Solucao

‘ INSTITUTO
DOE
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Tem-se:
P(A)=20%  P(D/A) = 5%
P(B) = 30% P(D/B) = 3%
P(C)=50%  P(D/C) = 1%

P(B) = 2 P(A).P(B/A)
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Entao:
P(D) =
= P(A).P(D/A) + P(B).P(D/B) + P(C).P(D/C) =
=0,20.0,05 + 0,30.0,03 + 0,50.0,01 =
= 0,01 + 0,009 + 0,005 =
= 0,024 = 2,40 %
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Teorema
de
Bavyes

‘ INSTITUTO
DOE
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Calcula a probabilidade de
ocorréncia de um dos “A” (que
formam a particao) dado que ocorreu
um evento qualquer “B”.
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Aplicando a expressao da
probabilidade condicionada vem:

P(A; /B) =
=P(A"B)/P(B) =
= P(A,).P(B/A)/ P(B)




Na expressao:

P(A. /B) =P(A).P(B/A) / P(B)
o valor de P(B) (denominador) €
obtido através do Teorema da

Probabilidade Total.
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Exemplo

‘ INSTITUTO
DOE
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Considerando o exercicio anterior,

suponha que uma peca seja selecionada e
se verifique que ela é defeituosa. Qual a
probabilidade de ela ter sido produzida

pela maguina A?
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Solucao

‘ INSTITUTO
DOE
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Tem-se:

P(A)=20%  P(D/A) = 5%
P(B)=30%  P(D/B) = 3%
P(C)=50%  P(D/C) = 1%

P(D) = 2,40%
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Entao:

P(A /D)=
P(A).P(D/A)
" P(A).P(D/A)+ P(B).P(D/B)+P(C).P(D/C)
B 0,20.0,05 B
~ 0,20.0,05 +0,30.0,03 + 0,50.0,01
0,01

= =41,67%
0,024
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Revisao
de
Combinatoria



Fatorial

n'=n.(n-1).(n-2).....3.2.1
Obs.: (1) 0! =1
(1) n! = n(n-1)!
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Principio
Fundamental
da Contagem

‘ INSTITUTO
DOE
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Suponha que se possa fazer “n
escolhas Independentes com:

m, maneiras de fazer a escolha 1,
m, maneiras de fazer a escolha 2,

m, maneiras de fazer a escolha n.

Entao existem m,.m,. .. .m,
maneiras diferentes de fazer a

seguéncia inteira de escolhas.
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Exemplo

Quantos numeros distintos de dois

algarismos existem?

m,.m, = 9.9 =81
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Permutacoes
Uma permutacao € uma das possivels

maneiras de arranjar, ou ordenar, um
conjunto de objetos.

O numero de permutacOes de “r”
objetos distintos e dado por:

P=r(r-1).(r-2)....3.21=r!
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Exemplo

Dado o conjunto { a, b, ¢c,d }. O

numero de permutac0es possivels é:

P,=41=43.21=24
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Arranjos

O numero de arranjos de “n”
objetos distintos, tomados “r” a cada

vez, onde r <n, é dado por:

AN, r)=nn-1)(n-2)..(n-r+1)
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Arranjos

O numero de arranjos pode ser expresso

em funcao do fatorial da seguinte forma:

AN, r)=nl/(n-r)!
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Exemplo

De um baralho de 52 cartas, 5 sao
retiradas  sucessivamente e  sem
reposicao. Quantas sequéncias sao
pOSSivels?

A2, 5) = 521 /| (b2 - H)! =
52.51.50.49.48 =311 875 200




Observacao:

A PERMUTACAO é um caso
particular do ARRANJO, quando n =r.

AN, r=n/(n-N'=A(nn)=
=n!/(n-n)t=n!t/0! =n!
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Arranjo Completo
Se “r’ elementos forem
tomados de “n”, onde sao permitidas as
repeticoes, Isto €, 0 mesmo elemento

pode ocorrer mais de uma vez, entao o
numero de arranjos e dado por:

AC =n'
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Exemplo

De um baralho de 52 cartas, 5 sao
retiradas  sucessivamente e  com

reposicao. Quantas seguUéncias sao
pOSsivels?

AC(52, 5) = 525 = 418 195 493
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Combinacoes

O numero de combinacOes, ou
subconjuntos, de “n” objetos tomados
em grupos de “r”, onde r < n é dado
por:

Cn,r)=n!/ri(n-r)!
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Exemplo

Quantos sao 0s cartoes
diferentes no jogo da Mega Sena?

C(n,r) =C(60, 6) =
60! / 6!1(60 - 6)! =50 063 860
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Relacao entre os trés
principais resultados

A(n,r)=P. C(n,r)
Pois
Pr.C(n,r)=rL. n!/rli(n-n!] =
=n!/(n-nNt=A(n,r)
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