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Variavel Aleatéria

Uma funcdo X que associa a cada
elemento de S (s € S) um numero real
X = X(s) € denominada variavel
aleatoria.

o
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Conjunto de valores Tipos de variaveis

O conjunto formado por todos os
Conforme o conjunto de valores

valores “x”, isto &, a imagem da
variavel aleatéria X, € denominado de — X(S) - uma variavel aleatéria

conjunto de valores de X. podera ser discreta ou continua.
X(S)={x e R/X(ES) =x}
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Variével Discreta (VAD)

Se o conjunto de valores for finito

ou entdo infinito enumeravel a

variavel é dita discreta.
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Variavel
A leatoria
Discreta
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A distribuicédo de probabilidade

A colecéo dos pares [x; f(x;)]
para i=1, 2, 3, ... é denominada de
distribuicdo de probabilidade da

VAD X.
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Variével Contfnua (VAC)

Se o conjunto de valores for
infinito ndo enumeravel entdo a
variavel é dita continua.
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A funcéo de probabilidade

A funcdo de probabilidade (fp) de
uma VAD ¢ a funcdo que associa a cada
X; € X(S) o nimero f(x;) = P(X = X
que satisfaz as seguintes propriedades:
f(x;) = 0, para todo “i”
2f(x) =1 -
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Exemplo

Suponha que uma moeda
equilibrada é langada trés vezes. Seja
X = “ndmero de caras”. Entdo a

distribuicdo de probabilidade de X é:

;.
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Exemplo

Suponha que um par de dados €
lancado. Entdo X = “soma do par” é
uma variavel aleatéria discreta com o

seguinte conjunto de valores:
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A funcéo de probabilidade f(x) =
PXX = X)),
X € X(S), um namero no intervalo
[0; 1] dado por:

f(x) = P(X = x) = P(X(s) = x) =
= P([x € X(S) / X(s) = x})

D 4
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associa a cada

Como X((a, b)) =a+ b, o conjunto
de valores de X é dado por:

X(S)={2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}

o
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Desta forma:
f(2Q)=P(X=2)=P{(1,1)}=1/36
f(3) =P(X=3) =P{(1,2), (2,1)} = 2/36
f(11) = P(X=11) = P{(6, 5), (5, 6)} = 2/36
f(12) =P(X=12) =P{(6,6)} = 1/36

A distribuicdo de probabilidade sera:




o N Representagio de uma
A distribuicdo de probabilidade de Distribuicio de Probabilidade

X sera entao: Através de:

x|2/3 4567 101112‘Z ™ uma tabela
‘ EEEERVEEN s 21 ‘ ) B uma expressdo analitica (féormula)
|35 35 35 35 36 3 35 36 3 3 36
36 36 36 36 36 36 3 36 36 36 E um diagrama
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Tabela Expressdo Analitica
H —_ bk X f(X) -

Seja X = “numero N Considere X = “soma do par”, no
de caras”, obtidas no T T e lancamento de dois dados equilibrados,
lancamento de 4 > 6/16 entao:
mo?da-s h(-)nestas. Entéo 3 | 416 f:X(S) > R
a distribuicdo de X ¢ a 4 | 1/16 X o (x-1)/36 sex<7
da tabela ao lado. ) 1 (12-x+1)/36 se x>7
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Diagrama VAD - Caracterizagio
o (a) Expecténcia, valor esperado
016 (Expectation)
0,14
012 p = EX)=Yxf(x) = >xPX=x)
0,10 " A . -
008 (b) Variancia (Variance)
0,06
004 62 =T fx)x-p? =T xA(x)-p? =
0,02
0,00 = E(X2)'E(X)2
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 )
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(ii1) Desvio Padréo
(Standard Deviation)

& ={ZHO(-? = {Ex () —u? = JE(X2E(X)’
(iv) O Coeficiente de Variagéo
(Variation Coeficient)
Y = ol

]
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Seja X uma VA. O momento
central de ordem “k” de X e o valor
E[(X — E(X))X] = E[(X = n)X], se esse
valor convergir.

Obs.: (i) A variancia é o segundo
momento central;
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Se X é um VAD entdo o k-ésimo

momento de X é dado por:
g = OZOJ x[F (x))
i=1

e 0 k-ésimo momento central de X é
obtido por: . = '§1(Xi_“)kf(Xi)
1=

4
=17
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Defini¢des:

Seja X uma VA. O momento de
ordem “k” de X é o valor E(X) = p,,
se esse valor convergir.

Obs.: A expectancia € o primeiro

momento.

.
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(i) O primeiro momento central é
sempre zero;

(ili) O terceiro momento central é
utilizado para determinar a assimetria
de uma distribuicéo;

(iv) O quarto momento central é
utilizado na determinacdo da curtose

de uma distribuicao.
A

Considerando que 0 momento de
ordem “k” de X é E(X¥) = p,, pode-se
expressar a expectancia e as demais
medidas em funcdo desse resultado.

Tem-se, entao:

.
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(a) Expectancia, valor esperado (v) Curtose

i = EX) v, = E[(X - Wl/o* - 3=
(b) Variancia
o2 = V(X) = E(X?) — E(X)? = i, — 12 = [y = 4pqpg + 6p42p, — 3p%)/o* - 3

(c) Assimetria
71 = Mg = 31, + 21,%)/c®
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Cailculos

Exemplo
f(x) | x.f(x) | x2f(x) | x3f(X) | x*(x)

1/16 0 0 0 0
4/16 | 4/16 | 4/16 | 4/16 | 4/16
6/16 | 12/16 | 24/16 | 48/16 | 96/16
4/16 | 12/16 | 36/16 | 108/16 | 324/16
1/16 | 4/16 | 16/16 | 64/16 | 256/16
1 2 5 14 42,5
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Calcular o valor esperado, a

variabilidade da variavel X =

“numero de caras” no langcamento de

guatro moedas honestas.

M, WOINIR I O|X

Tem-se: (iv) Curtose
M= 20 My =5 Mg = 14 €y = 425 Y2 = [ig = 4papg + 624, — 3p,Y)/o* - 3
Assim: =425-4214+645-3.16 -3 =
(i) E(X)=p, =2 caras =425-112+120-48-3=25-3
(i) o?2=p,-?=5-4=1cara =-0,50

(iif) y; = [1g — Bpam, + 2u%)/0° =
=14-3.25+28=30-30=0

D 4
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Outros Resultados

Moda
m, = 2 caras

Mediana
m, = 2 caras
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(iii) Nao multiplicativa
E(XY) = E(X)E(Y), em geral
(iv) E(CX £ Y) = E(X) = E(Y)

Exercicio

Trés dados  honestos  séo
lancados. Seja X = produto dos
resultados. Determine a distribuicao
de X e calcule os momentos até a

quarta ordem.
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Propriedades
Da expectancia ou valor esperado
(i) Linearidade

E(@X +b)=aE(X) +b

(if) Lei da espectativa total, ou lei da

espectativas iteradas ou lei da torre
E[E(X/Y)] = E(X)
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Da variancia
() V(a)=0
(i) V(aX + b) = a?V(X)

(i) V(X £ Y) = V(X) + V(Y) se X e

Y forem independentes.
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A partir  dos  momentos,
determinar:
(i) A expecténcia
(if) A variancia
(ii1) A assimetria
(iv) A curtose

=]
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A Fungéo de Distribuigio (FD)

Seja X uma variavel aleatoria
(discreta ou continua). A funcdo de
distribuicao (acumulada) ou
simplesmente “funcdo de reparticdo” &
definida por: F(x) = P(X < x).
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Determinacdo de probabilidades a
partir da FD

(i) P(a < X < b) = F(b) - F(a):
(i) P(X >a) = 1 - F(a) e

(iii) P(X < b) = F(b)

Fl
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Exemplo:

Seja X = numero de caras no
lancamento de uma moeda. Entdo a
FD de X e:

0 se x<O
Fx)=P(X<x)=4p se 0 <x<1
1 sex2>1

D 4
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Propriedades da FD

@ 0<FXx <1,
(b) F(Xy) < F(Xp) se Xy <X,

(c) lim F(x)=0

X—>—o©
(d) lim F(x)=1
X—>+o0
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VAD e FD

Seja X € uma variavel aleatoria
discreta (VAD) entdo a FD € a fungéo

em escada dada por:

F(x)= 2 P(X=xi)

xi<X
N, )
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A Funcéo de Distribuicao
. .
B "]
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Observacao:

Seja X € uma variavel aleatoria
discreta (VAD) com FD F(x), entéo:

P(X =x;) =1f(xj) = F(x;) — Flxi-1)

Fl
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(a) Qual é o conjunto de valores de X?

(b) Assumindo que a geracdo dos simbolos
séo independentes, encontre: P(X = 1),
P(X=2),P(X=3)eP(X>3).

(c) Determine a FD de X.

(d) Represente a FD graficamente.

Fl
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Observacdes:

Se X é uma VAD entédo a fgm de X

é dada por:

o(t) = E(e™) = iletxrf(x )
J:

D 4
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Exercicio:

Uma fonte de informacédo gera simbolos
ao acaso a partir de um alfabeto de quatro
letras { a, b, ¢, d } com probabilidades f(a) =
Y, f(b) = Y4 e f(c) = f(d) = 1/8. Um esquema
codifica esses simbolos em binédrio da
seguinte forma: a » 0, b —» 10, ¢ — 110, d
— 111. Seja X a VA que representa 0
tamanho do codigo, isto é, o numero de
y digitos binarios (bits). 5

A Fungio Geradora de Momentos (fym)
(Moment Generating Function)

Seja X uma variavel aleatoria
(discreta ou continua). A funcdo geradora
de momentos (fgm) de X, é dada por:
d(t) = E(e™X), para todo t, oo < t < o0, em
que a expectancia ¢ finita.

o
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Exemplo:

Suponha que uma VAD assuma
valores no conjunto {1, 2, ..., n } com
probabilidade f(x) = 1/n. Determine a
fgm de X.

D .
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Solucao:

x . n etj
O(t) = E@X) = X et (xj) = X ==
=1 j=1 N

el(e"-1)

1
:—(et+e2t+...+ent)= "
n n(e'-1)

]
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Assim:
o) = E@X) = E(1 + tX + (tX)%2! + ...) =
= 1 + tE(X) +t2E(X2)/2! + t3E(X3)/3! +

Entédo:

t"E(xk)

Hk
k:O k! -2

k=0 K!

Fl
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o(t) =

Tem-se:

0= X k,E(xk“) B+ 3 “K“
k=0 k=1

Fazendo t = 0, segue que: ¢’(0) = E(X).

Assim, prova-se, que a primeira
derivada da fgm, calculada em t = 0, fornece

a expectancia da VA X.

Observagdes:

Sabe-se que:

eX=1+x + x32! + x3/3! ... e que

essa série converge para qualquer Xx.
Assim:

eX=1 +tx + (tx)%/2! + (tx)3/3 + ...

N,
 Departamento d Eatisicn ‘o
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Derivando ¢(t) em relagédo a t tem-se:

¢’ (t) = E(X) +tE(X?) + LE(X3)/2! + ...

Assim;
)= £ YTEXS e omtt
k=1 (k—l)! k-1 (k - 1)!
_ 2 t k+1
= T E
E 1 (X*74)

o
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Calculado a segunda derivada em relagéo
at, tem-se:
0”(t) = EO) + tEQR) + .. +1,EXY/(k-2)! + ...
Fazendo t = 0, segue que:
¢’(0) = E(X?)
Ou seja, a segunda derivada da fgm, emt

=0, é igual ao momento de segunda ordem.

[-1]
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De modo geral, tem-se:
dO(t) = EQX) + tEQX ) + ...+ t EQX)/(k-n)! + ...
Fazendo t = 0, segue que:

40(0) = E(X)

Solucao:
1 t nt_l
0= (el +e2tr 4= £ €D
n net-1)

Derivando essa expressao, tem-se:
1
¢'(t) == (e + 262 +...+-ngM)
n

Substituindo t por zero, tem-se:

u=0'0) = %(1+2+...+n):nT+1

Fl
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A variancia sera entdo:

, 2_(n+1)(2n+1)_(n_+1J2_
o TH27Hg 6 |2
_ (n+D)(@n+1) (n+1)?  n?-1
6 4 12

D 4
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Exemplo:

Suponha que uma VAD assuma

valores no conjunto {1, 2, ..., n} com
probabilidade f(x) = 1/n. Sabendo que a
fgm de X é: ¢(t)——et(em_1)

C T nEet-)

Determine a expectancia e a variancia de

A
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o'(t) :l(et+2e2t+...+nem)
n

Derivando a expressdo acima, uma
segunda vez, segue que:

00 = £ (6l + 4628 +...+ %)
n
Substituindo t por zero, tem-se:

(n+D(2n +1)

u, =4"(0) = %(1+4+9+...+n2): 5

o
Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica “.ﬁ

Exercicio:

Suponha que 0 momento de uma
VAD seja dado por: E(XX) = 0,8 para
k=1, 2, ..

(@) Encontre a fgm.

(b) Encontre P(X=0) e P(X=1) .

D .
= i
LYy Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica “m

11



Solucsdo:
o(t) =
= 1+tE(X)+t2E(X2) 1 24+ t3E(X3)/3+...=
=1+0,8t+0,8t2/21+0,8t3/34.... =
=1+0,8(t+t2/24t3/3..) =
=1+0,83 —=0,2+0,8Y —
k=1k! k=0 K
=0,2+0,8et
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A Fungio Caracterfstica (fc)
(Characteristic Function)

Seja X uma variavel aleatéria

(discreta ou continua). A funcéo
caracteristica (fc) de X, é a funcéo

complexa: ©:R—>C

t—> E(eitx)

‘
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Propriedade

| o) | = | E(E™) | = | Ze™f(x) | <

<T|e™f(x) |=2Z|f(X)]| =1
Assim a funcdo caracteristica
sempre existe mesmo se a fgm néo

existir.

D 4
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(a) Por definicao, tem-se:
o(t) = X e%f(x) =0,2+0,8¢t
= 0,200t 40 8elt
Assim:
P(X=0)=1f(0)=0,2¢
P(X=1)=1f(1)=0,8

A
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VAD

No caso discreto a funcdo caracteristica
é dada por: ¢(t) = E(e™X) = Ze*f(x).

Note-se que o(t) ¢ obtida pela
substituicdo de t por it em ¢(t) se ela existir.

Assim a funcdo caracteristica apresenta
todas as propriedades da fgm.

o
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A partir da funcdo caracteristica
pode ser mais simples a obtencdo dos
momentos de qualquer ordem. Uma
relacdo Util € obtida pela substituicdo de
e pelo seu desenvolvimento em série

de poténcias.

D .
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_ L2 3
e'™X =1+itx + ()7, ()7, _
! 3!
_ g (9"
k=0 k!

ASSIm

K
o) =E) = §
k=0 K

Fl
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Observacoes:

(i) A funcdo de distribuicdo é determinada
unicamente pela fungdo caracteristica.
(if) Dados as FD F(x), F;(x), F,(x), ... com
as funcdes caracteristicas correspondentes
o(t), 1(t), @,(1), ... entdo F(x) — F(x) nos
pontos de continuidade de F(x) se e sO

@,(t) = o(t) para cada t.

Fl
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Solucéo:
Tem-se:

o(t) =0,5¢11+0,5¢it =
=0,5(et+el") =
= cos(t)

D 4
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A fungdo caracteristica também pode ser
utilizada na determinacdo dos momentos de
uma VA. Supondo que o n-ésimo momento
exista a funcdo caracteristica pode ser

diferenciada n vezes de modo que:

E(X") =i"o™(0)

A
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Exemplo:

Seja X uma VAD com valores:
X, = -1 e x, =1 e com probabilidades
f(x,) = f(x,) = 0,5.

Determinar a fungdo caracteristica
de X.

o
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