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Experimento

Qualquer um que corresponda a
apenas dois resultados. Estes resultados
sdo anotados por “0” ou “fracasso” e
“1” ou *sucesso”. A probabilidade de
ocorréncia de “sucesso € representada
por “p” e a de insucesso por
“g=1-p”.
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Modelos Discretos
de
Probabilidade
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Bernoulli
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Conjunto de Valores
X©) = {0 13}
A Funcéo de Probabilidade (fp)

{1—p se x=0
f(x)=P(X=x)=

p  sex=1
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A Funcéo de Probabilidade (fp) A Funcio de Distribuicio (ED)

1,0
08 :
—————————————————— 0 se x<0
0,6
e e R F(X)=P(X<x)=4q se 0<x<1
ﬁ ””””” 1 sex>1
0,0 . T
0 1
El rl
"
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Caracteristicas

Funcdo de Distribuicdo o
Expectancia ou Valor Esperado

EX)=YXxf(x)=0g+1lp=p

j p Variancia

©0%q+12p)-p°=

V(X)=E(X?)-EX) °=
q=l—pl

p-p°=pl-p)=pq
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Exemplo _
Como se trata de um Unico teste,

a variavel X é Bernoulli com p
=10%, assim a distribuicao é:

Suponha que um circuito é testado
e que ele seja rejeitado com

probabilidade 0,10. Seja X = “0 numero

. .. . 09 sex=0
de circuitos rejeitados em um teste”. f(x)=P(X=x)=
. e 0,1 se x=1
Determine a distribuicéo de X.
F] ‘ﬁ
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Binomaial
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Conjunto de Valores

X(S) = {0, 1, 2, 3, .., n}

A Funcéo de Probabilidade (fp)

n
f(x)=P(X=x)=( Jpxq“

X
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A Funcéo de Distribuicédo (FD)
0 sex<0

x (N
F(X)=P(X<x)=<3X [k} pkq”'kseOSXSn

1 sex>n
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Experimento

Como existem apenas duas
situacOes: A ocorre e A ndo ocorre,
pode-se determinar a probabilidade de
A néo ocorrer como sendo g = 1 — p.

A VAD definida por X = “numero

de wvezes que A ocorreu nas ‘n
repeticbes de E” € denominada

BINOMIAL.

A
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A Funcéo de Probabilidade (fp)
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Funcao de Distribuicao
1,007 =
1 3 5 7 9 1 13 1 17 19 21 28 25
A
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Caracteristicas

Expectancia ou Valor Esperado

n
E(X) =X xf(x) =Z><-{ijXQ” =np
Variancia
V(X) = E(x?)-E(X)?
E(x%) = ZXZ-[:J p*q"=n(n-1) p’+np

]
atica - Departamento de Estatistica ‘E
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Exemplo

Suponha que um circuito € testado
e que ele seja rejeitado com
probabilidade 0,10. Seja X = “0 numero
de circuitos rejeitados em 10 testes”.

Determine a distribuicdo de X.

‘
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Exemplo

Uma fabrica recebe um lote de 100
pecas das quais cinco sdo defeituosas.
Suponhamos que a fabrica aceite todas as 100
pecas se ndo houver nenhuma defeituosa em
uma amostra aleatéria de 10 pecas
selecionadas para inspecdo. Determinar a
probabilidade de o lote ser aceito.

D 4
[
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V(X) = E(x)-E(X)* =
n(n-1) p’+np - (np)*=
=-np’+np=np(l-p)=npq

Assim:
E(X)=np

ox=+/NPq

A
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Como se tratam de 10 testes a
variavel X ¢é Binomial com p =10%,
assim a distribuicao é:

10
f (X) = P(X = X) = { J (O’l)x ) (0’9)10—X
X

parax=0,1,2,...,10
A
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Tem-se:
n=10ep =5/100 =0,05

10
f(0)=P(X =0)= ( o jo,oso 0,95 =

=59,87%

D .
= i
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Tem-se:
n=10 ep=5/100 =5%
Entéo:

f(0)=P(X=0)= (13 (0,5)°.(0,95)° =

=59,87%

Experimento

A distribuicdo Geométrica, também, esta
relacionada com o experimento de Bernoulli.
A diferenca é que, agora, o0 que é fixado é o
primeiro sucesso e ndo 0 numero de
tentativas, isto €, X = ndmero de tentativas
realizadas até se conseguir 0 primeiro
sucesso.
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A Representacdo Gréfica

A distribuicdo G(0,4)

D 4
[
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Geomeétrica
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Conjunto de Valores

X©) = {1, 2, 3 .}

A Funcéo de Probabilidade (fp)

f(x)=P(X=x)=pg""
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A Funcéo de Distribuicdo (FD)

sex<l

0
F(x):P(Xéx)z{ y

1-q sex=1
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A Funcéo de Distribuicdo (FD)

1,001
0,801
0,601
0,401

0,201

0,00
1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

A distribuicido acumulada da G(0,4)
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Exemplo

Suponha que um jogador de futebol
converta 3 de cada 4 penalidades
cobradas. Determine a probabilidade de
ele tentar 4 penalidades até converter a
primeira?
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f(x) = P(X =x) =0,75.0,25%1
parax=1,2,3, ...
Portanto:
f(4) =P(X=4)=0,75.0,25% =
=1,17%

D 4
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Caracteristicas
Expectancia ou Valor Esperado

E(X) = ¥ xF(X) =2x.pq“=%
Variancia
V(X) = E(X?) - E(X)

2
V(X)=Zx2-qul—(%J =

A
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Neste caso, tem-se: p = (3/4) = 75%
eq=(1/4) =25%

X = NOmero de tentativas antes do
primeiro sucesso, é, entdo, uma G(0,75)

o
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Binomial Negativa
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Experimento

A distribuicdo binomial negativa é
também conhecida como de Pascal ou
de Polya. Ela fornece o numero de falhas
até um numero fixo de sucessos. Um
experimento  que apresenta uma
distribuicdo binomial negativa satisfaz as
seguintes condicdes:

]
-]
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E O experimento continua até que um
total de “r” sucessos sejam observados,
onde “r” é um valor inteiro maior do que
um, fixado de antemao.

’
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A Representacdo Grafica

8 9 10 11 12

é A distribuicdo BN(3; 0,4)

Fl
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Condicoes
B Cada tentativa apresenta apenas dois
resultados: sucesso ou  fracasso;

B O experimento consiste de uma
sequéncia de tentativas independentes;

B A  probabilidade de  sucesso
permanece constante em todas as
tentativas;

Conjunto de Valores
XS =4{r,r + 1, r + 2.}

A Funcéo de Probabilidade (fp)

f(x>=P<X=x>=(rX__lljp*qX‘f

é Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica “.ﬁ

A Funcéo de Distribuicdo (FD)

B

=]
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A Funcdo de Distribuicéo (FD) Caracteristicas
Expectancia ou Valor Esperado

. 0 0 X-1 rox-r_ r
0:60 E(X)—Erx.f(x)—grx{r_ljp q _5
Variancia
V(X) = E(X?) - E(X)’
T s 4 s 6 708 9 2
a2, x-1 rxr () _rq
A distribuicdo acumulada da BN(1; 0,4) VX)=2x {r_ljp a [pj T

Fl )
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica ‘.ﬁ

Exemplo

Suponha que um jogador de Neste caso, tem-se:
basquete acerte 4 a cada 5 lances livres.
Seja X 0 numero de tentativas para r=3,p=(3/5)=80%eq=20%
obter o terceiro acerto. Determine a X = Numero de tentativas para obter o
probabilidade que ele precise fazer 6 terceiro acerto é, entdo, uma BN(3; 0,8)
lances, isto é, P(X = 6).

' A
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1 Observagoes:
f(x)=P(X=X) =[ j0,830,2"3 _
r-1 Existe uma relacdo entre a
onde x=3,4,5,6,7,... Binomial e a Pascal (Binomial
Negativa). Na Binomial fixa-se o
£(6) = P(X = 6) = (6—1}) 6 0,257~ tamanho da amostra (nimero de provas
2 de Bernoulli) e observa-se 0 niumero de
5
=[2j0,83.0,23 =0,0410 = 4,10% SUCESSOS.

n 4 p .
L cu i
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Na Binomial Negativa fixa-se o
nimero de sucessos e observa-se 0

(] V4 L]
tamanho da amostra (nimero de provas Hlpergeometrlca
de Bernoulli) necessario para obter o
numero fixado de sucessos.
Fl ‘ﬁ
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Experimento:
A distribuicdo Binomial é deduzida Se a experiéncia consistir na selecdo

de objetos, sem reposicdo, de uma
populacéo finita, de tamanho “N”, onde “r”
apresentam uma caracteristica “N — r” nao
(isto é, p = constante), ou retiradas com apresentam esta caracteristica, entdo

reposicdo de uma populacgo finita. existira dependéncia entre as repetigoes.

‘ A
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com base em “n” repeticbes de um

experimento de maneira independente

Conjunto de Valores

» . X : max{0, n—-N+r}, ..., min{r, n}
Neste caso a variavel aleatoria

X = “ndmero de objetos com a A Funcéo de Probabilidade (fp)
caracteristica r em uma amostra de YN -1
tamanho n”, tera uma distribuicdo ( j( _ j

¢ f(x)= P(X = x) = AN =X

denominada de Hipergeométrica. (Nj
n

4 4 P
=17 =]
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A Funcéo de Probabilidade (fp)
H(20; 15; 50)

0,3 —

0,2

0,2

0,1

0,1

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Fl

1,00

0,90
-

0,80

0707

0,60

.
05071

0,40

0,30
-

0,20

0101

0,00
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Funcéo de Distribuicdo
H(20; 15; 50)

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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Exemplo

Uma fabrica recebe um lote de 100

pecas das quais cinco sdo defeituosas.
Suponhamos que a fabrica aceite todas as 100
pecas se ndo houver nenhuma defeituosa em

uma

amostra aleatéria de 10 pecas

selecionadas para inspecdo. Determinar a
probabilidade de o lote ser aceito.

Fl
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A Funcéo de Distribuicdo (FD)

0 se X < j

F(x)=P(X <x) =

[N

onde j=max{0, n-N +r}

k =min{r, n}

[rj(N_rJ
k {x )ln-x .
Y —o—=se j<x <Kk

se x > k
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Caracteristicas

Expectancia ou Valor Esperado
E(X)=np

Desvio Padrao

N-n r
Gx—\/npq\/m Onde p:N
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Pela Hipergeométrica:
N=100,r=5n=10

o)l
£(0) = P(X = 0) =\ _ 563005

()
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Pela Binomial:
n=10 e p=5/100 =5%

f(o)=P(X:0):(100j. (009°.(095"°=

=59,87%

Fl
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica ‘E

Experimento:

A distribuicdo uniforme é a mais
simples das varidveis discretas. A
variavel assume os valores: X;, X, ..., X
sempre com igual probabilidade.

n

Fl
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Conjunto de Valores
X)) = X, Xy X}

A Funcéo de Probabilidade (fp)

f(x;))=P(X=x;)=1/n

D 4
[
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Unif
1,
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Definica
efinicdo:

Uma variavel aleatéria X que
assume os valores X, X,, ..., X, € dita
uniforme discreta se todos os valores
ocorrem com a mesma probabilidade,
isto &, f(x;) = 1/n.
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A Representacdo Gréfica

0,107

0,051

0,00
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A distribuicdo U(10)
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o A Funcéo de Distribuicdo (FD)
A Funcdo de Distribuicéo (FD)

O Sse X < Xl 0,60

F(xi) =P(<xi) =1 i e
H se X > Xi 0,20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A distribuicdo acumulada da U(10)

‘ A
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Caracteristicas

Expectancia ou Valor Esperado Exemplo

E(X):_Zn)xi.f(xi): %_ﬁxi Suponha que um dado honesto é
Variancia - = lancado. Seja X = valor da face voltada
para cima. Determinar a distribuicéo de

X.

V(X) = E(X?)-E(X)°

2
V0= Lz -2

‘ A
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X

1‘2‘3‘4‘5‘6‘2 IPoisson
f(x)‘ 1/6 ‘ 1/6 ‘ 1/6‘ 1/6 ‘ 1/6 ‘ 1/6‘ 1

B

Fl
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Experimento

Na Binomial a variavel que
interessa € 0 nimero de sucessos em um
intervalo discreto (n repeticbes de um
experimento). Muitas vezes, entretanto,
0 interesse € 0 numero de sucessos em
um intervalo continuo, como o tempo,
area, superficie, etc.

]
-]
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(iti) Em intervalos muito pequenos a
probabilidade de mais de um sucesso é
desprezivel;

(iv) Em intervalos muito pequenos a
probabilidade de um sucesso é proporcional

ao tamanho do intervalo.

’
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A Funcéo de Probabilidade (fp)

e X

f(X)=P(X=x)= o

para x=0,1, 2,...

“A”” é denominada de taxa de sucessos

4
=17
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Para determinar a f(x) de uma
distribuicdo deste tipo, sera suposto que:
(i) Eventos definidos em intervalos ndo
sobrepostos sdo independentes;
(i) Em intervalos de mesmo tamanho as
probabilidades de um mesmo numero de

sucessos sdo iguais;

Definicao:

Se uma variavel satisfaz estas
quatro propriedades ela é dita VAD de
POISSON.

Se X é uma VAD de POISSON,
entdo a funcdo de probabilidade de X €
dada por:

A Funcéo de Probabilidade (fp) - P(10)

0,15
0,12
0,09

0,06

0 L 11

0,00
0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

.
i A
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2

o
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A Funcdo de Distribuicédo (FD)

0 sex <0
F(X)=P(X<Xx)=1 ok
> : sex>0
ko k!
Caracteristicas:

Expectancia ou Valor Esperado

E(X)=A
Desvio Padrao

Fl
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

A taxa de consultas é de “seis” em
“dez” segundos em “cinco” segundos
teremos uma taxa de
A =3 consultas. Entéo:

e2.0°

f(0)=P(X=0)="

= ¢3=14,98%

D 4
[
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Funcéo de Distribuicéo - P(10)

1,00
0,90
0,80
0,70
0,60
0,50
0,40
0,30
0,20
0,10
0,00 KT T T T T T T T T T T T T e e o e e
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Exemplo

O numero de consultas a uma base
de dados computacional é uma VAD de
Poisson com A = 6 em um intervalo de
dez segundos. Qual é a probabilidade
de que num intervalo de 5 segundos
nenhum acesso se verifique?

A

Exemplo

Considerando o exemplo dado na
Hipergeométrica, que foi resolvido,
também, pela Binomial, é possivel
ainda utilizar a Poisson. Para isto deve-
se fazer A =np.

;.
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Entéo:

A =10

f(0)

.0,056=0,5.

05 = 60,65 %

Prof. Lori Viali, Dr. -
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Em resumo:

Binomial: 59,85%
Hipergeometrica: 58,38%
Poisson: 60,65%
Como pode ser visto, nesse caso, é

possivel utilizar trés modelos para
resolver um Unico problema.

A
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