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Uma varidvel aleatoria X tem
.[ ! . A0 uma distribuicdo normal se sua fdp
o
o ‘b‘\}"q for do tipo:
\ A
a' f(X)= 1 e 2 (o)
\N2n.0

com -co<pu<owo ¢ >0
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Representacdo Grafica Calculo de Probabilidades

254 —N(0; 1)

2
—N(0; 0,5) i _1.( u—p j
PR PX<x)=[" ——¢e ** °/ du=?
> - 2T.C

A normal n3o ¢ integravel
através do TFC, isto é, nao existe
F(x) tal que F’(x) = f(x).
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Solucao

Utilizar integracdo numérica.
Como nao ¢ possivel fazer isto com
todas as curvas, escolheu-se uma
para ser tabelada (integrada

numericamente).
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A fdp da variavel Z ¢ dada por:

72

1 =
(p(z):\/z_.e 2 zeR
T

umavezque u=0ec=1.
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Tabela

O que ¢ tabelado ¢ a FDA da
variavel Z, isto é:

P(Z<z)= IZOO ¢(u)du =

w2

1 e 2 du-= D(z)
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A Normal Padrdo

A curva escolhida ¢ a
N(0, 1),isto é,compu=0ec=1.
Se X ¢ uma N(u, o), entdo:
_X-u
o
Sera uma N(0; 1)
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Z

A Distribuicdo N(0; 1)

-4,0  -3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0
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A FDA da N(0; 1)

1,0




Uso da Tabela

Area a esquerda (abaixo) de “z”
P(Z<z)=®(z) = Leitura direta
Area a direita (acima) de “z”
P(Z>27)=1-P(Z<2)=1-D(z) = D(—2)
Area entre dois valores de “z”
P(21<Z <75)=D(z;) —D(z)
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A aproximagdo ¢ centesimal (2
casas apOs a virgula) exceto na linha
do -3 e do +3, que estdo destacadas,
onde a aproximagdo ¢, em virtude
da pouca area, decimal. Observe

que esta escrito —3 e nao —3,0!
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z o 1 . 2 | 3

VNN

P(Z<-33) w8

g - : P
P(Z < -2,00)

A tabela é construida como uma
matriz. As linhas fornecem a unidade ou
unidade mais décimo e as colunas

fornecem os centésimos.

Assim para ler, por exemplo,
-0,15 deve-se procurar na linha do

—0,1 + coluna do 5 (sexta coluna). A

%primeira ¢ a do “0” (zero).
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¢, fatias de 0,1. Depois do
+3.0 segue £3.1 o +3,2 até
Aproximagdo  centesimal,
isto ¢é, fatias de 0,01.
Depois do -3,0 segue —2,99
02,98 até +2,99 e dai 3,0.

Tabela da T((\@r,oxiglggﬁo decimal, isto

4,0 -30 20 -1,0 0,0 1,0 20 3,0 4,0
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Exemplo

Uma VAC tem distribuicdo normal
de média 50 e desvio padriao 8.
Determinar:

(a) P(X < 40)
(b) P(X> 65)
(c) P(45 <X <62)
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P(X < 40) = P(

(a) P(X < 40)

X -y _ 40-50

s )°

=P(Z < -1,25)=10,56%

¢

¢

¢

i
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(¢) P(45 < X < 62)

PA45< X <62)=

45-50 X —-u 62-50
< <

8 o 8

=P(-0,62<Z <1,50) =

=0(1,50)-Dd(-0,62) =

=93,32% —27,67% = 65,65%

to de Matematica - Departamento de Estatistica

= P(

)=

Uma VAC tem distribuicao
normal de média 50 e desvio
padrdo 8. Determinar:

(a) PX < x) = 5%
(b) P(X>x)=1%

i
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(b) P(X > 65)

X—-u . 65—50):
8

=P(Z>188)=1-P(Z<1,88) =
=1-D(1,88) = D(~1,88) = 3,01%

P(X > 65) = P(

s
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Para resolver este tipo de
exercicio € preciso utilizar a funcao
inversa, isto pode ser feito direto na
tabela. SO que agora devemos
procurar uma probabilidade (corpo

G

da tabela) e obter um valor de “z
(lateral da tabela).




Graficamente:

LI . N~ -

Em (a) temos P(X <x)=5%

X—u<x—50
-8

XEESs . T \-——---—----———=

N ———aa—— )\ P(X <x)="P(

):
0,02-”*5*%”” 777777777777777777777777 =P(Z<Lz2)=0(2)=5%
0,01 P(X < X) = 5%

x — 50

26 34

42 50 58 6'6 7'4 Onde zZ =
X
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Se ®(z) = 5%, entao

® O (2)] =D (5%
z=@ 1(0,05)

Procurando na tabela, o valor (z)

mais proximo de 5% = 0,05, tem-se:
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Assim
Como os dois valores estio a , - 1,04 ;1,65 _ 1,645
mesma distancia, isto €, apresentam X — 50
Como Z=——"—, tem - se:
o mesmo erro (0,0005), pega-se a 8
1645 =7 = X290
média entre eles. T

X =50 -1,645 .8 = 36,84
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Em (b) temos P(X > x) = 1%

X—-u . X—SO):
8

=P(Z>2)=1-D(z)=1% = 0,01
Mas 1-®(z)=®(-2)

P(X > x) = P(

Logo —z = 1(0,01)
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Procurando na tabela, o valor (z)
mais proximo de 1% = 0,01, tem-se:
z=-2,33

Conforme pode ser visto na

proxima lamina!
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Como

-z = (I)_I(O,Ol), tem — se :

—(—2,33):%:

x =2,33.8+50 = 68,64
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1%
P(X>x) = 1% i\j

T T T T T
26 34 42 50 58 66 74
X g ,
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z 0 1 2 3
-3 0,0013 0,0010 0,0007 0,0005
2,9 0,0019 0,0018

0,0018 0,0017
0,0024

0,0025

Propriedade Reprodutiva

€%

Suponha que se tenha “n” variaveis

normais independentes X, X,, ..., X,
isto €, X, ~ N(u,, o,).

Se Y=X,+X,+.. +X, entdo;

My Sy Ty Tty €

0%2612+0%+...+0r21
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Exemplo

Uma montagem consiste de trés As dimensdes de cada componente
componentes, conforme figura abaixo. sdo dadas por:
/ X, ~N(12, 0,0212)
| X | < | - X, ~N(24, 0,0312)
‘ v X, ~N(18, 0,04172)

L s
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

Solucao

A distribuicao de Y ¢ dada por:
u=12+24+18=54

Os componentes sao produzidos por

diferentes maquinas e operadores, de
E sua variancia ¢:

o = 0,02 + 0,03 + 0,04 = 0,09.
Portanto o = 0,30. Assim:
Y ~N(54, 0,3)
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modo que se acredita que suas
dimensdes sdo independentes.
Determinar P(53,8 <Y < 54,2).

Generalizacdo da Propriedade Reprodutiva

Portanto: SeY =a, +ta, X, ta,X, +... +a, X, ¢

as variaveis X, sdo independentes,

P(53,8<Y <54,2)=
= P(=0,67 <Z<0,67)= 0y = a0+ Tain,
_ ©(0,67)- ®(-0,67) = -

= 49,50 % oy = >alc?
i=1

L s
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PX=x)=Px-0,55Y<x+0,5)
P(x, < X<x,)=P(x, +0,5<Y<x,-0,5)
P(x, < X<x,)=P(x,-0,55Y<x,+0,5)

Onde Y ¢ uma normal de média

K =np e desvio variancia 6> = npq
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Exemplo

Determinar a probabilidade de que
em 120 langamentos de um dado

honesto se obtenha face seis:
(a) Exatamente 20 vezes.

(b) Mais do que 25 vezes.

i
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/4

E  possivel se estabelecer

aproximacdes entre as  variaveis
discretas: Binomial, Hipergeométrica e
Poisson conforme visto.

E, também, possivel aproximar uma
varidvel discreta (a Binomial) por uma

continua (a Normal).

s
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Graficamente
an
7/ \

0,06

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
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Tem-se:

X = numero de faces seis em 120

lancamentos.
n=120
p=1/6

X ~ B(120; 1/6)

s
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Exemplo Exemplo

Entdo: Aproximado pela normal, tem-se:
1207/ 1120/ 53100

(a) P(X=20)=(20 j(gJ (EJ = 9,73% Y = nimero de faces seis em 120
lancamentos, sera aproximadamente

(b) P(X>30)=1-P(X<30)= uma normal :

120-
_ (120 (lj(éj " 071% by = 120.(1/6) =20 e
x=0 X 6 6

oy =+/120.(1/6).(5/6) = 4,0825

L s
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Exemplo

(a) P(X =20) = P(19,5 < Y < 20,5) =
=P(-0,12<72<0,12)=
= ®(0,12) — ®(-0,12) =9,75% OUt ras
(b) P(X>30) = 1- P(X < 30) = DlStrlbUlgoeS
—1-P(Y<305)=1-P(Z<257)=
— (-2,57) = 0,51%
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Uma variavel aleatoria X tem uma
distribuicao “t” ou de Student se sua

B . A0 .

ti'b !‘_Cja“') fdp for do tipo: | e

o-l.;,t tﬂaeﬂ o (et
t (6 ~/ 1o F(;—j

L s
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Representagdo Grafica

N fdpde
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Tabelas

O que ¢ tabelado ¢ a funcdo inversa
(percentis), em relacdo a darea a direita
(unilateral) de cada curva (uma para cada
linha), ou a soma das caudas (bilateral), isto
g

¢, a tabela retorna um valor

P(T > t) = a (unilateral) ou P(|T| > t) = a.

tal que

I}
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0 4303 | 4,

Caracterizacdo
Expectancia ou Valor esperado

pn=EX)=0
Variancia
10
Var(X) = —
(X) 52

O valorv ¢é denominado de “Grau de liberdade”
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As duas op¢des podem ser colocadas
em uma mesma tabela. Pode-se ler uma
area (o) de cima para baixo e se ter um
valor unilateral (P(T > t) = o) ou ler a area
(o) de baixo para cima e se ter um valor “t”

tal que P(T > t) = o/2.

L
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0,200 0,100 0,050 0,040 | 0,030 |

f
E 3 P(Ty <-2,262)=2,5%ou 6

4 P(T, > 2,262) =2,5%

1476  2,ULd

|

-

6 | 1440 1943
|

] 1397 100
9 | 138 |
|

10 | 1372 | 1812

v

2359 | 2527

10
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Caracterizacdo

Expectancia ou Valor esperado
E(X)=v

Variancia
Var(X) =2v

O valor v ¢ denominado de “Grau de liberdade”
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Tabelas
O que ¢ tabelado ¢ a funcdo

inversa, em relacdo a area a direita de
cada curva (uma para cada linha), isto €,
dado um valor de area na cauda direita
(o), a tabela retorna um valor “x” tal

que P(3*> > x) = a.

i
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Uma variavel aleatoria X tem uma
distribuicao Qui-Quadrado se sua fdp for

do tipo:
Lo, X
2 2
XU—C se x > 0
PO =1 ,a (o
2
0 se x <0

s
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Representacdo Grafica

1,00 —QMm
—Q®

080 QB

0,60

040

020

000

00 10 20 30 40 50 60 70 8,
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W DN

8 1344 1,647 | 2,180 © 2,733 3490
9| 17357 2,088 2,700 3,325 4168
10| 2,156 | 2,558 3247 3,940 | 4,865
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0,100 . 0,050 | 0,025 | 0,010 | 0,005
41] 52,949 | 56,942 | 60.561 | 64,950 = 68,053 |
Tl sie S
43055 Plx 240 = 74,9191 = 1% 616 |
44[56369 | oumo. oy 10 | 71,892

45| 57,505 61,656 | 65,
] ] 66.61¢

69,957 | 73,166 |
1,201 74,437 |

Uma variavel aleatéoria X tem uma
distribui¢ao “F” ou de Snedecor se sua
fdp for do tipo:

mn m m+n

F(mTﬂlijnaxz (n+mx) 2

S CTE

0 sex < 0

I}
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se x>0

Representagdo Grafica

Lo — — il e — — -~ P ol fi dp de- - -
N F(1,3)
F(2,5)
R A F(5,10)
L N T s F(20,20) - -
R R
0.0 T
0 3 6 9 12 15
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Caracterizacdo

Expectancia ou Valor esperado

__m m ¢ o grau de
EBX)= m-2 liberdade do
numerador € n do
Variancia denominador
2
Var(X) = 2m+n - 2)m”

m(n - 2)(n - 4)

L
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Tabelas

O que ¢ tabelado ¢ a percentil 95%
ou 99% - area a direita de cada curva
(uma para cada par de valores —
numerador, denominador) igual a 5% e
1%, isto €, “x” tal que P[F(m, n) > x] =
5% ou P[F(m, n) > x] = 1%.
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Desigualdade de Camp-Meidell

Se a distribuicdo for unimodal e

simétrica, entao:

P(X - | > ko) < 4/9k2
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4

¢ dada por:

&

&

P(X - 1 > ko) < 1/k2

P(X -y <ko)>1 - 1/k?

1 ] 21 3] 4157 61 7 1 F 2 F 31 41 5] 6] 71
T [161.45] 199,501 215 711 24 5R: 230 16| 233,991 236,77 1 [4052,181499934i s s2feaindmans 205205/ 5928 33|
I 1033 2 950 o0 A
i [l PIRGD23971=5% 40, PRGN =T461=1% -
AR oo | 609 4 121200 1800 £ 1600 o ol | 1498
5 |66l |51 54U} 5. 05495 | 488 | 1 5 | 1626 1327 ¢ 12061 1139, 7| 1067 | 1046 |
6 |59 514|476 453 . 39| 428 | 421 | 6 | 13750 1092 F 978 | 915 | 5| 847 | 826 |
7 |55t 474435 ] 412 507 387 | 379 7 25 oss Feas |85 | 746 | 709 | 699
"""""" 8 | 5321 446 | 407 | 384 369|358 1350 | | 8 |1126: 865 759 | 701 | 663 | 637 | 618 |
9 [512] 426 | 386 | 3,63 i 348 | 337 | 329 | 9 1056 802 F 699 | 642 | 606 | 58 | 561 |
10 | 496 | 410 | 371 ] 348 i 333 | 322 | 3,14 | 10 [ 1004¢ 756 F 655 | 59 | 564 | 539 | 520 |
11 | 4841398 | 359 336 :320] 309 301 | 11| 965 | 721 ¢ 622 | 567 | 532 | 507 | 489
12 4751389 | 349 | 326 i 3,11 | 300 | 291 | 12 ] 933 0 693§ 595 | SAl | 506 | 48 | 464 |
&e A desiguldade de TchebychefT,
. a\da Tchebichev ou Chebyshev (1821 —1894),
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Estas desigualdades fornecem

as

probabilidades de que os valores de

uma VAD/VAC

estejam em um

itervalo simétrico em torno da média

de amplitude igual a k desvios padrdes.
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Assim se k = 2, por exemplo, a
Tchebycheff
estabelece que o percentual de valores

desigualdade de
da varidvel aleatoria, que esta
compreendida no intervalo

u t 2c, ¢ de pelo menos

1 -1/4 =75%.

L4
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Na normal este percentual vale
exatamente 95,44%. Mas
normal ¢ simétrica e unimodal, neste

como a

caso, um resultado mais préximo ¢ dado
pela desigualdade de Camp-Meidell,
isto é:

1 —4/(9k?) =1-(1/9) = 88,89%.
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Utilize a desigualdade de

Tchebichev para determinar uma

cota inferior da probabilidade

P(85 <X < 115)

L4
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Representacdo Grafica

L
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Exemplo

O numero de avides que chegam a
um aeroporto durante um determinado de

tempo tem o seguinte comportamento:

x —100
ﬂ@JﬂgL—x:MJ&“
X

L
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Solucao

k = 1,5,
probabilidade solicitada deve ser maior

Como entao a

ou igual a:

PRI R

kK> 1,5
1-0,4444 = 55,56%
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