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Métodos de Geragao

de Variaveis Aleatdrias

Existem algumas técnicas para a geragao
de varidveis aleatdrias. O tipo de algoritmo a
ser utilizado depende da distribuicdo que se
quer gerar.

Contudo, quase todas as técnicas podem

ser classificadas conforme suas bases tedricas.
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As principais abordagens sdo:
(i) Inversao;
(i) Composigao;
(iii) Convolugio;
(iv) Aceitacdo e Rejeicao;

(v) Propriedades Especiais.

Método da
Transformada

Inversa

Variaveis Continuas

Suponha que se queira gerar uma
variavel continua X com FDA F(x).
Vamos admitir que a inversa existe e que
serd representada por F!'(x). Entdo um
algoritmo para gerar valores da VAC X

com fdp f(x) é:




—

ol

1. Geraru = U(0, 1);

2. Fazer x =F!l(u).

Note-se que F!(u) vai sempre
estar definida, pois 0 < u <1 e a

imagem da F é o intervalo [0, 1].
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Para mostrar que o valor de X obtido
com o algoritmo anterior, denominado de
método da transformada inversa, tem a
desejada distribui¢do F, € preciso mostrar

que para qualquer nimero real X, P(X < x)
= F(x).

Exemplo

Seja X uma VAC com uma distribui¢do

W(a, B). Assim a fdp de X é:
f(x)= (xB’“xafle’("’B)a sex>0
sex<0

A FDA de X é:

— e (x/B)
F(x) = [ (wydu =1 € sex>0
0 sex<0

a

U

Xo Xy X

Tlustracdo do Método da Inversao

e

Mas, como F é inversivel, tem-se:
P(X £ x) =P[F!(U) < x] = P[F(F(U)) £ F(x)]
=P[lUSFX)]=P[0<U<FX)]=
=F(x) - 0 = F(x).
Onde a ultima igualdade segue do fato de

que U=U(0, 1) e 0 <F(x) < 1.

Exemplo

Resolvendo U = F(x) para X, tem-se:
U=l-e /B

B =1-U

—(x/B)*=1In(1-U)

X =B[-In(1-U)]"*

Uma vez que 1 — U ~U(0, 1) pode-se
escrever: X = B[-In(U)] ">




Exercicio

Gere 10000 valores de uma W(2, 3).

Represente graficamente a distribui¢do e o
modelo. Compare os pardmetros do modelo e
estime os seus valores com os dados obtidos,
determinando as seguintes medidas: média,

desvio, mediana, assimetria e curtose.
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1. Gerar U = U(0, 1);
2. Determinar o menor inteiro positivo I tal
que U < F(x) e retornar X = Xx;.
Para verificar que o método da
transformada inversa discreta € valido, devemos

mostrar que P(X = x;) = p, para todo i.

Para i = 1, teremos X = x, se e s6 se U <

F(x,) = p(x,), uma vez que os valores X; estdo em
ordem crescente. Como U = U(0, 1), P(X =x,) =
p(x,) como o requerido. Para i = 2, o algoritmo
coloca X = x; se e s6 se F(x;_ ) < U < F(xp, ja

que o i determinado pelo algoritmo é o menor

inteiro positivo tal que U < F(x;).

| !

Variaveis Discretas

Seja X uma VAD onde p(x;) € a
fung¢do de probabilidade, isto é, p(x;) =
PX =x;).

Vamos supor que X possa assumir os
valores X;, X,, ..., X, ..., onde x; < X, < ...

<X, < .... Entdo o algoritmo é:

& ,
Fix)
‘ L pix,
V) + pxs)
J' P(X4)
}' p(xs)
7% Xa) ’
jr p(xi)
X
X Xy X3 lA X5  Xg
X
"y Método da Inversdo para varidveis discretas

Exercicio

Seja X uma VAD assumindo os
valores: 1, 2, ..., 10 com probabilidades
1/10 para x = 1, 2, ..., 10. Gerar 5000
valores dessa distribuicdo. Representar
graficamente e determinar: média,

desvio, mediana, assimetria e curtose.
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Método da
Aceitacdo Rejeigao
cgx)—

f(x) /

€

1. Existe uma func¢@o r(x) que domina f(x),
isto €, r(x) > f(x) para todo x.

2. E possivel gerar pontos uniformente
espalhadas sob o gréfico da r(x), acima
do eixo x. Representa-se as coordenadas

de um desses pontos por (X, Y).

z

O Algoritmo

1. Gerar Y tendo uma densidade g(x).

2. Gerar U(0, 1) (independente de Y em um).

3. Se U < f(Y)/r(Y), retorna X = Y e pare;
sendo volte para o passo um e tente
novamente (repita até que uma aceitacio

acontega no passo 3).

a
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Suponha que desejamos uma
amostra de uma VAC com fdp f(x) e que
isso ndo possa ser feito pelo método da

Inversao.

Suponha que sejam vélidas as

seguintes hipdteses:

T
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3. Se o grifico da r(x) é esbocado no

mesmo diagrama, os pontos

X, Y)
estardo acima ou abaixo dele de acordo
com Y > f(X) ou Y <f(X).

4. Se a funcgfo r(x) ndo for uma fdp entdo

fazer g(x) = r(x)/c, onde c € a drea da r(x).

Exemplo

Seja B(4, 3), isto €, com fdp dada por
f(x) = 60x3(1 —x)?se 0<x<1eO0cc.

O topo da densidade é f(0,6) =
2,0736. Vamos fazer r(x) = 2,0736 se
0 <x < 1. Assim ¢ = 2,0736 e g(x) =

r(x)/c e, portanto, g(x) € uma U(0,1).
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Pontos
Rejeitados

.

Pontos
Aceitos

Tlustragdo do Método da Aceitagdo-Rejei¢do

Exercicio

Gerar 10000 valores da varidvel
aleatdria abaixo, utilizando o método

da Aceitagcdo/Rejeicao.

-2X >
F(x) = 4x e se x =20
0 c.C.

Entdo uma fungdo r(x) podera

ser.
1-x/5 se0<x<5
r(x):{

0 c.c.
A fung¢do g(x) serd obtida
integrando a 1(x) no intervalo

considerado.

O Algoritmo

e

1. Gerar Y ~ U(0, 1).
2. Gerar U ~ U(0, 1) (independente de Y).
3. Se U < 60Y3(1 - Y)%/2,0736, retorna

X =Y e para, sendo volta ao passo 1.

-

Solugao

Para obter uma funcdo r(x) simples
para simular valores de f(x) vamos
desconsiderar valores acima de x = 5,

pois se x < 5, F(x) = 0,9995.

-2x >
f(x)={4xe se x >0

0 c.c.
| &
Entdo uma fungdo r(x) podera ser:
{l—x/S se 0 <x <5
r(x) =
0 c.c.

A fungdo g(x) serd obtida
integrando a 1(x) no intervalo
considerado.

& -




Assim a fungﬁo g(x) seré:

(1 x/5) se0<x <5
g(x)=

O c.c.
A funcdo g(x) € obtida integrando a
considerado e

r(x) no intervalo

dividindo r(x) pela drea obtida.

Método da

Composi¢ao

JA\\_JA\_

Especificamente, assume-se que

para todo x a F(x) pode ser escrita como:
F() = TpiFi(x)

onde os pesos, p;, satisfazem p; > 0 e
Yp;=1 e cada F; ¢ uma FDA.

Entdo a G(x) sera:

0 se X <0
G(x)=4{(10x-x%/25 se 0 <x <5
1 se x>5

Igualando a expressdo de G(x) a U e
isolando X, obtém-se: X =5(1-+U)

que € o gerador da varidvel com fdp g(x).

I\,H‘E

é e
O método da composi¢do pode ser
aplicado quando a FDA da qual

precisamos gerar valores pode ser expressa
como uma combinag@o convexa de outras
FDAs F,, F,, ... . Com isso, espera-se

poder determinar valores das F;s de uma

forma mais simples do que daF or1g1nal

De forma equivalente se X tem

densidade f entdo:
£ = Zpifi0

onde as f; sdo outras densidades.

O caso discreto € analogo.




O Algoritmo

O algoritmo para o método da
composi¢do €, entdo:
(i) Gerar um ndmero inteiro aleatorio I tal

que: P(d=i)=p;parai=1,2,..

(i) Retornar X com FDA F,.
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Exemplo 1

Considere a  distribuicdo

triangular simétrica em [-1, 1].

x+1 se-1<x <0
f(x)=4—x+1 se 0<x <1
0 c.c.

A distribui¢do acumulada é:

0 sex<-1

x> 1

7+x+7 se-1<x <0

Foo=1 7,
X

——+x+l se 0<x <1
2 2

1 se x>1

e

O problema ¢ encontrar F, que
possibilite uma geracio rapida e facil.

Algumas vezes a geometria da

distribuicdo pode dar uma ideia dessa

decomposicdo.
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A transformacgdo inversa serd Entdo:
feita por:
Vv2U-1 se U<1/2
XZ 1 X=
“—+x+— se U<12 1-42(1-U) se U>1/2
U=Fx)=| 2 2
2 1
Xix+— se U2IR2
2 2
© — &
(== | M| =)
&7 e &7
A Composigao
Definir a funcdo indicadora para o
conjunto A como:
- 1 sexe A
X)=
I 0sexe A :
Assim: S e e
f(x):(X+1)I[71_()J(X)+(_X+1)I[()_1J(X) — F(x)=x"+2x+1 FZ(X):'XZ+2X
=0,5[2(x + 1) Iy 0y ()] + 0.5[2(—x + 1) [0, ()] = F'(U)=yU -1 E'(U)=1-41-U
=pif1 () +p,yfa(x) .
O Algoritmo
Obs. Agora néo € necessdrio somar Y2 na

O algoritmo da composi¢do ser4:
segunda funcdo, pois a fy(x) é agora

1. Gerar U, e U, ~ U(0, 1) de forma
uma fdp e assim F,(x) é uma FDA independente:
sem a necessidade de somarmos 2. Se U, <Y, retora X =40, -1
mais 0,5. sendo, retorna X =1-yi-U,
a g
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Exercicio

Considere a distribuic¢do trapezoidal

em [0; 1] com pardmetro a (0 < a < 1). e

Expresse a distribui¢do como uma soma Nirea 1. 2

de duas densidades mais simples.

f(x)z{2—a—2(1—a)x se 0 x <1
0 c.c.

ol

—
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A representacdo é:

A distribuicdo acumulada é:

0 sex<0
F(x)=4 (2-a)x-(1-a)x*> se0 < x <1
1 se x>1
| &
A composicao
A transformagdo inversa € dada por: Definir a fungdo indicadora para o
junto A :
U=FX)=2-a)X- (1 - a)X2, conjunto A como
Entéo: f(x) =al]j_1,0)(O1+ A=) 20 - X) Ijp, (X)] =
=pif1(x)+p,f2(%)
_2-a @-2> U
“20-a) V4w 1 a onde p; =ae f;(x) = [1ogx),pp=1-2a
e fr(x) = 2(1 = x)]jo, 11(x)
: 2 -




O Algoritmo

O algoritmo da composi¢ao:

1. Gerar U; e U, ~ U(0, 1) de forma

independente.
g 8 : ‘ ‘ 2. SeU,<a,retorna X="U,
Fi(x)= x Fi(x) = -x*+2x sendo, retorna X =1-,/1-U, .
F'(U)=U F'(U=1-41-U
& o= H%/ i
Meétodo da
Suponha que a VA desejada tem a
CODVOIU(;E[O mesma distribui¢do que Y, + Y, + ...+ Y,,

onde as Y; sdo IID.
X~Y,+Y,+..+Y,, ¢ denominado

uma convolug¢do das Y;.

O Algoritmo

Resumindo tem-se:
Composicao: a fungdo de distribuicdo (a fp
ou fdp) é expressa como uma soma 01. Gerar Y, + Y, + .. + Y,
(ponderada) de outras funges de independente da sua distribuicéo.
distribui(;‘ﬁo (a fd ou fdp) 02. Retornar X ~ Yl + Y2 +..+ Yn'
Convolucao: expressa a propria varidvel
como a soma de outras varidveis. y 3 .




Exemplo 1

Se X € uma Erlang de parimetros r
inteiro e A, isto é, X ~ E(r, A).

Expresse X ~ Y, + Y, + ... + Y, onde
as Y; sdo varidveis IDD exponenciais

com média A. Facar=5¢e A =2.

Exemplo 2

e

Considere a distribuicdo triangular

simétrica em [-1, 1]. A densidade é:

x+1 se-1<x <0
f(x)=9-x+1 se 0<x <1
0 c.c.

Por uma probabilidade condicional: se
U, e U, sdo IID U(0, 1), entdo U, + U, ~ é
triangular simétrica em [0, 2], basta entdo
deslocar por 1:

X=U;+U,-1=U,-0,5+U,-0,5
=Y, +Y,.
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