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Modelo Probabilistico




Experimento aleatorio Exemplo

Experiéncia para o qual o Jogam-se dois dados e observa-

modelo probabilistico € adequado. se o par de valores obtido.

B0

Espaco amostral(l) Exemplo

S={(1,1),(1,2),153),(1,4), (1,5), (1, 6)
(2, 1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
(3.1),(3,2),(3,3),(3,4), (3,5, (3,6
(4, 1), (4,2),(4,3),(4,4),(4,5), (4,6
(5.1),(5,2),(5,3),(5,4), (5,5, (5,6)
(6, 1), (6,2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6) }
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E o conjunto de resultados de

uma experiéncia aleatoria.

Evento Exemplo

Seja S = {1, 2, 3,45, 6}

Um evento € um subconjunto um espago amosra.
Entio sdo eventos:

A={135 B={6}

C={4,56) D=@ E=S

de um espago amostra.




Ocorréncia de um evento

Seja E um experimento com
espaco amostra associado S. Diremos
que o evento A ocorre se realizado E

o resultado € um elemento de A.

Combinacdo de eventos

1.Soma - AUB

2. Produto- AnB
3. Diferenca- A - B

4. Complementacdo- A

Propriedades

AUB=BUA

AnB =B nNA

(AuB)UC = Au(BUC)
(AnB)NC= An(BNC)
AUBNC) = (AuB)U(BN O)
AN(BUC)= (AnB)U(ANC)
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Conceitos de Probilidade

&% CLASSICO
¥ FREQUENCIAL

& AXIOMATICO

CLASSICO

PP
P

(ntmero de casos favoraveis)

(ndmero de casos possiveis)




(nimero de vezes que E é repetido)

Conceito Axiomatico

P(A) € um ndmero real que deve
satisfazer as seguintes propriedades:
(H0< PA) <1
2 PES)=1
(3) P(AUB) =P(A) + P(B)
se ANB =

Probabilidade Condicionada

Considere uma uma com 50
fichas, onde 40 sdo pretas e 10 sdo

vermelhas.

Frequencial

P(A) =1lim fr,

n— oo

Consequéncias dos axiomas

() P(@D) =0

(2)P(a) =1-P(A)

(3) P(A- B) = P(A) - P(ANB)

(4) P(AUB) =P(A) + P(B) - P(ANB)

Suponha que desta urna sdo retiradas
“duas” fichas, ao acaso e sem reposi¢ao:

Sejam os eventos:

A = { a primeira ficha é vermelha}

B = { a segunda ficha é vermelha}




Entao:

Se for informado que A ocorreu,
P(A) = 1050 =0,20 = 20% entdo a probabilidade de B, sera:

P(B) = 7/49
P(B/A) = 9/49=0,1837=18,37%
Definicao Independéncia
P(A/B) = P(ANB) / P(B) Dois eventos A e B sdo

o independentes se a probabilidade de
Teorema da multiplicacio

um ocorrer ndo altera a probabilidade
P(AnB) = P(A).P(B/A) =P(A/B).P(B)

do outro ocorrer, isto €:

Particdo de um espaco amostra

Diz-se que os conjuntos:
(1) P(A/B) = P(A)

AL A, LA,
(2) P(B/A) =P(B) eventos de um mesmo espago

(3) P(AmB) = P(A).P(B) amostra S, formam uma parti¢do deste

espaco se:




() ANA; =9 , para todoi #j
2)A VAU ... UA =S ,paratodoi # ]

(3) P(A) >0, paratodo i

Teorema da Probabilidade Total Teorema de Bayes

P(A; /B) = P(A;).P(B/A,) / P(B)

P(B) = ¥ P(Ai).P(B/ Ai)

Variavel
AleatoOria




Uma fungcdo X que associa a
cada elemento de S (s € S) um
nuimero real x = X(s) € denominada

variavel aleatoria.

Tipos de variaveis

Conforme o conjunto de valores

— X(S) - uma variavel aleatdria

poderd ser discreta ou continua.

Variavel Continua (VAC)

Se o conjunto de valores for
infinito ndo enumeravel entio a

variavel € dita continua.

10

Conjunto de valores

O conjunto formado por todos os
valores “x”, isto €, a imagem da
varidvel aleatéria X, é denominado de

conjunto de valores de X.

X(S)={xe R/X(s)=x }

Variavel Discreta

Se o conjunto de valores for
finito ou entio infinito
enumeravel a varidvel é dita

discreta.

Variavel
Aleatoria
Discreta



A fungdo de probabilidade A distribuico de probabilidade

A funcdo de probabilidade (fp) de

uma VAD ¢ a funcio que associa a cada x; A cole¢dao dos pares [x;, f(x;)]
€ X(S) o nimero f(x;) = P(X = x;) que para i=1, 2, 3, ... € denominada de
satisfaz as seguintes propriedades: distribuicio de probabilidade da
f(x;) 20, para todo “i” VAD X.
2f(x) =1

Exemplo

Suponha que um par de dados é Como X((a,b))=a+b, 0 conjunto

de valores de X é dado por:

X(S)=1{2.3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}

lancado. Entdo X = “soma do par” é
uma variavel aleatoria discreta com o

seguinte conjunto de valores:

Representacao

A distribuic@o de probabilidade de X

sera entio:

P uma tabela;

B uma expressao analitica (férmula);

B um diagrama.




Tabela Expressdo Analitica

Considere X = “soma do par”, no

Seja X = “nimero X f(x)
de caras”, obtidas no 0 116 lancamento de dois dados equilibrados,
langamento de 4 moedas ! H16 entdo:
) 2 | 616
honestas.  Entio a 3 116 f: XS —» R
distribuicio de X ¢é a 4 1/16 x — (x-1)/36 se x<7
dada ao lado. z 1 (12 -x -1)/36 se x>7
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Dlagral‘na VAD - Caracterizacio

m - (a) Expectancia ou valor esperado

22 n=EX)=2xf(x)=2 xP(X=x)

(b) Desvio padrao

6 =4S F(0) (x-) =X K2 £(x) -
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Exemplo Calculos
X f(x) x.f(x) x2f(x)
Calcular o valor esperado e a v 1/16 0 0
1 4/16 4/16 4/16
variabilidade da varidvel X = “nimero 2 6/16 12/16 24/16
de caras” no langamento de quatro 3 4/16 12/16 | 36/16
4 1/16 4/16 16/16
moedas honestas.
) 1 32/16 80/16




Resultados

(a) Expectancia ou valor esperado

w=EX)=>xf(x)= % =2 caras

(b) Desvio padrao

o= S0t = [0 =5 a =1

Modelos Discretos

B Bernoulli B Binomial Negativa

B Binomial E Uniforme

B Geométrica B Poisson

B Hipergeométrica

Experimento

Qualquer um que corresponda a
apenas dois resultados. Estes resultados
sdo anotados por “0” ou “fracasso” e “1”
ou ‘“sucesso”’. A probabilidade de
ocorréncia de “sucesso é representada por

TSR]

p” e ade insucesso por “q=1-p”.

Outros Resultados

(c) Moda
m, =2 caras

(d) Mediana

m, =2 caras

Bernoulli |

A

Aplicagoes:

Fen6menos aleatérios com apenas
dois resultados. Utilizada para gerar
outras distribuicdes como a: Binomial,

Geométrica e Binomial Negativa.
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Conjunto de Valores - Range A Fungdo (fp) de Probabilidade

XS)={0,1}

Parametros l1-p se x=0

pe [0, 1] f(X)ZP(X:X):{p © x=1

Notagao:

B(p)

B(0,80) A Funcio de Distribuicio (FD)
0 se x<0

F(x)=P(X<x)=<q se 0<x<l1

I sex=1

B(0,80) Caracteristicas

Expectancia ou Valor Esperado

| EX)=Yxf(x)=0q+1.p=p
Variancia

o{ V(X) = E(X?) - E(X)? =
=0°.q+ 1’p-p?=

=p-p?’=p.(1 -p)=pq

.
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Para gerar uma B(p) pode-se utilizar

- . 1
o seguinte algoritmo que € equivalente ao B 1norriia
método da transformacio inversa. e mEe ] e |
1. Gerar um numero aleatério U; [Q\ s j “E/““N
. 1z
2. SeU<pentio X=1sendo X =0. :§ 2
Experimento Aplicacoes:
Como existem apenas duas situagdes: A
ocorre € A ndo ocorre, pode-se determinar a Fendmenos tais como acertos
probabilidade de A ndo ocorrer como sendo casuais em um prova, nimero de
q =1 - p. A VAD definida por X = defeituosos em um lote, nimero de
“ndmero de vezes que A ocorreu nas ‘n’ favordveis em uma amostra, etc.

repeticdoes de E” € denominada Binomial.

’
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A Funcao de Probabilidade (fp)

Conjunto de Valores
XS)={0,1,2,..n}

A n
Parametros fx)=PX=x)=| |p"q""

pe[0,1],n e N* X
Notacgao:

B(n; p)
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B(25; 0,20)

A Funcdo de Distribuicao (FD)

B(25; 0,20)

0 sex<0

k=0

x (1
F(x)=P(X<x)= Z[ kaq"'kseOSxSn
k

1 se X >n

Caracteristicas

Expectancia ou Valor Esperado

n
E(X)=Yxf(x) = ZX{ Jpan—x =np

X
Variancia
V(X) = E(X)-EX)>

n
E(X2)=Zx2{ Jp*q"“=n(n-1)p2+np
X

.

Exemplo

V(X) = E(X?)-BX) %=
=n(n—1)p°+np—(np)’ =
=—np’+np=np(l-p) = npq

Assim: E(X) — np

Ox =+v1pq

Qual é a probabilidade de que um

aluno acerte em prova objetiva, com 25
questdes de 5 alternativas cada:
(i) Dez questdes;

(i1) No maximo 5 questdes.
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Neste caso tem-se uma B(25; 0,2). 25
() f(x)=P(X=10)= [10] 0,2)"°.0,8)>>"°

25 25!
f(x) =P(X=x) =( j(o,z)* (0,877 = o 0208 =118%.
. 15!
5(25
parax=0,1,2,..., 25 (i) PX <5) = 20[ . ](o,z)‘ [(08)7 =61.67%.

Geracgcao

Para gerar uma B(n; p) pode-se ) i
utilizar o fato de que se Y, Y,, ..., Y, Geo metrica
sdo Bernoullis IID, entdo:

X=Y, +Y,+ ..+ Y, é uma T

B(a: p). T

"
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Experimento Aplicacdes:

A distribuicdo Geométrica, também, esta . .
Numero de sucessos em uma sequéncia
relacionada com o experimento de Bernoulli. . ) .
de tentativas independentes de Bernoulli
A diferenca é que, agora, o que € fixado € o o )
com probabilidade p em cada tentativa.
primeiro sucesso € nao o nudmero de . ] ) ]
Nudmero de itens inspecionados antes
tentativas, isto €, X = nimero de tentativas o )
de encontrar o primeiro defeituoso.
realizadas até se conseguir o primeiro sucesso.

¥ ¥
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A Funcao de Probabilidade (fp)

Conjunto de Valores

X(S)=1{1,2,3,..} f(x)=P(X=x)=pq""
Parametros: p € [0, 1]

Notacao: G(p)

v
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G(0.4) A Fung¢do de Distribuicdo (FD)

0,401 @

sex <1
0,204

0
F(x)=P(X<x) =
1-q°  sex2>1

0,00+

1 2 3 45 6 7 8 9 101112131415 16 17 18 19 20
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G(0,4)

Caracteristicas

Expectincia ou Valor Esperado
E(X)=%xf(x) =Xxpq"” :i
Variancia
V(X)=E(X>-EX)’

2
(1
,,,,, o ; 7 | o 7 V(X)=3x2pq L(ﬂ -9
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HExemplo

Suponha que um jogador de futebol
converta 3 de cada 4 penalidades
cobradas. Determine a probabilidade de
ele tentar 4 vezes antes de converter a

primeira?

f(x) = P(X =x) = 0,75.0,25%!
parax=1,2,3, ...

Portanto:

f(4) = P(X = 5) = 0,75.0,25* = 0,29%.

Binhomial

Negativa

Neste caso, tem-se: p = 3/4=75%
eq=(1/4) =25%

X = Numero de tentativas antes
do primeiro sucesso, é, entdo, uma

G(0,75).

Geracao

O seguinte algoritmo € equivalente
ao método da transformacao inversa:
1. Gerar U
2. Fazer X =LIn(Uy/In(1 —p)

Obs.:L J = maior inteiro.

Experimento

A distribuicdo binomial negativa é
também conhecida como de Pascal ou de
Poélya. Ela fornece o nimero de falhas até um
nimero fixo de sucessos. Um experimento
que apresenta uma distribui¢do binomial

negativa satisfaz as seguintes condicoes:

.
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Condigoes:

B Cada tentativa apresenta apenas dois
resultados: sucesso ou fracasso;
B O experimento consiste de uma
sequéncia de tentativas independentes;
B A probabilidade de sucesso permanece

constante em todas as tentativas;

% Prof. Lori Viali, Dr. -

UFRGS - Instituto de Matemitica - Departam

Aplicacdes:

Namero de sucessos antes da

i-ésima tentativa; nimero de itens bons

encontrados  antes do  primeiro

defeituoso, etc.

vl
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A Funcio de Probabilidade (fp)

x—1 r_X-r
f(x)=P(X=x)= 1 Pq

O experimento continua até que um

total de “r” sucessos sejam observados,

[T

onde ‘“r” é um valor inteiro maior do

que um, fixado de antemao.

vl
- Instituto de Matematica - Departamento de Estati 7’)\'”@

Conjunto de Valores
XS)={r,r+1,r+2,..}

Parametros
pe [0, 1]

Notagao
BN(r; p)

vl
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A distribuicio BN(3; 0,4)

0,60

0,40

0,20

0,00
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A Funcio de Distribui¢do (FD)

0 se X<r
F(x)=1 x (k-1
(x) Z( jpqu_r se X 21
k=n\ I -1

Caracteristicas

Expectancia ou Valor Esperado

B(X)= Sxf(0= ix(x_lprq*‘Ei

X=r r—1
Variancia

V(X)=E(X?-EX)>

2
< x—1 r _X-r T T
V(X)=zx2.[r_1Jp q —[—j =
X=r p P

Neste caso, tem-se:
r=3,p=(4/5 =80% e q=20%
X = Ndmero de tentativas para obter o
terceiro acerto €, entio, uma

BN(3; 0,8).

A distribuicao acumulada da BN(1; 0,4)

1,20

HExemplo

Suponha que um jogador de basquete
acerte 4 a cada 5 lances livres. Seja X o
nimero de tentativas para obter o terceiro
acerto. Determine a probabilidade de que

ele precise fazer 6 lances, isto é, P(X = 6).

v
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x—1
]0,830,2*‘3
r—1

f(x)=P(X=x)=(
onde x=3,4,5,6,7,...

6-1 3 6-3
f(6)=P(X=06)= ) 0,8°.0,2° " =

5
= @ 0,8°.0,2°=0,0410=4,10%

¥
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Observacoes:

Existe uma relagao entre a Binomial Na Binomial Negativa fixa-se o
e a Pascal (Binomial Negativa). Na nimero de sucessos € observa-se o
Binomial fixa-se o tamanho da amostra tamanho da amostra (nimero de provas
(nimero de provas de Bernoulli) e de Bernoulli) necessirio para obter o
observa-se o nimero de sucessos. ndmero fixado de sucessos.

v v
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Geracao

A relagdo entre a uma geométrica

G(p) e uma BN(s, p) leva ao seguinte Hip el.ge Ométﬂc a

algoritmo da convolugio:

1. Gerar Y,, Y,, .., Y. varidveis oy
o2 s Nz é@eg 0@
o ®
geométricas. @

2. Fazer X=Y,+Y,+..+Y,

"
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Experimento

Se a experiéncia consistir na selecdo
A distribuicao Binomial é deduzida . .
de objetos, sem reposicdo, de uma
com base em ‘“n” repeticbes de um .
populacdo finita, de tamanho “N”, onde
experimento de maneira independente

“r” apresentam uma caracteristica ‘“N — r”
(isto é, p = constante), ou retiradas com _ . _
ndo apresentam esta caracteristica, entfo
reposi¢ao de uma populacgdo finita. . o .
existira dependéncia entre as repeti¢Ges.

’ ’
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Conjunto de Valores

Neste caso a variavel aleatdria . .
X : max{0, n—-N+r}, ..., min{r, n}

X = “ndmero de objetos com a A
Parametros

caracteristica r em uma amostra de
re [0,1,ne NeNe N

tamanho n”, terd uma distribuicdo »
Notagao

denominada de Hipergeométrica.

H(r, n, N)

A Fungdo de Probabilidade (fp) H(20; 15; 50)

037 ~ oo T T T T T T T T oo s - -

(o) SR | IS
o I 1111111 D—

0,17

f(x)=PX=x)=

00
o1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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A Funcdo de Distribuicao H(20;15;50)

0 se x<j

L) T

F(x)=P(X<x)= iuse j<x <k u

x=j N

N |

1 se x >k L B

onde j=max{0, n-N+r} ‘f:(

k = min{r, n}

. |
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Caracteristicas

Expectancia ou Valor Esperado
E(X)=np
Desvio Padrao

r

N_
ox =+/1pq N—_T Onde p=

Pela Hipergeométrica:
N=100,r=5,n=10

{5] (%J
0/\10
£(0) =P(X =0)=~2—/ =58 38%

ol

Geracao

Um algoritmo para gerar um valor x

de uma H(n, r, N) é:

d «N-n; Y« Y-LU+Y/d, +1)];
d, < min(r, N —r); iei-1

Y(—dz; X=d2_Y;

ie—n Ser < N — r retorna X

Enquanto iY > 0 faga: sendo X <—n—X.

.
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Exemplo

Uma fabrica recebe um lote de 100 pecas
das quais cinco sao defeituosas. Suponha que
a fabrica aceite as pecas se ndo houver
defeituosas em uma amostra aleatéria de 10
pecas selecionadas para inspecdo. Determinar

a probabilidade de o lote ser aceito.

.
%‘ Prof. Lori Viali, Dr. UFRGS stituto de Matematica - Departamento de Estat 7’\‘:\‘%

Pela Binomial:
n=10 e p =5/100 = 5%

f<o>=1><x:o>=[10°}(0,05)°.(0,95)‘°
=59,87%

21



Experimento Defini¢ao

C . P . Uma varidvel aleatéria X que
A distribui¢do uniforme € a mais q

. o . assume os valores m, m+1, ..., n € dita
simples das varidveis discretas. A

y uniforme discreta se todos os valores
variavel assume os valores: m, m+1, ...,

. . ocorrem com a mesma probabilidade,
n sempre com igual probabilidade.

isto €, f(x,) = 1/(n-m+1).

v v
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A Funcio de Probabilidade (fp)

Conjunto de Valores

X(S) = {m, m+1, ..., n}
Parametros f(x) = P(X =x;) = 1/(n-m+1)
mne N

Notagao

U(m, n)

’ ’
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A distribuicao U(10) A Funcio de Distribuicio

0,101

0 sex <x
Fx)=PX=xi)=1i
n

005
se X 2x;

0,00




U(10) Caracteristicas

Expectancia ou Valor Esperado
n 1 n
EX)=2xif(x)=—2xi
i=1 ni-i
Variancia
V(X)=E(X)-EX)

. 2
v =Ly - Exify
n n

Exemplo

Suponha que um dado honesto é

1‘2‘3‘4‘5‘6‘2

langado. Seja X = valor da face X
voltada para cima. Determinar a f(x)‘ 1/6 ‘ 1/6 ‘ 1/6 ‘ 1/6 ‘ 1/6 ‘ 1/6 ‘ 1
distribuicdo de X.

Geracao

POISSOil DISTRIBUTION

o Gerar U; / AN

LN
o FazerX=m+L(n—m+1)UJ /:g &
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Experimento

Na Binomial a variavel que interessa é o
nimero de sucessos em um intervalo discreto
(n repeticdes de um experimento). Muitas
vezes, contudo, o interesse é o ndmero de
sucessos em um intervalo continuo, como

tempo, area, superficie, etc.

v
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Est :r,rmm‘g

(ili) Em intervalos muito pequenos a
probabilidade de mais de um sucesso &
desprezivel,

(iv) Em intervalos muito pequenos a

probabilidade de um sucesso é proporcional

ao tamanho do intervalo.

’
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A Funcio de Probabilidade (fp)

e M X

f(x)=P(X=x)= o

para x=0,1, 2, ...

“A” é denominada de taxa de sucessos.

Para determinar a f(x) de uma distribui¢do
deste tipo, sera suposto que:
(i) Eventos definidos em intervalos nio
sobrepostos sdao independentes;
(ii) Em intervalos de mesmo tamanho as
probabilidades de um mesmo nidmero de

sucessos sao iguais.

1
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Definic¢ao:

Se uma varidvel satisfaz estas quatro
propriedades ela é dita VAD de POISSON.

Se X € uma VAD de POISSON, entdo a
funcdo de probabilidade de X é dada por:

v
f. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamentode Estati :’J“u%

Conjunto de Valores
XS)=1{0,1,2, ..}
Parametros
Ae R
Notacao

P(A)




L S

o2y ;-

[LX0 1

0061~~~ 1

" __allll

0,00 +—=r=r—r e

1,00
090
080
0,70
0,60
050
040
030
020
0,10
0,00
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Exemplo

O nudmero de consultas a uma base
de dados computacional ¢ uma VAD de
Poisson com A = 6 em um intervalo de
dez segundos. Qual € a probabilidade de
intervalo de 5

que num segundos

nenhum acesso se verifique?

% Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica - Departamentode Estatistica

tituto de Matematica - Departamento de Estatistica

ituto de Matematica - Departamento de Estatistica

A Funcao de Distribui¢do

0 sex<0
Fx)=P(X<x)=1 4 ok

> : sex=>0

k=0 k!

- Instituto de Matematica - Dep:

Caracteristicas

Expectancia ou Valor Esperado
E(X)=A

Desvio Padrao

Gx:\/x

Instituto de Matematica - Departamento de Esta

A taxa de consultas é de “seis” em
“dez” segundos em ‘cinco” segundos

teremos uma taxa de A = 3 consultas.

a _ _ _e'3-03_
f(0)=P(X=0)= o

=¢e’=498%

.
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HExemplo

Entao:
Considerando o exemplo dado na A =10.0,05 =0,5.
Hipergeométrica, que foi resolvido, 05
) } f(0)=P(X=0)=%—=
também, pela Binomial, é possivel
= ¢035=60,65%

ainda utilizar a Poisson. Para isto

deve-se fazer A = np.

Geracao

O algoritmo para gerar uma

a—er h=1ei=0)
Poisson de pardmetro A toma como 1. Sejaa=e’, b=1ei=0;

base a relagio dessa distribui¢do com a 2. Gerar U, e substituir b por bU,j;.

Exponencial de parametro 1/A. Se b < a, fazer X =1, sendo ir para 3.

O algoritmo  segue as  seguintes 3. Substituir i pori+ 1 e ir para 2.

etapas:

Seja X uma VAD com valores:

X, Xo oy X5 .. € cCOM

istribuicoes .
Dl"t‘ ibuicSes probabilidades dadas por: p;, ps --»
Discretas

Py, --- Assim a FDA sera:

i
F(xi) = 2p;
—

J
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Lo - -
|
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —
I
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ]
Fixp) 1~~~ —
F(xp) § ~ -
I
|
e
|
: g
Exemplo
X Pi Gerar 500
-1 0,1
valores de acordo
O 0’2 . . . ~
com a distribuicao
2 0,3
5 02 de probabilidade
7 0.1 empirica dada ao
8 0,1 lado.

Assim um algoritmo para gerar uma
VAD discreta com uma distribuigdo
empirica é:

(1) Gerar U
(i) SeF(x;;) <U < F(x)) entao x;
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