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Seja X uma varidvel aleatéria com
conjunto de valores X(S). Se o conjunto
de valores for infinito ndo enumeravel

entdo a variavel € dita continua.

A distribuicao de probabilidade

A colecdo dos pares
(x, f(x)) é denominada de distribuicao

de probabilidade da VAC X.

A
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Geracdo de
Variaveis Aleatorias

Continuas

2

E a funcdo que associa a cada
x € X(S) um ndmero f(x) que deve

satisfazer as seguintes propriedades:

fx)=0
[f(x)dx =1
$ A,
Exemplo
Seja X uma VAC. Determine o
valor de “c” para que f(x) seja uma

funcdo densidade de probabilidade (fdp).

2 -1<x<1
£(x) z{c.x se X
0 c.C.

_ Afungdo densidade de probabilidadeymu



. Tem-se
Para determinar o valor de “c”,
1 1 2 _
devemos igualar a 4rea total a um, isto [ie.x?dx = c[jx7dx =
) 37! ERE !
é, devemos fazer: —c| X2 el - _
3 3 3
(' fx)dx =1 ! !
! 2 1= 3
= —C = cC = —
J._ll C. X2 dx =1 2
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica e Estatistica ‘s“'t“"”"mm P L FRG Instituto de Matemati Estatist ‘s“ uuuuu
Representacdo gréfica O calculo da probabilidade
_ b
P(a < X <b) = ["f(x)dx
y
3%
f(x)=—
(%) >
9 "X
15 -13 -10 -08 05 -o,zﬁi‘m 05 08 10 13 15 %:I a<X<b
-1£X<1
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Observacoes
b
P(a< X <b)=|"f(x)dx
Ja Se X é uma VAC, entio:
Isto é, a probabilidade de que X P(X =a)=["f(x)dx =0 e
assuma valores entre os nimeros “a” e P(a< X <b)=P(a< X <b)=
e 2 2 . =P < X < =
b” € a drea sob o gréfico de f(x) entre os (a b)
=Pa<X <bH)
pontos x =aex=h.
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Exemplo

Seja X uma VAC. Determine a

probabilidade de X assumir valores no

intervalo [-0,5; 0,5]

3x

f(x)=4 2
0 c.cC.

se —1<x<1

IO i ge
Q@

VAC - Caracterizagdo

(a) Expectancia, valor esperado

u=E(X) = [ xf(x)dx

Desvio

(b)

padrédo

o=y[f(x)(x W2dx =y x?f()dx—>

A probabilidade solicitada é:

2
5 3 x

P(-0.5<X <0,5) =[5 Sk =
3 3[x2]”

= - 05 de = — X =
2 Fos x 2 { 3 LS

= %[(0,5) P05 *1=12.,50 %

Exemplo

Determinar a expectincia e o
desvio padrdo da varidvel X dada por:
3x?

f(x)=4 2
0 c.C.

se —1<x<1

1 6 =E(X)-EX)’
w=EX) = [} xfdx = - 3
3x2 3x3, 3[x4] B(xh) =[x H—dx = Zfixtdx=
= I_IIX X dx = Ill X x = _{X} — 1 1
2 2 2| 4 |, _3{)(5} 3{15 _15}
1 =—|— = —| —— — =
1{1“_-1“} 3[1_1}‘ _ 25 ]y 2ls s,
204 4, 204 4], =E[L+L} 3_ 060
205 5] s



O desvio padrio de X serd, entdo:

6 = E(X2) - E(X)? =
=4/0,60 —0 =0,77
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Exemplo

Considerando a fung¢éo abaixo como

a fdp de uma VAC X, determinar F(x).

3_)(2 se -1<sx=<1
f(x)=4 2 c
0 c.C.

Vamos determinar o valor da

[TEEI N

integral em “u”:

F(x)=[* &

3T 3
= i u :l[u?:]x _X +1
213 0 2 -1 2

2
; du==["y*du =
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A funcao de distribui¢ao
E a funcio F(x) definida por:

F(x) =P(X <x)=["_f(u)du

A F(x) é a integral da f(x) at¢ um

(1

ponto genérico “X”.
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A F(x) é uma fungdo definida em

todo o intervalo real da seguinte forma:

0 se x <-1
X 3112
F(x) =4[} 5 du se -1<x <1
1 se x >1
Assim a Funcdo de Distribui¢do
Acumulada (FDA) é:
0 se x <-1
X3
F(x) se —-1<x<1
1 se x>1
L <




_ Representagdo grifica _ Célculo da probabilidade com a FDA

O uso da FDA ¢ bastante pratico no
calculo das probabilidades, pois ndo é

necessdrio integrar, ji que ela é um

funcdo que fornece a Integral.

A, A,
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Exercicio

Considere a seguinte fungdo:

Usando a FDA, teremos sempre )

se x 21
trés casos possiveis: f(x) = ;
C. C.
P(X <x)=F(x) (1) Verifique se ela é uma fdp.

P(X>x)=1-F(x)
P(x; <X <x,) =F(x,) —F(x))

(2) Caso seja determine E(X) e V(X).
(3) Gere 5000 valores e calcule as

principais estatisticas.
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Modelos

E Uniforme [ ] Cauchy
Probabilisticos Continuos .
B Exponencial F Laplace
B Pareto B Gumbel
B Poder B Rayleigh
-@--ﬁ B Logistica ¥ Triangular
uriieg i o e e e ST



Uniforme

Seja X uma VAC com distribuicio

uniforme no intervalo [2; 6], isto é€,

X ~ U(2; 6). Entdo a fdp é dada por:

L =l se 2<x<6
f(x)=<6-2 4

0 c.C.
Parametros

Uma VAC uniforme apresenta dois
parametros de localizagdo: aeb > a.
Notacdo: U(a; b)

Intervalo: a<x<b

ur%ss rof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica e Estatistica {(s

Uma VAC X € uniforme no intervalo
[a; b] se assume todos os valores com
igual probabilidade. Isto é, se f(x) for:
1

b—a
0 c.C.

se a<x<b

f(x)=

Fdp da U(2; 6)

0,3 4
0,25 —
02 : X
0,15 - ' :
0.1 ' X
0,05 ' :
0 ‘ .
0 2 4 6 8 10
A funcao de distribui¢ao
A fun¢do F(x) € dada por:
0 se X <a
F(x) = — sea<x<bhb
—a
1 se x >b



Exemplo FDA da U(2; 6)

Seja X uma uniforme no intervalo
[2; 6], entdo a FDA de X é dada por: '
0 se x <2 0
F(x) = se 2<x<6 0
1 sex >6 .
Expectancia ou Valor Esperado Variancia

X 4= 6’ = V(X) = E(X?) - E(X)?
b—a a

2
1 {Xz}b: b2-a® _ E(x?) = fwxz.f(x)dx=jab_adx=
b—-a 2 a 2(b—a) 1 |:X3:|b b3_a3 B

:(b—a).(b+a)=a+b =b—a =3(b—a)_
2(b—a) 2 a

E(X) =[x f(x)dx =’

3

A i i & A i i
URRGS T e e SRR YRGS T e s SRR
Exercicio

2 2 V(X)=E(x?) - E(X) Seja X uma uniforme no intervalo [a; b].
6? = = - =

b3 g3 (a+b jZ Determinar: 1. A moda
3(b—a) 2 2. A mediana
_ b’-a’ a’+bp’-2ab
3(b—a) 4 3. A assimetria
(b-a)’
== 4. A curtose

5. O coeficiente de variagao.

IO i s IO i s
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Solugao

+b
ue:az K, =Amod al
9
y= b—a
V3(a+b)
UF%GS
Geragdo

A geracdo de valores dessa
distribuicdo € feita através de:

X=a+(b-a)U.

Exponencial

Observacdo

Uma distribuicdo uniforme no

intervalo [0; 1] é denominada de
ndmero (pseudo) aleatério.

Notacdo U(0; 1) ou simplesmente U.

Exercicio

Gerar 10000 valores de uma
U(-2; 2). Apresentar os resultados de
forma tabular e grafica, calculando

todas as principais medidas.

Uma varidvel aleatéria T tem uma
distribuicdo exponencial se sua fdp for
do tipo:

At >
£(t) = Ae se t=>0
0 se t<O0
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Parametros Aplicacoes o
Uma VAC exponencial apresenta A distribuicdo  exponencial €
apenas um parametro de escala: A > 0. utilizada principalmente em aplicagdes
Notacio: E(A) de confiabilidade e teoria das filas. Ela
Intervalo: t > 0 ¢ utilizada para modelar dados com

taxas constantes de falhas.
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FDP: E(2,0) — E(1,0) — E(0,5) ' A funcao de distribuig¢ao
‘\ A funcao F(t) € dada por:
F(t) 0 se t <0
t) =
\ l-e™ set>0
FDA: E(2,0) — E(1,0) — E(0,5) Expectincia ou valor esperado
E(T) = ["2tf(t)dt = [ tA e Mdt =
e M+ [T e M dt =
050 / — |:_te—Xt_‘3_M:| — i
A 0 A



A variancia

o2 =V(T) = E(T?) - E(T)?
E(T) =["7 ¢ f(0dt = [ 2 AeMdt =

=[-Ze My + [y 2te ™M dt =
1 2

2 e e 2
= — dt:—.—
xfo the LA

Exercicio

Seja X uma exponencial de pardmetro A.

Determinar: 1. A moda
2. A mediana
3. A assimetria
4. A curtose
5. O coeficiente de variagdo
6. Intervalo interquartilico

UF%GS £, Lort T o i o ‘ss

Geragdo

A geracdo de valores da distribuicio

exponencial € feita por meio de:

x =In(u)/A=lIn(u)

A variancia sera entao:

o’ = V(T)=E(T*) - E(T)’ =

_i_(ljz_i_L_L
a2 ) a2

UF%GS £, Lort T o o o ‘ss

Solugao

W =In(2)/A=plIn(2)

UF%GS £, Lort T o i o ‘ss

Exercicio

Gerar 10000 valores de uma
E(0,5). Apresentar os resultados de
forma tabular e gréafica, calculando
todas as principais medidas tanto para

os dados quanto para o modelo.
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Pareto

Aplicacoes

Frequéncias de palavras em textos
longos, tamanho de cidades, tamanhos de
arquivos na Internet que usam o protocolo
TCP (muitos pequenos alguns grandes),
tamanho de grios de areia, tamanho de

meteoritos, etc.

O parametro de locacdo, > 0
representa 0 menor valor possivel da
variavel. O pardmetro o > O

representa a forma da distribuicdo.

VFRGS £, Lort o ‘ss

Vilfredo
Federigo
Samaso
PARETO
(1848-1923)

A Distribui¢do de Pareto
também conhecida como
Exponencial Dupla, Hiperbdlica,
Lei do Poder ou ainda de
Bradford. E usada para modelar

tempo de CPU e tamanho de

arquivos na Internet.

A funcao densidade de probabilidade

da distribui¢@o de Pareto é dada por:

o (o+]) >
f(x):{ocﬁ X sex>B,a,p>0
c.c.

Fdp da P(0,5; 0,5)

1,04

0.8

0,6 1

044

024

0,0 T T T T T T T T T T T T T T
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 1,0 120 130 140

VFRGS £, tort o ‘ss
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Exemplo

Suponha que a renda de uma

determinada  populagdo  tenha  uma
distribuicdo de Pareto com parametro de
forma igual a 3 e parametro de escala igual a
1000. Determine o percentual da populacdo

que tem renda entre 2000 e 4000.

UFRGS Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica (ss

A funcao de distribui¢ao

A fungdo F(x) é dada pela seguinte

expressao relativamente simples:

B o
F(x) = l(xj

0 se x<P

se x 2P

UF%GS o e o e ‘ss

Valor esperado

A expectancia ou valor esperado de

uma Distribui¢do de Pareto € dado por:

seo>1

u=E<X>=°‘—B1

Solugao

1- 1000
F(x) = X
0 se x <1000

3
j se x > 1000

P(2000 < X < 4000) = F(4000) —F(2000) =

-] |- |G-

=é—6—14 =67—4 =10.94%
FDA da P(0,5; 0,5)

T T T T T T T T T T T T T T
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 11,0 120 13,0 140

UFRGS

Exercicio 1

Considerando uma P(a;  B),
determinar:
(1) A moda;
(2) A mediana;
(3) A assimetria;

(4) A curtose.

LIl

IO i s
AN
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Solugao

Ho =P
M, =p2'

_2(o+]) jo=2
" 0-3 o
_3Bar+o+2)(0-2)
T o= 3)0—4)

seo>3

seo>4

Exercicio 2

Gerar 10000 valores de uma
P(2; 0,1). Fazer um diagrama dos
resultados e calcular as seguintes
medidas: média, desvio padrdo, moda,
mediana, assimetria e curtose tanto para

os dados quanto para o modelo.

Aplicacoes

Frequéncias de palavras em textos
longos, tamanho de cidades, tamanhos de
arquivos na Internet que usam o protocolo
TCP (muitos pequenos alguns grandes),
tamanho de grdos de areia, tamanho de

meteoritos, etc.

Geragdo

Gerar valores de uma

P(a; B), deve-se fazer:

X=B[1_1Ujlm

Poder
(Power)

URRGS T T iitre o meemiion = peroriorie: ‘ss

A funcdo densidade de

probabilidade funcido Poder é dada por:

O ol <x<
f(x):{oc[_’) X se 0<x<I1/B
c.c.

URRGS T i ‘3‘
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Parametros Exemplos

LSp o —Po(2:04)

O parametro o > 0 € o de escala _i(l(;(?:;
_ _=——Po(3:0,

—Po(2,5:0,5)

e p>0o0de forma.
O intervalo de variacdo é:
0<x<1/p
Notagdo: P (o; B)

0,0 0.4 0.8 1,1 1.3 1.5 1.7 1.9 2.1 23 25
wm%ﬁs PR < wm%ﬁs e e e e T
A funcao de distribui¢ao Exemplos
A fungdo F(x) é dada pela seguinte Lo
expressao relativamente simples: o
0.6
0 sex<0
o 0.4
F(x) =4 (Bx) se x < 1/B —Po(:04)
7777777777777777777777 —P(1,5:04)
1 se X > 1/[3 o —Po(3:05)
oo ——P0(2.5:0,5)
' 0.0 0.4 0.8 1.1 1.3 1.5 1,7 1.9 2.1 23 2.5
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s“"“w"mm Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s“"“w"mm
Valor Esperado ' A variancia
A expectincia ou valor esperado de A Variéncia da Distribuicdo de
uma Distribui¢do de Pareto é dada por: Pareto ¢ dada por:
a
o 2=VX)=————
—E(X)= —— °c 2 2
W=EX) Blo+1) B (a+D)~ (a+2)
w%ﬁs P < w%ﬁs e e e e T



Exercicio 1

Considerando uma P (o; P),
determinar:

(1) Amoda;

(2) A mediana;

(3) A assimetria;

(4) A curtose.

UFRGS

Geragdo

Para gerar valores de uma

P (o; B), deve-se fazer:

1
X:_Ul/(x
§

g

Logistica

Solugao
l seo>1
u,=1B
0 seql <1
M=
Y2=

/ 1
= o(o+2)

URRGS ™ or.  enes - tmetitute e mmremitics o meteriotic: ‘3‘

Exercicio 2

Gerar 10000 valores de wuma
P(2; 0,1). Fazer um diagrama dos
resultados e calcular as seguintes
medidas: média, desvio padrdo, moda,
mediana, assimetria e curtose tanto para

os dados quanto para o modelo.

URRGS T e teeriture 4o mreniien o setacioric ‘ss

A distribuicao Logistica

apresenta normalmente duas
expressdes. Uma denominada de

férmula geral e outra de forma padrio.

UFRRGS ™ . 1L, or.  UPRGS - Inatiture de Matemitica = Eetatistic: ‘3‘
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A distribuicdo Logistica ¢é

derivada do trabalho de Verh

Pierre
Francois
Verhulst
(1804 -

Professor de  Analise na

Faculdade Militar Belga. Ele a
modelar o

utilizou  para

crscimento da populagdo na

Bélgica no inicio de 1800.

Parametros

Os parAmetros sdo o (de
localizagdo) e B >0 (de escala).
Notagdo: L(o; B)

Intervalo: R

Fdp L(0; 1), L(-1,2), L(-1,0,5) e L(2,2)

1,0 —LO;D)
—1L(-1;2)

0,84 —L-105)
—1L@2;2)

0,6 1

0,44

Forma geral

A expressdo geral da Logistica é dada

por:
e(X—OL)/ﬁ
f(x)=——————— paraxe R,p>0
Bli+ex/By
Ou
y _
f(y) = (l/l3)e2 para xe R,y == o
[1+eY] B

Forma padrao

A funcido densidade de probabilidade

da Logistica padrio é dada por:

X
f(x)= c para xe R
Ou [1+e*]
f(x)= 5 baraxe R
[1+e7*]
Exercicio

Suponha que X tem uma
distribuicdio  de  Pareto  com
o = 1. Mostre que

Y = In(X - 1) tem uma distribuicdo

Logistica Padrao.

ur%ss rof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica e Estatistica {(s
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A FDA
A FD da Logistica é:
e(X-OC)/l3
F(X):l_i_e(T)/B paraxe R, B>O
Ou |
F(x) ::HG'T(X)/B paraxeR, >0
Ou ainda:
-
Fy)= paraye R,y X4
1+e_y
L — — @
Valor Esperado o

A expectancia ou valor esperado da

Distribui¢do Logistica é dado por:

L=EX)=a

URRGS T o s

Exercicio

Considerando uma L(«; ), determinar:
(1) Amoda;
(2) A mediana;
(3) A assimetria;
(4) A curtose;

(5) O coeficiente de variacao

& A
URRGS T L L e e T

_ AFDA da Logistica

1.0

A Variancia )
A Variancia da  Distribuicdo
Logistica é dada por:
2
2 _ _p2T
o =VX)=p"—
3
UF%PS R
Solugdo
L=p,=U,=0
11=0
Y,=6/5=4,2
TCZ BZ
, Vs pn
a V3a

17



Geragdo

Valores de uma distribui¢do
logistica de pardmetros o e B podem ser

obtidas por:

. U
L(o;B) = OH_BIH[I—U}

Baron
Augustin
Louis

A distribuicdo de Cauchy Cauchy
(1789 -
denominada de 1857)

também
Lorentziana € a distribui¢do do
quociente de varidveis normais

padréo independentes.

Exercicio

Gerar 10000 valores de uma
L(-2; 5). Representar os resultados
graficamente e calcular todas as

principais medidas.

A distribuicio de  Cauchy
apresenta normalmente duas expressoes.
Uma denominada de férmula geral e

outra de forma padrao.

Entre os fisicos ela € conhecida
como distribui¢do de Lorentz ou de
Breit-Wigner. Ela é importante por que
¢é a solugcdo de uma equacdo diferencial

que descreve a ressonancia forgcada.

18



Forma geral Parametros

A expressdo geral da distribuicdo de

Cauchy é: Os parametros sdo o que € de
f(x):%, B>0 localizagdo e B que € o de escala.
X—0
pr 17{ B J Se . =0e P =1, entdo tem-se a

Ou
distribuicdo de Cauchy Padrao.

f(x)= % ., B>0
TR+ (x—a)’]
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s“mw"mm Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica e Estatistica ‘s‘hw uuuuu
Forma Padrao Exemplos
A fun¢do  densidade  de ! o
—C1,5:1)

probabilidade da Cauchy Padrio é 0s —ce2
dada por: 03

1 0,1
f(x):—2 paraxe R
X
Tt(1+e) 8 7 6 -5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-0,1
AL i i & A‘\.ww..
URRGS T e e SRR YRGS T e s SRR

A funcao de distribuig¢ao FDA da Cauchy Padrao

A FD da Cauchy é:
F(x) L g X2 paraxe R, p>0 :
2 n B

IO i s oo 4o
“\s UFRGS Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica e Estatistica “\s
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Valor Esperado - Exercicio
Considerando uma C(o; ),

A distribuicdo de Cauchy ndo determinar:
tem valor esperado, i.e. média e (1) A moda;
assim ndo tem varidncia e demais (2) A mediana;
caracteristicas. (3) A assimetria;

(4) A curtose;

(5) O coeficiente de variacao

‘s‘hw
Solugdo - Geragdo
Ho =He =0
Para gerar valores de uma Cauchy
Essa distribuicdo ndo apresenta de pardmetros o e B:

momentos finitos. A média e o desvio

C(o;p) = B{tg[n(U - 0,51} + o

padrdo podem ser assumidos como

sendo o e B respectivamente.

Exercicio

Gerar 10000 valores de uma Laplace
C(1; 2). Representar os resultados
graficamente e calcular todas as

principais medidas.

10 8 6 4 2 0 2 4 5 8 10




Pierre

Simon
Marquis
de Laplace
(1749 -
1827)

A distribui¢ao de Laplace se
origina da diferenca entre duas
VA exponenciais IID. E um
movimento Browniano avaliado
em aleatdrio

um  tempo

exponencialmente distribuido.

S

Forma geral

A expressdo da distribui¢ao de

Laplace é:
|x (x| _\x—oc\
B} e 3
f(x)=—exp| — = B>0
2B § 2B
Forma padrao
Se o« =0 e P =1 entdo a

distribuicdo de Laplace assume a forma.
ak

2

S

f(x)= paraxe R

Essa distribuicdo €, as vezes,
denominada de primeira lei do Erro de

Poisson.

7z

A distribuicdo € conhecida também

pelo nome de Exponencial Dupla,
embora esse nome também seja aplicado
a Distribuicio de valores extremos. E
conhecida ainda por Exponencial de

Dupla Cauda e Exponencial Bilateral.

Parametros

Os parametros sdo o que € de

localizagdo e B que € o de escala.

Exemplos

1.0 4 —La(-1;0,5)
—La(0; 1)
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A funcao de distribui¢ao

A FD da Distribui¢ao de Laplace é:

1 |x - oc|

—EXp| — sex <
2 B

F(x) =
[x-of
1——exp| - se x>0
B
"‘%“s L R S

Valor esperado

A Expectancia da Distribui¢do de

Laplace é dada por:

L=EX)=o

oty Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s\‘m L
Exercicio h
Considerando uma Lp(o; B),

determinar:

(1) A moda;

(2) A mediana;
(3) A assimetria;
(4) A curtose;

(5) O coeficiente de variacao

GS - Instituto de Matemitica e Estatistica

A\

—La(-1;0,5)
—La(0; 1)
—La(1,5; 1)

—La(2;2)
06+ ————=———————————

0.8 7

04+ ——————————————

024 ——————————————

0.0

A variancia -
A Variancia da Distribuicdo de
Laplace é dada por:
2
o’ =V(X)=2p
Solucdo o
H=H,=l,=0Q
1=0
y.=3
2
2
o o
w%cs : R



Geragdo

L(a;B) = a—PBsgn(U)In(1-21ul)

Onde U ¢é uma uniforme no

intervalo (-0,5; 0,5].

Gumbel

A distribuicdo tem duas formas.
Uma é baseada no menor extremo e a
outra no maior. Elas sdo denominadas
maximo

de casos minimo e

respectivamente.

Exercicio

10000 valores de

La(-2; 2). Representar os resultados

Gerar uma

graficamente e calcular todas as

principais medidas.

Emil Julius
Gumbel
(1891 -1966)

de

Gumbel € também conhecida

A distribui¢do

como distribuicdo de Valores
Extremos, log-Weibull ou
Fisher-Tippet. Seu nome ¢é
uma home

Gumbel.

Leonard
Henry Caleb
Tippett(1902

-1985)

A distribuicdo € utilizada na Industria
em aplicagdes de Controle de Qualidade.
Nas ciéncias ambientais € utilizada para
modelar valores extremos associados com

enchentes e precipitagdes pluviométricas.
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Forma geral ' Parimetros '
A expressio da distribuicdo de
Gumbel (caso minimo) é:
1 X -0 xa Os parametros sao o que é de
f(x)=—exp exp| -e B>0
B B - localizagdo e 3 que € o de escala.
A expressdo da distribuicdo de
Gumbel (caso maximo) é:
1 X-0 X-0
f(x)=—= exp(— jexp(- e_Tj B>0
p p
L T O SRy v e wRes o e T
Forma padrio ' Exemplo - Minimo '
Se o =0 e P =1 entdo a
distribuicdo de Gumbel assume a forma.
X -0
f(y)=eYe® parayeR ondey=
10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s“"“w"mm Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s“"“w"mm
Exemplo - Médximo ' A funcdo de distribui¢do '
A FDA da Distribui¢do de Gumbel é:
X—0
F(x)=1-exp —e p || parap>0
Ou
y X-0
F(x)=1-¢° onde sz



FDA de Gumbel - Minimo FDA de Gumbel - Maximo

10 (1)8 T

0.9 A — G(-1;01) 0’8 | —G(-1;01,)

0.8 1 g —G(-05; 0,5)

— G(-05; 0.5) 071 .5; 0,

0,7 1 y —G(0; 1)

06 1 —G(: 1) 06 :

05 1 —G(05; 1,5) 05 —G(05; 1.5)

04 —G(1;2) 04 — G2

03 03 Yy

02 024

0,1 014

0,0 0,0 T T T T T T

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10 -10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
AL i i AL i i
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Imstituto de Matemitica e Estatistica ‘s\‘ uuuuu rof. Lori viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s\‘ uuuuu
Mat02274 A . b 4
Valor esperado Variancia

A expectincia ou valor esperado . o
A Variancia da Distribuicio de

da Distribui¢do de Gumbel é:

p=EX)=a+prmH=a-18

Gumbel € dada por:

(nB)’
6

Onde I”(1) é a derivada de I'(n) 62 =V(X)=
quando n = 1, isto €, I['(1) = -0,577216 =

Y = constante de Euler.

Efu';if_ Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s\“mm;m EE“'}NEE_ Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s\“mwm
Exercicio Solucao
Considerando uma G(a; B), K, = o + Blln(In( 2))] = o — 0,3665 B
determinar: Mo =0

_ My —24041148°

(1) Amoda; Y =-1,1395
Y @) B

(2) A mediana; 6 Vo B
(3) A assimetria; 3(np)’* = 60.—3,4632B
A Y, = Ka_ 20 _ 54

tose; 4 2 7
(4) A curtose b Ty’
(5) O coeficiente de variacao 6
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Geragdo ‘ Exercicio

Valores da distribuicio de Gumbel

podem ser gerados através do método da Gerar 10000 valores de uma
inversao: G(-2; 2). Representar os resultados
graficamente e calcular todas as
G(a;B) = o+ BIn| In S '
1-U principais medidas.
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s“mw“mm Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s“mw“mm
A distribui¢do de Johavilliam
Strutt (Lord)
1 RAYLEIGH
Rayleig (1842-1919)
. através de duas componentes
Rayleigh .
ortogonais normalmente IID.
O valor absoluto (p. e.
velocidade do vento) terd uma
distribuicdo de Rayleigh.
wféﬁs RS UR -\

Se for tomado um nimero complexo 2
P Se B =1, entdo R(1)2~ X2 ;
ao acaso com as componentes real e . N
A yx*> é uma generalizacio da
imagindria normalmente IID o valor .
Rayleigh;

absoluto terd uma distribuicdo de

¢ A  Weibull €, também, uma
Rayleigh.

yielg generalizacdo da Rayleigh.

Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica e Estatistica ‘s\‘ ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ o Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s\‘
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Forma Geral B Parametros

A expressao da distribui¢do de O modelo apresenta um parametro

Rayleigh é: de escala B>0.

2 a .
f(X)=l;26Xp[—;(EJ ] sex20, p>0 Notagdo: R(B)
Intervalo: [0; o)

Exemplo A FDA

14 — R(0,5) . . .~

. —Rr() A FDA da Distribuicio de

' —R(L5) )

1o —RQ) Raylelgh e:

0.8

0.6 1(x :

04 Fx)=1—exp ——| = sex>0, >0

2\B
0.2
0,0
0,0 1.0 2,0 3.0 4,0 5,0 6.0 7.0 8,0 9.0 10,0
Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s“"“"‘""mm Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica e Estatistica ‘s“"“"‘""mm
A FDA Valor Esperado
o A expectancia ou valor esperada da
oS- f S
R Y A A A Distribui¢do de Rayleigh é dado por:
o /S —R(05)
[ B A e e L
—R()
srtrr/,/ —R(15) EX)=B T
044+ -4 S S/ > = = —
N A —RQ) H 2
o2+ 4 4SS
o+t
0,0
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6.0 7.0 8.0 9.0 10,0



A Variancia

A Variancia da Distribuicdo de

Rayleigh ¢é dada por:

_(4-mp’

2

02=V<X)=B2[2—§j

Solucgdo

1, =By-21In(0,5) =1,3863p

T
(n—3),/* -
Ms__ Y2 _ge311 2
n

u,=p

_6m?-24m+16 _
(4-m)’
=0,2451

N=—53= 3/2
Ws o
2

Exercicio

Gerar 10000
R(2).

valores de uma
Representar os resultados
graficamente e calcular todas as

principais medidas.

ur%ss rof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica e Estatistica {(s

Exercicio

Considerando uma R(B),
determinar:

(1) A moda;

(2) A mediana;

(3) A assimetria;

(4) A curtose;

(50

variagao

coeficiente  de

Geragdo

A geracdo de valores dessa
distribuicdo ¢é feita através de uma

qui-quadrado.

U =Bly—-2In(u)]

Triangular
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A distribuicdo triangular € utilizada
para descrever populagdes onde poucos
dados sdo conhecidos. E baseada no
conhecimento do minimo, maximo e

uma idéia da moda.

E utilizada como uma alternativa

7z

Apesar de ser simples é utilizada

para modelar processos onde o
relacionamento entre as varidveis €
conhecido, mas a disponibilidade de
dados é pequena (em virtude do custo de

obtenc¢do).

Forma Geral

A expressdo da fdp da Triangular é

dada por:
da Beta no PERT, CPM e formas
2(x—a)
semelhantes de gerenciamento de b-a)c—a) = asxsc
projetos. Também na modelagem da f(x)= 2070 cex<h
(b-a)(b—c)
exploracdo de gés e petroleo. 0 c.c.
s oo s o
et R\ et N
Parametros Exemplo 1
0] modelo apresenta trés
parametros. Um de localizagdo a. Um de
escala b > a e um parametro de forma c
talquea<c<b.
Notagdo: T(a, ¢, b). 2 2 a4 a4 o 1 1 2
RGeS T e @ urRGs @



Exemplo 2

0.8 7
0,6 q
0.4

0.2

— . : : Qv
Representacao grafica
1,0 7
08 1
0,6
-2,0 -15 -1,0 -(;,5 UYUO,O O‘,S 1‘,0 1‘,5 210
A variancia “
A Varidncia da Distribui¢do
Triangular € dada por:
2 2 2
a“-+b-+c-—ab—ac—bc
o’ =V(X)=
18
o . : : Q>

A FDA

A FD de Distribui¢ao Triangular é:

0 se x<a
2
b(x;a) se a<x<c
= O 7VCD)
1—& se c<x<b
(b—a)(b—c)
1 sex>b

Valor esperado

A expectancia ou valor esperado

da Distribuicao Triangular € dado por:

at+b+c
$ N,
prmos ' B : AN\
Exercicio
Considerando uma T(a, b, ¢),
determinar:
(1) A moda;
(2) A mediana;

(3) O coeficiente de variacao
(4) A assimetria;
(5) A curtose.
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Solugao

Ho=¢ _a?+b>+c2—(ab+ac+be)
(b—a)(c—a) b-a 6(a+b+c)
a+t,|—— sec>——
- 2 2 _V2(a+b-2c)2a—b—c)a—2b+c)

Ke= Y,
b L;M sec< b; 5(a2+ b2+ c2—ab—ac—be) >

12
Y2 5
&

Geragdo “ Exercicio

A geracdo de valores de uma
distribui¢do triangular € obtida através Gerar 10000 valores de uma
do seguinte algoritmo: T(0; 0,75; 1). Representar os resultados
Se U <(c-a)/(b-a)entio X =a+/Ub-a)c-a) graficamente e calcular todas as
Sendo X =b-4/(1-U)b-a)b-c) principais medidas.




