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Concettos
BdASICOS



Objetivos

A Andlise de variancia (ANOVA) E
utilizada para mostrar os efeitos principais de
varidveis categoricas independentes
(denominadas de fatores) sobre uma varidvel

quantitativa dependente.
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O Modelo Linear Geral (GLM -
General Linear Model) suporta, também,

varidveis categoricas dependentes.
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Um “efeito principal” é um efeito direto de
uma varidvel independente sobre a varidvel
dependente. Um “efeito de interacdo” é o efeito
de duas ou mais varidveis independentes sobre a

varidvel dependente.
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Os modelos de regressio ndo podem

manejar interacbes a menos que um termo de
produto  cruzado  seja  explicitamente

adicicionado. A ANOVA mostra efeitos de

interacdo como resultado da propria técnica.
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Existe uma variante para a utilizacdo de
varidveis de controle quantitativas denominada
de ANCOVA (Analysis of Covariance). Existe,
também, para o caso de miltiplas varidveis
dependentes a MANOVA (Multiple analysis of
Variance) e finalmente existe uma combina¢do
das duas denominada de MANCOVA
(MANOVA + ANCOVA).
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A estatistica teste na ANOVA é a F (de
Snedcor) que testa a diferenca entre as médias
grupos. Ela testa se as médias dos grupos formados
pelos valores da wvaridvel independente (ou
combinagdo de valores para as multiplas varidveis

independentes) pode ter ocorrido por acaso.
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Se as médias dos grupos ndo diferem
significativamente entdo pode-se assumir que
a varidvel independente ndo tem efeito sobre a

varidvel dependente.

2/ Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemadtica - Departamento de Estatistica s



One-Way ANOVA

Testa a diferenca entre uma unica varidvel
quantitativa dependente contra dois, trés ou mais
grupos formados pelas categorias de uma uma

inica varidvel categorica independente. F também
conhecida cono ANOVA univariada, ANOVA de
classificacdo simples ou ANOVA de um fator.
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Two-Way ANOVA

A Two-way ANOVA ou Andlise de
Varidncia de dupla classificacgdo analisa uma
varidvel quantitativa dependente em termos de
categorias  (grupos) de duas varidveis
qualitativas independentes, uma das quais pode

ser considerada como varidvel de controle.
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n-Way ANOVA ou MANOVA
Generaliza a ANOVA lidando com “n”

varidveis independentes. Note-se que o nimero

de interacoes cresce neste caso. Duas varidvers
independentes apresentam uma unica interacdo
de primeira ordem (AB) Trés varidveis
independentes apresentam trés interacoes de
primeira ordem (AB,AC,BC) e uma de seqgunda-
ordem (ABC), ou seja, quatro no total.
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Quatro varidveis independentes apresentam
seis interagoes de primeira ordem (AB, AC, AD, BC,
BC, (D) trées de sequnda-ordem (ABC, ACD,
BCD) e uma de terceira ordem (ABCD) A medida
que o numero de interacées aumenta tornd-se

extremamente dificil interpretar o modelo.
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Projetos (Designs)

A ANOVA e a ANCOVA apresentam vdrios
projetos experimentais. O tipo de projeto (desenho)
afeta o cdlculo da razdo F. Independente do projeto
a tabela de saida é interpretada de forma semelhante
- a significdncia da razdo F indica a significincia de
cada efeito principal e de cada efeito de interacdo (e

, 0 efeito de cada covaridvel ANCOVA)
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ANOVA entre Grupos

Quando a varidvel dependente é medida em

grupos independentes de amostras membros,onde
cada grupo é exposto a uma condigdo diferente, o
conjunto de condicoes é denominado de fatores
entre conteudos. Os grupos correspondem a
condigbes que sdo categorias da varidvel
independente. As condicoes sdo atribuidas

aleatoriamente pelo pesquisador.
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Delineamentos (Designs)

Este ¢ o desenho usual de Andlise de
TVaridncia. Existe um conjunto de observagoes, os
“grupos” que se referem a subconjuntos associados
com cada categoria da varidvel independente
(One-Way ANOVA) ou com cada célula formada

por miultiplas varidveis categoricas independentes

(na ANOVA Multivarida)
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Apds as mensurages de cada grupo, as
varidncias da varidvel dependente entre grupos e
dentro dos grupos ¢ calculada. Se apenas o acaso estd
intervindo pode-se esperar que as duas varidncias
sejam semelhantes. Se a wvaridncia entre grupos é
maior que a dentro dos grupos medida pela razdo F,
entdo pode-se concluir que o fator de agrupamento (a

varidvel independente apresenta efeito significativo).
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Delineamento Completamente Casualizados

Um Delineamento Completamente Casualizado
¢ uma ANOVA entre-grupos. A Aleatorizagcdo é um
esforco para controlar todos os fatores ndo
mensurados. Se existe uma razdo para Supor que
alguma  varidvel independente adicional ¢
importante, esta wvaridvel pode ser controlada
explicitamente por blocos casualizados se categorica

ou pela ANCOVA se for uma varidvel continua.
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Delineamento em Blocos Completos Casualizados

Este delineamento é um desenho experimental
na qual as observagoes sdo emparelhados em
alguma varidvel de controle. As observagdes sdo
divididas em grupos com base nesta varidvel (ds

vezes chamada de “varidvel ruido”).
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Delineamento Quadrado Latino

O delineamento do Quadrado Latino
extende a logica do design de blocos para
controlar duas varidveis categoricas. ‘Este tipo
de delineamento, também, reduz o nimero de

observagdes mecessdrias para computar a

ANOVA.
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Este delineamento requer que se assuma que
todos os efeitos de interacdo sejam zero.
Normalmente, se existirem trés varidveis com
cada uma assumindo quatro valores entdo serdo
necessdrios 4° = 64 observagcées apenas para se
ter uma unica observacdo para cada possivel
observada. Com o delineamento Quadrado
Latino, no entanto, o numero necessirio de

observagoes é reduzido para 4° = 16.
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Delineamento Quadrado-Grego-Latino

Um delineamento Quadrado Greco-
Latino estende o design de blocos para

controlar trés varidveis categoricas.
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ANOVA Fatorial

Uma ANOVA Factorial é para mais de
um fator (mais do que wuma varidvel
independente, isto é, para a andlise two-way
ou acima) e ¢ utilizada para acessar a

importdncia relativa das vdrias combinagoes

das varidveis independnetes.
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Em um projeto fatorial, todas as possiveis
combinacoes dos niveis das varidveis
independentes sdo tepresentadas como grupos
na andlise. Com tal desenho a ANOVA ndo é
uma forma separada de design mas uma forma

de combinar os delineamentos.
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Uma tabela matricial do projeto mostra as
intersecoes das categorias das varidveis
independentes.  Uma  tabela  ANOVA
correspondente é construida onde as colunas sdo
as vdrias covaridveis (na ANCOVA) e os efeitos

principais e de interagdo.
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Os fatores sdo wvaridveis categoricas
independentes. As categorias de um fator sdo seus
grupos ou niveis. Utilizando terminologia da
ANOVA 2 x 3 ("two-by-three") delineamento
fatorial significa que existem dois fatores com o
primeiro tendo duas categorias e o segundo tres,

para um total de seis grupos (niveis).
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Um delineamento fatorial 2x2x2 apresenta
trés fatores, cada um com duas categorias. A
ordem dos fatores ndo faz diferenca. Se eles forem
multiplicados tem-se o timero de grupos (algumas
vezes ‘grupos de tratamento”) formados por todas

as independentes coletivamente.
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Assim um delineamento 2x3 tem seis
grupos e um 2x2x2 tem & grupos. Na
pesquisa experimental um niimero igual de
observagdes sdo atribuidas para cada grupo

aleatoriamente.




GLM (Modelo Linear Generalizado)

O GLM (General Linear Model) Modelo
Linear Geral da ANOVA é um substituto da
ANOVA fatorial a partir da versdo do SPSS 8.
A abordagem GLM é mais geral e suporta o uso

de varidveis dependentes categoricas.
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Modelos de Efeitos Aleatorios

Algumas modelos de ANOVA sdo modelos
efeitos fixos ("Model I'), isto é os dados sdo
coletados em todas as categorias das varidveis
independentes. Nos modelos de ‘Efeitos
Aleatorios ("Model I1"), os dados sdo coletados

somente para uma amostra das categorais.
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One-Way ANOVA

O Modelo: V; =u; + U,

Cada walor obsevado da wvaridvel
quantitativa dependente Y é dado pela soma
da média (lL.) da populacdo de onde este valor

Jfot retirado mais um erro aleatdrio (U,)
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Suposigoes:

1) Os erros sdo varidveis aleatorias com média
zero, isto é, QEZ(‘Uy) =0, parai =1, 2, .., k
e1=-12 .. n

2)  Os erros sdo wvaridveis aleatorias
independentes, isto é, E(" ”Uij. Uy) =0, sei+h

e j# [
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3) Os erros apresentam varidncia constante, isto

é E(Ué)zoz  paail =1 2k ¢

=12 .. n;

4) Os termos erro ‘U,; seguem uma normal.




Resumindo:

Supbem-se que os valores Y;; sio valores que
resultam da adicdo de um valor médio (L. com um
termo erro U, que sdo wvaridveis aleatdrias
independentes com distribuicdo normal de média

zero e varidncia constante igual a O”.
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Metodologia:

Fazendo [ = Il + O, onde os O, sdo o0s

efeitos dos tratamentos, o modelo fica:

Os &

, estdo sujeitos a restricio 2nc; = 0.

. 1
Entdo de U, = U + O, seque que: p=— n; . .
it
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Fazendo m. indicar as estimativas de [

(i=1,2, .., k) Tem-se que:

Y.

i =m; + Ez]

Onde E; é o desvio da j=ésima observagdo em

relacdo a estimativa da média do tratamento 1.

2/ Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemadtica - Departamento de Estatistica s



Dados os valores (Yl] comi=1 2 ..,k e
j =12 .. n, de acordo com o Método dos
Minimos Quadrados, as estimativas de m; sGo os

valores que minimizam a soma dos quadrados

dos desvios ou soma residual, dada por:
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R, ni R, ni
Q=SQR=11E{=22(Yy~m:)’

1 Z

Derivando e igualando a zero, tem-se:




nq
Seque, entdo: n;M; = Z(Y i
J

Ou i
Z'(Yi]-

mq; — - :(Y—i
n i

Isto ¢, o estimador de Minimos Quadrados
para a média do i-ésimo tratamento ¢ a média

aritmética das observacoes deste tratamento.




Indicando por A. o total do i-ésimo

nq
tratamento, isto é, fazendo: A;= Y. ;
j=1

Tem-se: m; = .=
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As Somas dos Quadrados

R, n ;) Kk om .
SOR=D> (9 ~m) -5 30,9 )

1=17=1 1=17=1

Elevando o bindmio ao quadrado, seque:

R, mi 2 R, ni k.
SQR=-D) 20, 09,20 tonyg,

1=17=1 1=1  j=I 1=1
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Substituindo as expresssoes anteriores

e simplificando, tem-se:
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Pela defini¢do, tem-se:

R, ni .
SQTotal = Y3 (9 ;=Y )’

1=17=1
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Pode-se verificar, também:

K, & 2 gz
§5.Q Total =Y. Yy 2—L
1 j

n

R, 1 R,
Onde: G-3 ) 7,:7) 1,
i i
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Pela definicdo, a soma de quadrados dos

tratamentos é:

3 .
S.Q drat. = Zni((?i_q/)Z

Lembrando que:
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R g2 Z
Tem-se: S.Q.Tmt.zzﬂ’ 5

i N n

Juntando os resultados, seque que:

S.Q.Res. =8.Q.Total - S.Q.Trat. ou
S.Q.Total = S.Q.Trat. + S.Q.Res.

. Lori Viali, Dr. - UFRGS - 1Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica i)




Esta expressdo mostra que a Soma dos
Quadrados Totais é composta de duas parcelas:
A Soma dos Quadrados dos Tratamentos
(variagdo entre tratamentos) e a Soma dos
Quadrados dos Residuos (variagoes dentro de

tratamentos)
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Exemplo:

Am. 1 Am. 1 Am. 1
: 10 1 20
Considere-

09 13 19

se os valores Y, 12 12 17
de trés amostras 11 17 15
13 14 16

supostamente 55 - 7
independentes: 87 14
119
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Tem-se:

n,=5mn=6en,=7n=18e¢k =3
A,=554,=87 e, =119

Y.=1l 9. ~145 o .~17 ¢V 145

Sl G’
S.Q Total = ZZQ/Z-]-—7=160,50
2}
£1 o
S$.Q . Trat.=>» =L —~2—=3889,50— 3784,5 =105
e i
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A soma dos residuos vale:

= 3945 —3889,50 = 55,50

S.Q.9otal = 5.Q. Trat. +S.Q.Res.
Assitm: 160,50 = 105 + 55,50
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Espectancia da Somas de Quadrados

Temos: E(Y )=}, e E((Yf]- =}lf+02

R, ni R, 2 )
Entdo: E| 22V |= Znilki+no
P i1

i
Como: A;= Z()/ij

J=1

De acordo com o modelo, tem-se:
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nq
ﬂi:niﬂi_l' e ﬂij
1
Segue, entdo:

Mas:
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Com [ # j, seque:

nqg . ng nq
E(]Z::]ﬂzj) :E( Z ﬂ;'_l_;]’tijﬂi[):nio'z

j=1

% 2 2
Dai. E(ﬂl =nf}ti+ni02
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Segue:
G’ (anﬂz) +2(anﬂ)(ZZﬂ )+(Z > ﬂy)

1=17=1 i=1]=1

Mas: E( Z Z i‘l]) 0

1=17=1

E com h #1e/ou [ #R, seque




R, ng 2 finizlﬁﬁnini 5
E(,Z Z ﬂi]‘) =E( ). 2 y.+ii . yﬂijﬂﬁ[):”(f

i=1 j=1 i=1]=1 i=1h=1[=1 j=1

,Q 2
dim LG ) 0np) i
1=1
(Portanto:

R, , 1k . ;
£(SQTotal) = X mipii ~=( Xmipt,) +(n-1)a
i=1 i=1
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Ou: E(S.Q.Tota[)=W+(n—1)02
3 1 K 2
W= np; ——( Lnik;)
i=1 n =1
Ou: 8 2
w  w=>n( ﬂi_ﬂ)
1=1

A expressdo mostra que W = 0, apenas se

. M=l ==l =H
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Para os tratamentos, tem-se:
R, 1 K 2

K K /
- niﬂf_i(zniﬂi) Tk 1o
=1 7
Ou

E(S.Q.Trat)=W+(k—1)g*
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Causa da Soma dos Espec. da  Esp. da Soma
Variacdo Quadrados Soma (sob H,)
Tratamentos 3 2 2 W+ (k-1)0° (k- 1)o7
. Ai G
¢ ;. 1
Residuo é ; . é A (n - R Jo* (n-R)o*
i
=1 j= =11y
Total |k ni - -1 )o? -1)o°
o il 8 e g
i 7
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Os Quadrados Médios

Consideremos a hipotese de nulidade:

Ho My =y = ... =g

Isto é, consideremos a hipotese de que as médias
das "R’ populagoes sob andlise sejam idénticas.

Sob esta hipotese, o walor W, definido

anteriormente ¢ igual a zero. Entdo, tem-se:
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E(S.Q.Total) = (n — 1)o7 e ainda que;
E(S.Q.Trat.) = (R — 1)o*

Pode-se mostrar que se, os M sdo varidveis

aleatorias independentes com distribuicdo

normal de média “zero” e varidncia O° entdo:
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(S.Q.Res)/0” tem uma distribuicdo Qui-
Quadrado com “n — R graus de liberdade.

Alem disso, pode-se demonstrar que sob H,:
(5.Q.TIrat.))o* tem wuma distribuicdo Qui-
Quadrado com °k — 17 graus de liberdade e
(5.Q.Total)/o* tem wma distribuicdo Qui-
Quadrado com “n — 1° graus de liberdade e as trés

distribuigoes sdo independentes entre si.
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Por definicdo o Quadrado Médio é o quociente
entre a Soma dos Quadrados pelo respectivo
“Niimero de Graus de Liberdade’. Desta forma, o

Quadrado Médio dos Tratamentos é:

QM. Trat = (5.Q.Trat.)/(k— 1)
QM. Res. = (S5.Q.Res.)/(n —R)
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Substituindo alguns resultados anteriores,

tem-se.
EQ.M.Trat.)=0" + W/k—-1) e
E(Q.M.Res.) = O

A tabela, sequinte, resume alguns

resultados.
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Causa da Grau de Soma dos Espec. Do . Esp. da
TVariagdo | Liberdade  Quadrados Quadrado | Soma (sob
(G.L.) (S. Q.) Médio H,)
Tratamentos k-1 é ﬁlg . G . L 2 o°
.
, @ ng '{ 2
Residuos n—k s s (Yé-- 5 A o’ O’
i=1j=1 = i=1 M
Total n—1 K n; G
11
17 H
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O Teste F
Pode-se mostrar que se X, e X, sdo varidveis

aleatorias independentes com distribuicoes Qui-
Quadrado de g, e g, graus de lberdade,
respectivamente, entdo a varidvel resultante do

quociente:  (X,/q9,/(X,/g,) apresenta uma
distribuicio F com g, e g, graus de liberdade.

Anota-se F(g,; g,)
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A Distribuicdo F (de Snedecor)

Uma varidvel aleatoria X tem uma distribuicdo

“F” ou de Snedecor se sua fdp for do tipo:

se x>0

Hoc il

0 sex <0
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Expectdncia e Varidncia

. m é o grau de

ELX )=
m -2 [iberdade do

ot n-2)-nf numerador e n do

mn-2)n-4)  denominador

Tar(X) =
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Dragramas
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Planilha

O que ¢ tabelado é a drea a direita de cada
curva (fungdo direta), isto é, dado um certo valor
de °f", tem-se: P[F(m, n)2 f] =, ou dado uma
drea a direita O. pode-se determinar o valor “f”

que satisfaca P[F(m, n)= f] = O (fungdo inversa).
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Exemplo

( a ) Dada uma distribuicdo F com pardmetros

g.l. do numerador = 3 e gl do

denominador igual a 5, determinar P(F 2

2,5)

(5) O valor de f” tal que P(F< f) = 80%.
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Item (a)

Argumentos da fungio ? X
DIST.F
| =y
X 25 &l = 25
Graus_liberdade1 | 3 Rz = 3
Graus_liberdade2 s fRz = 5
Cumulative |1 F%| = VERDADEIRO
= 0,826072342

Retorna a distribuicdo (grau de diversidade] de probabilidade F [cauda esquerda) para dois conjuntas de
dados,

Graus _liberdadel € o grau de liberdade do numerador, um namero entre 1 e 10410,
excluindo 104710,

Resultado da farmula = 0,173927658

Ajuda sobre esta funcdo ] Cancelar

Entdo P(F> 2,5)=17,39%.
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Item (b)

Argumentos da fungdo 4 ey
IMW.F
Probability | 80% FRs| = 08
Deg_freedom1 3 | = 3
Deg_freedom2 5| el = 5
= 2253017372

Retorna o inverso da distribuicdo de probabilidade F (cauda esquerdal: se p = DISTFfw,...), entdo INV.F(p,...] =
X

Deg_freedom2 & o grau de liberdade do denominador, um ndmero entre 1 e 10410,
excluindo 10410,

Resultado da formula = 2,253017372

Ajuda sobre esta funcdo ] 4 Cancelar

Entdo, o wvalor de °f° tal que
PF< )=80% é f=2,25.

‘ IHSTITUTOD
DE

Lori Viali, Dr. - UFRGS - 1Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica Sl



Exerciclo

Com base em um teste preliminar um grupo de
alunos foi classificado de acordo com o desempenho
em: Otimo, Bom, Regular e Fraco. Para verificar se
este teste era 1itil como previsor da média final dos
alunos, amostras de cada grupo foram selecionadas.
Teste se existe diferenca entre as médias dos grupos

y ao nivel de 1% de significancia.
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Dados

Otimo Bom Regular Fraco
9,4 /) 7,0 6,8
9,0 6,8 /3 /,0
8,5 e /,6 /,2
80 83 7.8 6,5

58 5,0 /A4

6,8 6,5

6,5
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