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Testes de

duas Amostras
Independentes



Os testes
o O teste Qui-Quadrado
o O teste exato de Fisher
o O teste de Kolmogorov-Smirnov
o O teste de U de Mann-Whitney
o O teste de Wilcoxon
o O teste de Siegel-Tukey
o O teste de Moses



0 teste Qui-Quadrado




O teste qui-quadrado

O teste Y? de duas ou mais amostras
independentes pode ser utilizado para verificar
a dependéncia ou independéncia entre as
varidveis sendo consideradas. As varidveis
devem estar tabuladas em tabelas de

contingéncia. Para o caso de duas varidveis,

tem-se uma tabela de dupla entrada.
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Hipoteses e Cdalculo

H,: As varidveis sdo independentes

H, : As varidveis sdo dependentes

A varidvel teste é:
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Expressdo alternativa

A varidvel teste é:

kL Z kL
> 2 (Oi]'-ﬂiij) > ¥ 07
Xf) _ 1] _ 1=17=1 .
fij T,i]’

.rm
Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica "ﬁ



Onde:

r = numero de (inhas da tabela;
L, = nuimero de colunas da tabela;

O;; = frequéncia observada na intersecdo da

linha i com a colunaj.

E,; = nimero de casos esperados na interse¢do

da linha i com a colunaj.
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Onde:

2 .
Xy €a estatisticateste;

R [
n=73 >0; = tamanhodaamostra;

Ej=mnp, sdoas frequéncias esperadas

de cada célula ij da tabela.
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p;; € a probabilidade de ocorrer uma observagdo na
célula 1ij. Se as wvaridveis sdo supostamente
independentes (H, é Verdadeira), entdo p; = p;p;
onde p, ¢ a probabilidade marginal

correspondente a linha “i” e p . é a probabilidade

marginal correspondente a coluna j.
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Como ndo se conhecem as probabilidades
marginais, elas devem ser estimadas através das

correspondentes frequéncias relativas. Entdo:

fi f.j fi.f.j
n. ~. —

n n n
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Exemplo
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A tabela mostra os resultados de uma

avaliacdo de satisfacdo com a compra de um
novo modelo de automovel de [uxo. Teste a
hipotese de que o novo modelo estd agradando
mais aos consumidores homens do que o0s

consumidores mulheres.
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Avaliacdo

Consumidores

Muito

Pouco  Ndo Satisfeito

Homens

30

20

15

Mulheres

25

...5
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Hipoteses

H,y: Homens e mulheres estdo igualmente
satisfeitos.
H,: Homens e mulheres ndo estdo

igualmente satisfeitos.
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Totais marginais

Consumidores | M P NS | Total
Homens 30 20 15 65
Mulheres 25 5 5 35
Total 55 25 20 100

.rm
Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica "ﬁ



Frequéncias Esperadas

Consumidores | M P NS | Total
E?[omens 35,75116,25| 13 65
Mulheres 19,25 875 7 35
Total 55 25 20 100
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Calculo do Qui-Quadrado

Consumidores M P NS | Total
Homens 0,925 0,865| 0,310 | 2,100
Mulheres 1,712 | 1, 6b7 0,3 70 3, 900
Total 2,642 | 2,473 0,880 | 5,990
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A estatistica amostral

O grau de liberdade é:
V=(K-1)[-1)=(2-1).3-1)=2

Entao:
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Qual a significdncia deste resultado?

Argumentos da fungdo ? x
DIST.QUICQUA
X |5099 Az = 599
Graus_liberdade 2 Rzl = 2
Cumulative | 1 FRz = VERDADEIRO
= 0949963373

Retorna a probabilidade de cauda esquerda da distribuicdo qui-quadrada.

Cumulativo & um valor l0gico a ser retornado pela funcdo: a funcdo de distribuicdo
cumulativa = VERDADEIRO, a funcdo de densidade da probabilidade =
FALSO,

Resultado da farmula = 0,9500

Ajuda sobre esta funcdo o] ) Cancelar

Este resultado deve ser subtraido de 1 para

fornecer a cauda a direita. Assim a significincia é 5%.
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Tipos de Qui-Quadrado

O S®SS fornece ainda os sequintes valores do }°:
Qui-Quadrado de Pearson;
Corrigido de Yates ou Corre¢cdo de Continuidade;

r
r
B Razdo de verossimilhanca;
B Teste exato de Fisher;

r

Qui-Quadrado de Mantel-Haenszel ou teste de

associacdo [inear ou ainda associa¢do linear por

[inear.
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Correcdo de Continuidade — Yates
Obs.: 56 para tabelas 2x2

Sob a hipétese nula de independéncia a

estatistica Q, tem uma distribuicdo assintdtica

Qui-Quadrado com (kK -1).([-1) g.1.
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Razdo de verossimilhanca

(0,

i=1j=1 \ t i y
Quando as varidveis das linhas e colunas

sdo independentes a estatistica G° tem uma
distribuicdo assintotica Qui-Quadrado com

(R-1).(-1)g.L
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Qui-Quadrado de Mantel-Haenszel
Qo =(n—1)r"

O Qui-Quadrado de Mantel-Haenszel
testa a hipotese de que existe um
relacionamento linear entre as duas varidveis.
R? ¢ a correlacdo de Pearson (10) entre as duas

varidveis, que é calculado da sequinte forma:
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r = CO’V(X,(Y) Ond‘e

JSXSy

cov( X,Y )= Zny]fy (ZJC Tz)(Z)’]C])/n

1=17=1
= S xlri- Sari/n
1=1 j=1

Sy = Z)’fci— 2.y;ci/n
J=1 J=1
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Considerando uma tabela v xc

1 2 c |Total

1 Ji1 I12 fic ¥y
2 f-ZJ ,7(22 J(ZC 1’2

r VS e | e | S |

Total | «c, c, c, | n
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O teste exato de Fisher

O teste de Fisher é util para analisar
dados discretos (nominais ou ordinais) quando
os tamanhos das duas amostras sdo pequenos.

A cada individuo nos grupos é atribuido
um dentre dois escores possiveis. Os escores sdo

frequéncias em uma tabela 2x2.
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As amostras podem ser quaisquer dois
grupos independentes tais como: homens e
mulheres, empregados e desempregados,

catolicos e ndo-catolicos, pais e mdes, etc.
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Disposicdo dos dados na prova de Fisher

- + Total

Grupo I A B A+ B

Grupo 11 C D NC +D
Total | A+C B+D n
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Os cabecalhos sdo  arbitrariamente
indicados com sinais de "mais" e "menos’, podem
indicar duas classificacoes quaisquer: acima e
abaixo da mediana, aprovado e reprovado,
graduados em ciéncias e graduados em artes, a

favor ou contra, etc.

Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica

2



A prova determina se os dois grupos
diferem na proporcdo em que se enquadram, nas
duas classificacdes, ou seja, a prova determina
se o Grupo I e o Grupo II diferem
significativamente na propor¢do de sinais 'mais”

e "'menos" atribuidos a cada um.
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A estatistica teste

A probabilidade de se observar
determinado conjunto de frequéncias em uma
tabela 2x2, quando se consideram fixos os totais
marginais, ¢ dada pela  distribuicdo

hipergeométrica, isto é:
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ey )
at,

A+ B

(A+BN(C+D)N(A+C)(B+D)
n! A!BIC!D!
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E xemplo
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Suponha que os sequintes valores tenham
sido observados: A =10, B=0,C=4e D = 5.

Entdo a tabela anterior seria:

- + Total
Grupo 1 10 0 10
............ S j ; .
Total 14 5 19

B
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O valor da estatistica, nesse caso, seria:
P = (1019/14151)/(19!1010!4!5]) = 1,08%
Entdo sob Ho, a probabilidade de dessa
configuracdo ou uma mais extrema é de

p=1,08%.
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Esse exemplo foi simples em virtude da

existéncia de uma célula com wvalor zero. Se
nenhuma das frequéncias for zero, sob Ho,
podem ocorrer desvios "mais extremos” que devem
ser levados em conta, pois o teste envolve a
probabilidade daquela ocorréncia ou de uma

ocorréncia ainda mais extrema?
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Suponha, por exemplo, que os resultados de

um teste fossem os da tabela:

- + Total
Grupo 1 1 | 6 /
— j 1 A
Total 5 7 12

B
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Com os mesmos totais marginais, uma situagdao

maits extrema seria.

- + Total
Grupo 1 0 / /
Grupo 11 5 0 5
Total 5 7 12
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Se quisermos aplicar o teste a esses devemos

somar as probabilidades das duas ocorréncias.
Tem-se, entdo:
p, = (7I1SIS171)/(12111614!11) = 4,40%.
p, = (7151S171)/(12101715101) = 0,13%.
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Logo:

p=p, +p,=4,40% + 0,13% = 4,53%.

Isto é 4,53% é o wvalor-p que se deve
utilizar para decidir se esses dados mnos

permitem rejeitar Ho.
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Pelo exemplo, pode-se verificar, que mesmo

quando o menor valor ndo é muito grande, os
cdlculos do teste de Fisher se tornam longos. Por

exemplo, se o menor valor for 2, deve-se determinar
3 probabilidades e somd-las. Se o menor valor de
uma na célula é trés, tem-se que determinar quatro

probabilidades e somd-las e assim por diante.
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0 teste de
Kolmogorov-Smirnov

ou K-S
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Objetivos

A prova de Kolmogorov-Smirnov de duas
amostras verifica se elas foram extraidas da
mesma populacdo (ou de populagdes com a
mesma distribuicdo). A prova bilateral é sensivel
a qualquer diferenca nas distribuicées das quais
se extrairam as amostras (posicdo central,

dispersdo ou assimetria).
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A prova unilateral é utilizada para
determinar se os valores da populacdo da qual
se extraiu uma das amostras sdo, ou ndo,
estocasticamente maiores do que os valores da

populagdo que originou a outra amostra.
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Metodologia
O teste utiliza as distribuicées acumuladas. A
prova de uma amostra verifica a concorddncia entre
a distribuicdo de um conjunto de valores amostrais
e uma distribuicdo tedrica. A prova de duas
amostras visa a concorddncia entre dois conjuntos

de valores amostrais.
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Se as duas amostras foram extraidas da
mesma populacdo, entdo se espera que as
distribuicoes acumuladas das amostras estejam
proximas. Se as distribuicoes estdo “distantes”
isto sugere que as amostras provenham de
populagoes distintas e um desvio grande pode

levar a rejeicdo da hipétese de nulidade.

.rm
Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica "ﬁ



O teste paramétrico equivalente é o t.
Embora menos eficiente o K-S é mais versdtil
pois trabalha apenas com as ordens das duas
varidveis, sem se preocupar com o valor das
mesmas. Ele envolve menos cdlculos e apresenta

menos restrigoes que o teste t.
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Aplicagdo

Para aplicar a prova constroi-se a
distribuicdo das frequéncias acumuladas relativas
de cada uma das amostras, utilizando os mesmos
intervalos (amplitude de classes) para cada uma
delas. Em cada intervalo subtrai-se uma fungdo
da outra. A prova utiliza como estatistica o maior

s destas diferengas.
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Hipoteses

H,: As amostras sdo da mesma pop.

H, : As amostras ndo sdo da mesma pop.

Inicialmente ordenam-se ast = m + n
observagoes de forma crescente. Considera-se

os estimadores S, e S, de F, e F,, isto é:

Si(x) = Ry/m e Sy(x) = R,/n
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Onde K, = nuimero de valores X < x;

R, = miimero de valores V;< x;
Define-se:

D =max |S;(x) = S,(x)|
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Rejeitamos H, ao mnivel o de
significancia se:
D =max |S,x)— S,(x)| =D, onde
P(D=D,)=0

Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica "ﬁ



Exemplo:

Os resultados de duas amostras A e B sdo:

A B
7,49 7,37 7,28 7,48
7,35 7,51 7,35 7,31
7,54 7,50 7,52 7,22
7,48 7,52 7,50 7,41
7,48 7,46 | 7,52 7,45
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TVerifique se existe uma diferenca
significativa entre as duas amostras.

Tem-se:
Hy: Fi(x) = Fy(x)
Hy: Fi(x) # Fr(x)

Fazer no Excel e depois no SBSS!

.rm
Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica "ﬁ



A tabela

Se o n >40 e o teste é bilateral, entdo o
|

n;tno

valor critico é dado por: d =1,36

nin;

Se o0 teste é unilateral, entdo o valor

, NiN2

/7 4 V4 . 2
critico é dado por. Y2=4D
n;+tn;
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Exemplo
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Amostras de n, = n, = 50 valores das
opinides de diretores financeiros de grandes e
pequenas empresas mostraram os resultados
da tabela sequinte, medidos em uma escala

Likert de 5 pontos:
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Amostras de n, = n, = 50 valores das opinides

de diretores de empresas Grande e Pequenas.

Escala Grandes Pequenas
1 5 15
2 8 13
3 10 10
4 15 8
5 12 4
Total 50 50
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Teste a hipotese de que opinides dos

diretores dos dois tipos de empresa sdo

divergentes.
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Determina¢do das Diferengas

Escala| Grandes | Pequenas | Fr,(x), Fry(x) |D]
1 5 15 010 030 0,20
2 8 13 026 056 030
3 10 10 | 046 0,76 0,30
4 15 0,76 | 0,92 0,16
5 12 1,00 1,00 @ 0,00
Total | 50 50 0,30
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Como as amostras sdo grandes n > 40, o qui-

quadrado deve ser utilizado. Assim:

d =136 |12

=0,27

n1+n2
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Conclusdo

A menos de um erro de 5%
(Significdncia), posso afirmar que as opinides
dos diretores financeiros de empresas grandes

e pequenas sdo divergentes.
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Observagdo:
O SPSS utiliza a estatistica Z (Smirnov,

1948), obtida sequinte forma:

nino

Z = MCVC]"@]" it

onde o mnivel de significdncia ¢é calculado
utilizando a aproximagdo de Smirnov, fornecida

. para o teste de uma amostra.
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O teste U
deMann-Whitney
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Objetivos

Comprovar se dois grupos independentes

foram ou ndo extraidos da mesma populagdo.
Requisitos
Grau de mensuragdo seja pelo menos ordinal.

Substitui

O teste t para amostras independentes.
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Hy: A e B apresentam a mesma distribuicdo.

H,: A é maior do que B (teste unilateral)
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Metodologia

Sejam n, = numero de casos no menor dos
dois grupos independentes e n, = niimero de
casos no maior grupo. Primeiramente combinam-
se as observagdes ou escores de ambos os grupos,

relacionando-os por ordem ascendente.
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Nessa ordenacdo ascendente,
consideram-se os valores algébricos do grupo
n =mn, + n, isto é os postos mais baixos sao
atribuidos aos maiores valores (negativos se

houver)
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Focaliza-se agora um dos grupos, por
exemplo, o grupo que apresenta n, casos. O
valor de ‘U (a estatistica teste) é o nimero de
vezes que Um escore no Grupo com m, Casos
precede um escore no grupo com n, cdasos mno

grupo ordenado formado por n = n, + n, casos.
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Exemplo
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Suponha um grupo experimental com
n, = 3 casos e um grupo de controle n, com 4
casos. Admita-se que os escores sejam o0s

sequintes:

Experimental 9 11 15
Controle 6 8 10 13
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®Para determinar U, ordenam-se primeiro os
escores de forma crescente, tendo o cuidado de

identificar a qual grupo cada um pertence (E

ou C):
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Considera-se agora o grupo de controle
e conta-se o niumero de escores E que

precedem cada escore do grupo de controle.
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Nenhum escore E precede o escore C igual
a 6. Isto também é verdade para o escore C = 8.
O proximo escore C é 10 e é precedido por um
escore E. O ultimo escore C, 0 13, é antecedido

por dois escores E.
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Assim, U=0+0+1+2=3.0
nimero de vezes que um escore ‘E vem

antes de um escore C ¢ igual a 3, isto ¢,

U =3.
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A distribuicdo amostral de U, sob H, é
conhecida e pode-se entdo determinar-se a
probabilidade associada a ocorréncia, sob H,,
de qualquer valor de U tdo extremo quanto o

valor observado.
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Amostras bem pequenas

Quando nem n, e nem n, sdo superiores a
8, pode-se utilizar o conjunto J (Siegel) para
determinar a probabilidade exata associada a
ocorréncia, sob H,, de qualquer U tdo extremo

quanto o valor observado.
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O conjunto J é formado por seis tabelas
separadas, uma para cada valor de n, com
3 <n, <8 Para determinar a probabilidade,
sob H,, associada aos dados é necessdrio entrar

com os valores de n,, n, e V.
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No exemplo dado, tem-se: n, = 3, n, =
4 e U =3. A tabela de n, = 4 do conjunto J

mostra que U < 3 tem probabilidade de
ocorréncia, sob Hy, de p = 0,20 = 20%.
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Observacdo 1:

As  probabilidades  fornecidas  sdo
unilaterais. Para um teste bilateral, deve-se
duplicar o valor da probabilidade apresentado

em cada tabela.
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Observacdo 2:

Caso o valor observado de U seja grande e
ndo conste da tabela, existe a possibilidade de
ter-se tomado o grupo “errado” no cdlculo de V.
Neste caso, pode-se utilizara transformagdo:

U =n,.n,- U, onde U’ é o valor que ndo

foi encontrado na tabela.
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Amostras médias

Se n, representar o tamanho da maior
das duas amostras e for maior do que 8, o
conjunto de tabelas J ndo poderd mais ser
utilizado. Quando 9 < n, < 20, pode-se
utilizar tabela K (Siegel).
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Essa tabela fornece valores criticos de U
para os niveis de significdncia de 0,001, 0,01,
0,025 e 0,05 para um teste unilateral. ®Para um

teste bilateral, os niveis de significdncia sdo

dados por: 0,002, 0,02, 0,05 ¢ 0,10.
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Este conjunto de tabelas fornece valores
criticos de ‘U e ndo probabilidades exatas (como as
J). Isto é, se um valor observado de U, para n, <
20 e 9 < n, < 20, ndo superar o valor da tabela,
pode-se rejeitar Hy, a um dos mniveis de

significancia indicados.
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Amostras médias — Determinacdo de U

Para valores grandes de n, e n, o método
para determinar U ¢é trabalhoso. Um processo
alternativo com resultados idénticos, consiste em
atribuir posto 1 ao wvalor mais baixo do grupo
combinado (n, + n,) valores, o posto 2 ao valor

sequinte e assim por diante.
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Entao:

nj(n]_l_])
U=nin; — R ;
2
ou
no(n,+1
U=nin,+ 2(; )_Rz

onde R, = soma dos postos atribuidos ao
grupo n, e R, = soma dos postos atribuidos

ao grupo n,.
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Por exemplo, se n, = 6 e n, = 13, um
valor de U = 12 permite rejeitar H, ao nivel
O = 0,01 em uma prova unilateral e rejeitar

H, ao nivel O = 0,02 em uma prova bilateral.
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®Para itlustrar o processo vamos utilizar

amostras pequenas. Assim:

Escore Posto  Escore C  Qosto
/8 / 110 9
64 4 70 5
75 6 53 3
46 1 51 2
52 8
Soma  R,=26  Soma = R,=19
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Aplicando a formula anterior seque:
UVU=45+505+1)/2-26=9
O menor dos dois valores de ‘U é aquele cuja

distribuicdo amostral constitui a base da tabela

K (Siegel).
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Amostras grandes

Nem a tabela J e nem a K podem ser
utilizadas quando n, > 20.

Mann e Whitney mostraram (1947), que a
medida que n, e n, aumentam, a distribuicdo
amostral de U tende rapidamente para a

distribuicdo normal, com:
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Média
Uy =EV)=-1=2

2
e
+n,+ 1
GU:\/nznz(nz npt1)
12
Entdo: U2
Uy _ 2
X)) \/n1n2(n1+n2+1)
12

E assintoticamente N{0; 1)

Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica

B



Empates
A prova de Mann-Whitney supde que os

escores  representem  uma  distribui¢do
basicamente continua. Numa distribuicdo
continua a probabilidade de um empate é zero.
Todavia, como a mensura¢do tem uma precisdo

limitada, os empates podem ocorrer.
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Admite-se que as observacoes que
estejam empatadas, tenham, na realidade,
escores diferentes, e que esta diferenca é
muita pequena para Sser detectada pelo

instrumento de medida.
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Assim  quando  ocorrem  empates
atribui-se a cada um dos valores empatados

a média dos postos que Llhes seriam

atribuidas se ndo houvesse empate.
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Se os empates ocorrem entre dois ou mais
valores do mesmo grupo, o valor de U ndo é
afetado. Mas se os empates ocorrem entre duas ou

mais observagoes envolvendo os dois grupos, entdo

0 valor de U ¢ afetado.
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Embora, os efeitos prdticos dos empates
sejam despreziveis existe uma correcdo para
empates que deve ser utilizada com a

aproximagdo normal para grandes amostras.
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O efeito dos postos empatados modifica a
variabilidade do conjunto de postos. Assim, a
correcdo deve ser aplicada ao desvio padrdo da
distribuicdo amostral de ‘U. Com esta correcdo o

desvio padrdo é dado por:

Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica

2



niny n3—n

— T
ov n(n—1) 12 Z

Onden =n, +n,
T=F-1t)/12
t = numero de escores empatados para

um determinado posto.
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Clique conforme figura

Mann-Yhitney - SPSS Data Editor
File Edit ‘“iew Data Transform | dnalyze  Graphs  Utilities  ‘Window  Help
~ - Feports »
- n 5 =l 1 @ Dezcriptive Statistics r m E % @
|2? : |_ Custom Tables »
: Compare Means k -
ke rating eneral Linear Model k o il :
1 1 Mived Models b
2 1 Correlate b
3 1 Regression 2
4 1 Loalinear 3
[ 1 Clazsify 3
E 1 [rata Aeduction k
= 1 Scale b
5 i Monparametric Tests r Chi-Square... —
Time Senies » Birwarmial... |
9 1 Survival k Runs... -
10 1 Multiple Rezponze k 1-Sample k-5 | |
11 1 Mizzing W alue Analyzis. . 2 Independent Samples. . I_
12 1 L K. Independent Samples...
13 1 3 2 Related Samples... B
14 1 3 K. Belated Samples... B
15 1 o
16 1 3
17 1 3
18 1 a =
4 [ # [, Data view £ Varkoe vew |4 _rI_I
& Independent S amples |5F'SS Froceszar iz ready i
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Isso abrird a sequinte caixa de didlogos:

 Two-Independent-Samples Tests |

® Sew of subject [se] TestWanable List: ok

Fati fthe i t
@) ating of the importan: E Pazte
Reszet

Grouping % anable:

E I Help

[Nefine Eraups...

— Test Tupe
W Manniwhitney U [ Kolmogorow-Smirmoy 2

[T Moszes extreme reaction: [ WaldWolfowitz runs

Euxact... | Optiohs...

Coloque Rating ... Como Test Variable

List e Sex of subject como Grouping Variable.
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Clique em Define Groups

Two Independent Samples: Define... B4

Group 1: ||'| | Continue I
Group 2 IE Cancel

Help

Entre os codigos, conforme planilha.
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Test Statistics

RATING Rating of the importance of
body as characteristic in a partner

Mann-Whitney U 147,500
Wilcoxon W 357,500
Z -1,441
Asymp. Sig. (2-tailed) ,150
Exact Sig. [27(1-tailed ,0157

Sig.)]

a Not corrected for ties.

b Grouping Variable: SEX Sex of subject
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Conclusdo:

Ndo ¢é possivel afirmar que existe
diferenca entre homens e mulheres quanto a
importdncia que eles atribuem a forma do corpo
do companheiro.

U =147,50,n;, =20, n, =20, p=1570%

bilateral.
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0 teste de Wilcoron

5
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Objetivos

O teste de Wilcoxon investiga se existe

diferenca na posicdo de duas populagoes.
Introduzido em 1945 com o nome de Teste da
Soma das ordens (Rank Sum Test) destacou-se

na drea ndo paramétrica pelo seu poder.
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Requisitos

As duas amostras sdo aleatorias e

independentes.

Substitui

O teste t para amostras independentes.

.rm
Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica "ﬁ



H,y: Os grupos A e B sdo da mesma populagdo.

H,;: Os grupos A e B ndo sdo da mesma

populagdo.
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Metodologia

Sejam X, X5 .., X, € Y, YV, .., 7,
(m 2 n)  Forma-se um unico grupo de
R = m + n observagées ordenadas de forma
crescente. Define-se: W = i() j
J=1

Onde O; representa a ordem de VY, na

classificagdo conjunta dos R, = m + n valores.
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As hipoteses sdo:
Hy: A =0
H.:A >0
A <0
A#0
Rejeitamos H, se W = W, onde
PW = W,) = O nas hipoteses unilaterais e

metade desse valor na bilateral.
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A hipotese  unilateral é  mais
recomenddvel pois a ideia é de que uma

populacdo é em média maior do que a outra.
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Observagoes:

(1) Os valores mdximo e minimo de W ocorrem
quando Y, ocupa respectivamente das n

J
ultimas ou as n primeiras observacbes na

classificagdo conjunta R, = m + n. Tais

valores correspondem as sequintes situagcoes:
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Wy > XX o XYV Y. ¥
W .—>Y Y. YXxx.x

E assim, tem-se:

" +1
sz’n: Z]: n(n ) e
J= 2

R n(2m+n+1
gy otamenes

=m+1 2

mdax J
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(1i) A média (mediana) dos possiveis valores de
n(m+n+1)
2

W, sobJHyé:  q), =

(111) A amplitude do intervalo de variagdo de W
ﬂ‘W W Wmm
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(iv) W é uma varidvel discreta.

(v)n é o tamanho da menor amostra.

(vi) A distribuicdo de W, sob H,, é simétrica em
relagdo a sua média. Como conseqiiéncia: W,
=n(m+n+1)-W,,

Ou seja:

P WsWo) = PIWS n(mn+1)- W,
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Suponha que se tenha dois grupos, um
denominado de experimental e outro de

controle, conforme valores da tabela.
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Unfores f}xperz;menta[ Confro&z
Escore - Posto Escore Posto
1 25 8 12 10
2 s 3 6 15
: > — o
4 19 17 13 12
5 0 113 11
: - - . —
7 s 14 10 7
8 6 10 8
9 8 5 11 9
Total 93 W=78
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Como as duas amostras sdo iguais e ndo
apresentam empates entre os grupos o valor da
estatistica de Wilcoxon ¢ a menor das duas

somas de postos obtida. Nesse caso,

W =78,
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Empates

Quando ocorrem empates entre valores
dos dois grupos, ou seja, entre X e Y, a média
das ordens dos valores empatados ¢ utilizada
no cdlculo de W e o cdlculo é realizado da

mesma_forma que anteriormente.
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Considere os sequintes wvalores de duas

amostras X e Y-

X 7
I 2,3 1,8
2 3,2 23
3 3,8 2,3
% 45 32

Esses valores em wum unica amostra

ordenada seriam:
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Valores 18 23 23 23 32 32 38 45

Grupo Y X Y Y X Y x X
Postos 1 2 3 4 5 6 7 &
Empates 1 3 3 3 55 55 7 &

Entao:
W=1+3+3+55=12>5.
W=3+55+7+8=2305.
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Observagdo.

Empates entre os valores de X e entre
os valores de Y apenas ndo afetam o valor da

estatistica W, mas afetam a sua distribui¢do

sob I,
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Aproximagdo pela normal

Quando n e m crescem os valores de W

podem ser aproximados por uma distribui¢do

normal de média: n(m+n+1)

Hoy=E(W)=

e desvio padrdo:

2

1)

O_W:\/mn(m n

12
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Aproximacdo pela normal

Quando n e m crescem os valores de W

podem ser aproximados por uma distribuicdo

normal de média: U y=E(W)= n( m+2 n+1)
1
e desvio padrdo:  oy= \/ mi{m;;”Jr )
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Correcdo de continuidade

Em geral é recomenddvel aplicar-se uma
correcdo de continuidade na aproximagcdo pela
normal. ‘Essa correcdo consiste em somar ou
subtrair o valor 0,5 ao valor de W conforme se
esteja calculando valores na parte inferior ou

superior da curva.
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Por exemplo:

Sem=38 n=4eW =35 O limite superior
exato é 7,7 %.

Aproximando pela normal, sem corregdo,
temos valor-p = 6,32%

Utilizando a correcdo o valor passa para

valor-p = 7,44 %.
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Distribuicdo sob H,

Para ilustrar a distribuicdo sob H, de W.
Considere-se m = 4 e n = 2. Com essa configuragdo

o ntimero de combinagces (agrupamentos)

yd ° Vd 6 6
possivels é: (4) = (2) =15
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Agrupamento| W, | Agrupamento| W,
YYXXXX 3 XYXXXY 8
YXYXXX 4 XXYYXX 7
YXXYXX 5 XXYXYX 8
YXXXYX 6 XXYXXY 9
YXXXXY 7 XXXYYX 9
XYYXXX 5 XXXYXY 10
XYXYXX 6 XXXXYY 11
XYXXYX 7
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De onde obtém-se a distribuicdo:

w, | ew=w)| ew =w) |ew <w)
3 0,0667 0,0667 1,0000
4 0,0667 0,1333 0,9333
5 0,1333 0,2667 0,667
6 0,1333 0,4000 0,7333
4 0,2000 0,6000 0,6000
8 0,1333 0,7333 0,4000
9 0,1333 0,667 0,2667
10 0,0667 0,9333 0,1333
11 0,0667 1,0000 0,0667

Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica

2



Observagoes:

Considerando os resultados anteriores, tem-se:

(1) PW=Wy)=P/W=nm+n+1)—W,|

(i1) BW 2 W,)=B[W <n(m+n+1)— W,/
(111) A distribuigdo é simétrica em torno da média

EW)=nm+n+1)/2

.rm
Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica "ﬁ




Empates:

No caso de observacoes empatadas a
distribuicdio de W se altera e como
consequéncia os niveis de significincia das
tabelas que sdo feitas sem empates se

tornam apenas aproximagoes.
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Exemplo:

Para ilustrar considere-se duas amostras de
tamanhos m = 3 e n =2, onde os valores dos
postos 3 e 4 sdo iguais. Os possiveis arranjos bem
como a distribuicdo da estatistica W, para essa

situagdo, sdo as sequintes:
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Agrupamento W, | Agrupamento W,
YYXXX 3 XYXY X 5,5
YXYXX 4,5 XYXXY 7
VYXXYX 4,5 XXYYX 7
YXX YX 6 XXYXY 85
XYYXX 5,5 XXXYY 85

A distribuigdo de W, para essa situagdo, serd:
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Distribuicdo de W sob H,

w, | ew=w) | aw>w)
3 010 1,00

4,5 0,20 0,90

5,5 0,20 0,70
6 0,10 0,50
4 0,20 0,40

85 0,20 0,20

Assim, por exemplo, se W = &5,

P(W =2 8,5)= 0,20, mas pela tabela tem-se: 10%.
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Exercicio
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Cinco mulheres e dez homens foram
submetidos a um teste de aptiddo para exercer
determinada funcdo. Eles foram avaliados por
meio de uma escala de 0 a 10. Os resultados estdo
na tabela. Se vocé fosse o diretor com qual grupo

trabalharia? Resolva utilizando o Excel e 0 SPSS.
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0 teste
fo Siegel-Tukey
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Objetivos

Desenvolvido por Sidney Siegel (1916
1961) e John Wilder Tukey (1915 — 2000)
em 1960 o teste ¢ utilizado para verificar se
existe uma diferen¢a significativa entre as

varidncias de duas populagoes.
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O teste de Siegel-Tukey é um dos muitos
testes de dispersio que sdo, também
conhecidos como testes de escala ou
espalhamento, utilizados para verificar se as
varidncias de duas populacées independentes

sdo homogéneas.
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Hipoteses
H,: 0f = 05
H,: 0f # 0%
of > 0%

of < 0%
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Suposicoes

Este teste tem por base as sequintes

suposigoes:
(1) Cada amostra  foi selecionada
aleatoriamente;

(1) As duas amostras sdo independentes;
(1ii) O nivel de mensuragdo é pelo menos ordinal.

(iv) As duas populagoes tem a mesma mediana.
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Metodologia

O procedimento de cdlculo do teste de
Siegel-Tukey  para a  equivaléncia  da
variabilidade é idéntico ao empregado no teste U
de Mann-Whitney, exceto pelo fato de que o

teste emprega um protocolo diferente para o

cdlculo dos postos.
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Enquanto o procedimento do teste de
Mann-Whitney é utilizado para identificar
diferencas na tendéncia central (especificamente
do wvalor mediano) o teste de Siegel-Tukey é

projetado  para identificar diferencas na
variabilidade.
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A suposigdo bdsica do teste toma por base a
premissa de que na distribuicdo global dos N = n
+ m escores, a distribuicdo dos escores no grupo
com maior varidncia ird conter valores mais
extremos (isto é, escores que serdo muito altos ou

muito baixos)
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A suposigdo bdsica do teste toma por base a
premissa de que na distribuicdo global dos N = n
+ m escores, a distribuicdo dos escores no grupo
com maior varidncia ird conter valores mais
extremos (isto é, escores que serdo muito altos ou

muito baixos)
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O procedimento para o cdlculo dos
postos para o teste de Siegel-Tukey é similar
ao de Mann-Whitney, mas emprega uma

forma diferente de atribuicdo dos escores.
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Enquanto no teste de Mann-Whitney
os escores sdo atribuidos de forma crescente
ao leque dos valores de minimo para mdximo
0 de Siegel-Tukey a atribuicdo é feita de

forma alternada.
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O posto 1 é atribuido ao menor escore
enquanto que o posto 2 ao maior. O posto 3 ¢
atribuido ao sequndo maior escore e o 4 ao
sequndo menor escore. O posto 5 é atribuido ao
terceiro menor escore e 6 ao terceiro maior

escore e assim sucessivamente.
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Exemplo
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®Para testar novas drogas um grupo de 12
pacientes  depressivos  foram  aleatoriamente
colocados em um de dois grupos. Seis pacientes
ficaram no Grupo 1 onde receberam o antidepressivo
Elatrix por um periodo de seis meses. Os demais
pacientes foram colocados no Grupo 2 e receberam o

antidepressivo Euphyria durante o mesmo periodo.
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Suponha que o pesquisador testou o nivel de
depressdo nos dois grupos antes de iniciar o
tratamento e ndo verificou diferenca. Apos os seis
meses 0s dois grupos foram avaliados por um
Psiquiatra (que ndo conhecia quem era de qual

grupo) sobre o nivel de depressao.

.rm
Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica "ﬁ



Os escores que foram atribuidos as

pacientes dos dois grupos foram.

Grupol 10 10 9 1
Grupo2 6 6 S5 5

O fato de que a média e a mediana dos dois
grupos sdo equivalentes sugere que ndo existe

diferenca na eficdcia das duas drogas.
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Uma inspecdo nos dois grupos, contudo
revela que existe uma diferenca aparente de
variabilidade ~ entre  os  dois  grupos.
Especificamente a droga Elatrix diminui a
depressdo em algumas pessoas enquanto aumenta
em outras. O pesquisador quer comparar a

variabilidade dos dois grupos.
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O numero total de sujeitos é N = 12, onde
existe n = 6 sujeitos no Grupo 1 e m = 6 sujeitos
no Grupo 2. Os dados para os dois grupos estdo

resumidos na Tabela.

Su]'eito 51 6,1 41 52 62 32 42 1,2 22 31 1,1 21
‘Escores o 0 1 4 4 5 S 6 6 9 10 10
Postos 1 4 S5 & 9 12 11 10 7 6 3 2

Postos 25 25 5 &5 85 11,5 11,5 &5 85 6 25 25
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Assim as somas dos postos dos grupos 1 e 2
sdo 1quais a:

R,=21e®R, =57
Os valores de ‘U, e ‘U, sdo dados por:

n(n+1) +6.(6+1)

V;=nm+ R ,=6.6 —21=36
2 2
m(m+1 6.(6 +1
U, =nm+ (2 )—R2=6.6+ (2 )—57=0

B
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Observagoes:
(a) Note que os valores de U, e U, ndo podem

ser negativos
(b) Se Mann-Whitney for utilizado a sequinte
relacdo pode ser usada para checagem: n.m =
U, + U,
(c) ®Para pequenos valores de n e m a

significancia de ‘U ¢é obtida das tabelas.
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(d) O valor de U pode ser aproximado por
uma normal de média (nm)/2 e varidncia

[nm(n +m-1)[/12.

(e) A corregdo de continuidade é obtida por
z=(|U~-(mm)2| -0,5)/DP.
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Para o exemplo dado, se a normal fosse
adequada, o que ndo é o caso, o valor de z

obtido seria igual a:

6.6
‘U—@—w ‘0—— ~0,5
— 2 — 2 =—2.80
\/nm(n+m+1) \/6.6(6+6+1)
12 12

Se ndo fosse utilizado a CC o valor de z

obtido seria igual a -2,88.
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(f) A aproximagdo normal pode ser corrigida
para empates quando eles forem excessivos.
Neste caso a varidncia é dada por:

S
3_ 4.
nm(n+m+1) nmEJ(tl ti)
12 12(n+m)n+m—1)

V(U)=

Onde s = numero de conjuntos de empates.
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Para o exemplo dado, se a normal fosse
adequada, o que ndo é o caso, e a corre¢do para

empates fosse utilizada o valor de z seria igual a:

oM
_ 2 _
g = —
A) 3 )
nm(n+m+1) nmE](ti i
12 22(n+m)n+m—1)
6.6
0__
= 2 =—2,91
6.6(6+6+1) 6.6.30
12 12(6+6 6 +6—1)
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‘U—@ ~0,5
2
Z = —
S 3_ )
nm(n+m+1) B nmzj(ti 4
12 122(n+m)n+m—1)
6.6
550
= 2 =—2,83
6.6(6+6+1)_ 6.6.30
12 12(6+6)(6+6—1)

Onde Y.(t}—t:)=5(2°-2)=30 uma vez que
1=1

todos os 5 empates foram entre 2 valores.
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(g) O teste de Siegel-Tukey é baseado na hipdtese
de que as medianas dos dois grupos sdo iguais. Se
1Sto ndo acontecer é necessario ajustar os escores.
Isto pode ser feito subtraindo a diferenca entre
as duas medianas do grupo com a mais alta
mediana ou somando esta diferen¢a ao grupo com

a menor mediana.
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O teste
de Moses
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Objetivos

O teste de Moses serve para comparar
as dispersoes de duas populacoes. Ele ndo
exige que as populagcées tenham a mesma
mediana como o teste de Siegel-TuRey, isto ¢,

ele pode ser aplicado quando as duas

populagoes diferem na “posi¢do”.
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Requisitos
Grau de mensuragdo seja pelo menos ordinal.

Substitul

Ele ¢ uma aplicagio do teste de
Wilcoxon as varidncias dos dados originais

quando agrupadas de forma conveniente.

.rm
Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS — Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica — Curso de Estatistica "ﬁ



L2, 2
H,: o0y + 05
of > 0%

of < 0%
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Metodologia

Sejam X;, X, .., X, e ¥V, YV, o, ¥V,
Escolhe-se um valor arbitrario R = 2 e dividimos
os ‘m” valores X em m, grupos aleatorios com
‘R” elementos em cada um, desprezando sobras
se existirem. Repetir o mesmo procedimento para

os valores de 7, isto é, obtendo n, grupos.
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®Para cada grupo calcula-se a soma dos

quadrados dos desvios, ou seja:

) (zm
— Z(Xir_)?i) Zer =
r=1 é,
para 1=1,2,...m
,{ 2
£ (Z(er)
Z((er (Y]) — Z(Y]r — rzj&
r=1

para | =1,2,...,n;
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Os wvalores C; e D; sdo as variagdes dos
grupos i e j, ou ainda, as varidncias desses
grupos multiplicadas por (kK — 1),

Assim para testar as varidncias aplica-se

o teste de Man-Whitney aos valores C; e D;
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Observagoes:

(1) Fixando um mesmo nivel de significancia as
conclusoes podem variar em fungdo de:
(a) Niimero de grupos formados (R é qualquer),
(b) A estrutura dos subgrupos. Para um mesmo

R, sdo possiveis (Z] : (Zj combinagoes.
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(i) Ndo é recomenddvel testar wvdrios
valores de K até que se obtenha a

conclusdo mais adequada.
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Procedimento

O nuimero de subamostras derivadas de cada
Grupo ndo precisa ser o mesmo. O niumero de
escores em cada subgrupo deve ser tal que os
produtos n,kR e m,R, incluam o maior niimero
possivel de escores. A situagdo otima seria n,R =

nem;R =m o que nem sempre serd possivel.
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Apos a determinacdo das amostras,
determina-se a média de cada uma e em
sequida a variacdo. Tendo os wvalores das
variagoes o procedimento é o de Mann-Witney

sobre os escores das variacoes.
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Exemplo
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®Para testar novas drogas um grupo de 12
pacientes  depressivos  foram  aleatoriamente
colocados em um de dois grupos. Seis pacientes
ficaram no Grupo 1 onde receberam o antidepressivo
Elatrix por um periodo de seis meses. Os demais
pacientes foram colocados no Grupo 2 e receberam o

antidepressivo Euphyria durante o mesmo periodo.
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Suponha que o pesquisador testou o nivel de
depressdo nos dois grupos antes de iniciar o
tratamento e ndo verificou diferenca. Apos os seis
meses 0s dois grupos foram avaliados por um
Psiquiatra (que ndo conhecia quem era de qual

grupo) sobre o nivel de depressao.
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Os escores que foram atribuidos as

pacientes dos dois grupos foram.

Grupol 10 10 9 1 0
Grupo2 6 6 S5 5 4 4

O fato de que a média e a mediana dos dois

grupos sdo equivalentes sugere que ndo existe

diferenca na eficdcia das duas drogas.
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Contudo o exame dos dois grupos revela que
pode haver uma diferenca significativa na
variabilidade dos dois grupos, isto é, o Grupo 1
apresenta uma variabilidade maior do que o
Grupo 2. Assim, os dados sugerem que a droga
Elatrix pode, de fato, diminuir a depressdo em

alguns sujeitos, mas aumentar em outros.
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O niimero total de sujeitos envolvidos é N =
12 com n = 6 suyjeitos no Grupo 1 e m = 6
sujeitos no Grupo 2. Estes conjuntos devem ser
divididos em subamostras menores do que o

tamanho dos grupos. Assim a melhor op¢do é

escolher kK = 2, tendo-se, desta fora, 3 amostras

de tamanho 2 em cada grupo e nenhuma sobra.
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As amostras devem ser selecionadas
aleatoriamente de cada um dos dois grupos.
Neste caso, teremos 3 amostras de tamanho 2
de cada um dos grupos. As amostras, as médias
e as variagdes sdo apresentadas na tabela da

proxima ldmina.
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Grupo 1
1, 10
10, 0
9,0

Grupo 2
4, 4
35, 6
5, 6

Média
5,5

4,5

Média
4,5
6
4,5

Variagdo
40,5
50
40,5
R,
Variagdo
0
0,5
0,5

Rs

Escores
4,5
6
4,5
15
Escores
1
2,5
2,5
6
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Neste caso os escores U, e U, serdo:

+1 3.(3+1
O, =mm+ M) g —55020%D 5y
2 2
+1 3.(3+1
1)2=nm+m("z2 ) _g,=33+ (2 ) =

O menor valor é a estatistica U, que neste
caso, ¢ igual a zero. Conforme tabela J, a

significancia deste resultado é de 0,05.
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Assim é possivel concluir que existe uma
variabilidade maior, nos escores de depressdo,
no Grupo 1 que recebeu a droga Elatrix, do que
no Grupo que recebeu a droga Euphyria (Grupo

2).
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Aproximagdo pela Normal

Embora os grupos sejam pequenos demais
para uma aproximagdo pela normal, isto serd
feito apenas para ilustracdo do procedimento.

‘Neste caso a estatistica teste serd.
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f(}_ﬂ 0_2
= - 2 =19
\/nm(n+m+1) \/3.3(3+3+1)
12 12

Este resultado concorda com o anterior e
fornece uma significinciade 5% bilateral.
Se a corregio de continuidade for

utilizada o valor de z passard para:
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3.3
‘U—@—OJ ‘0———0,5
= 2 = 2 =—1,75
\/nm(n+m+1) \/3.3(3+3+1)
12 12

Neste caso este resultado ndo serd maits
significativo a 5% bilateral, mas apenas a 5%

unilateral.
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