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INTRODUCAO

A inferéncia estatistica tem por objetivo fazer generalizagdes sobre uma populagdo com base

em valores amostrais. A inferéncia pode ser feita estimando os pardmetros:
(a) Por ponto e
(b) Por intervalo.

A estimacdo por ponto € feita através de um tunico valor, enquanto que a estimacdo por
intervalo fornece um intervalo de valores em torno do valor da estimativa pontual. Na estimag¢do por
ponto o objetivo € utilizar a informacao amostral e aprioristica para se calcular um valor que seria, em

certo sentido, nossa melhor avaliacdo quanto ao valor, de fato, do parametro em questao.

Na estimativa por intervalo, usa-se a mesma informac¢do com o propdsito de se produzir um

intervalo que contenha o valor verdadeiro do parametro com algum nivel de probabilidade.

Exemplo:

Uma amostra aleatdria simples de 400 pessoas de uma cidade € extraida e 300 respondem que
acham a administragdo municipal boa ou 6tima. Entdo o valor p = 300/400 = 75% € uma estimativa
por ponto do percentual de pessoas da cidade que acham a administracdo boa ou 6tima. Esta mesma
estimativa poderia ser enunciado como de: 70% a 80% das pessoas da cidade acham a administragdo
boa ou 6tima. Neste caso, teriamos uma estimativa por intervalo da proporcao. Note-se que o centro do

intervalo € o valor “75%” da estimativa pontual.
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1. ESTIMACAO POR PONTO

O problema da estimagdo por ponto € o de produzir uma estimativa que realmente represente a
melhor avaliacdo do valor do parametro. Deve-se especificar em primeiro lugar o que se entende por
"melhor avaliacdo" e em segundo os estimadores que satisfacam estas especificacoes. Como um
estimador € uma varidvel aleatdria cujo valor varia de amostra para amostra, suas propriedades sdo, de

fato, as propriedades da distribuicdo amostral.
1.1. NOTACAO

Vai-se considerar uma varidvel aleatéria X (populacio) cuja distribui¢do € caracterizada, entre

outras coisas, por um parametro 0, que gostarfamos de estimar.

Um estimador do parametro 0, que é obtido através de uma férmula dos valores amostrais:

X, X, ..., Xp, € anotado por 6. As caracteristicas bdsicas da distribuicdo de 6 sdo sua média

ug = E(8) e sua variancia ¢2 = Var(6) =E(8- pug)* = E(éz)—bé.
O desvio padrio de 6, representado por ¢g=+/Var(8) é denominado de "erro padrio de 6 ".

Figura 1.1 - Relagdo entre EQM e variincia de um estimador

Além destes, os seguintes conceitos sdo de importancia:

Erro amostral € = § - 6, que € a diferenca entre o valor do estimador 8 e o verdadeiro valor a
ser estimado 0. O tamanho do erro amostral varia de amostra para amostra.

Viés ou tendenciosidade Viés(8) = E(8) - 6 como sendo a diferenca entre a média da

distribuicdo amostral de 8 e o valor do parimetro 0. Este valor €, para cada estimador, fixo, podendo

ou nao ser zero.
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Erro quadrado (quadrético) médio EQM(8) =E =(¢) = E(#6 - 6)2 € uma variancia que mede a
dispersdo do estimador em torno do verdadeiro parametro, ao invés de em torno de sua média.

Existe uma rela¢do entre o EQM(8) e a Var(8 ), conforme, mostrado abaixo:

EQM(8)=E(6 - 6)’=E(# - E(8) + E(8) - 6)° =E{[6 - E(8)] + [E(6) - 6]}*=E[6 - E(8)I’
+2.[E(6 - E(8)][E(8) - 0] + E[E(8) - 6]* =E[6 - E(8)]> + E[E(8) - 6] =E[6 - E(8)]° + [E(8) - 6]
= Var(8) + Viés(8 )%, pois

2.[E(6 - E(8)][E(6)-06]=2.[E(6)-6][E(6)-E(8)]=0.

Desta forma:

EQM(8) = Var(8) + Viés(8)?, isto é, o EQM é a soma da varidncia do estimador com sua

tendenciosidade elevada ao quadrado.

1.2. PROPRIEDADES DOS ESTIMADORES

As propriedades desejdveis para um estimador sdo: ndo-tendenciosidade, precisdo ou

eficiéncia, validade ou acuracia e consisténcia.

1.2.1. NAO-TENDENCIOSIDADE
Um estimador & ¢ dito ndo-tendencioso (Imparcial, justo, ndo-viciado, ndo-viezado,
unbiased) de um parametro 0 se E(8) = 6.

Se E(8) # 0, entdo & € dito "viciado" e E(6) - 0 é dito "viés" do estimador (bias of the

estimate).
Exemplos:
(1) X é um estimador ndo-tendencioso de L.

Prova:

E(X) = E[Ej = Ye(ex) = 1ye0o = Lyp = =n.

n

M é um estimador tendencioso de 6.
n

(2) 6°=
Prova:

Considere a soma Y, (X_i)z e observe que ela podera ser escrita da seguinte maneira:
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(XX = 2(X-utn-X = £(X-p+ 25 (X~ - %) + 2 (u-X)°.
Como [ - X é constante € ¥ (X —p)=Y X —nu=nX-nu=nX-p), segue:

S (X-X)* = £ (X-)® - n.(X-w?. pois

25 (X=p)(u—=X) =2(u-X)n(X-p) = 2n@-X) e
2-X)+ (1=X)> = -2n (W-X)* +n (u=X)> = -n (u-X)’

Portanto:
E(s?) = E(M) = %E(z x-xP) = %E( S (X—pP -n.(X-p)*) = %{ZE(X—H)Z—HE X-p)* }
= % {3 Var(X)-nVar(X)} = % no?- n%z} = %(ncz -0’} =6°-0/n= (o’ - *)/n =

= (n-1)0’/n

¥ (x —f)z

3) S%= ¢ um estimador ndo-viciado de o°.

Prova:

> (X-X)*
E(Sz):E{ — J: 1 E{Z(X—Y)z :ﬁE{Z(X—E(XHE(X)—Yﬂ:

2

1 — 2 1
— > (E(X-EX))?) - nE(X-E(X)) } - —{ncz—n.‘ﬂ _

Ll (x-£00/ - n(X-E00)°] =

n— | _
2_ 2 ) <2
no“-o° _ (n-1).0° _ 2.
n-1 n-1
—\2
2 Z(X_X) e . . 2 .
4) S = =L € um estimador tendencioso de G°, se a amostragem for realizada sem

reposicao de uma populacgdo finita.
Prova:
(5) T = n. X, total amostral, € um estimador tendencioso de T = 2.X, total populacional.
Prova:
E(T)=Em.X)=n.E(X)=npu #N.u=1.

(6) T =N.X ¢é um estimador nio-tendencioso de T = >.X.

Prof. Lori Viali, Dr. - viali@mat.ufrgs.br - http://www.mat.ufrgs.br/~viali/ 6



=\ SERIE: Estatistica Basica
o Texto 3: ESTIMACAO

Prova:
E(T)=E(N.X)=N.E(X)=Nu=N.u=r1.
(7) P é um estimador ndo-tendencioso de 7.
Prova:

, ) — 0, com probabilidade 1-m
E um caso particular de X, onde X = n
1, comprababilidade =

2 2
% =2 ¢ um estimador nio-tendencioso de c% =9
n n

E(SZ) = o’/n.

2
B(e2)=E(%)=

Se a amostragem for sem reposi¢do de populagdo finita entao:

A2 N 2N
S"N-n é um estimador ndo tendencioso de g2 =2 N=n
n N-1 X n N-1

N-1
2 _ a2 _ 2
2= ,onde §°= NS

A ndo-tendenciosidade ou auséncia de viés é uma qualidade desejavel para os estimadores.

z

Entretanto, essa qualidade € insuficiente como critério para selecionar um estimador, pois, por
exemplo, toda média ponderada dos valores amostrais é ¢ um estimador ndo-tendencioso da média

populacional.
Prova:
Seja M = X2m;. X, onde 2m; = 1, um estimador de p. Entao:
EM) = ECmi. X;) = 2E(mi. X;) = 2mi.E(X;) = W2 = W.

Outra propriedade desejdvel para um estimador € a da precisao ou eficiéncia.

1.2.2. PRECISAO OU EFICIENCIA
A precisdo ou efici€éncia é a proximidade das observagdes (estimativas) do seu valor esperado.
Definicao:
Dados dois estimadores ndo-tendenciosos g € §, de um mesmo parametro 6, diremos que g,

€ mais eficiente que g, se Var(p;) < Var(g,). A eficiéncia relativa de g; em relacdo a g, é definida

como sendo V(9;)/V(8,).
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Exemplo:

Qual dos dois estimadores abaixo € mais eficiente para estimar a média da populacao?

X1 =0,3X; + 0,7X; ou X, =0,2X; + 0,8X>

Solucgdo

Como sdao ambos nio-tendenciosos temos:

Var(X,) = Var(0,3X; + 0,7Xy) = 0,3*Var(X;) + 0,7*Var(Xy) = (0,09 + 0,49)c> = 0,585".

Var(X,) = Var(0,2X; + 0,8Xy) = 0,2*Var(X;) + 0,8*Var(Xy) = (0,04 + 0,64)c> = 0,685".

Portanto

X1 € mais eficiente que X,

Em igualdade de circunstancias, é obvio, que um estimador nao-tendencioso € preferivel a um
estimador tendencioso. Mas se tivermos que escolher entre um estimador tendencioso, cuja
distribuicdo é concentrada na vizinhanga do verdadeiro valor do parametro e um ndo-tendencioso com

grande variancia, o estimador tendencioso pode ser preferivel, principalmente se é possivel determinar

a grandeza e a direcdo da tendenciosidade.

Para julgar situagcdes como esta € definida a propriedade da validade (ou acurécia).

1.2.3. VALIDADE (OU ACURACIA)

Proximidade das observagOes (estimativas) ao parametro desejado. Dados dois estimadores g4
e 9o de um mesmo pardmetro 0, diremos que g; € mais acurado que g, se EQM(p;) < EQM(p,). A

eficiéncia relativa de §; em relacdo a g, € definida como sendo EQM(p1)/EQM( 8, ).

1.2.4. COERENCIA OU CONSISTENCIA

Um estimador € dito coerente (consistente) para qualquer quantidade muita pequena & > 0 se a
probabilidade de que o desvio absoluto entre 8 e 6 seja menor que d tende para 1 quando o ndimero de

observacgdes "n" tende ao infinito, isto é:
P(16 -6l<d) — 1, quando n —

A propriedade acima é equivalente a lim EQM®) = O ou entdo, as duas seguintes,
N—o0

lim E(08)=0, atendenciosidade tendea zeroe

consideradas em conjunto: {7 _

lim Var(8)=0, avariancia tende a zero.
n—»eo
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Exemplo:

. 2 . : 2
Verificar que S” é um estimador coerente de ¢”.

n_n

Tem-se que E(S?) =o, para qualquer "n" e

4 4
Var(Sz) = % . Entdo, como lim ii =0, S? ¢ consistente.
- n—eo N—

1.3. METODOS DE ESTIMACAO

Os estimadores considerados até agora foram sugeridos por intuicdo. Seria desejavel,
entretanto, um método ou principio que levasse sempre a bons estimadores. Infelizmente ndo existe um
método geral aplicdvel a todas as situagdes. Os principais métodos de estimagdo sdo o dos momentos,

0 da maxima verossimilhanca e o dos minimos quadrados.

1.3.1. METODOS DOS MOMENTOS

E o mais antigo dos métodos para determinar estimadores (determinado por K. Pearson em
1894). Se existem "k" parametros para serem estimados, 0 método consiste em expressar 0S primeiros
"k" momentos da populagdo em termos dos "k" parametros através de "k" equacdes. A solucido do

sistema formado por estas equacdes leva a determinagdo dos estimadores.

As estimativas obtidas desta forma sdo claramente fun¢des dos momentos da amostra. Uma
vez que os momentos da amostra sdo estimativas consistentes dos momentos da populagdo, os

parametros estimados serdo geralmente coerentes.

1.3.2. METODOS DA MAXIMA VEROSSIMILHANCA (MAXIMUM LIKELIHOOD)

Funcao de verossimilhanca

Seja f(x: 6) a funcdo de probabilidade X (discreta ou continua) calculada no ponto X = x. O
valor de 6 estd incluido na notacdo para lembrar que a distribuicdo da varidvel X depende do
parametro 0. Sejam X, X», ..., X, uma amostra aleatdria da varidvel aleatéria X e sejam xi, X2, ...., Xn
seus valores amostrais. Define-se a funcdo de verossimilhanga L, como sendo a seguinte funcdo da

amostra e do parametro 0:
L(X1, X, ..., Xu; 0) = {(X1; 0).f(X5; 0). ... . f(X,; 6) Equacgao 1.1

Se a amostra (X, Xo, ..., Xy) tiver sido obtida, os valores amostrais (Xi, Xp, ...., Xp) Serao

conhecidos. Ja que 0 € desconhecido pode-se propor a seguinte questdo? Para qual valor de 0 L(x, X2,
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.., Xp; 0) terd o valor maximo? Colocando de outra forma. Suponha que existam dois valores
diferentes de 6, digamos 0, e 02, e que L(xi, X2, ...., Xp; 01) < L(X1, X2, ..., Xn; 02). Neste caso 6, seria
preferivel, pois para a amostra obtida o evento dado é mais provdvel de ocorrer com 0, do que com 0.

Este raciocinio pode ser resumido por:

Definicdo: A estimativa de mdxima verossimilhanca de 6, baseada numa amostra aleatéria
obtida da populacdo X é aquele valor de 0 torna méxima L(X, X, ..., Xy; 0), para uma dada amostra

X1, Xa, ..., Xn onde L € definida pela equacao 1.1.

Observagoes:

(1) © € uma variavel aleatoria, pois seu valor depende da amostra X, Xa, ..., Xy

(i1) Na maioria das situacdes 0 representa um valor isolado, mas se a distribui¢do depender de
mais de um parametro (dois como no caso da normal), O representard um vetor, por exemplo,
0 = (a, o).

(ii1) Para determinar a estimativa de MV, deve-se determinar o valor maximo de uma fungao.
No entanto em muitas situacdes € mais facil determinar o maximo da fungao

In L(Xy, X, ..., Xp; 0)

que possui o ponto de miximo idéntico ao da funcao L.

As estimativas de MV apresentam algumas propriedades importantes:

(1) A estimativa de MV pode ser tendenciosa. Normalmente esta tendenciosidade pode ser

eliminada pela multiplicacdo de uma constante apropriada.

(11) Sob condig¢des gerais as estimativas de MV sdo coerentes. Isto €, se o tamanho da amostra

aumentar a estimativa se aproximard do valor a ser estimado.
Exemplo:

Suponha que uma varidvel aleatéria X tenha uma distribuicio normal de média 1 e desvio

padrdo o, isto € a fdp de X seja:

f(x) = 6\}%6_;(?)2

Se Xi, Xy, ..., X, for uma amostra aleatéria de X, sua funcdo de verossimilhanca serd dada

por:

2
110 [yie
L(Xi, Xa, ..., Xp; U, O) = (Z“GZTH/Z‘?XP{_Z 5y [XIGP‘} }
i=1
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Portanto:

n 10 Xi— 2
InL(X;, Xo, ..., X U, O) = (—)ln(%ccz)—— Z(l “j
2 2i-\ ©

Deve-se resolver simultaneamente:

JdlnL JdlnL
=0 e
Jau a6

=0. Tem-se:

olnL _ > (Xi_zu)z =0, que fornece p =X, a média amostral e

ou i=1 ©

N R n n _
dlnL_ n, ZM:O,O que fornece 62=l-Z(Xi—M)2=l-Z(Xi—X)2'
J0 6 -1 © ni=1 =1

. . L. .. 2, . .., .
Observe que a estimativa de mdxima verossimilhanca de ¢~ € tendenciosa, pois ja foi visto

~ . . e g . PR . L 2
que a nio-tendenciosa precisa ser dividida por "n-1", isto é, 2 ao invés de S°.

1.3.3. METODOS DOS MINIMOS QUADRADOS

Este método € util para estimar momentos em torno de zero de uma distribui¢do populacional.
O principio envolvido € um pouco mais complicado do que o do método dos momentos. Considere-se

uma variavel aleatoria X e se r-ésimo momento em torno de zero:
EX)=pn onder=0,1,2, ..

A amostra a ser utilizada € X, X», ..., X, . Para se obter o estimador dos minimos quadrados

de p, é formada a seguinte soma:
n l
She-u -

Deve-se escolher o valor p. que torna a soma acima tdo pequena quanto possivel. Por

exemplo, para se achar o estimador dos minimos quadrados para a média populacional p (= u'r),

determina-se para qual valor de il a soma acima serd minima, isto €, deve-se minimizar a equagao:
n
Z(Xf—u)z :
i=1

z

Para isto € necessdrio derivar esta equacdo em relacdo | e igualar esta derivada a zero,

obtendo-se:

—2,§(xi—u) =0
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. - n
Que resolvido em fun¢do de p = 1 >Xi=X.
nj=1

Desta forma, verifica-se pelo método dos minimos quadrados que a estimativa da média
populacional é dada pela média da amostra, que coincide com o estimador obtido pelo método dos

momentos.

As propriedades dos estimadores dos minimos quadrados devem ser estabelecidas caso a caso.

Prof. Lori Viali, Dr. - viali@mat.ufrgs.br - http://www.mat.ufrgs.br/~viali/ 12



=\ SERIE: Estatistica Basica
o Texto 3: ESTIMACAO

2. ESTIMACAO POR INTERVALO

O estimador por ponto ndo permite ter uma idéia do erro cometido ao se fazer a estimativa do
parametro. Para que se possa associar uma confianga (probabilidade) a uma estimativa é necessdrio
construir um intervalo em torno da estimativa por ponto. Este intervalo € construido baseado na
distribuicdo amostral do estimador.

Para construir intervalos de confianca € necessdrio inicialmente fixar-se uma probabilidade “1
- o de que o intervalo construido contenha o parametro populacional. Esta probabilidade é
denominada de confianca do intervalo. Desta forma, “o“ serd a probabilidade de que o intervalo obtido

ndo contenha o valor do parametro, isto €, “a‘‘ serd a probabilidade de erro.

2.1. DA MEDIA POPULACIONAL (p)

A construcdo de um intervalo de confianca para a média populacional (1) envolve duas
situacoes tipicas. (1) Quando o desvio padrdo populacional (6) for conhecido e (2) Quando o desvio
padrdo populacional (o) for desconhecido. A segunda situacdo € a mais comum, pois € pouco provdvel
que nao se conheca a média de uma populagdo, por isto a necessidade de estiméd-la, mas, no entanto, se

conhece o desvio padrdo. Entretanto por razdes histdricas e diddticas vamos manter as duas situacoes.

2.1.1. DESVIO PADRAO POPULACIONAL (0) CONHECIDO

z

O intervalo de confianca para a média (L) de uma populacdo é construido em torno da

estimativa pontual X. Sabe-se que a média da amostra tem distribuicio normal de média p e desvio

padrao %/ﬁ se a populacdo de onde for extraida a amostra for normal (ou se a amostra for superior a

30 e retirada de qualquer populacdo ) de média i e de desvio padrdao o, pode-se entdo utilizar a curva

normal para estabelecer os limites para o intervalo de confianca.

Lembrando que o que se quer ¢ um intervalo que contenha o parametro populacional L com

probabilidade “I - a* tem-se entdo:

P(-zop < Z < 7o) = 1 - @, onde zy» € 0 valor da normal padrdo com area a direita € igual a

o/2.

Mas Z = (X - ) /%/ﬁ substituindo na expressdo acima vem:
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P(-zop < (X - )/ %/ﬁ < zgn) =1 - a. Trabalhando esta desigualdade, segue que:

P(X - zm%/ﬁ <pu <X+ zm%ﬁ) =1 - o. Que é o intervalo procurado. Assim o intervalo

de confianca (probabilidade) de “1 - o para a média de uma populacdo, quando ¢ for conhecido, é

dado por:

X - M%/ﬁ - X + zmy\/ﬁ] onde:

X é a estimativa por ponto da média da populagio.
¢ € o desvio padrao da populagdo e

Zop € 0 valor da distribuicdo normal padrdo cuja drea a direita € igual a o/2, isto €, € o valor

de Z tal que: P(Z > 7)) = 0/2, ou entdo: P(-zyn) = /2.
Exemplo:

Uma populagdo tem um desvio padrdo igual a 10 e média desconhecida. Uma amostra de
tamanho n = 100 & retirada e fornece uma média X = 50. Qual o intervalo de 95% de confianca para a

média desta populagdo?
Solugdo:

Tém-se 1 - 0 =95%, entdo . =5% e o /2 =2,5%. O coeficiente de confianca que deve ser

buscado na normal padrao € valor zy» de Z tal que:
P(Z > z4pn) = 2,5%, ou entdo: P(-zpn) = 2,5% = -Zy» = @'1(2,5%) =-1,96.
Entdo o intervalo de confianga de 95% para a média desta populacdo sera:
[X - sz%/ﬁ; X + sz%/ﬁ] =[50 - 1,96.10/10; 50 + 1,96.10/10] =[50 - 1,96; 50 + 1,96] =

= [48,04; 51,96], ou seja, pode-se afirmar com uma certeza de 95% de que este intervalo conterd a

média desta populagao.
Obs.: O valor € = zm%ﬁ € denominado de erro padrdo da estimagdo. Nao confundir com o

valor %/ﬁ que € o erro padrdo da amostragem. O erro padrdo da estimagdo € a semi-amplitude do

intervalo de confianga. A amplitude do intervalo de confianca (IC) serd; 2€.
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2.1.2. DESVIO PADRAO POPULACIONAL (0) DESCONHECIDO

Quando o desvio padrdao da populagdo (o) € desconhecido € necessario utilizar sua estimativa

“6 7. SO que ao substituir-se o desvio padrao populacional pela sua estimativa no quociente:

(X - /7\/5 ndo se terd mais uma normal padrdo. De fato, conforme demonstrado pelo
estatistico inglés W. S. Gosset', conhecido por “Student” o comportamento do quociente:

X -/ %/ﬁ segue uma distribuicdo simétrica em torno de zero, porém com uma

variabilidade maior do que a da normal padrdo. A distribuicdo do quociente acima é conhecida como

distribuicao “T” de Student.
2.1.3. A DISTRIBUICAO T (DE STUDENT)

Na realidade existem infinitas distribui¢cdes “T”, uma para cada tamanho de amostra. Estas

distribuicdes a exemplo da normal padrao encontram-se tabeladas.

A tabela para a distribuicdo “T” segue uma metodologia um pouco diferente daquela da
normal padrdo. De fato, como as distribui¢cdes de Student ndo podem ser padronizadas, isto €, sofrer
uma transformacdo de varidvel, a exemplo do ocorre na normal, ndo € possivel construir uma unica
tabela. Assim, neste caso, cada linha de uma tabela representa uma distribui¢cdo diferente e cada coluna
representa um valor de confianca que poderd ser “o*‘ ou “o/2”, isto é, a tabela poder4 ser unilateral ou
bilateral. A linha de cada tabela fornece a distribui¢ao “T" com pardmetro “n - 1”” denominado de graus
de liberdade, isto é, o grau de liberdade = v = n - 1 = linha da tabela. (Rever na Apostila de
Probabilidade)

2.1.4. O INTERVALO
Neste caso, o intervalo de confianga com probabilidade “1 - o para a média sera:

[X -t 7\/5 i X+t 7\/5] onde:

X é a estimativa por ponto da média da populagio;

! William S. Gosset: Estatistico inglés que trabalhava na cervejaria Guiness.
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6 ¢é o desvio padrao da amostra, calculado com "n-1" no denominador e uma estimativa do
desvio padrao da populacdo G e tyn € o valor da distribuicao T cuja drea a direita € igual a 0/2, isto é, é

o valor de T tal que:
P(T > ton) = 0/2, ou entdo: P(- tgn< T < tyn) =1 - @

Na realidade as tabelas fornecem os valores de "T" em fun¢do do parametro v =n - 1 = grau
de liberdade e da confianca desejada (dada em funcdo de uma ou duas caudas). Assim dado uma

confianca unicaudal de o/2, o valor tabelada é: T'l(n -1, a/2) = ~top.

Exemplo:

Uma amostra de tamanho 25 foi retirada de uma populacdo com o objetivo de estimar a sua

média e forneceu os valores X = 50 e 6 = 10. Qual o intervalo de 95% de confianca para a média

desta popula¢ao?

Solucdo:

Tem-se 1 - o0 =95%, entdo . =5% e o /2 =2,5%. O coeficiente de confianca que deve ser
buscado na distribuicdo t com vV =n - 1 =25 - 1 = 24 (linha da tabela). A coluna devera ser o valor
o = 5% (tabelas bilaterais) ou entdo o valor o/ 2 = 2,5% (tabelas unilaterais). Em qualquer caso o que

se procura € o valor “T” com grau de liberdade igual a 24, isto €, o valor Ty4 tal que:
P(- top < Toa < top) =95%.

Este valor vale 2,064. (note-se que na normal este mesmo valor valia 1,96). Entdo o intervalo

de confianga de 95% para a média desta populacdo sera:
[X - tq/27 0 X + tw27 1 =150 -2,064.10/5; 50 + 2,064.10/5] =[50 - 4,13; 50 + 4,13] =
Jn Jn

[45,87; 54,13], ou seja, pode-se afirmar com uma certeza de 95% de que este intervalo conterd a média

desta populacao.

Convém notar que a ultima linha da tabela da distribuicdo “T” apresenta valores coincidentes
com aqueles que seriam obtidos se fosse utilizada a distribui¢do normal padrdo. Isto ocorre porque a
distribuicdo “T” tende a distribuicdo normal a medida que o tamanho da amostra aumenta, isto €, a
distribuicdo normal € o limite da distribui¢do “T” quando o tamanho da amostra tende ao infinito. Esta
aproximacao ja serd bastante boa para amostras de tamanho n > 30. No entanto, para evitar confusdes

sobre quando utilizar um ou outro modelo, ndo se recomenda a substituicdo de T por Z, a exemplo, do
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que fazem outros textos. Quando o valor do grau de liberdade ndo for encontrado na tabela, toma-se o

valor imediatamente inferior.
2.2. DA PROPORCAO POPULACIONAL (o)

Seja P = proporcdo amostral. Sabe-se que para n > 50 a distribuicdo amostral de P é

. ‘1 . ~ - n(l-m
aproximadamente normal com média pp = T e desvio padrdo (erro padrdo) op = d-m . Pode-se
n

entdo utilizar a curva normal para estabelecer os limites para o intervalo de confianca.

Lembrando que o que se quer € um intervalo que contenha o parametro populacional T com

probabilidade “I - o entdo tem-se:

P(-zop < Z < 7o) = 1 - 0, onde zy» € 0 valor da normal padrdo com éarea a direita € igual a

/2.
Mas Z = (P- up) / op entdo substituindo na expressdo acima vem:
P(-zopo < (P - up) / 6p < zo2) = 1 - a. Trabalhando esta desigualdade, segue que:

P(P - zyn0p < pp <P + z420p) = P(P - 2op0p < T <P + z»0p) = 1 - . Que € o intervalo
procurado. Assim o intervalo de confianca (probabilidade) de “1 - o para a proporcao “P” de uma

populacdo é dado por:

[P- sz,/M ; P+ Zcx/%/M 1.

Observando-se a expressdo acima pode-se perceber que o intervalo de confianca para a
propor¢ao populacional 7, depende dele mesmo, isto €, € necessario calcular o erro amostral que esta
expresso em funcdo de . Como o objetivo € estimar este valor, evidentemente ele ndo é conhecido.

Assim € necessario utilizar, sua estimativa &p, isto €, € necessdrio substituir T por P na expressao

/ 1- ) ) )
Op= u . Desta forma o intervalo acima ficara:
n
[P(1-P [P(1-P
[P— Zo2 ¥ P+ zap ¥ ], onde:
n n

P ¢ a estimativa por ponto da propor¢ao populacional 7.
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P(1-P)

ép= € uma estimativa do erro padro, isto €, do desvio padrao amostral e

Zap € 0 valor da distribuicdo normal padrio cuja drea 2 direita é igual a o/2. E o valor de Z tal
que: P(Z > zqp) = 0/2, ou entdo: P(-zy») = o/2.

Exemplo 1:

Numa pesquisa de mercado, 400 pessoas foram entrevistadas sobre sua preferéncia por
determinado produto. Destas 400 pessoas, 240 disseram preferir o produto. Determinar um intervalo de

confianca de 95% de probabilidade para o percentual de preferéncia dos consumidores em geral para

este produto.

Solucdo:

Tém-se 1 - a0 =95%, entdo v = 5% e o/ 2 = 2,5%. O coeficiente de confianca que deve ser
buscado na normal padrao € valor zy, de Z tal que:

P(Z > z4pn) = 2,5%, ou entdo: ®(-zyn) = 2,5%.

Este valor vale 1,96. A estimativa por ponto para a propor¢do populacional serd: p = f/n =

240/400 = 0,60 = 60%.

Entdo o intervalo de confianga de 95% para a proporcdo populacional sera:

PA-P PA-P 0,60(1—0,60 0,60(1—0,60
[P- zan ") P 200 POP) 2 10,60 - 1,06, 22000890 0,60 + 1,96, 250U -060)

= [60% - 4,80% ; 60% + 4,80%] = [55,20%; 64,80%], ou seja, pode-se afirmar com uma certeza de
95% de que este intervalo conterd a propor¢do populacional, isto é, a verdadeira percentagem dos

consumidores que preferem o produto pesquisado.

Exemplo 2:

Numa pesquisa de mercado para estudar a preferéncia da populagdo de uma cidade em relacao
ao consumo de um determinado produto, colheu-se uma amostra aleatéria de 300 consumidores da

cidade e observou-se que 180 consumiam o produto. Determinar um IC de 99% para a propor¢do

populacional de consumidores do produto.
Solugdo:

Tém-se 1 - 0 =99%, entdio = 1% e o /2 =0,5%. O coeficiente de confianca que deve ser

buscado na normal padrao € valor zy, de Z tal que:
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P(Z > z4pn) = 0,5%, ou entdo: ®(-zy») = 0,5%.

Este valor vale 2,575. A estimativa por ponto para a propor¢do populacional serd: p = f/n =

180/300 = 0,60 = 60%.

Entdo o intervalo de confianga de 99% para a proporcado populacional sera:

POP) by 5 POP [os0i-a) Josott-az0)
[P- zon ran P+zun - 1 =10,60 - 2,58 300 .5 0,60 + 2,58 300 ]

= [60% - 7,28% ; 60% + 7,28%] = [52,72%; 67,28%], ou seja, pode-se afirmar com uma certeza de
99% de que este intervalo conterd a propor¢do populacional, isto é, a verdadeira percentagem dos

consumidores que preferem o produto pesquisado.

2.3. DA VARIANCIA POPULACIONAL (6%

Sabe-se que o estimador ndo-tendencioso de o é S e que EiS?) = o enquanto
V (8% =26%/(n -1). No entanto, para se construir um intervalo de confianga para o é necessdrio, ainda
conhecer qual é o comportamento de S?, isto &, qual é o modelo teérico (probabilistico) seguido pelo
estimador. Assim antes de se construir um intervalo de confianga para a variancia populacional é
necessdrio se conhecer um novo modelo probabilistico denominado de qui-quadrado e representado
por x (c grego).

A distribuicdo ou modelo qui-quadrado pode ser obtida de uma soma de varidveis normais

. . z n
padronizadas, isto é, xﬁ =xzZ.
=

A distribuicao x* é assimétrica positiva (possui uma cauda a direita) e de depende do
parametro v. Sabe-se também que:

E(x®) =V e que V(x*) = 2v.

A figura 2.1 mostra alguns exemplos de modelos qui-quadrado. A comportamento,

distribuicio de probabilidade, apresentado pela varifincia amostral (S*) estd relacionado com a

distribui¢ao (modelo) x2 através do seguinte resultado:

n-1)g2 . . n . e 2 .
X34 :% , isto €, a variancia segue uma distribui¢do %~ com "n - 1" graus de liberdade a
(o)

menos de uma constante. Neste casov =n -1.
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2.3.1. TABELAS

A distribui¢do % esté tabelada em funcdo do grau de liberdade n - 1 = v (linha da tabela) e
area a sua direita, isto &, P()(2 > c) = o. Na realidade o que estd tabelado € a funcdo inversa da xz, isto
¢, entrando com o valor do parametro (graus de liberdade) e uma determinada probabilidade (drea), a
tabela fornece um valor da varidvel (abscissa) tal que a probabilidade a direita (4drea) deste valor seja

igual a area especificada. (Ver Apostila de Probabilidade para mais detalhes).
2.3.2. O INTERVALO

Suponha que seja fixado um nivel de confianca de “1 - a*“ e que X12 e xi sejam dois valores
da distribuicdo x2 tais que P( X12 < x2 < xg) =1-oq.

P(yf <x’<y3)=1-a

a2
@=Ds

P(x5 <x3)=1-a

Assim o intervalo de confianga (probabilidade) de “l1 - o para a variancia da populacdo €

dado por:

{(n—bs?(n—ﬂsz}
no X

2.4. DO DESVIO PADRAO POPULACIONAL (o)

Para determinar um intervalo de confiangca de "1 - a" de probabilidade para o desvio padrdo
populacional basta apenas tomar a raiz quadrada positiva dos termos do intervalo para a variancia

populacional. Assim o intervalo sera:

N(n—bs?\/(n—nﬂ
O

O significado deste intervalo é:
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2 2
P{ /%<c< /%}ﬂ—a.
X2 X1

Exemplo:

., ~ A 2
Uma amostra extraida de uma populacdo normal forneceu uma varidncia de s° = 8,38.
Determinar um intervalo de confianga de 90% para a variancia da populagcdo e um intervalo de mesma

confiabilidade para o desvio padrao da populagdo.

Solucgdo

L, Le e . . . .~ 2
Neste caso € necessario inicialmente determinar os valores da distribui¢do y~, de modo, que

x12 tenha uma area (probabilidade) a direita igual a 95% e xg tenha uma area (probabilidade) a direita

igual a 5%. Estes valores sdo: x12 =3,940e xg =18,307.

O intervalo de confianga, para a variancia, sera:

_(n—1)sz‘(n—1)31
B %

[(11-1).8,38 (11-1).8,38
18,307 = 3,940

[4,58; 21,27]

O intervalo de confianga, para o desvio padrdo, sera:

—\/(n—1)82,\/(n—1)31
A

_\/(11—1).8,38‘\/(11—1).8,38}

18,307 3,940

\4,58; \/21,27; ]

[2,14; 4,61].
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3. EXERCICIOS

(01) Seja X uma varidvel aleatoria normal com média W e desvio padrdo 6. Sejam:

n n n
2 Xi 2 Xi 2 Xi
i, =5 ,=15 e fy=o+ ‘:22 , trés estimadores de [.. Determinar as propriedades dos trés
n n+ n

estimadores, isto €, suas expectancias e variabilidades.

(02) Com base na amostra aleatdria (X, X3), considerar dois estimadores de L.

- Xi1tXs 1 2
X=—""=e W==x4+—=
> 3X1 3X2

(02.1) Verificar se sdo ndo tendenciosos.
(02.2) Qual a eficiéncia de W em relagio a X ? Qual o melhor?
(02.3) Provar que X €é mais eficiente que qualquer outra combinagdo linear ndo-tendenciosa.

(Sugestdo: determinar a variancia de cX; + (1 -¢)X; em fun¢do de "c" e achar o seu minimo,

derivando-a e igualando-a a zero.)
(03) De uma distribui¢do normal com variancia 2,25, obteve-se a seguinte amostra:
27,5; 25,6; 28,2; 26,1 e 25,0
Determinar um intervalo de confianca para a média desta populagdo com confiangas de:
(03.1) 95% (03.2) 99%
(04) Utilizando-se de uma aas de 145 profissionais de certa regido, verificou-se que o salario médio é

de 8 saldrios minimos (s.m.) com um desvio padrao de 1,8 s.m. A amostra também forneceu a

informacdo de que 70% dos profissionais eram casados.
(04.1) Determine e interprete o intervalo de confianga de 95% para o saldrio médio de todos os
profissionais desta regido.

(04.2) Determine e interprete o intervalo de confianca de 99% para a proporcdo de profissionais

casados desta regiao?

(04.3) Determine e interprete um Intervalo de Confianca de 90% para o
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(05) A amostra apresenta os valores da varidvel “tamanho da familia” X T
coletados através de uma aas em uma vila popular. 3 10
(05.1) Determine ¢ interprete o intervalo de confianca de 95% para o 4 12

pardmetro tamanho familiar médio por domicilio da vila. 5 19
(05.2) Determine e interprete o intervalo de confianca de 90% para o 6 15
parametro propor¢ao de domicilios da vila com tamanho igual ou ’ o7

superior a cinco.

(06) A variancia de uma populagdo é 150. Deseja-se obter um intervalo de confianca para a média da
populacdo com uma confiabilidade de 95% e um erro maximo de 2. Quantos valores desta
populacdo devem ser retirados aleatoriamente?

(07) Quer-se estimar a média de uma populacdo de varidncia desconhecida através de um intervalo de
confianca de 95% e com erro de estima¢cdo maximo de 5 unidades. Através de uma amostra piloto
de 100 valores a varidncia foi estimada em 400 unidades. Que tamanho deve ter a amostra final?

(08) Uma amostra preliminar de pessoas de uma determinada comunidade apresentou 18% de
analfabetos. Com este resultado quer-se estimar a proporcdo de analfabetos da populacdo com
uma confiabilidade de 95% e com um erro de estimacdo maximo de 2,5%. Qual o tamanho da
amostra a ser utilizada?

(09) De uma populacdo normalmente distribuida foi extraida uma aas de n = 10 que apresentou os

valores abaixo:

4 8 12 5 7 9 10 11 6 8
(09.1) Determine uma estimativa da variancia populacional.
(09.2) Determine uma estimativa da média populacional e do correspondente erro amostral?

(09.3) Determine um intervalo de confiangca de 95% para a média desta populacao.

(10) A tabela apresenta os valores de uma amostra retirada de uma populacao

X f

normal. Determine: 04 - 08 3
(10.1) Um intervalo de confianca de 95% para a média desta populacao. 08 I-- 12 8
(10.2) Um intervalo de confianca de 99% para a média desta populacao. 2 e 6
16 I-- 20 4
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4. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

(01) Quantos a expectancia tem-se:

E(ﬁz) - nn—iL-L 1
E(ﬁl) — & (n — 1)“ — (Zn — 1)“

Como [i, € [i; sdo tendenciosos s6 [i; = X € candidato a eficiéncia.

Quanto a acuricia, tem-se: EQM({i ) = Var(fi ) + (Tendji )2

_ 2
Vi) =V =2
. >Xi\ _ no?
Vi) = VEED = P
n
5K (- _ 2n-1)
Ay _yelpiz2 y _p (-Dp _ 2(n-Tu
V(i) = V(2+ 21’1_) 2+ o o

(02) E(X) = EEL22) =p.

1 2 1 2 wo2u
E(W)=E=Xi+2X) = =E(X,)+<E =242 -
(W) (3x1 3><2) 3 (X)) 3 (X2) Sty =M
= X1+ X2 62
VX)= V(F+=—=%) = —
(X)=V( 5 ) 5

1 2 1 4 o6? 4¢6° _567
V(W)= V(=X +=X5) = = V(X,)+=V =9 20 -0
(W) (3X1 3Xz) 3 (Xy) 5 (X2) 5 g 9

A eficiéncia de X em relagiio a W é dada por: X 90%. Assim X ¢é melhor.

V(W)
(03) (03.1) [25,17; 27,79] (03,2) [24,75; 28,21]

(04) (04.1) [7,71; 8,29] Tem-se 95% de certeza de que o saldrio médio de todos os profissionais da

area esta entre 7,71 s.m. € 8,29 s.m.
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(04.2) [60,20%; 79,80%] Tem-se 99% de confianca de que a percentagem de profissionais da

area que sdo casados esteja entre 60,20% e 79,80%.

(04.3) [2,70; 3,98]. Tem-se 90% de confianca de que o valor da variancia populacional pertenca

a este intervalo.

(05) (05.1) [4,62; 5,22] Tem-se 95% de confianca de que o valor médio do tamanho familiar da vila

esteja entre 4,62 e 5,22 membros.

(05.2) [53,23%; 72,93%] Ha 90 de certeza de que o percentual de familias com 5 ou mais
membros esteja entre 53,23% e 72,93%.

(06) n =145

(07) n = 62, como a amostra piloto utilizada foi de n = 100 € mais confidvel ficar com a amostra piloto.
(08) n =908

(09) (09.1) 6,67 (09.2) 8 e 0,82 (09.3) [6,15; 9,85]

(10) (10.1) [9,19; 12,65] (10.2) [8,58; 13,26]
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